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ÄËß ÝËËÈÏÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌ

Ñ ÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÌÈ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÀÌÈ

Ò. À. Ñóñëèíà

Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,
Ôèçè÷åñêèé ôàêóëüòåò,

Óëüÿíîâñêàÿ óë., ä. 3, Ïåòðîäâîðåö,
Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 198504, Ðîññèÿ

e-mail: suslina@list.ru

ÀÍÍÎÒÀÖÈß

Â ïðîñòðàíñòâå L2(O;Cn), ãäå O ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü
ñ ãðàíèöåé êëàññà C1,1, ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàòðè÷íûé ýëëèïòè÷åñêèé
äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð AN,ε âòîðîãî ïîðÿäêà ïðè óñëîâèè
Íåéìàíà íà ãðàíèöå. Çäåñü ε > 0 � ìàëûé ïàðàìåòð, êîýôôèöèåíòû
îïåðàòîðà ïåðèîäè÷íû è çàâèñÿò îò x/ε; íèêàêîé ðåãóëÿðíîñòè
êîýôôèöèåíòîâ íå ïðåäïîëàãàåòñÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ε→ 0 ðåçîëüâåíòà
(AN,ε + λI)−1 ñõîäèòñÿ ïî îïåðàòîðíîé íîðìå â L2(O;Cn) ê ðåçîëüâåíòå
ýôôåêòèâíîãî îïåðàòîðà A0

N ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Äëÿ
íîðìû ðàçíîñòè ðåçîëüâåíò óñòàíîâëåíà îöåíêà ïîðÿäêà ε (òî÷íàÿ
ïî ïîðÿäêó). Íàéäåíà àïïðîêñèìàöèÿ îïåðàòîðà (AN,ε + λI)−1 ïî
íîðìå îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç L2(O;Cn) â ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà
H1(O;Cn), ñ ïîãðåøíîñòüþ O(

√
ε). Àïïðîêñèìàöèÿ äàåòñÿ ñóììîé

îïåðàòîðà (A0
N + λI)−1 è êîððåêòîðà ïåðâîãî ïîðÿäêà. Äëÿ ñòðîãî

âíóòðåííåé ïîäîáëàñòè O′ íàéäåíà àíàëîãè÷íàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ñ
ïîãðåøíîñòüþ O(ε).

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïåðèîäè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû,
çàäà÷à Íåéìàíà, óñðåäíåíèå, ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð, êîððåêòîð,
îïåðàòîðíûå îöåíêè ïîãðåøíîñòè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 11-01-00458-à) è
ïðîãðàììû ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë (ãðàíò ÍØ-357.2012.1).
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Ââåäåíèå

Ðàáîòà îòíîñèòñÿ ê òåîðèè óñðåäíåíèé (ãîìîãåíèçàöèè)
ïåðèîäè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ (ÄÎ). Çàäà÷àì
óñðåäíåíèÿ â ïðåäåëå ìàëîãî ïåðèîäà ïîñâÿùåíà îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà.
Óêàæåì, â ïåðâóþ î÷åðåäü, êíèãè [BeLP], [BaPa], [ZhKO].
0.1. Òåîðåòèêî-îïåðàòîðíûé ïîäõîä ê çàäà÷àì óñðåäíåíèÿ.
Â ñåðèè ðàáîò Ì. Ø. Áèðìàíà è Ò. À. Ñóñëèíîé [BSu1-4] áûë
ïðåäëîæåí è ðàçâèò òåîðåòèêî-îïåðàòîðíûé (ñïåêòðàëüíûé) ïîäõîä
ê çàäà÷àì òåîðèè óñðåäíåíèé. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ïîäõîäà áûëè
ïîëó÷åíû òàê íàçûâàåìûå îïåðàòîðíûå îöåíêè ïîãðåøíîñòè â çàäà÷àõ
ãîìîãåíèçàöèè äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ÄÎ. Ðàññìàòðèâàëèñü ìàòðè÷íûå
ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèå ÄÎ, äåéñòâóþùèå â ïðîñòðàíñòâå L2(Rd;Cn) è
äîïóñêàþùèå ôàêòîðèçàöèþ âèäà

Aε = b(D)∗g(x/ε)b(D), ε > 0. (0.1)

Çäåñü g(x) � ïåðèîäè÷åñêàÿ ìàòðèöà-ôóíêöèÿ, îãðàíè÷åííàÿ è
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ, à b(D) � ÄÎ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïîäðîáíåå
óñëîâèÿ íà g(x) è b(D) îïèñàíû íèæå â �1.
Â ðàáîòàõ [BSu1-4] èçó÷àëñÿ âîïðîñ î ïîâåäåíèè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

Aεuε + uε = F, ãäå F ∈ L2(Rd;Cn), ïðè ìàëîì ε. Ïðè ε→ 0 ðåøåíèå uε
ñõîäèòñÿ â L2(Rd;Cn) ê ðåøåíèþ u0 ”

óñðåäí¼ííîãî“ óðàâíåíèÿ A0u0 +
u0 = F. Çäåñü A0 = b(D)∗g0b(D) � ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð ñ ïîñòîÿííîé
ýôôåêòèâíîé ìàòðèöåé g0. Â [BSu1,2] áûëà óñòàíîâëåíà îöåíêà

‖uε − u0‖L2(Rd) 6 Cε‖F‖L2(Rd).

Â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðåçîëüâåíòà (Aε + I)−1

ñõîäèòñÿ ïðè ε → 0 ïî îïåðàòîðíîé íîðìå â L2(Rd;Cn) ê ðåçîëüâåíòå
ýôôåêòèâíîãî îïåðàòîðà, ïðè÷åì âûïîëíåíà îöåíêà

‖(Aε + I)−1 − (A0 + I)−1‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 Cε. (0.2)

Â äàëüíåéøåì â [BSu3] áûëà ïîëó÷åíà áîëåå òî÷íàÿ àïïðîêñèìàöèÿ
ðåçîëüâåíòû (Aε + I)−1 ïî îïåðàòîðíîé íîðìå â L2(Rd;Cn) ñ
ïîãðåøíîñòüþ O(ε2). (Çäåñü ìû íå îñòàíàâëèâàåìñÿ íà ýòîì ïîäðîáíåå.)
Â [BSu4] áûëà íàéäåíà àïïðîêñèìàöèÿ ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà Aε

ïî íîðìå îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç L2(Rd;Cn) â ïðîñòðàíñòâî
Ñîáîëåâà H1(Rd;Cn) (÷òî ñîîòâåòñòâóåò àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèÿ uε â
ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå):

‖(Aε + I)−1 − (A0 + I)−1 − εK(ε)‖L2(Rd)→H1(Rd) 6 Cε. (0.3)

Çäåñü K(ε) � êîððåêòîð. Îïåðàòîð K(ε) ñîäåðæèò áûñòðî
îñöèëëèðóþùèå ìíîæèòåëè, è ïîòîìó çàâèñèò îò ε.
Îöåíêè âèäà (0.2), (0.3), ïîëó÷èâøèå íàçâàíèå îïåðàòîðíûõ îöåíîê

ïîãðåøíîñòè, òî÷íû ïî ïîðÿäêó; ïîñòîÿííûå â îöåíêàõ êîíòðîëèðóþòñÿ
ÿâíî ÷åðåç äàííûå çàäà÷è. Ìåòîä ðàáîò [BSu1�4] îñíîâàí íà ïðèìåíåíèè
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ìàñøòàáíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, òåîðèè Ôëîêå-Áëîõà è àíàëèòè÷åñêîé
òåîðèè âîçìóùåíèé.

0.2. Äðóãîé ïîäõîä ê ïîëó÷åíèþ îïåðàòîðíûõ îöåíîê ïîãðåøíîñòè
â çàäà÷àõ óñðåäíåíèÿ áûë ïðåäëîæåí Â. Â. Æèêîâûì. Â ðàáîòàõ
[Zh1, Zh2, ZhPas, Pas] ðàññìàòðèâàëèñü ñêàëÿðíûé ýëëèïòè÷åñêèé
îïåðàòîð −div g(x/ε)∇ (ñ âåùåñòâåííîé ìàòðèöåé g(x)) è ñèñòåìà òåîðèè
óïðóãîñòè. Áûëè ïîëó÷åíû îöåíêè âèäà (0.2), (0.3) äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ
çàäà÷ â Rd. Ìåòîä îñíîâàí íà àíàëèçå ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ ê ðåøåíèþ
è ââåäåíèè äîïîëíèòåëüíîãî ïàðàìåòðà. Ïîìèìî çàäà÷ â Rd èçó÷àëèñü
çàäà÷è â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè O ⊂ Rd ïðè óñëîâèè Äèðèõëå ëèáî
Íåéìàíà íà ãðàíèöå. Ïðè ýòîì àïïðîêñèìàöèÿ ðåøåíèé â êëàññå H1(O)
âûâîäèëàñü èç ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåçóëüòàòà â Rd. Çà ñ÷åò âëèÿíèÿ
ãðàíèöû îöåíêè â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè óõóäøàþòñÿ è ïîëó÷àåòñÿ
ïîãðåøíîñòü O(ε1/2):

‖A−1
[,ε − (A0

[ )
−1 − εK[(ε)‖L2(O)→H1(O) 6 Cε1/2, [ = D,N. (0.4)

Çäåñü AD,ε, AN,ε � îïåðàòîðû ñ óñëîâèåì Äèðèõëå ëèáî Íåéìàíà íà
ãðàíèöå, A0

D, A0
N è KD(ε), KN (ε) � ñîîòâåòñòâóþùèå ýôôåêòèâíûå

îïåðàòîðû è êîððåêòîðû.
Â [ZhPas] áûëà òàêæå ïîëó÷åíà îöåíêà âèäà ‖A−1

[,ε − (A0
[ )
−1‖L2→L2 6

Cε1/2, êàê (äîâîëüíî ãðóáîå) ñëåäñòâèå èç (0.4). Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé
âîïðîñ îá óëó÷øåíèè L2-îöåíêè. Â ðàáîòå [ZhPas] äëÿ ñêàëÿðíîãî
ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà −div g(x/ε)∇ (ñ âåùåñòâåííîé ìàòðèöåé g(x))
ïðè óñëîâèè Äèðèõëå áûëà ïîëó÷åíà îöåíêà äëÿ ‖A−1

D,ε − (A0
D)−1‖L2→L2

ïîðÿäêà ε
d

2d−2 ïðè d > 3 è ïîðÿäêà ε| log ε| ïðè d = 2. Â äîêàçàòåëüñòâå
ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàëñÿ ïðèíöèï ìàêñèìóìà, ñïåöèôè÷åñêèé äëÿ
ñêàëÿðíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé.
Áëèçêèå ðåçóëüòàòû äëÿ îïåðàòîðà −div g(x/ε)∇ â îãðàíè÷åííîé

îáëàñòè ïðè óñëîâèè Äèðèõëå ëèáî Íåéìàíà áûëè óñòàíîâëåíû â
ðàáîòàõ Ãðèçî [Gr1, Gr2] ñ ïîìîùüþ

”
unfolding“-ìåòîäà. Áûëà ïîëó÷åíà

îöåíêà âèäà (0.4), à â ðàáîòå [Gr2] âïåðâûå (äëÿ òîãî æå ñêàëÿðíîãî
ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà) áûëà óñòàíîâëåíà òî÷íàÿ ïî ïîðÿäêó îöåíêà

‖A−1
[,ε − (A0

[ )
−1‖L2(O)→L2(O) 6 Cε, [ = D,N. (0.5)

0.3. Îïåðàòîðíûå îöåíêè ïîãðåøíîñòè äëÿ ìàòðè÷íûõ
ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè. Â íåäàâíèõ
ðàáîòàõ [PSu1,2], [Su1,2] èçó÷àëàñü çàäà÷à Äèðèõëå â îãðàíè÷åííîé
îáëàñòè O ⊂ Rd ñ ãðàíèöåé êëàññà C1,1 äëÿ óðàâíåíèÿ AD,εuε = F,
ãäå F ∈ L2(O;Cn). Çäåñü AD,ε � ìàòðè÷íûé îïåðàòîð âèäà (0.1) ïðè
óñëîâèè Äèðèõëå íà ∂O. Â [PSu1,2] áûëà ïîëó÷åíà îöåíêà âèäà (0.4)
äëÿ îïåðàòîðà AD,ε. Ìåòîä îïèðàëñÿ íà èñïîëüçîâàíèå îöåíîê (0.2),

(0.3) äëÿ çàäà÷è â Rd è îöåíêó ïîïðàâêè òèïà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ; ïðè
ýòîì ìíîãèå òåõíè÷åñêèå ïðèåìû çàèìñòâîâàëèñü èç ðàáîòû [ZhPas].
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Â ñòàòüÿõ [Su1,2] àâòîðó óäàëîñü ïîëó÷èòü òî÷íóþ ïî ïîðÿäêó
îöåíêó ïîãðåøíîñòè âèäà (0.5) äëÿ òîãî æå ìàòðè÷íîãî îïåðàòîðà AD,ε.
Ïðîáëåìà ñîñòîÿëà â òîì, ÷òîáû óñòàíîâèòü îöåíêó ïîðÿäêà ε äëÿ L2-
íîðìû ïîïðàâêè; äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è áûëà ïðèìåíåíà îöåíêà âèäà
(0.4) è ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàëèñü ñîîáðàæåíèÿ äâîéñòâåííîñòè.
Â íåäàâíåé ðàáîòå [KeLiS] èçó÷àëèñü çàäà÷è óñðåäíåíèÿ äëÿ

ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì ñ âåùåñòâåííûìè ãåëüäåðîâñêèìè
êîýôôèöèåíòàìè â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ïðè óñëîâèè Äèðèõëå
ëèáî Íåéìàíà íà ãðàíèöå. Àâòîðû ïîëó÷èëè îöåíêó âèäà (0.5) â
ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷àõ.
Îòìåòèì, ÷òî êëàññ ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ (0.1), êîòîðûé

ìû èçó÷àåì, øèðå, ÷åì êëàññ îïåðàòîðîâ èç [KeLiS]. Êðîìå òîãî,
ìû íå ïðåäïîëàãàåì êàêîé-ëèáî ðåãóëÿðíîñòè êîýôôèöèåíòîâ, ÷òî
ñóùåñòâåííî ðàñøèðÿåò ñôåðó âîçìîæíûõ ïðèìåíåíèé.

0.4. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîëó÷åíû àíàëîãè
ðåçóëüòàòîâ èç [PSu1,2], [Su1,2] äëÿ çàäà÷è Íåéìàíà. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî
çàäà÷à óñðåäíåíèÿ ïðè óñëîâèè Íåéìàíà ñëîæíåå, ÷åì ïðè óñëîâèè
Äèðèõëå. Îñíîâíàÿ òðóäíîñòü çäåñü ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî ìåíÿåòñÿ
êðàåâîå óñëîâèå: â èñõîäíîé çàäà÷å êîíîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ðåøåíèÿ
ñîäåðæèò áûñòðî îñöèëëèðóþùèå êîýôôèöèåíòû, à â óñðåäíåííîé
çàäà÷å � ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû. (Â çàäà÷å Äèðèõëå êðàåâûå
óñëîâèÿ â èñõîäíîé è óñðåäíåííîé çàäà÷å îäèíàêîâûå.)
Èçó÷àþòñÿ ìàòðè÷íûå ÄÎ AN,ε â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè O ⊂ Rd

ñ ãðàíèöåé êëàññà C1,1. Îïåðàòîð AN,ε çàäàí äèôôåðåíöèàëüíûì
âûðàæåíèåì (0.1) ïðè óñëîâèè Íåéìàíà íà ∂O. Ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð
A0
N çàäàí âûðàæåíèåì b(D)∗g0b(D) ïðè óñëîâèè Íåéìàíà. Èçó÷àåòñÿ

ïîâåäåíèå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (AN,ε + λI)uε = F, ãäå F ∈ L2(O;Cn),
ïðè ìàëîì ε. Çäåñü λ ïîä÷èíåíî îãðàíè÷åíèþ, êîòîðîå îáåñïå÷èâàåò
ïîëîæèòåëüíóþ îïðåäåëåííîñòü îïåðàòîðà AN,ε + λI. Îòäåëüíî (â �9)
ðàññìîòðåí âàæíûé äëÿ ïðèëîæåíèé ñëó÷àé λ = 0, â êîòîðîì òðåáóþòñÿ
äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè íà F è uε.
Â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ, óñòàíîâëåíû îöåíêè

‖(AN,ε + λI)−1 − (A0
N + λI)−1‖L2(O)→L2(O) 6 Cε, (0.6)

‖(AN,ε + λI)−1 − (A0
N + λI)−1 − εKN (ε)‖L2(O)→H1(O) 6 Cε1/2. (0.7)

Çäåñü KN (ε) � ñîîòâåòñòâóþùèé êîððåêòîð. Ïðè ýòîì êîððåêòîð
èìååò ðàçëè÷íóþ ôîðìó â çàâèñèìîñòè îò ñâîéñòâ ïåðèîäè÷åñêîãî
ðåøåíèÿ Λ(x) âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è (1.7). Â îáùåì ñëó÷àå
êîððåêòîð ñîäåðæèò âñïîìîãàòåëüíûé ñãëàæèâàþùèé îïåðàòîð. Åñëè Λ
îãðàíè÷åíî, êîððåêòîð èìååò ñòàíäàðòíûé âèä. Ïîìèìî àïïðîêñèìàöèè
ðåøåíèÿ uε â H

1(O;Cn) ïîëó÷åíà òàêæå àïïðîêñèìàöèÿ ïîòîêà pε =
gεb(D)uε â L2(O;Cm). Â ñòðîãî âíóòðåííåé ïîäîáëàñòè O′ ïîëó÷åíà
òî÷íàÿ ïî ïîðÿäêó îöåíêà

‖(AN,ε + λI)−1 − (A0
N + λI)−1 − εKN (ε)‖L2(O)→H1(O′) 6 Cε. (0.8)
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Îñíîâíûì äîñòèæåíèåì ðàáîòû àâòîð ñ÷èòàåò òî÷íóþ ïî ïîðÿäêó
îöåíêó (0.6).

0.5. Ìåòîä îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè ðåçóëüòàòîâ (0.2), (0.3) äëÿ çàäà÷è
óñðåäíåíèÿ â Rd è íà ó÷åòå âëèÿíèÿ ãðàíèöû. Îñíîâíûå òðóäíîñòè
ñâÿçàíû ñ îöåíèâàíèåì

”
ïîïðàâêè òèïà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ“ wε �

ðåøåíèÿ çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ Aεwε + λuε = 0
â O ñ êðàåâûì óñëîâèåì ∂ενwε = ρε íà ∂O. Çäåñü ρε ñòðîèòñÿ
îïðåäåëåííûì îáðàçîì ïî ðåøåíèþ u0 óñðåäíåííîé çàäà÷è è ñîäåðæèò
áûñòðî îñöèëëèðóþùèå êîýôôèöèåíòû (ñì. �4).
Íåêîòîðûå òåõíè÷åñêèå ïðèåìû çàèìñòâîâàíû èç [ZhPas], â ÷àñòíîñòè,

èñïîëüçîâàíèå ñãëàæèâàíèÿ ïî Ñòåêëîâó.
Ñíà÷àëà óñòàíàâëèâàåòñÿ îöåíêà (0.7). Äëÿ åå äîêàçàòåëüñòâà

íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü îöåíêó H1-íîðìû ôóíêöèè wε ÷åðåç
Cε1/2‖F‖L2(O). Çàòåì ìû äîêàçûâàåì íåðàâåíñòâî (0.6), äëÿ ÷åãî
òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü îöåíêó L2-íîðìû ïîïðàâêè wε ÷åðåç Cε‖F‖L2(O).
Ïðè ýòîì ìû îïèðàåìñÿ íà óæå äîêàçàííóþ îöåíêó (0.7) è ïðèìåíÿåì
ñîîáðàæåíèÿ äâîéñòâåííîñòè.

0.6. Ñòðóêòóðà ñòàòüè. Â ðàáîòå äåâÿòü ïàðàãðàôîâ. Â �1 ââåäåí
êëàññ ðàññìàòðèâàåìûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â L2(Rd;Cn). Äàíî
îïèñàíèå ýôôåêòèâíîãî îïåðàòîðà è êîððåêòîðà. Ïðèâåäåíû íóæíûå
äëÿ äàëüíåéøåãî ðåçóëüòàòû èç [BSu2,4] è [PSu2]. Òî÷íåå, èç èçâåñòíûõ
ðåçóëüòàòîâ îá àïïðîêñèìàöèè îïåðàòîðà (Aε + I)−1 ìû âûâîäèì
òåîðåìû îá àïïðîêñèìàöèè ðåçîëüâåíòû (Aε + λI)−1 ïðè ëþáîì λ > 0.
Â �2 îáñóæäàåòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è Íåéìàíà â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè,
ïðèâîäèòñÿ ðÿä âñïîìîãàòåëüíûõ ñâåäåíèé, îïèñàíà óñðåäíåííàÿ çàäà÷à.
Â �3 ñîáðàíû âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ ðàçíîãî õàðàêòåðà, êîòîðûå
íóæíû â äàëüíåéøåì. Â �4 ñîäåðæàòñÿ ôîðìóëèðîâêè ãëàâíûõ
ðåçóëüòàòîâ (òåîðåìû 4.1 è 4.2) è ïðèâåäåí ïåðâûé ýòàï äîêàçàòåëüñòâà:
ââåäåíà ïîïðàâêà òèïà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ, è äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì
4.1 è 4.2 ñâåäåíû ê âîïðîñàì îá îöåíêàõ ýòîé ïîïðàâêè. �5 ñîäåðæèò
äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.2, �6 � äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.1. Â
�7 èçó÷àåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà Λ ∈ L∞: ïîêàçàíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå
ìîæíî èçáàâèòüñÿ îò ñãëàæèâàþùåãî îïåðàòîðà â êîððåêòîðå. Â �8
ðàññìàòðèâàþòñÿ îöåíêè â ñòðîãî âíóòðåííåé ïîäîáëàñòè O′ îáëàñòè O:
ïîêàçàíî, ÷òî èç îöåíêè (0.6) è ðåçóëüòàòîâ â Rd ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó
(0.8). Íàêîíåö, �9 ïîñâÿùåí èçó÷åíèþ ñëó÷àÿ λ = 0. Ðåçóëüòàòû â ýòîì
ñëó÷àå âûâîäÿòñÿ èç òåîðåì äëÿ ñëó÷àÿ λ > 0.

0.7. Îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü H, H∗ � êîìïëåêñíûå ñåïàðàáåëüíûå
ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà. Ñèìâîëû (·, ·)H è ‖ · ‖H îçíà÷àþò ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå è íîðìó â H; ñèìâîë ‖ · ‖H→H∗ îçíà÷àåò íîðìó ëèíåéíîãî
íåïðåðûâíîãî îïåðàòîðà èç H â H∗. ×åðåç I = IH îáîçíà÷àåòñÿ
òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð â H.
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Ñèìâîëû 〈·, ·〉 è | · | îçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
è íîðìó â Cn; 1 = 1n � åäèíè÷íàÿ (n × n)-ìàòðèöà. Åñëè a � (n × n)-
ìàòðèöà, òî ñèìâîë |a| îçíà÷àåò íîðìó ìàòðèöû a êàê îïåðàòîðà â
Cn. Èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd, iDj = ∂j =
∂/∂xj , j = 1, . . . , d, D = −i∇ = (D1, . . . , Dd). Êëàññû Lp âåêòîð-

ôóíêöèé â îáëàñòè O ⊂ Rd ñî çíà÷åíèÿìè â Cn îáîçíà÷àåì ÷åðåç
Lp(O;Cn), 1 6 p 6 ∞. Êëàññû Ñîáîëåâà Cn-çíà÷íûõ ôóíêöèé â

îáëàñòè O ⊂ Rd îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç Hs(O;Cn). ×åðåç H1
0 (O;Cn)

îáîçíà÷àåòñÿ çàìûêàíèå êëàññà C∞0 (O;Cn) â ïðîñòðàíñòâå H1(O;Cn).
Ïðè n = 1 ïèøåì ïðîñòî Lp(O), Hs(O) è ò. ä., íî èíîãäà ìû ïðèìåíÿåì
òàêèå óïðîùåííûå îáîçíà÷åíèÿ è äëÿ ïðîñòðàíñòâ âåêòîð-ôóíêöèé èëè
ìàòðè÷íîçíà÷íûõ ôóíêöèé.

0.8. Áëàãîäàðíîñòè. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû áûëè ïîëó÷åíû è òåêñò
ñòàòüè íàïèñàí âî âðåìÿ âèçèòà àâòîðà â Èíñòèòóò Ìèòòàã-Ëåôôëåðà
(Þðøõîëüì, Øâåöèÿ) â ñåíòÿáðå�îêòÿáðå 2012 ã. Àâòîð âûðàæàåò
ãëóáîêóþ ïðèçíàòåëüíîñòü äèðåêòîðó Èíñòèòóòà Àðèþ Ëàïòåâó,
îðãàíèçàòîðàì ïðîãðàììû Ãðèãîðèþ Ðîçåíáëþìó è Ãåîðãèþ Ðàéêîâó,
âñåìó êîëëåêòèâó Èíñòèòóòà çà òåïëîå ãîñòåïðèèìñòâî è ñîçäàíèå
ïðåêðàñíûõ óñëîâèé äëÿ íàó÷íîãî òâîð÷åñòâà.

�1. Çàäà÷à óñðåäíåíèÿ äëÿ ïåðèîäè÷åñêîãî ýëëèïòè÷åñêîãî

îïåðàòîðà â L2(Rd;Cn)

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû îïèñûâàåì êëàññ ðàññìàòðèâàåìûõ ìàòðè÷íûõ
ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ è ïðèâîäèì ðåçóëüòàòû îá óñðåäíåíèè äëÿ
çàäà÷è â Rd, ïîëó÷åííûå â [BSu2], [BSu4], à òàêæå â [PSu2]. Òî÷íåå, èç
óæå èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ îá àïïðîêñèìàöèè ðåçîëüâåíòû (Aε + I)−1

ìû ïîëó÷àåì òåîðåìû îá àïïðîêñèìàöèè ðåçîëüâåíòû (Aε + λI)−1 ïðè
ëþáîì λ > 0.

1.1. Ðåøåòêè â Rd. Ïóñòü Γ ⊂ Rd � ðåøåòêà, ïîðîæäåííàÿ áàçèñîì
a1, . . . ,ad ∈ Rd:

Γ = {a ∈ Rd : a =

d∑
j=1

νjaj , νj ∈ Z},

è ïóñòü Ω � (ýëåìåíòàðíàÿ) ÿ÷åéêà ðåøåòêè Γ:

Ω := {x ∈ Rd : x =
d∑
j=1

τjaj , −
1

2
< τj <

1

2
}.

Áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèåì |Ω| = mes Ω.
Äâîéñòâåííûé ïî îòíîøåíèþ ê a1, . . . ,ad áàçèñ b1, . . . ,bd â Rd

îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèé 〈bi,aj〉 = 2πδij . Ýòîò áàçèñ ïîðîæäàåò

ðåøåòêó Γ̃, äâîéñòâåííóþ ê ðåøåòêå Γ. Íèæå èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ

r0 =
1

2
min

0 6=b∈Γ̃
|b|, r1 =

1

2
diamΩ.
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×åðåç H̃1(Ω) îáîçíà÷àåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâî òåõ ôóíêöèé èç H1(Ω), Γ-
ïåðèîäè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå êîòîðûõ íà Rd ïðèíàäëåæèò H1

loc
(Rd). Åñëè

ϕ(x) � Γ-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â Rd, îáîçíà÷èì
ϕε(x) := ϕ(ε−1x), ε > 0.

1.2. Êëàññ îïåðàòîðîâ. Â L2(Rd;Cn) ðàññìàòðèâàåòñÿ ÄÎ Aε âòîðîãî
ïîðÿäêà, ôîðìàëüíî çàäàííûé äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì

Aε = b(D)∗gε(x)b(D), ε > 0. (1.1)

Çäåñü èçìåðèìàÿ ýðìèòîâà ìàòðèöà-ôóíêöèÿ g(x) ðàçìåðà m×m
(âîîáùå ãîâîðÿ, ñ êîìïëåêñíûìè ýëåìåíòàìè) ïðåäïîëàãàåòñÿ
ïåðèîäè÷åñêîé îòíîñèòåëüíî ðåø¼òêè Γ, ðàâíîìåðíî ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííîé è îãðàíè÷åííîé, ò. å.

c1m 6 g(x) 6 c̃1m, x ∈ Rd; 0 < c 6 c̃ <∞.
Äàëåå, b(D) � îäíîðîäíûé (m × n)-ìàòðè÷íûé ÄÎ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ
ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè:

b(D) =
d∑
l=1

blDl, (1.2)

ãäå bl � ïîñòîÿííûå ìàòðèöû (âîîáùå ãîâîðÿ, ñ êîìïëåêñíûìè

ýëåìåíòàìè). Îïåðàòîðó b(D) îòâå÷àåò ñèìâîë b(ξ) =
∑d

l=1 blξl, ξ ∈ Rd.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî m > n è

rank b(ξ) = n, 0 6= ξ ∈ Rd. (1.3)

Ýòî óñëîâèå ðàâíîñèëüíî ñóùåñòâîâàíèþ ïîñòîÿííûõ α0 è α1 òàêèõ, ÷òî

α01n 6 b(θ)∗b(θ) 6 α11n, θ ∈ Sd−1, 0 < α0 6 α1 <∞. (1.4)

Îòìåòèì ñðàçó, ÷òî èç (1.4) ñëåäóåò îöåíêà

|bl| 6 α
1/2
1 , l = 1, . . . , d. (1.5)

Ñòðîãîå îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà Aε äà¼òñÿ ÷åðåç ñîîòâåòñòâóþùóþ
êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

aε[u,u] =

∫
Rd

〈gε(x)b(D)u, b(D)u〉 dx, u ∈ H1(Rd;Cn).

Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ýòà ôîðìà çàìêíóòà â L2(Rd;Cn) è
íåîòðèöàòåëüíà. Èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå è óñëîâèå (1.4), ëåãêî
óáåäèòüñÿ, ÷òî âûïîëíåíû îöåíêè

c0

∫
Rd

|Du|2 dx 6 aε[u,u] 6 c1

∫
Rd

|Du|2 dx, u ∈ H1(Rd;Cn), (1.6)

ãäå c0 = α0‖g−1‖−1
L∞

, c1 = α1‖g‖L∞ .
Ïðîñòåéøèé ïðèìåð îïåðàòîðà (1.1) � ýòî ñêàëÿðíûé ýëëèïòè÷åñêèé

îïåðàòîð Aε = −div gε(x)∇ = D∗gε(x)D. Â ýòîì ñëó÷àå n = 1, m = d,
b(D) = D. Î÷åâèäíî, óñëîâèå (1.4) âûïîëíåíî ïðè α0 = α1 = 1. Îïåðàòîð
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òåîðèè óïðóãîñòè òàêæå äîïóñêàåò çàïèñü â âèäå (1.1) ïðè n = d, m =
d(d+ 1)/2. Ýòè è äðóãèå ïðèìåðû ïîäðîáíî ðàññìîòðåíû â [BSu2].

1.3. Ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð. Äëÿ ôîðìóëèðîâêè ðåçóëüòàòîâ íàì
íóæíî îïèñàòü ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð A0.
Ïóñòü Λ(x) � ìàòðèöà-ôóíêöèÿ ðàçìåðà n×m, ÿâëÿþùàÿñÿ (ñëàáûì)

Γ-ïåðèîäè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è

b(D)∗g(x) (b(D)Λ(x) + 1m) = 0,

∫
Ω

Λ(x) dx = 0. (1.7)

Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ ñòîëáöîâ vj(x), j = 1, . . . ,m, ìàòðèöû Λ(x) âåðíî

ñëåäóþùåå: vj ∈ H̃1(Ω;Cn), ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî∫
Ω
〈g(x)(b(D)vj(x) + êj), b(D)η(x)〉 dx = 0, ∀η ∈ H̃1(Ω;Cn),

è
∫

Ω vj(x) dx = 0. Çäåñü ê1, . . . , êm � ñòàíäàðòíûå îðòû â Cm.
Òàê íàçûâàåìàÿ ýôôåêòèâíàÿ ìàòðèöà g0 ðàçìåðà m × m ñòðîèòñÿ

ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

g0 = |Ω|−1

∫
Ω
g̃(x) dx, (1.8)

ãäå
g̃(x) := g(x) (b(D)Λ(x) + 1m) . (1.9)

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìàòðèöà g0 ïîëîæèòåëüíà. Ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð

A0 äëÿ îïåðàòîðà (1.1) çàäàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì

A0 = b(D)∗g0b(D)

íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ H2(Rd;Cn).
Íèæå íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå îöåíêè äëÿ Λ(x), óñòàíîâëåííûå â

[BSu3, (6.28) è ï. 7.3]:

‖DΛ‖L2(Ω) 6 |Ω|1/2m1/2α
−1/2
0 ‖g‖1/2L∞

‖g−1‖1/2L∞
, (1.10)

‖Λ‖L2(Ω) 6 |Ω|1/2m1/2(2r0)−1α
−1/2
0 ‖g‖1/2L∞

‖g−1‖1/2L∞
. (1.11)

1.4. Ñâîéñòâà ýôôåêòèâíîé ìàòðèöû. Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà
ýôôåêòèâíîé ìàòðèöû óñòàíîâëåíû â [BSu2, ãë. 3, òåîðåìà 1.5].

Ïðåäëîæåíèå 1.1. Äëÿ ýôôåêòèâíîé ìàòðèöû ñïðàâåäëèâû îöåíêè

g 6 g0 6 g. (1.12)

Çäåñü

g = |Ω|−1

∫
Ω
g(x) dx, g =

(
|Ω|−1

∫
Ω
g(x)−1 dx

)−1

.

Ïðè m = n ýôôåêòèâíàÿ ìàòðèöà g0 ñîâïàäàåò ñ g.

Îöåíêè (1.12) èçâåñòíû â òåîðèè óñðåäíåíèé äëÿ êîíêðåòíûõ ÄÎ
êàê âèëêà Ôîéãòà-Ðåéññà. Âûäåëèì ñëó÷àè, êîãäà â (1.12) ðåàëèçóåòñÿ
âåðõíÿÿ èëè íèæíÿÿ ãðàíü. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ïîëó÷åíû â [BSu2,
ãë. 3, ïðåäëîæåíèÿ 1.6 è 1.7].
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Ïðåäëîæåíèå 1.2. Ðàâåíñòâî g0 = g ðàâíîñèëüíî ñîîòíîøåíèÿì

b(D)∗gk(x) = 0, k = 1, . . . ,m, (1.13)

ãäå gk(x), k = 1, . . . ,m, � ñòîëáöû ìàòðèöû g(x).

Ïðåäëîæåíèå 1.3. Ðàâåíñòâî g0 = g ðàâíîñèëüíî ïðåäñòàâëåíèÿì

lk(x) = l0k + b(D)wk, l0k ∈ Cm, wk ∈ H̃1(Ω;Cn), k = 1, . . . ,m, (1.14)

ãäå lk(x), k = 1, . . . ,m, � ñòîëáöû ìàòðèöû g(x)−1.

Î÷åâèäíî, èç (1.12) âûòåêàþò îöåíêè íîðìû äëÿ ìàòðèö g0 è (g0)−1:

|g0| 6 ‖g‖L∞ , |(g0)−1| 6 ‖g−1‖L∞ . (1.15)

Îòìåòèì îöåíêó ñíèçó äëÿ ñèìâîëà ýôôåêòèâíîãî îïåðàòîðà A0,
âûòåêàþùóþ èç (1.4) è (1.15):

b(ξ)∗g0b(ξ) > c0|ξ|21n, ξ ∈ Rd, c0 = α0‖g−1‖−1
∞ . (1.16)

1.5. Ñãëàæèâàíèå ïî Ñòåêëîâó. Íàì ïîíàäîáèòñÿ âñïîìîãàòåëüíûé
ñãëàæèâàþùèé îïåðàòîð Sε, äåéñòâóþùèé â L2(Rd;Cm) ïî ïðàâèëó

(Sεu)(x) = |Ω|−1

∫
Ω

u(x− εz) dz (1.17)

è íàçûâàåìûé ñãëàæèâàþùèì îïåðàòîðîì ïî Ñòåêëîâó. Îòìåòèì, ÷òî

‖Sε‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 1. (1.18)

Î÷åâèäíî, DαSεu = SεD
αu ïðè u ∈ Hs(Rd;Cm) äëÿ ëþáîãî

ìóëüòèèíäåêñà α, òàêîãî ÷òî |α| 6 s. Ïîýòîìó

‖Sε‖Hs(Rd)→Hs(Rd) 6 1, s ∈ N. (1.19)

Óêàæåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà îïåðàòîðà (1.17), ñì. [ZhPas, ëåììû 1.1
è 1.2] èëè [PSu2, ïðåäëîæåíèÿ 3.1, 3.2].

Ïðåäëîæåíèå 1.4. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ H1(Rd;Cm) âûïîëíåíà

îöåíêà

‖Sεu− u‖L2(Rd) 6 εr1‖Du‖L2(Rd), ε > 0.

Ïðåäëîæåíèå 1.5. Ïóñòü f(x) � Γ-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â Rd,
òàêàÿ ÷òî f ∈ L2(Ω). Ïóñòü [f ε] � îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ

f ε(x). Òîãäà îïåðàòîð [f ε]Sε íåïðåðûâåí â L2(Rd;Cm), ïðè÷åì

‖[f ε]Sε‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 |Ω|−1/2‖f‖L2(Ω), ε > 0.

1.6. Ðåçóëüòàòû äëÿ çàäà÷è óñðåäíåíèÿ â Rd. Ðàññìîòðèì
ýëëèïòè÷åñêîå óðàâíåíèå â Rd:

Aεuε + λuε = F, (1.20)

ãäå F ∈ L2(Rd;Cn), λ > 0 � ïàðàìåòð. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè ε→ 0 ðåøåíèå
uε ñõîäèòñÿ â L2(Rd;Cn) ê ðåøåíèþ

”
óñðåäí¼ííîãî“ óðàâíåíèÿ

A0u0 + λu0 = F. (1.21)
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Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.6. Ïóñòü uε � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.20) è u0 � ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ (1.21). Ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε − u0‖L2(Rd;Cn) 6 C1(λ)ε‖F‖L2(Rd;Cn), ε > 0.

Èíà÷å ãîâîðÿ, â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,

‖(Aε +λI)−1− (A0 +λI)−1‖L2(Rd;Cn)→L2(Rd;Cn) 6 C1(λ)ε, ε > 0. (1.22)

Çäåñü C1(λ) = Č1λ
−1/2, à ïîñòîÿííàÿ Č1 çàâèñèò òîëüêî îò íîðì

‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , îò êîíñòàíò α0, α1 èç (1.4) è îò ïàðàìåòðîâ ðåø¼òêè

Γ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ðàáîòå [BSu2, ãë. 4, òåîðåìà 2.1] îöåíêà (1.22) áûëà
äîêàçàíà â ñëó÷àå λ = 1 ïðè 0 < ε 6 1. Íàì íàäî ëèøü îáúÿñíèòü, êàê
ïåðåíåñòè îöåíêó íà îáùèé ñëó÷àé.
Çàìåòèì, ÷òî ïðè λ = 1 è ε > 1 ëåâàÿ ÷àñòü â (1.22) î÷åâèäíûì

îáðàçîì îöåíèâàåòñÿ ÷åðåç 2, à òîãäà è ÷åðåç 2ε. Ïîýòîìó áóäåì èñõîäèòü
èç îöåíêè

‖(Aε + I)−1 − (A0 + I)−1‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 Č1ε, ε > 0. (1.23)

Ïîñòîÿííàÿ Č1 çàâèñèò ëèøü îò ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , α0, α1 è îò ïàðàìåòðîâ
ðåø¼òêè Γ.
Äàëåå, çà ñ÷åò ìàñøòàáíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (1.23) ðàâíîñèëüíî

íåðàâåíñòâó

‖(A+ ε2I)−1 − (A0 + ε2I)−1‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 Č1ε
−1, ε > 0. (1.24)

Çäåñü A = b(D)∗g(x)b(D). Åñëè çàïèñàòü (1.24) ñ çàìåíîé ε íà ελ1/2,
à çàòåì ïðèìåíèòü îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå, òî ïîëó÷èòñÿ (1.22) ñ

ïîñòîÿííîé C1(λ) = Č1λ
−1/2. •

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü àïïðîêñèìàöèþ ðåøåíèÿ uε â ïðîñòðàíñòâå
H1(Rd;Cn), íåîáõîäèìî ó÷åñòü êîððåêòîð ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïîëîæèì

Kλ(ε) = [Λε]Sεb(D)(A0 + λI)−1. (1.25)

Çäåñü [Λε] � îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ìàòðèöó-ôóíêöèþ Λ(ε−1x),
à Sε � ñãëàæèâàþùèé îïåðàòîð, îïðåäåëåííûé â (1.17). Îïåðàòîð
(1.25) íåïðåðûâåí èç L2(Rd;Cn) â H1(Rd;Cn). Äåéñòâèòåëüíî, îïåðàòîð
b(D)(A0+λI)−1 íåïðåðûâåí èç L2(Rd;Cn) âH1(Rd;Cm). Îïåðàòîð [Λε]Sε
íåïðåðûâíî ïåðåâîäèò H1(Rd;Cm) â H1(Rd;Cn). Ýòî ëåãêî ïðîâåðèòü

ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåíèÿ 1.5, ó÷èòûâàÿ, ÷òî Λ ∈ H̃1(Ω). Ïðè ýòîì
ε‖Kλ(ε)‖L2→H1 = O(1) ïðè ìàëîì ε. (Ñì. íèæå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû
1.7, ãäå ýòî ïðîâåðåíî ïðè λ = 1.)

”
Ïåðâîå ïðèáëèæåíèå“ ê ðåøåíèþ uε èìååò âèä

vε = u0 + εΛεSεb(D)u0 = (A0 + λI)−1F + εKλ(ε)F. (1.26)

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.



12

Òåîðåìà 1.7. Ïóñòü uε � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.20) è u0 � ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ (1.21). Ïóñòü ôóíêöèÿ vε îïðåäåëåíà â (1.26). Òîãäà

‖uε − vε‖H1(Rd;Cn) 6 C2(λ)ε‖F‖L2(Rd;Cn), ε > 0. (1.27)

Èíà÷å ãîâîðÿ, â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,

‖(Aε +λI)−1− (A0 +λI)−1− εKλ(ε)‖L2(Rd;Cn)→H1(Rd;Cn) 6 C2(λ)ε, ε > 0.

(1.28)

Çäåñü C2(λ) = Ĉ2(λ−1/2 + 1), à ïîñòîÿííàÿ Ĉ2 çàâèñèò òîëüêî îò

m,α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , è ïàðàìåòðîâ ðåø¼òêè Γ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â [BSu4, òåîðåìà 10.6] àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà áûëà
óñòàíîâëåíà ïðè λ = 1, íî ñ äðóãèì ñãëàæèâàþùèì îïåðàòîðîì
âìåñòî Sε. Â [PSu2, òåîðåìà 3.3] áûëî âûÿñíåíî, ÷òî ìîæíî ïåðåéòè
ê ñãëàæèâàòåëþ Sε, è íåðàâåíñòâî (1.28) áûëî äîêàçàíî ïðè λ = 1 è
0 < ε 6 1. Íàì íàäî ëèøü îáúÿñíèòü, êàê ïåðåíåñòè îöåíêó íà îáùèé
ñëó÷àé.
Èòàê, áóäåì èñõîäèòü èç îöåíêè

‖(Aε+I)−1−(A0 +I)−1−εK1(ε)‖L2(Rd)→H1(Rd) 6 Č2ε, 0 < ε 6 1. (1.29)

Ïîñòîÿííàÿ Č2 çàâèñèò ëèøü îò m,α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ è ïàðàìåòðîâ
ðåø¼òêè Γ.
Ïðè ε > 1 îöåíêè òðèâèàëüíû: äîñòàòî÷íî îöåíèòü êàæäûé îïåðàòîð

ïîä çíàêîì íîðìû â (1.29) ïî îòäåëüíîñòè. Èç íèæíåãî íåðàâåíñòâà (1.6)
âûòåêàåò îöåíêà

min{c0, 1}‖(Aε + I)−1v‖2H1(Rd) 6 ((Aε + I)−1v,v)L2(Rd) 6 ‖v‖2L2(Rd)

ïðè v ∈ L2(Rd;Cn), îòêóäà

‖(Aε + I)−1‖L2(Rd)→H1(Rd) 6 max{1, c−1/2
0 } = max{1, α−1/2

0 ‖g−1‖1/2L∞
}.

(1.30)
Ñ ó÷åòîì (1.15) äëÿ íîðìû (A0 + I)−1 ñïðàâåäëèâà òàêàÿ æå îöåíêà:

‖(A0 + I)−1‖L2(Rd)→H1(Rd) 6 max{1, c−1/2
0 }. (1.31)

Îöåíèì òåïåðü (L2 → H1)-íîðìó îïåðàòîðà εK1(ε) =
ε[Λε]Sεb(D)(A0 + I)−1. Ïóñòü F ∈ L2(Rd;Cn). Òîãäà ñ ó÷åòîì
ïðåäëîæåíèÿ 1.5

‖εK1(ε)F‖L2(Rd) 6 ε|Ω|−1/2‖Λ‖L2(Ω)‖b(D)(A0 + I)−1F‖L2(Rd).

Èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå è (1.4), (1.16), ïîëó÷àåì:

‖b(D)(A0 + I)−1F‖2L2(Rd) 6
∫
Rd

|b(ξ)|2|(b(ξ)∗g0b(ξ) + 1)−1|2|F̂(ξ)|2 dξ

6 α1

∫
Rd

|ξ|2(c0|ξ|2 + 1)−2|F̂(ξ)|2 dξ 6 α1(2c0)−1‖F‖2L2(Rd).

(1.32)
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Çäåñü F̂(ξ) � Ôóðüå-îáðàç ôóíêöèè F(x). Ñëåäîâàòåëüíî,

‖εK1(ε)F‖L2(Rd) 6 ε|Ω|−1/2‖Λ‖L2(Ω)α
1/2
1 (2c0)−1/2‖F‖L2(Rd). (1.33)

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîäíûå

ε∂j(K1(ε)F) = [(∂jΛ)ε]Sεb(D)(A0 + I)−1F + ε[Λε]Sεb(D)∂j(A0 + I)−1F.

Ñ ó÷åòîì ïðåäëîæåíèÿ 1.5 èìååì:

d∑
j=1

‖ε∂j(K1(ε)F)‖2L2(Rd) 6 2|Ω|−1‖DΛ‖2L2(Ω)‖b(D)(A0 + I)−1F‖2L2(Rd)

+ 2ε2|Ω|−1‖Λ‖2L2(Ω)

d∑
j=1

‖b(D)∂j(A0 + I)−1F‖2L2(Rd).

(1.34)
Àíàëîãè÷íî (1.32) ïîëó÷àåì:

d∑
j=1

‖b(D)∂j(A0 + I)−1F‖2L2(Rd)

6 α1

∫
Rd

|ξ|4(c0|ξ|2 + 1)−2|F̂(ξ)|2 dξ 6 α1c
−2
0 ‖F‖

2
L2(Rd).

(1.35)

Â èòîãå â ñèëó (1.32), (1.34) è (1.35) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

d∑
j=1

‖ε∂j(K1(ε)F)‖2L2(Rd) 6 |Ω|
−1‖DΛ‖2L2(Ω)α1c

−1
0 ‖F‖

2
L2(Rd)

+ 2ε2|Ω|−1‖Λ‖2L2(Ω)α1c
−2
0 ‖F‖

2
L2(Rd).

(1.36)

Òåïåðü èç (1.33) è (1.36) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

‖εK1(ε)‖L2(Rd)→H1(Rd) 6 |Ω|−1/2α
1/2
1 c

−1/2
0 ‖DΛ‖L2(Ω)

+ ε|Ω|−1/2α
1/2
1 ‖Λ‖L2(Ω)(2c0)−1/2(1 + 4c−1

0 )1/2.

Ñ ó÷åòîì (1.10), (1.11) ýòî ïðèâîäèò ê îöåíêå

‖εK1(ε)‖L2(Rd)→H1(Rd) 6 C3 + C4ε, ε > 0, (1.37)

ãäå

C3 = m1/2α
1/2
1 α−1

0 ‖g‖
1/2
L∞
‖g−1‖L∞ ,

C4 = 2−3/2m1/2r−1
0 α

1/2
1 α−1

0 ‖g‖
1/2
L∞
‖g−1‖L∞

(
1 + 4α−1

0 ‖g
−1‖L∞

)1/2
.

Òåïåðü èç (1.30), (1.31) è (1.37) âûòåêàåò îöåíêà

‖(Aε + I)−1 − (A0 + I)−1 − εK1(ε)‖L2(Rd)→H1(Rd)

6 2 max{1, α−1/2
0 ‖g−1‖1/2L∞

}+ C3 + C4ε, ε > 0.
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Ðàçóìååòñÿ, ïðè ε > 1 ïðàâàÿ ÷àñòü íå ïðåâîñõîäèò C̃2ε, ãäå C̃2 =

2 max{1, α−1/2
0 ‖g−1‖1/2L∞

} + C3 + C4. Êîìáèíèðóÿ ýòî ñ (1.29), ïîëó÷àåì
îöåíêó òèïà (1.29) óæå ïðè âñåõ ε > 0:

‖(Aε + I)−1 − (A0 + I)−1 − εK1(ε)‖L2(Rd)→H1(Rd) 6 Ĉ2ε, ε > 0, (1.38)

ãäå Ĉ2 = max{Č2, C̃2}.
Íåòðóäíî âûâåñòè èç íåðàâåíñòâà (1.38) àíàëîãè÷íóþ àïïðîêñèìàöèþ

äëÿ (Aε + λI)−1 ñ ïðîèçâîëüíûì λ > 0. Äåéñòâèòåëüíî, (1.38)
ðàâíîñèëüíî îöåíêå

‖(−∆ + I)1/2
(
(Aε + I)−1 − (A0 + I)−1 − εK1(ε)

)
‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 Ĉ2ε

(1.39)
ïðè ε > 0. Çà ñ÷åò ìàñøòàáíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (1.39) ðàâíîñèëüíî
íåðàâåíñòâó

‖(−∆ + ε2I)1/2
(
(A+ ε2I)−1 − (A0 + ε2I)−1 − ΛSb(D)(A0 + ε2I)−1

)
‖L2→L2

6 Ĉ2, ε > 0.
(1.40)

Çäåñü S = S1 � îïåðàòîð (1.17) ïðè ε = 1. Çàïèøåì (1.40) ñ çàìåíîé ε

íà ελ1/2 è âûïîëíèì îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå. Ïîëó÷àåì:

‖(−∆ +λI)1/2
(
(Aε + λI)−1 − (A0 + λI)−1 − εKλ(ε)

)
‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 Ĉ2ε

ïðè ε > 0. Îòñþäà âûòåêàåò (1.28) ñ ïîñòîÿííîé C2(λ) = Ĉ2(λ−1/2 + 1).
•
Èç òåîðåìû 1.7 ìîæíî ïîëó÷èòü àïïðîêñèìàöèþ òàê íàçûâàåìûõ

ïîòîêîâ pε := gεb(D)uε â L2(Rd;Cm).

Òåîðåìà 1.8. Ïóñòü uε � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.20) è u0 � ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ (1.21). Ïóñòü pε := gεb(D)uε. Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖pε − g̃εSεb(D)u0‖L2(Rd;Cm) 6 C5(λ)ε‖F‖L2(Rd;Cn), ε > 0. (1.41)

Çäåñü g̃(x) � ìàòðèöà (1.9), C5(λ) = C ′5λ
−1/2 +C ′′5 , à ïîñòîÿííûå C

′
5, C

′′
5

çàâèñÿò òîëüêî îò d,m, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ è ïàðàìåòðîâ ðåø¼òêè

Γ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (1.4) è (1.27) âûòåêàåò îöåíêà

‖pε − gεb(D)vε‖L2(Rd) 6 εα
1/2
1 ‖g‖L∞C2(λ)‖F‖L2(Rd), ε > 0. (1.42)

Ñ ó÷åòîì (1.2) è (1.26) èìååì:

gεb(D)vε = gεb(D)u0 + gε(b(D)Λ)εSεb(D)u0 + ε
d∑
l=1

gεblΛ
εSεb(D)Dlu0.

(1.43)
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Îöåíèì ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (1.43) ñ ïîìîùüþ (1.5) è
ïðåäëîæåíèÿ 1.5:

ε

∥∥∥∥∥
d∑
l=1

gεblΛ
εSεb(D)Dlu0

∥∥∥∥∥
L2(Rd)

6 ε‖g‖L∞α
1/2
1 |Ω|

−1/2‖Λ‖L2(Ω)d
1/2‖Db(D)u0‖L2(Rd).

(1.44)

Äàëåå, èç ïðåäëîæåíèÿ 1.4 ñëåäóåò îöåíêà

‖gεb(D)u0 − gεSεb(D)u0‖L2(Rd) 6 ε‖g‖L∞r1‖Db(D)u0‖L2(Rd). (1.45)

Â ñèëó (1.9) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

gεSεb(D)u0 + gε(b(D)Λ)εSεb(D)u0 = g̃εSεb(D)u0. (1.46)

Òåïåðü èç (1.43)�(1.46) ñ ó÷åòîì (1.11) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

‖gεb(D)vε − g̃εSεb(D)u0‖L2(Rd) 6 C6ε‖Db(D)u0‖L2(Rd), ε > 0, (1.47)

ãäå C6 = (dm)1/2(2r0)−1α
1/2
1 α

−1/2
0 ‖g‖3/2L∞

‖g−1‖1/2L∞
+ r1‖g‖L∞ .

Àíàëîãè÷íî (1.35) èìååì:

‖Db(D)u0‖2L2(Rd) 6 α1

∫
Rd

|ξ|4(c0|ξ|2 + λ)−2|F̂(ξ)|2 dξ 6 α1c
−2
0 ‖F‖

2
L2(Rd).

(1.48)
Ñîïîñòàâëÿÿ (1.42) è (1.47), (1.48), ïðèõîäèì ê (1.41) ñ ïîñòîÿííîé

C5(λ) = C ′5λ
−1/2 + C ′′5 , ãäå C

′
5 = Ĉ2α

1/2
1 ‖g‖L∞ , C ′′5 = Ĉ2α

1/2
1 ‖g‖L∞ +

C6α
1/2
1 α−1

0 ‖g−1‖L∞ . •
Âûäåëèì ñëó÷àé, êîãäà êîððåêòîð îáðàùàåòñÿ â íîëü. Ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç òåîðåìû 1.7, ïðåäëîæåíèÿ 1.2 è óðàâíåíèÿ
(1.7).

Ïðåäëîæåíèå 1.9. Ïóñòü uε � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.20) è u0 �
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.21). Åñëè g0 = g, ò. å. âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

(1.13), òî Λ = 0 è Kλ(ε) = 0. Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε − u0‖H1(Rd;Cn) 6 C2(λ)ε‖F‖L2(Rd), ε > 0.

1.7. Ðåçóëüòàòû äëÿ çàäà÷è óñðåäíåíèÿ â Rd â ñëó÷àå Λ ∈
L∞. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ
îòíîñèòåëüíî ñâîéñòâ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.7), ñãëàæèâàþùèé îïåðàòîð
Sε â âûðàæåíèè (1.25) äëÿ êîððåêòîðà ìîæåò áûòü óñòðàíåí (çàìåíåí
òîæäåñòâåííûì îïåðàòîðîì). Íàëîæèì ñëåäóþùåå óñëîâèå.

Óñëîâèå 1.10. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Γ-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå Λ(x)
çàäà÷è (1.7) îãðàíè÷åíî: Λ ∈ L∞.
Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå ìóëüòèïëèêàòîðíîå ñâîéñòâî ìàòðèöû Λ,

ñì. [PSu2, ñëåäñòâèå 2.4].
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Ïðåäëîæåíèå 1.11. Ïðè óñëîâèè 1.10 äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ H1(Rd)
ïðè ε > 0 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî∫

Rd

|(DΛ)ε(x)|2|u|2 dx 6 β1‖u‖2L2(Rd) + β2‖Λ‖2L∞ε
2

∫
Rd

|Du|2dx.

Ïîñòîÿííûå β1, β2 çàäàþòñÿ âûðàæåíèÿìè

β1 = 16mα−1
0 ‖g‖L∞‖g

−1‖L∞ ,
β2 = 2(1 + 2dα−1

0 α1 + 20dα−1
0 α1‖g‖L∞‖g−1‖L∞).

Ïîëîæèì
K0
λ(ε) = [Λε]b(D)(A0 + λI)−1.

Èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåíèå 1.11, ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ïðè óñëîâèè 1.10
îïåðàòîð K0

λ(ε) íåïðåðûâåí èç L2(Rd;Cn) â H1(Rd;Cn). Ðàññìîòðèì
âìåñòî (1.26) äðóãîå ïðèáëèæåíèå ê ðåøåíèþ uε:

v̌ε = u0 + εΛεb(D)u0 = (A0 + λI)−1F + εK0
λ(ε)F. (1.49)

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.12. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 1.10. Ïóñòü uε � ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ (1.20) è u0 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.21). Ïóñòü ôóíêöèÿ v̌ε
îïðåäåëåíà â (1.49). Òîãäà

‖uε − v̌ε‖H1(Rd;Cn) 6 C7(λ)ε‖F‖L2(Rd;Cn), ε > 0. (1.50)

Èíà÷å ãîâîðÿ, â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,

‖(Aε +λI)−1− (A0 +λI)−1− εK0
λ(ε)‖L2(Rd;Cn)→H1(Rd;Cn) 6 C7(λ)ε, ε > 0.

Äëÿ ïîòîêà pε = gεb(D)uε ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖pε − g̃εb(D)u0‖L2(Rd;Cm) 6 C8(λ)ε‖F‖L2(Rd;Cn), ε > 0, (1.51)

ãäå ìàòðèöà g̃(x) îïðåäåëåíà â (1.9), C7(λ) = C ′7λ
−1/2 + C ′′7 , C8(λ) =

C ′8λ
−1/2 + C ′′8 , à ïîñòîÿííûå C ′7, C ′′7 , C ′8, C ′′8 çàâèñÿò òîëüêî îò

d,m, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ è ïàðàìåòðîâ ðåø¼òêè Γ, à òàêæå îò

íîðìû ‖Λ‖L∞ .
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îöåíêè (1.50) íàì íóæíî îöåíèòü
H1-íîðìó ôóíêöèè εΛε(I − Sε)b(D)u0. Íà÷íåì ñ L2-íîðìû. Â ñèëó
óñëîâèÿ 1.10 è îöåíêè (1.18) èìååì

ε‖Λε(I − Sε)b(D)u0‖L2(Rd) 6 2ε‖Λ‖L∞‖b(D)u0‖L2(Rd). (1.52)

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîäíûå

∂l(εΛ
ε(I − Sε)b(D)u0) = (∂lΛ)ε(I − Sε)b(D)u0 + εΛε(I − Sε)b(D)∂lu0.

(1.53)
Âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (1.53) îöåíèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ óñëîâèÿ
1.10 è íåðàâåíñòâà (1.18):

d∑
l=1

‖εΛε(I − Sε)b(D)∂lu0‖2L2(Rd) 6 4ε2‖Λ‖2L∞‖Db(D)u0‖2L2(Rd). (1.54)
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Äëÿ îöåíêè ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé ÷àñòè (1.53) ïðèìåíèì
ïðåäëîæåíèå 1.11. Ïîëó÷àåì:

d∑
l=1

‖(∂lΛ)ε(I − Sε)b(D)u0‖2L2(Rd)

6 β1‖(I − Sε)b(D)u0‖2L2(Rd) + β2ε
2‖Λ‖2L∞

d∑
l=1

‖(I − Sε)b(D)Dlu0‖2L2(Rd).

(1.55)
Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1.4

‖(I − Sε)b(D)u0‖L2(Rd) 6 εr1‖Db(D)u0‖. (1.56)

Òåïåðü èç (1.55), (1.56) è (1.18) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

d∑
l=1

‖(∂lΛ)ε(I−Sε)b(D)u0‖2L2(Rd) 6 ε2
(
β1r

2
1 + 4β2‖Λ‖2L∞

)
‖Db(D)u0‖2L2(Rd).

(1.57)
Â èòîãå èç (1.53), (1.54), (1.57) ñëåäóåò îöåíêà

d∑
l=1

‖∂l(εΛε(I − Sε)b(D)u0)‖2L2(Rd)

6 2ε2
(
4(1 + β2)‖Λ‖2L∞ + β1r

2
1

)
‖Db(D)u0‖2L2(Rd).

(1.58)

Àíàëîãè÷íî (1.32) ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà

‖b(D)u0‖2L2(Rd) 6 α1

∫
Rd

|ξ|2(c0|ξ|2+λ)−2|F̂(ξ)|2 dξ 6 α1(2λc0)−1‖F‖2L2(Rd).

Âìåñòå ñ (1.52), (1.58) è (1.48) ýòî äàåò

‖εΛε(I − Sε)b(D)u0‖H1(Rd) 6 C9(λ)ε‖F‖L2(Rd), (1.59)

ãäå C9(λ) = C ′9λ
−1/2 + C ′′9 , C

′
9 =
√

2‖Λ‖L∞α
1/2
1 α

−1/2
0 ‖g−1‖1/2L∞

,

C ′′9 =
√

2α
1/2
1 α−1

0 ‖g
−1‖L∞

(
2(1 + β2)1/2‖Λ‖L∞ + β

1/2
1 r1

)
.

Â ðåçóëüòàòå èç (1.27) è (1.59) ñ ó÷åòîì (1.26) è (1.49) âûòåêàåò

èñêîìàÿ îöåíêà (1.50) ñ ïîñòîÿííîé C7(λ) = C ′7λ
−1/2 + C ′′7 , ãäå C

′
7 =

Ĉ2 + C ′9, C
′′
7 = Ĉ2 + C ′′9 .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (1.51) çàìåòèì, ÷òî èç (1.50) ñ ó÷åòîì (1.4) ñëåäóåò
îöåíêà

‖pε − gεb(D)v̌ε‖L2(Rd) 6 εC7(λ)‖g‖L∞α
1/2
1 ‖F‖L2(Rd). (1.60)

Äàëåå, â ñèëó (1.2), (1.9) è (1.49)

gεb(D)v̌ε = g̃εb(D)u0 + ε

d∑
l=1

gεblΛ
εb(D)Dlu0. (1.61)
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Ïîñëåäíèé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè (1.61) îöåíèì íà îñíîâàíèè (1.5), (1.48)
è óñëîâèÿ 1.10:∥∥∥∥∥ε

d∑
l=1

gεblΛ
εb(D)Dlu0

∥∥∥∥∥
L2(Rd)

6 ε‖g‖L∞‖Λ‖L∞α1c
−1
0 d1/2‖F‖L2(Rd). (1.62)

Òåïåðü èç (1.60)�(1.62) âûòåêàåò (1.51) ñ ïîñòîÿííîé C8(λ) = C ′8λ
−1/2 +

C ′′8 , ãäå C
′
8 = C ′7‖g‖L∞α

1/2
1 ,

C ′′8 = C ′′7 ‖g‖L∞α
1/2
1 + d1/2‖Λ‖L∞α1α

−1
0 ‖g‖L∞‖g

−1‖L∞ . •

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ óñëîâèå 1.10 âûïîëíåíî àâòîìàòè÷åñêè.
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïðîâåðåíî â [BSu4, ëåììà 8.7].

Ïðåäëîæåíèå 1.13. Óñëîâèå 1.10 çàâåäîìî âûïîëíåíî, åñëè èìååò

ìåñòî õîòÿ áû îäíî èç ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæåíèé:
1◦. ðàçìåðíîñòü íå ïðåâîñõîäèò äâóõ, ò. å. d 6 2;
2◦. îïåðàòîð äåéñòâóåò â L2(Rd), d > 1, è èìååò âèä Aε = D∗gε(x)D,

ãäå g(x) � âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà;
3◦. ðàçìåðíîñòü ïðîèçâîëüíà è g0 = g, ò. å. âûïîëíåíî (1.14).

Îòìåòèì, ÷òî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 1.10 ìîæíî îáåñïå÷èòü è çà ñ÷åò
ïðåäïîëîæåíèÿ î íåêîòîðîé ãëàäêîñòè ìàòðèöû g(x).
Âûäåëèì ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé, êîãäà g0 = g. Â ýòîì ñëó÷àå

ìàòðèöà (1.9) îêàçûâàåòñÿ ïîñòîÿííîé: g̃(x) = g0 = g. Êðîìå òîãî, â
ýòîì ñëó÷àå âûïîëíåíî óñëîâèå 1.10. Ïðèìåíÿÿ óòâåðæäåíèå òåîðåìû
1.12 îòíîñèòåëüíî àïïðîêñèìàöèè ïîòîêîâ, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó
ïðåäëîæåíèþ.

Ïðåäëîæåíèå 1.14. Ïóñòü uε � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.20), u0 �
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.21), è pε = gεb(D)uε. Ïóñòü g0 = g, ò.å.

âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (1.14). Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖pε − g0b(D)u0‖L2(Rd;Cm) 6 C8(λ)ε‖F‖L2(Rd;Cn), ε > 0.

�2. Çàäà÷à Íåéìàíà â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè:

ïðåäâàðèòåëüíûå ðàññìîòðåíèÿ

2.1. Êîýðöèòèâíîñòü. Ïóñòü O ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ
ãðàíèöåé êëàññà C1,1. Íàêëàäûâàåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå íà ñèìâîë

b(ξ) =
∑d

l=1 blξl ïðè ξ ∈ Cd.
Óñëîâèå 2.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ìàòðèöû-ôóíêöèè b(ξ), ξ ∈ Cd,
âûïîëíåíî

rank b(ξ) = n, 0 6= ξ ∈ Cd. (2.1)

Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå 2.1 ÿâëÿåòñÿ áîëåå îãðàíè÷èòåëüíûì, ÷åì
óñëîâèå (1.3). Êàê óñòàíîâëåíî â êíèãå [Ne] (ñì. òåîðåìó 7.8 èç
�3.7), óñëîâèå 2.1 ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì



19

êîýðöèòèâíîñòè ôîðìû ‖b(D)u‖2L2(O) íà êëàññå H
1(O;Cn) (ïðè÷åì ýòî

âåðíî â ëþáîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè O ñ ëèïøèöåâîé ãðàíèöåé).

Ïðåäëîæåíèå 2.2. [Ne] Óñëîâèå 2.1 íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî äëÿ

cóùåñòâîâàíèÿ ïîñòîÿííûõ C1 > 0, C2 > 0 òàêèõ, ÷òî âûïîëíåíî

íåðàâåíñòâî òèïà Ãîðäèíãà

‖b(D)u‖2L2(O) + C2‖u‖2L2(O) > C1‖Du‖2L2(O), u ∈ H1(O;Cn). (2.2)

Çàìå÷àíèå 2.3. Ïîñòîÿííûå C1 è C2 çàâèñÿò îò ìàòðèöû b(ξ) è
îò îáëàñòè O, íî â îáùåì ñëó÷àå èõ òðóäíî êîíòðîëèðîâàòü ÿâíî.
Îäíàêî, ÷àñòî äëÿ êîíêðåòíûõ îïåðàòîðîâ èõ ìîæíî íàéòè. Ïîýòîìó
â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ññûëàòüñÿ íà çàâèñèìîñòü äðóãèõ ïîñòîÿííûõ
îò C1, C2.

Âñþäó íèæå óñëîâèå 2.1 ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåíííûì.

2.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Â ïðîñòðàíñòâå L2(O;Cn) ðàññìîòðèì
îïåðàòîð AN,ε, ôîðìàëüíî çàäàííûé äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì
b(D)∗gε(x)b(D) ïðè óñëîâèè Íåéìàíà íà ∂O. Ñòðîãîå îïðåäåëåíèå äàåòñÿ
â òåðìèíàõ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû

aN,ε[u,u] :=

∫
O
〈gε(x)b(D)u, b(D)u〉 dx, u ∈ H1(O;Cn). (2.3)

Â ñèëó (1.2) è (1.5) âûïîëíåíà îöåíêà ñâåðõó

aN,ε[u,u] 6 dα1‖g‖L∞‖Du‖2L2(O), u ∈ H1(O;Cn). (2.4)

Èç (2.2) ñëåäóåò îöåíêà ñíèçó

aN,ε[u,u] > ‖g−1‖−1
L∞

(
C1‖Du‖2L2(O) − C2‖u‖2L2(O)

)
, u ∈ H1(O;Cn).

(2.5)
Â ñèëó (2.4), (2.5) ôîðìà (2.3) çàìêíóòà è ïîëóîãðàíè÷åíà ñíèçó.
Ïî îïðåäåëåíèþ, AN,ε åñòü ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð â L2(O;Cn),
ïîðîæäåííûé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé (2.3).
Ïóñòü λ > 0 � ïàðàìåòð, ïîä÷èíåííûé ñëåäóþùåìó îãðàíè÷åíèþ:

λ > C2‖g−1‖−1
L∞
. (2.6)

Òîãäà èç (2.5) âûòåêàåò îöåíêà

aN,ε[u,u] + λ‖u‖2L2(O) > cλ‖u‖2H1(O), u ∈ H1(O;Cn),

cλ := min{C1‖g−1‖−1
L∞
, λ− C2‖g−1‖−1

L∞
}.

(2.7)

Ïîýòîìó îïåðàòîð AN,ε + λI ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí.
Íàøà öåëü � íàéòè àïïðîêñèìàöèþ ïðè ìàëîì ε îáðàòíîãî îïåðàòîðà

(AN,ε + λI)−1 ïî îïåðàòîðíîé íîðìå â L2(O;Cn), à òàêæå ïî íîðìå
îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç L2(O;Cn) â H1(O;Cn). Â òåðìèíàõ
ðåøåíèé � íàñ èíòåðåñóåò ïîâåäåíèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ uε ∈
H1(O;Cn) çàäà÷è Íåéìàíà

b(D)∗gε(x)b(D)uε(x) + λuε(x) = F(x), x ∈ O; ∂ενuε|∂O = 0, (2.8)
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ãäå F ∈ L2(O;Cn). Òîãäà uε = (AN,ε + λI)−1F.
Çäåñü èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå ∂εν äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé

"êîíîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé". Ïóñòü ν(x) =
∑d

j=1 νj(x)ej � åäèíè÷íûé
âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê ∂O â òî÷êå x ∈ ∂O. Çäåñü e1, . . . , ed �

ñòàíäàðòíûå îðòû â Rd. Îïðåäåëèì ìàòðèöó b∗(ν(x)) =
∑d

l=1 b
∗
l νl(x).

Òîãäà ôîðìàëüíîå äèôôåðåíöèàëüíîå âûðàæåíèå äëÿ êîíîðìàëüíîé
ïðîèçâîäíîé èìååò âèä:

∂ενu(x) := b∗(ν(x))gε(x)b(∂)u(x) =
d∑

l,j=1

b∗l g
ε(x)bjνl(x)∂ju(x).

Ïîÿñíèì, ÷òî çàïèñü êðàåâîé çàäà÷è â âèäå (2.8) ïðè íàøèõ
ïðåäïîëîæåíèÿõ ÿâëÿåòñÿ ôîðìàëüíîé. Ïî îïðåäåëåíèþ, îáîáùåííûì

ðåøåíèåì çàäà÷è (2.8) íàçûâàåòñÿ ýëåìåíò uε ∈ H1(O;Cn),
óäîâëåòâîðÿþùèé èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó∫
O

(〈gεb(D)uε, b(D)η〉+ λ〈uε,η〉) dx =

∫
O
〈F,η〉 dx, ∀η ∈ H1(O;Cn).

(2.9)
Ñ ó÷åòîì (2.4) è (2.7) ôîðìó aN,ε[u,η] + λ(u,η)L2(O) ìîæíî ïðèíÿòü çà

(íîâîå) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâåH1(O;Cn). Ïðàâàÿ ÷àñòü
â (2.9) ÿâëÿåòñÿ àíòèëèíåéíûì íåïðåðûâíûì ôóíêöèîíàëîì íàä η ∈
H1(O;Cn). Â ñèëó òåîðåìû Ðèññà ðåøåíèå uε ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî;
ñ ó÷åòîì (2.7) îíî ïîä÷èíåíî îöåíêå

‖uε‖H1(O) 6 c−1
λ ‖F‖L2(O). (2.10)

Â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ (2.10) îçíà÷àåò, ÷òî

‖(AN,ε + λI)−1‖L2(O)→H1(O) 6 c−1
λ . (2.11)

2.3. Îïåðàòîð ñëåäà. Îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ. Íèæå íàì
ïîíàäîáÿòñÿ îïåðàòîð ñëåäà è îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ ñ ãðàíèöû â
îáëàñòü. Ïðè íàøåì ïðåäïîëîæåíèè îá îáëàñòè O (ãðàíèöà èìååò êëàññ
ãëàäêîñòè C1,1) â ñèëó òåîðåìû î ñëåäàõ êîððåêòíî îïðåäåëåí îïåðàòîð
ñëåäà γ, ñîïîñòàâëÿþùèé ôóíêöèè u â îáëàñòè O åå ñëåä íà ãðàíèöå ∂O,
êàê ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð

γ : Hs(O;Cn)→ Hs−1/2(O;Cn), s = 1, 2. (2.12)

Ïðè ýòîì

‖γ‖H1(O)→H1/2(∂O) 6 ĉ1,

‖γ‖H2(O)→H3/2(∂O) 6 ĉ2,
(2.13)

ãäå ïîñòîÿííûå ĉ1, ĉ2 çàâèñÿò òîëüêî îò îáëàñòè O.
Ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ,

ñîïîñòàâëÿþùèé ôóíêöèè, çàäàííîé íà ãðàíèöå, åå ïðîäîëæåíèå â
îáëàñòü O (ïðàâûé îáðàòíûé ê îïåðàòîðó (2.12)). Ðàçóìååòñÿ, ýòîò
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îïåðàòîð îïðåäåëåí íåîäíîçíà÷íî. Íàì óäîáíî ôèêñèðîâàòü åãî âûáîð
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó Äèðèõëå

−∆u + u = 0 â O, u|∂O = ϕ, (2.14)

ãäå ϕ ∈ H1/2(∂O;Cn). Êàê èçâåñòíî, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
u ∈ H1(O;Cn), ïðè÷åì âûïîëíåíà îöåíêà

‖u‖H1(O) 6 c̃1‖ϕ‖H1/2(∂O).

Ïîñòîÿííàÿ c̃1 çàâèñèò ëèøü îò îáëàñòè O. Îáîçíà÷èì ÷åðåç T îïåðàòîð,

ñîïîñòàâëÿþùèé ôóíêöèè ϕ ðåøåíèå u çàäà÷è (2.14): u = Tϕ. Òîãäà

T : H1/2(∂O;Cn)→ H1(O;Cn) (2.15)

� ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð, ïðè÷åì îí ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì
îáðàòíûì ê îïåðàòîðó (2.12) (ñ s = 1) è âûïîëíåíà îöåíêà

‖T‖H1/2(∂O)→H1(O) 6 c̃1. (2.16)

Â ñèëó òåîðåìû î ïîâûøåíèè ãëàäêîñòè (ñì., íàïðèìåð, [McL, ãëàâà

4]), ïðè óñëîâèè ϕ ∈ H3/2(∂O;Cn) ðåøåíèå u ïðèíàäëåæèò H2(O;Cn) è
îïåðàòîð

T : H3/2(∂O;Cn)→ H2(O;Cn) (2.17)

íåïðåðûâåí. Åãî íîðìà äîïóñêàåò îöåíêó

‖T‖H3/2(∂O)→H2(O) 6 c̃2, (2.18)

ïðè÷åì ïîñòîÿííàÿ c̃2 çàâèñèò òîëüêî îò îáëàñòè O. Îïåðàòîð (2.17)
ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì îáðàòíûì ê îïåðàòîðó (2.12) ñ s = 2.

2.4. Îïðåäåëåíèå êîíîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé. Çàäà÷à Íåéìàíà
äëÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñòðîãîå îïðåäåëåíèå
ïîíÿòèÿ êîíîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé (îòâå÷àþùåé îïåðàòîðó Aε).
Êîíîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ∂ενf îïðåäåëÿåòñÿ êàê ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà
H−1/2(∂O;Cn), ïðè÷åì â îñíîâó îïðåäåëåíèÿ êëàäåòñÿ ôîðìóëà Ãðèíà,
â êîòîðîé ñ÷èòàþòñÿ çàäàííûìè ôóíêöèÿ f ∈ H1(O;Cn) è ïðàâàÿ
÷àñòü óðàâíåíèÿ. Äëÿ íàøèõ öåëåé áóäåò äîñòàòî÷íî äàòü îïðåäåëåíèå
êîíîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé îò ôóíêöèè f ∈ H1(O;Cn) ïðè óñëîâèè, ÷òî
Aεf ïðèíàäëåæèò L2(O;Cn).
Èòàê, ïóñòü çàäàíû f ∈ H1(O;Cn) è Φε ∈ L2(O;Cn), ïðè÷åì Aεf = Φε

âíóòðè îáëàñòè O, ÷òî ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå èíòåãðàëüíîãî òîæäåñòâà∫
O
〈gεb(D)f , b(D)η〉 dx =

∫
O
〈Φε,η〉 dx, ∀η ∈ H1

0 (O;Cn). (2.19)

Îïðåäåëèì àíòèëèíåéíûé ôóíêöèîíàë lε[ϕ] íàä ϕ ∈ H1/2(∂O;Cn)
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

lε[ϕ] =

∫
O
〈gεb(D)f , b(D)u〉 dx−

∫
O
〈Φε,u〉 dx, (2.20)

ãäå u ∈ H1(O;Cn) � êàêàÿ-ëèáî ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî γu = ϕ. Â
ñèëó (2.19) ïðàâàÿ ÷àñòü â (2.20) íå çàâèñèò îò âûáîðà ïðîäîëæåíèÿ u
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ôóíêöèè ϕ, ïîýòîìó îïðåäåëåíèå ôóíêöèîíàëà (2.20) êîððåêòíî. Óäîáíî
ñ÷èòàòü, ÷òî u = Tϕ, ãäå îïåðàòîð T îïðåäåëåí â ï. 2.3. Òîãäà ñ ó÷åòîì
(1.2), (1.5) è (2.16) âèäíî, ÷òî ôóíêöèîíàë (2.20) íåïðåðûâåí:

|lε[ϕ]| 6 ‖Φε‖L2(O)‖u‖L2(O) + α1d‖g‖L∞‖Df‖L2(O)‖Du‖L2(O)

6 c̃1

(
‖Φε‖L2(O) + α1d‖g‖L∞‖f‖H1(O)

)
‖ϕ‖H1/2(∂O).

(2.21)

Íàïîìíèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî H−1/2(∂O;Cn) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì,

ñîïðÿæåííûì ê H1/2(∂O;Cn) îòíîñèòåëüíî ñïàðèâàíèÿ â L2(∂O;Cn).

Çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà ψ ∈ H−1/2(∂O;Cn) íà ýëåìåíòå ϕ ∈
H1/2(∂O;Cn) ïðèíÿòî çàïèñûâàòü êàê (ψ,ϕ)L2(∂O) (÷òî ÿâëÿåòñÿ
ðàñïðîñòðàíåíèåì ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â L2(∂O;Cn) íà ïàðû èç

H−1/2(∂O;Cn)×H1/2(∂O;Cn)). Ïðè ýòîì

‖ψ‖H−1/2(∂O) = sup
06=ϕ∈H1/2(∂O)

|(ψ,ϕ)L2(∂O)|
‖ϕ‖H1/2(∂O)

. (2.22)

Àíòèëèíåéíîìó íåïðåðûâíîìó ôóíêöèîíàëó lε[ϕ] íàä H1/2(∂O;Cn),
îïðåäåëåííîìó â (2.20), ñîïîñòàâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûé ýëåìåíò ψε ∈
H−1/2(∂O;Cn) òàêîé, ÷òî

lε[ϕ] = (ψε,ϕ)L2(∂O), ϕ ∈ H1/2(∂O;Cn). (2.23)

Ïî îïðåäåëåíèþ, ýëåìåíò ψε íàçûâàþò êîíîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé

ôóíêöèè f è ïèøóò ψε = ∂ενf . Èç (2.21)�(2.23) ñëåäóåò îöåíêà

‖∂ενf‖H−1/2(∂O) 6 c̃1

(
‖Φε‖L2(O) + α1d‖g‖L∞‖f‖H1(O)

)
.

Îáñóäèì òåïåðü ïîñòàíîâêó çàäà÷è Íåéìàíà â ñëó÷àå îäíîðîäíîãî
óðàâíåíèÿ è íåîäíîðîäíîãî êðàåâîãî óñëîâèÿ. Ïóñòü çàäàí ýëåìåíò ψ ∈
H−1/2(∂O;Cn). Ðàññìîòðèì îáîáùåííîå ðåøåíèå rε êðàåâîé çàäà÷è

Aεrε + λrε = 0 â O; ∂ενrε = ψ íà ∂O. (2.24)

Ïî îïðåäåëåíèþ, îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (2.24) íàçûâàåòñÿ

ýëåìåíò rε ∈ H1(O;Cn), óäîâëåòâîðÿþùèé òîæäåñòâó∫
O

(〈gεb(D)rε, b(D)η〉+ λ〈rε,η〉) dx = (ψ, γη)L2(∂O), ∀η ∈ H1(O;Cn).

(2.25)
Ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ïðîâåðÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 2.4. Ïóñòü ψ ∈ H−1/2(∂O;Cn). Òîãäà îáîáùåííîå

ðåøåíèå rε ∈ H1(O;Cn) çàäà÷è (2.24) ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî, è

ïîä÷èíåíî îöåíêå

‖rε‖H1(O;Cn) 6 c−1
λ ĉ1‖ψ‖H−1/2(∂O;Cn), (2.26)

ãäå ïîñòîÿííàÿ cλ îïðåäåëåíà â (2.7), à ĉ1 � â (2.13).

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ôîðìà â ëåâîé ÷àñòè (2.25)
ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âH1(O;Cn). Â ñèëó
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(2.13) è (2.22) ïðàâàÿ ÷àñòü â (2.25) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àíòèëèíåéíûé
íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íàä η ∈ H1(O;Cn), ïðè÷åì âûïîëíåíà îöåíêà

|(ψ, γη)L2(O)| 6 ĉ1‖ψ‖H−1/2(∂O)‖η‖H1(O), η ∈ H1(O;Cn).

Òîãäà ïî òåîðåìå Ðèññà ðåøåíèå rε ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî. Ñ ó÷åòîì
(2.7) îíî ïîä÷èíåíî îöåíêå (2.26). •
2.5.

”
Óñðåäíåííàÿ“ çàäà÷à. Â ïðîñòðàíñòâå L2(O;Cn) ðàññìîòðèì

ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð A0
N , ïîðîæäåííûé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé

a0
N [u,u] =

∫
O

〈
g0b(D)u, b(D)u

〉
dx, u ∈ H1(O;Cn). (2.27)

Çäåñü g0 � ýôôåêòèâíàÿ ìàòðèöà, îïðåäåëåííàÿ â (1.8). Ñ ó÷åòîì (1.15)
ïðåæíèå îöåíêè (2.4), (2.5) ñïðàâåäëèâû ñ çàìåíîé ëåâîé ÷àñòè â íèõ íà
ôîðìó (2.27).
Ïóñòü λ ïî-ïðåæíåìó ïîä÷èíåíî óñëîâèþ (2.6). Ïóñòü u0 ∈ H1(O;Cn)

� îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Íåéìàíà

b(D)∗g0b(D)u0(x) + λu0(x) = F(x), x ∈ O; ∂0
νu0|∂O = 0, (2.28)

ãäå F ∈ L2(O;Cn). Òîãäà u0 = (A0
N + λI)−1F. Çäåñü ôîðìàëüíîå

äèôôåðåíöèàëüíîå âûðàæåíèå äëÿ êîíîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé
(îòâå÷àþùåé îïåðàòîðó A0) èìååò âèä

∂0
νu(x) = b∗(ν(x))g0b(∂)u(x) =

d∑
l,j=1

b∗l g
0bjνl(x)∂ju(x). (2.29)

Îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (2.28) íàçûâàåòñÿ ýëåìåíò u0 ∈
H1(O;Cn), óäîâëåòâîðÿþùèé èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó∫
O

(
〈g0b(D)u0, b(D)η〉+ λ〈u0,η〉

)
dx =

∫
O
〈F,η〉 dx, ∀η ∈ H1(O;Cn).

(2.30)
Ðåøåíèå ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

‖u0‖H1(O) 6 c−1
λ ‖F‖L2(O). (2.31)

Â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ (2.31) îçíà÷àåò, ÷òî

‖(A0
N + λI)−1‖L2(O)→H1(O) 6 c−1

λ . (2.32)

Â ñèëó óñëîâèÿ ∂O ∈ C1,1 äëÿ ðåøåíèÿ u0 çàäà÷è (2.28) âûïîëíåíî
u0 ∈ H2(O;Cn), ïðè÷åì ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖u0‖H2(O;Cn) 6 Ĉλ‖F‖L2(O;Cn). (2.33)

Çäåñü ïîñòîÿííàÿ Ĉλ çàâèñèò ëèøü îò êîíñòàíò C1, C2 èç íåðàâåíñòâà
(2.2), îò α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , îò λ è îò îáëàñòè O. Äëÿ îïðàâäàíèÿ
ýòîãî ôàêòà ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî îïåðàòîð b(D)∗g0b(D) îòíîñèòñÿ ê
êëàññó ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèõ ìàòðè÷íûõ îïåðàòîðîâ è ñîñëàòüñÿ íà
òåîðåìû î ïîâûøåíèè ãëàäêîñòè ðåøåíèé ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì
(ñì., íàïðèìåð, [McL, ãëàâà 4]).
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Èç ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü â óðàâíåíèè (2.28)
ïðèíàäëåæèò L2(O;Cn); óðàâíåíèå ìîæíî ïîíèìàòü êàê ðàâåíñòâî
ïî÷òè âñþäó â O. Êîíîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ∂0

νu0 êîððåêòíî
îïðåäåëåíà ôîðìóëîé âèäà (2.29) êàê ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà

H1/2(∂O;Cn) è êðàåâîå óñëîâèå â (2.28) ìîæíî ïîíèìàòü â ñìûñëå
òåîðåìû î ñëåäàõ. Îöåíêó (2.33) ìîæíî çàïèñàòü êàê

‖(A0
N + λI)−1‖L2(O;Cn)→H2(O;Cn) 6 Ĉλ. (2.34)

Ìû ïîêàæåì, ÷òî ðåøåíèå uε çàäà÷è (2.8) ñõîäèòñÿ â L2(O;Cn) ïðè
ε→ 0 ê ðåøåíèþ u0 óñðåäíåííîé çàäà÷è (2.28). Ìû îöåíèì ïîãðåøíîñòü
‖uε−u0‖L2(O), à òàêæå íàéäåì àïïðîêñèìàöèþ uε ïî íîðìå â H

1(O;Cn).

�3. Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ

Â ýòîì ïàðàãðàôå ñîáðàíû ðàçíîïëàíîâûå óòâåðæäåíèÿ, êîòîðûå
ïîíàäîáÿòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû.

3.1. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ âàðèàíòîì òðàäèöèîííîé ëåììû,
êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ â òåîðèè óñðåäíåíèé (ñì., íàïðèìåð, [ZhKO, ãë. 1,
�1]).

Ëåììà 3.1. Ïóñòü fl(x), l = 1, . . . , d, � Γ-ïåðèîäè÷åñêèå (n × m)-
ìàòðèöû-ôóíêöèè â Rd, ïðè÷åì

fl ∈ L2(Ω),

∫
Ω
fl(x) dx = 0, l = 1, . . . , d,

d∑
l=1

Dlfl(x) = 0, (3.1)

ãäå ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå òåîðèè ðàñïðåäåëåíèé.

Òîãäà ñóùåñòâóþò Γ-ïåðèîäè÷åñêèå (n ×m)-ìàòðèöû-ôóíêöèè Mlj(x)

â Rd, l, j = 1, . . . , d, òàêèå, ÷òî

Mlj ∈ H̃1(Ω),

∫
Ω
Mlj(x) dx = 0, Mlj(x) = −Mjl(x), l, j = 1, . . . , d,

(3.2)

fl(x) =

d∑
j=1

∂jMlj(x), l = 1, . . . , d. (3.3)

Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖Mlj‖L2(Ω) 6 (2r0)−1
(
‖fl‖L2(Ω) + ‖fj‖L2(Ω)

)
, l, j = 1, . . . , d. (3.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Φl(x), l = 1, . . . , d, � Γ-ïåðèîäè÷åñêèå (n×m)-
ìàòðèöû-ôóíêöèè â Rd, òàêèå ÷òî

∆Φl(x) = fl(x),

∫
Ω

Φl(x) dx = 0, l = 1, . . . , d. (3.5)

Óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ â (3.5) âûïîëíåíî â ñèëó fl = 0.

Ðåøåíèå Φl ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è Φl ∈ H̃2(Ω), ïîñêîëüêó fl ∈ L2(Ω).
Ïîëîæèì

Mlj(x) := ∂jΦl(x)− ∂lΦj(x), l, j = 1, . . . , d. (3.6)
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Òîãäà àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíåíî Mlj ∈ H̃1(Ω), Mlj = 0 è Mlj(x) =
−Mjl(x). Âû÷èñëèì

d∑
j=1

∂jMlj(x) =
d∑
j=1

(∂2
jΦl(x)− ∂j∂lΦj(x)) = ∆Φl(x)− ∂l

 d∑
j=1

∂jΦj(x)

 .

(3.7)
Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó (3.1) è (3.5) âûïîëíåíî óðàâíåíèå

0 =

d∑
j=1

∂jfj(x) =

d∑
j=1

∂j∆Φj(x) = ∆

 d∑
j=1

∂jΦj(x)

 .

Òåì ñàìûì,
∑d

j=1 ∂jΦj � ïåðèîäè÷åñêàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñ

íóëåâûì ñðåäíèì çíà÷åíèåì. Ñëåäîâàòåëüíî,
∑d

j=1 ∂jΦj = 0. Òåïåðü èç

(3.5) è (3.7) âûòåêàåò ðàâåíñòâî fl(x) =
∑d

j=1 ∂jMlj(x). Ñîîòíîøåíèÿ

(3.2), (3.3) äîêàçàíû.
Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü îöåíêó (3.4). Èñïîëüçóÿ (3.5), ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî

Φl óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

‖DΦl‖2L2(Ω) 6 ‖fl‖L2(Ω)‖Φl‖L2(Ω).

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âñÿêîé Γ-ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè ϕ ∈ H̃1(Ω)
ñ íóëåâûì ñðåäíèì âûïîëíåíî ‖ϕ‖L2(Ω) 6 (2r0)−1‖Dϕ‖L2(Ω).
Ñëåäîâàòåëüíî,

‖DΦl‖L2(Ω) 6 (2r0)−1‖fl‖L2(Ω), l = 1, . . . , d.

Îòñþäà è èç (3.6) âûòåêàåò (3.4). •
3.2. Îöåíêè èíòåãðàëîâ ïî îêðåñòíîñòè ãðàíèöû ∂O. Ñëåäóþùåå
ïðîñòîå óòâåðæäåíèå äîñòàòî÷íî ñòàíäàðòíî. Îíî ïðèìåíÿëîñü ïðè
ðåøåíèè çàäà÷ óñðåäíåíèÿ â [ZhPas] è â [PSu2, ëåììà 5.1].

Ëåììà 3.2. Ïóñòü O ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé

êëàññà C1. Ïóñòü Bε = {x ∈ O : dist {x, ∂O} < ε}. Ïóñòü ÷èñëî

ε0 ∈ (0, 1] òàêîâî, ÷òî ïîëîñêó Bε0 ìîæíî ïîêðûòü êîíå÷íûì

÷èñëîì îêðåñòíîñòåé, äîïóñêàþùèõ äèôôåîìîðôèçìû êëàññà C1,
ðàñïðÿìëÿþùèå ãðàíèöó ∂O. Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ H1(O)
ñïðàâåäëèâà îöåíêà∫

Bε

|u|2dx 6 βε‖u‖H1(O)‖u‖L2(O), 0 < ε 6 ε0.

Ïîñòîÿííàÿ β = β(O) çàâèñèò ëèøü îò îáëàñòè O.
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå àíàëîãè÷íî ëåììå 2.6 èç [ZhPas]; â íóæíîì

íàì âèäå îíî ïðîâåðåíî â [PSu2, ëåììà 5.3].

Ëåììà 3.3. Ïóñòü O ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé

êëàññà C1. Ïîëîæèì (∂O)ε =
{
x ∈ Rd : dist {x, ∂O} < ε

}
. Ïóñòü

÷èñëî ε0 ∈ (0, 1] òàêîâî, ÷òî ïîëîñêó (∂O)ε0 ìîæíî ïîêðûòü

êîíå÷íûì ÷èñëîì îêðåñòíîñòåé, äîïóñêàþùèõ äèôôåîìîðôèçìû êëàññà
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C1, ðàñïðÿìëÿþùèå ãðàíèöó ∂O. Ïóñòü Sε � îïåðàòîð (1.17). Ïóñòü
f(x) � Γ-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â Rd, òàêàÿ ÷òî f ∈ L2(Ω). Òîãäà äëÿ
ëþáîé ôóíêöèè u ∈ H1(Rd;Cm) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî∫

(∂O)ε

|f ε|2|Sεu|2 dx 6 β∗ε|Ω|−1‖f‖2L2(Ω)‖u‖H1(Rd;Cm)‖u‖L2(Rd;Cm),

0 < ε 6 ε1,

ãäå ε1 = ε0(1 + r1)−1, β∗ = β0(1 + r1), ïîñòîÿííàÿ β0 çàâèñèò ëèøü îò

îáëàñòè O, è 2r1 = diamΩ.

Íèæå ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ÷èñëî ε0 âûáðàíî òàê, êàê â ëåììå 3.3. Òîãäà
ε0 çàâåäîìî óäîâëåòâîðÿåò òàêæå è óñëîâèþ ëåììû 3.2.

3.3. Çàäà÷à Äèðèõëå. Íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñâîéñòâà ðåøåíèé çàäà÷è
Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ −∆s + s = f â îáëàñòè O. Íàïîìíèì, ÷òî
ïðîñòðàíñòâî H−1(O;Cn) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðîñòðàíñòâî, ñîïðÿæåííîå
ê H1

0 (O;Cn) îòíîñèòåëüíî ñïàðèâàíèÿ â L2(O;Cn). Åñëè f ∈ H−1(O;Cn)
è η ∈ H1

0 (O;Cn), òî ñèìâîë (f ,η)L2(O) ïîíèìàåòñÿ êàê çíà÷åíèå
ôóíêöèîíàëà f íà ýëåìåíòå η. Ïðè ýòîì âûïîëíåíà îöåíêà

|(f ,η)L2(O)| 6 ‖f‖H−1(O)‖η‖H1(O). (3.8)

Ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ïðîâåðÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 3.4. Ïóñòü f ∈ H−1(O;Cn) è s ∈ H1
0 (O;Cn) � îáîáùåííîå

ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå

−∆s + s = f â O, s|∂O = 0. (3.9)

Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà (íàçûâàåìàÿ ýíåðãåòè÷åñêèì íåðàâåíñòâîì)

‖s‖H1(O) 6 ‖f‖H−1(O). (3.10)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.9)
âûïîëíåíî òîæäåñòâî∫
O

(
d∑
l=1

〈Dls, Dlη〉+ 〈s,η〉

)
dx =

∫
O
〈f ,η〉 dx, ∀η ∈ H1

0 (O;Cn). (3.11)

Ïîäñòàâëÿÿ η = s â (3.11) è èñïîëüçóÿ (3.8), ïîëó÷àåì (3.10). •
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå êàñàåòñÿ çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ îäíîðîäíîãî

óðàâíåíèÿ è âûâîäèòñÿ èç ëåììû 3.4.

Ëåììà 3.5. Ïóñòü φ ∈ H1(O;Cn) è h ∈ H1(O;Cn) � ðåøåíèå çàäà÷è

−∆h + h = 0 â O; h|∂O = φ|∂O. (3.12)

Òîãäà âûïîëíåíà îöåíêà

‖h‖H1(O) 6 2‖φ‖H1(O). (3.13)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó (3.12) ôóíêöèÿ h − φ ∈ H1
0 (O;Cn) ÿâëÿåòñÿ

ðåøåíèåì çàäà÷è

(−∆ + I)(h− φ) = f â O; (h− φ)|∂O = 0,
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ãäå f = −(−∆ + I)φ. Ïîñêîëüêó (f ,η)L2(O) = −(φ,η)H1(O), η ∈
H1

0 (O;Cn), òî f ∈ H−1(O;Cn) è âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

‖f‖H−1(O) = sup
06=η∈H1

0 (O)

|(φ,η)H1(O)|
‖η‖H1(O)

= ‖φ‖H1(O). (3.14)

Â ñèëó ëåììû 3.4 è (3.14)

‖h− φ‖H1(O) 6 ‖f‖H−1(O) = ‖φ‖H1(O).

Îòñþäà âûòåêàåò (3.13). •

�4. Óñðåäíåíèå çàäà÷è Íåéìàíà: îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

4.1. Ôîðìóëèðîâêà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ. Ñôîðìóëèðóåì
îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû � òåîðåìû îá àïïðîêñèìàöèè ïðè ìàëîì
ε îïåðàòîðà (AN,ε + λI)−1. Íà÷íåì ñ àïïðîêñèìàöèè ïî îïåðàòîðíîé
íîðìå â L2(O;Cn).

Òåîðåìà 4.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî O ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü

ñ ãðàíèöåé êëàññà C1,1, à ìàòðèöà g(x) è ÄÎ b(D) óäîâëåòâîðÿþò

óñëîâèÿì ïóíêòà 1.2. Êðîìå òîãî, ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 2.1. Ïóñòü
÷èñëî λ ïîä÷èíåíî îãðàíè÷åíèþ (2.6). Ïóñòü uε � ðåøåíèå çàäà÷è (2.8)
è u0 � ðåøåíèå çàäà÷è (2.28) ïðè F ∈ L2(O;Cn). Òîãäà ñóùåñòâóåò

÷èñëî ε1 ∈ (0, 1], çàâèñÿùåå îò îáëàñòè O è ðåøåòêè Γ, òàêîå ÷òî

ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε − u0‖L2(O;Cn) 6 C0(λ)ε‖F‖L2(O;Cn), 0 < ε 6 ε1, (4.1)

èëè, â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,

‖(AN,ε + λI)−1 − (A0
N + λI)−1‖L2(O;Cn)→L2(O;Cn) 6 C0(λ)ε, 0 < ε 6 ε1.

(4.2)
Ïîñòîÿííàÿ C0(λ) çàâèñèò îò m, d, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , îò

ïàðàìåòðîâ ðåø¼òêè Γ, îò ïîñòîÿííûõ C1, C2 èç íåðàâåíñòâà (2.2),
îò λ è îò îáëàñòè O.
Äëÿ ôîðìóëèðîâêè âòîðîãî ðåçóëüòàòà � òåîðåìû îá àïïðîêñèìàöèè

ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà AN,ε ïî íîðìå îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç
L2(O;Cn) â H1(O;Cn), íåîáõîäèìî ââåñòè êîððåêòîð.
Ôèêñèðóåì ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ

PO : H2(O;Cn)→ H2(Rd;Cn) (4.3)

è ïîëîæèì ũ0 = POu0. Òîãäà

‖ũ0‖H2(Rd;Cn) 6 CO‖u0‖H2(O;Cn), (4.4)

ãäå CO � íîðìà îïåðàòîðà (4.3).
Ïóñòü Sε � ñãëàæèâàþùèé îïåðàòîð ïî Ñòåêëîâó, îïðåäåëåííûé â

(1.17). ×åðåç RO îáîçíà÷èì îïåðàòîð ñóæåíèÿ ôóíêöèé â Rd íà îáëàñòü
O. Êîððåêòîðîì â çàäà÷å Íåéìàíà íàçîâåì îïåðàòîð

KN,λ(ε) = RO[Λε]Sεb(D)PO(A0
N + λI)−1. (4.5)
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Îïåðàòîð b(D)PO(A0
N + λI)−1 íåïðåðûâíî ïåðåâîäèò L2(O;Cn) â

H1(Rd;Cm). Êàê îòìå÷àëîñü â ï. 1.6, îïåðàòîð [Λε]Sε íåïðåðûâåí èç
H1(Rd;Cm) â H1(Rd;Cn). Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð (4.5) íåïðåðûâåí èç
L2(O;Cn) â H1(O;Cn).
Ïåðâûì ïðèáëèæåíèåì ê ðåøåíèþ uε ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

vε = (A0
N + λI)−1F + εKN,λ(ε)F. (4.6)

Îïðåäåëèì â Rd ôóíêöèþ

ṽε = ũ0 + εΛεSε(b(D)ũ0) = ũ0 + εKλ(ε)ũ0, (4.7)

çäåñü Kλ(ε) � îïåðàòîð (1.25). Òîãäà

vε = ṽε|O. (4.8)

Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 4.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ
vε îïðåäåëåíà â (4.5), (4.6). Òîãäà ñóùåñòâóåò ÷èñëî ε1 ∈ (0, 1],
çàâèñÿùåå îò îáëàñòè O è ðåøåòêè Γ, òàêîå ÷òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε − vε‖H1(O;Cn) 6 C(λ)ε1/2‖F‖L2(O;Cn), 0 < ε 6 ε1, (4.9)

èëè, â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,

‖(AN,ε + λI)−1 − (A0
N + λI)−1 − εKN,λ(ε)‖L2(O;Cn)→H1(O;Cn) 6 C(λ)ε1/2.

(4.10)
Äëÿ ïîòîêà pε := gεb(D)uε ñïðàâåäëèâà àïïðîêñèìàöèÿ

‖pε − g̃εSεb(D)ũ0‖L2(O;Cm) 6 C′(λ)ε1/2‖F‖L2(O;Cn), 0 < ε 6 ε1, (4.11)

ãäå g̃(x) � ìàòðèöà (1.9). Ïîñòîÿííûå C(λ), C′(λ) çàâèñÿò îò m, d, α0,
α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , îò ïàðàìåòðîâ ðåø¼òêè Γ, îò ïîñòîÿííûõ C1, C2

èç íåðàâåíñòâà (2.2), îò λ è îò îáëàñòè O.
Âûäåëèì ñëó÷àé, êîãäà êîððåêòîð îáðàùàåòñÿ â íîëü. Ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç òåîðåìû 4.2 è ïðåäëîæåíèÿ 1.2.

Ïðåäëîæåíèå 4.3. Ïóñòü uε � ðåøåíèå çàäà÷è (2.8) è u0 � ðåøåíèå

çàäà÷è (2.28). Åñëè g0 = g, ò. å. âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (1.13), òî
Λ = 0 è KN,λ(ε) = 0. Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε − u0‖H1(O;Cn) 6 C(λ)ε1/2‖F‖L2(O;Cn), 0 < ε 6 ε1.

4.2. Ïåðâûé ýòàï äîêàçàòåëüñòâà: ââåäåíèå ïîïðàâêè òèïà
ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 4.1 è 4.2 îïèðàåòñÿ íà
ïðèìåíåíèå ðåçóëüòàòîâ äëÿ çàäà÷è óñðåäíåíèÿ â Rd (òåîðåìû 1.6, 1.7,
1.8) è íà îöåíêó ïîïðàâêè òèïà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ.
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ũ0 = POu0 ∈ H2(Rd;Cn). ßñíî, ÷òî

F̃ := A0ũ0 + ũ0 ∈ L2(Rd;Cn).



29

Ïðè ýòîì F̃|O = F. Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå è (1.4), (1.15),
ïîëó÷àåì

‖F̃‖2L2(Rd) =

∫
Rd

∣∣(b(ξ)∗g0b(ξ) + 1)û0(ξ)
∣∣2 dξ

6
∫
Rd

(α1|g0||ξ|2 + 1)2|û0(ξ)|2 dξ 6 (max {α1‖g‖L∞ , 1})
2 ‖ũ0‖2H2(Rd).

(4.12)
Çäåñü û0(ξ) � Ôóðüå-îáðàç ôóíêöèè ũ0(x). Êîìáèíèðóÿ (4.12) è (4.4),
(2.33), ïðèõîäèì ê îöåíêå

‖F̃‖L2(Rd) 6 C3(λ)‖F‖L2(O),

C3(λ) = ĈλCOmax{α1‖g‖L∞ , 1}.
(4.13)

Ïóñòü ũε ∈ H1(Rd;Cn) � îáîáùåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

Aεũε + λũε = F̃. (4.14)

Ïðèìåíèìû òåîðåìû 1.6, 1.7 è 1.8, â ñèëó êîòîðûõ ñïðàâåäëèâû
íåðàâåíñòâà

‖ũε − ũ0‖L2(Rd) 6 C1(λ)ε‖F̃‖L2(Rd), ε > 0, (4.15)

‖ũε − ṽε‖H1(Rd) 6 C2(λ)ε‖F̃‖L2(Rd), ε > 0, (4.16)

‖gεb(D)ũε − g̃εSεb(D)ũ0‖L2(Rd) 6 C5(λ)ε‖F̃‖L2(Rd), ε > 0. (4.17)

Çäåñü ṽε îïðåäåëåíî â (4.7).
Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü uε − ũε â îáëàñòè O. Â ñèëó (2.8) è (4.14) ýòà

ðàçíîñòü ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ îäíîðîäíîãî
óðàâíåíèÿ:

(Aε + λI)(uε − ũε) = 0 â O;

∂εν(uε − ũε) = −ψε íà ∂O,
(4.18)

ãäå ψε := ∂εν ũε. Ïîñêîëüêó ũε|O ∈ H1(O;Cn) è âíóòðè O âûïîëíåíî
Aεũε = F − λũε ∈ L2(O;Cn), òî ïðèìåíèìî îïðåäåëåíèå êîíîðìàëüíîé
ïðîèçâîäíîé èç ï. 2.4. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (2.20), (2.23) ýëåìåíò ψε ∈
H−1/2(∂O;Cn) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

(ψε,ϕ)L2(∂O) =

∫
O

(〈gεb(D)ũε, b(D)Tϕ〉+ λ〈ũε, Tϕ〉) dx−
∫
O
〈F, Tϕ〉 dx,

ϕ ∈ H1/2(∂O;Cn).
(4.19)

Çäåñü T � îïåðàòîð (2.15), îïðåäåëåííûé â ï. 2.3.
Ìû õîòèì ïðèáëèçèòü ðàçíîñòü ũε − uε ôóíêöèåé wε, êîòîðàÿ áûëà

áû òàêæå ðåøåíèåì çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, íî ñ
áîëåå ïðîñòîé çàäàííîé ôóíêöèåé ρε â ãðàíè÷íîì óñëîâèè. Ïîäñêàçêîé
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äëÿ âûáîðà ρε ñëóæèò àïïðîêñèìàöèÿ ðåøåíèÿ (4.15) è àïïðîêñèìàöèÿ

ïîòîêà (4.17). Îïðåäåëèì ýëåìåíò ρε ∈ H−1/2(∂O;Cn) ñîîòíîøåíèåì

(ρε,ϕ)L2(∂O) =

∫
O

(〈g̃εSεb(D)ũ0, b(D)Tϕ〉+ λ〈u0, Tϕ〉 − 〈F, Tϕ〉) dx,

ϕ ∈ H1/2(∂O;Cn).
(4.20)

ßñíî, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü â (4.20) ÿâëÿåòñÿ àíòèëèíåéíûì íåïðåðûâíûì

ôóíêöèîíàëîì íàä ϕ ∈ H1/2(∂O;Cn), òàê ÷òî îïðåäåëåíèå (4.20)
êîððåêòíî. Îöåíèì íîðìó ‖ψε−ρε‖H−1/2(∂O). Èç (4.19) è (4.20) ñëåäóåò,
÷òî

(ψε − ρε,ϕ)L2(∂O) =

∫
O
〈gεb(D)ũε − g̃εSεb(D)ũ0, b(D)Tϕ〉 dx

+ λ

∫
O
〈ũε − u0, Tϕ〉 dx, ϕ ∈ H1/2(∂O;Cn).

Îòñþäà â ñèëó (4.15) è (4.17) ñëåäóåò îöåíêà

|(ψε − ρε,ϕ)L2(∂O)|

6 ε‖F̃‖L2(Rd)

(
C5(λ)‖b(D)Tϕ‖L2(O) + λC1(λ)‖Tϕ‖L2(O)

)
,

ϕ ∈ H1/2(∂O;Cn), ε > 0.

(4.21)

Êîìáèíèðóÿ (4.21) ñ (1.2), (1.5), (2.16) è (4.13), ïîëó÷àåì

‖(ψε − ρε,ϕ)L2(∂O)| 6 C4(λ)ε‖F‖L2(O)‖ϕ‖H1/2(∂O),

ϕ ∈ H1/2(∂O;Cn), ε > 0,

ãäå C4(λ) = C3(λ)c̃1

(
C5(λ)(dα1)1/2 + λC1(λ)

)
. Îòñþäà ñ ó÷åòîì (2.22)

ñëåäóåò îöåíêà

‖ψε − ρε‖H−1/2(∂O) 6 C4(λ)ε‖F‖L2(O), ε > 0. (4.22)

Ââåäåì ïîïðàâêó wε ∈ H1(O;Cn) � îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è
Íåéìàíà

(Aε + λI)wε = 0 â O;

∂ενwε = ρε íà ∂O. (4.23)

Ëåììà 4.4. Ïóñòü uε � ðåøåíèå çàäà÷è (2.8), ũε � ðåøåíèå çàäà÷è

(4.14) è wε � ðåøåíèå çàäà÷è (4.23). Òîãäà ïðè ε > 0 âûïîëíåíà îöåíêà

‖uε − ũε + wε‖H1(O) 6 C5(λ)ε‖F‖L2(O), (4.24)

ãäå C5(λ) = c−1
λ ĉ1C4(λ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó (4.18) è (4.23) ôóíêöèÿ uε− ũε + wε ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì çàäà÷è

(Aε + λI)(uε − ũε + wε) = 0 â O;

∂εν(uε − ũε + wε) = ρε −ψε íà ∂O.
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Ïðèìåíÿÿ ïðåäëîæåíèå 2.4, ïîëó÷àåì îöåíêó ðåøåíèÿ

‖uε − ũε + wε‖H1(O) 6 c−1
λ ĉ1‖ρε −ψε‖H−1/2(∂O).

Âìåñòå ñ (4.22) ýòî âëå÷åò (4.24). •
Âûâîäû. 1. Ñîïîñòàâëÿÿ (4.8), (4.13), (4.16) è (4.24), ïðèõîäèì ê

îöåíêå

‖uε − vε + wε‖H1(O) 6 (C5(λ) + C2(λ)C3(λ)) ε‖F‖L2(O), ε > 0. (4.25)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîé îöåíêè (4.9) èç

òåîðåìû 4.2 äîñòàòî÷íî ïîëó÷èòü îöåíêó äëÿ ‖wε‖H1(O) ÷åðåç

Cε1/2‖F‖L2(O).

2. Çàãðóáèì (4.24), çàìåíÿÿ ñëåâà íîðìó â H1(O;Cn) íà íîðìó â
L2(O;Cn):

‖uε − ũε + wε‖L2(O) 6 C5(λ)ε‖F‖L2(O), ε > 0. (4.26)

Ñîïîñòàâëÿÿ (4.26) è (4.13), (4.15), ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

‖uε − u0 + wε‖L2(O) 6 (C5(λ) + C1(λ)C3(λ)) ε‖F‖L2(O), ε > 0. (4.27)

Îòñþäà ÿñíî, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îöåíêè (4.1) èç òåîðåìû 4.1
äîñòàòî÷íî ïîëó÷èòü îöåíêó äëÿ ‖wε‖L2(O) ÷åðåç Cε‖F‖L2(O).
Èòàê, äåëî ñâîäèòñÿ ê îöåíèâàíèþ ôóíêöèè wε, êîòîðóþ ìîæíî

èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïîïðàâêó òèïà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ. Ñíà÷àëà ìû
îöåíèì íîðìó wε â H

1(O;Cn) è äîêàæåì òåì ñàìûì òåîðåìó 4.2 (ñì.
�5). Çàòåì, îïèðàÿñü íà óæå äîêàçàííóþ òåîðåìó 4.2, ìû ïåðåéäåì ê
îöåíêå íîðìû wε â L2(O;Cn) (ñì. �6).

�5. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.2

5.1. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ï. 2.4, îáîáùåííîå ðåøåíèå wε ∈ H1(O;Cn) çàäà÷è
(4.23) óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó∫
O

(〈gεb(D)wε, b(D)η〉+ λ〈wε,η〉) dx = (ρε, γη)L2(∂O), ∀η ∈ H1(O;Cn).

(5.1)
Èñïîëüçóÿ (4.20) è (2.30), ïðåäñòàâèì ïðàâóþ ÷àñòü (5.1) â âèäå

(ρε, γη)L2(∂O) =

∫
O

(〈g̃εSεb(D)ũ0, b(D)Tγη〉+ λ〈u0, Tγη〉 − 〈F, Tγη〉) dx

=

∫
O
〈g̃εSεb(D)ũ0 − g0b(D)u0, b(D)Tγη〉.

(5.2)
Èç (5.1) è (5.2) âûòåêàåò òîæäåñòâî∫
O

(〈gεb(D)wε, b(D)η〉+ λ〈wε,η〉) dx = Iε[η], ∀η ∈ H1(O;Cn), (5.3)
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ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

Iε[η] :=

∫
O
〈g̃εSεb(D)ũ0−g0b(D)u0, b(D)Tγη〉 dx, η ∈ H1(O;Cn). (5.4)

Äëÿ äàëüíåéøèõ îöåíîê óäîáíî ïðåäñòàâèòü ôóíêöèîíàë (5.4) â âèäå

Iε[η] = I(1)
ε [η] + I(2)

ε [η], (5.5)

ãäå

I(1)
ε [η] =

∫
O
〈g0Sεb(D)ũ0 − g0b(D)u0, b(D)Tγη〉 dx, (5.6)

I(2)
ε [η] =

∫
O
〈(g̃ε − g0)Sεb(D)ũ0, b(D)Tγη〉 dx. (5.7)

×ëåí (5.6) ëåãêî îöåíèòü ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåíèÿ 1.4 è ñîîòíîøåíèé
(1.2), (1.5), (1.15):

|I(1)
ε [η]| 6 |g0|‖(Sε − I)b(D)ũ0‖L2(Rd)‖b(D)Tγη‖L2(O)

6 ε‖g‖L∞r1‖Db(D)ũ0‖L2(Rd)(dα1)1/2‖Tγη‖H1(O), ε > 0.
(5.8)

Â ñèëó (1.4), (2.33) è (4.4)

‖Db(D)ũ0‖L2(Rd) 6 α
1/2
1 ‖ũ0‖H2(Rd)

6 α
1/2
1 CO‖u0‖H2(O) 6 α

1/2
1 COĈλ‖F‖L2(O).

(5.9)

Òåïåðü èç (5.8), (5.9) è (2.13), (2.16) ñëåäóåò îöåíêà

|I(1)
ε [η]| 6 C6(λ)ε‖F‖L2(O)‖η‖H1(O), η ∈ H1(O;Cn), ε > 0,

C6(λ) = d1/2r1α1‖g‖L∞COĈλĉ1c̃1.
(5.10)

5.2. Àíàëèç ÷ëåíà I(2)
ε . Èñïîëüçóÿ (1.2), ïðåîáðàçóåì ÷ëåí (5.7):

I(2)
ε [η] =

∫
O

d∑
l=1

〈f εl Sεb(D)ũ0, DlTγη〉 dx, (5.11)

ãäå áûëè ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ

fl(x) := b∗l (g̃(x)−g0) = b∗l (g(x)(b(D)Λ(x)+1m)−g0), l = 1, . . . , d. (5.12)

Òîãäà fl(x) � Γ-ïåðèîäè÷åñêèå (n × m)-ìàòðèöû-ôóíêöèè, fl ∈ L2(Ω),
â ñèëó îïðåäåëåíèÿ (1.8) ýôôåêòèâíîé ìàòðèöû âûïîëíåíî fl = 0.
Íàêîíåö, èç óðàâíåíèÿ (1.7) äëÿ Λ ñëåäóåò, ÷òî

d∑
l=1

Dlfl(x) = b(D)∗g(x)(b(D)Λ(x) + 1m) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, íàáîð fl(x), l = 1, . . . , d, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû
3.1. Â ñèëó ýòîé ëåììû, ñóùåñòâóþò ìàòðèöû-ôóíêöèè Mlj(x), l, j =
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1, . . . , d, òàêèå ÷òî âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (3.2), (3.3). Òîãäà

f εl (x) = ε
d∑
j=1

∂jM
ε
lj(x). (5.13)

Íàì ïîíàäîáèòñÿ îöåíêà íîðìû ôóíêöèé (5.12) â L2(Ω). Èç (1.5)
ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî g̃ − g0 � ýòî ðåçóëüòàò ïðîåêòèðîâàíèÿ g̃ íà
ïîäïðîñòðàíñòâî, îðòîãîíàëüíîå êîíñòàíòàì, ïîëó÷àåì:

‖fl‖L2(Ω) 6 α
1/2
1 ‖g̃ − g

0‖L2(Ω) 6 α
1/2
1 ‖g̃‖L2(Ω).

Âìåñòå ñ (1.2), (1.5), (1.9) è (1.10) ýòî âëå÷åò îöåíêó

‖fl‖L2(Ω) 6 α
1/2
1 ‖g‖L∞(|Ω|1/2 + (dα1)1/2‖DΛ‖L2(Ω)) 6 |Ω|1/2C, l = 1, . . . , d,

(5.14)

ãäå C = α
1/2
1 ‖g‖L∞(1 + (dm)1/2α

1/2
1 α

−1/2
0 ‖g‖1/2L∞

‖g−1‖1/2L∞
). Òîãäà â ñèëó

(3.4)

‖Mlj‖L2(Ω) 6 r−1
0 |Ω|

1/2C, l, j = 1, . . . , d. (5.15)

Ñ ó÷åòîì (5.13) âûïîëíèì ïðåîáðàçîâàíèå:

f εl Sεb(D)ũ0 = ε

d∑
j=1

(
∂jM

ε
lj

)
Sεb(D)ũ0

= ε

d∑
j=1

∂j
(
M ε
ljSεb(D)ũ0

)
− ε

d∑
j=1

M ε
ljSεb(D)∂jũ0.

(5.16)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (5.16) ïðåäñòàâèì ÷ëåí (5.11) â âèäå

I(2)
ε [η] = Ĩ(2)

ε [η] + Î(2)
ε [η], (5.17)

ãäå

Ĩ(2)
ε [η] = ε

∫
O

d∑
l,j=1

〈∂j
(
M ε
ljSεb(D)ũ0

)
, DlTγη〉 dx, (5.18)

Î(2)
ε [η] = −ε

∫
O

d∑
l,j=1

〈M ε
ljSεb(D)∂jũ0, DlTγη〉 dx. (5.19)

×ëåí (5.19) ëåãêî îöåíèòü, èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåíèå 1.5:

|Î(2)
ε [η]| 6 ε

d∑
l,j=1

|Ω|−1/2‖Mlj‖L2(Ω)‖b(D)∂jũ0‖L2(Rd)‖DlTγη‖L2(O).

Îòñþäà ñ ó÷åòîì (2.13), (2.16), (5.9) è (5.15) ïîëó÷àåì:

|Î(2)
ε [η]| 6 C7(λ)ε‖F‖L2(O)‖η‖H1(O), η ∈ H1(O;Cn), ε > 0,

C7(λ) = dr−1
0 Cα

1/2
1 COĈλc̃1ĉ1.

(5.20)
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5.3. Îöåíêà ÷ëåíà Ĩ(2)
ε . Íàïîìíèì îáîçíà÷åíèå (∂O)ε äëÿ ε-

îêðåñòíîñòè ãðàíèöû ∂O â Rd. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî 0 < ε 6 ε1, ãäå ÷èñëî
ε1 îïðåäåëåíî â ëåììå 3.3. Ôèêñèðóåì ãëàäêóþ ñðåçêó θε(x) â Rd, òàêóþ
÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ

θε ∈ C∞0 (Rd), supp θε ⊂ (∂O)ε, 0 6 θε(x) 6 1,

θε(x)|∂O = 1, ε|∇θε(x)| 6 κ = const.
(5.21)

Î÷åâèäíî, ôóíêöèÿ ñ òàêèìè ñâîéñòâàìè ñóùåñòâóåò. Ïîñòîÿííàÿ κ
çàâèñèò ëèøü îò îáëàñòè O.
Çàìåòèì, ÷òî ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî∫
O

d∑
l,j=1

〈∂j
(
M ε
lj(1− θε)Sεb(D)ũ0

)
, DlTγη〉 dx = 0, η ∈ H1(O;Cn).

(5.22)
Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó ëåâàÿ ÷àñòü â (5.22) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
àíòèëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íàä η ∈ H1(O;Cn), òî
äîñòàòî÷íî äîêàçàòü òîæäåñòâî íà ïëîòíîì â H1(O;Cn) ìíîæåñòâå.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî η ∈ H2(O;Cn), è, èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïåðåïèøåì
ëåâóþ ÷àñòü (5.22) â âèäå

−i
∫
O
〈(1− θε)Sεb(D)ũ0,

d∑
l,j=1

(M ε
lj)
∗∂j∂lTγη〉 dx.

Ýòî âûðàæåíèå ðàâíî íóëþ, ïîñêîëüêó
∑d

l,j=1(M ε
lj)
∗∂j∂l = 0 èç-çà

ðàâåíñòâà Mlj = −Mjl (ñì. (3.2)).
Â ñèëó (5.22) ÷ëåí (5.18) ïðèíèìàåò âèä

Ĩ(2)
ε [η] = ε

∫
O

d∑
l,j=1

〈∂j
(
θεM

ε
ljSεb(D)ũ0

)
, DlTγη〉 dx. (5.23)

Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå

ε

d∑
j=1

∂j
(
θεM

ε
ljSεb(D)ũ0

)
= εθε

d∑
j=1

M ε
ljSε(b(D)∂jũ0)

+ ε

d∑
j=1

(∂jθε)M
ε
ljSεb(D)ũ0 + θε

d∑
j=1

(∂jMlj)
εSεb(D)ũ0.

Ïðèìåì âî âíèìàíèå, ÷òî
∑d

j=1 ∂jMlj = fl (ñì. (3.3)). Òîãäà

ε

∥∥∥∥∥∥
d∑
j=1

∂j
(
θεM

ε
ljSεb(D)ũ0

)∥∥∥∥∥∥
L2(O)

6 J
(1)
l (ε) + J

(2)
l (ε) + J

(3)
l (ε), (5.24)
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J
(1)
l (ε) = ε

d∑
j=1

‖θεM ε
ljSε(b(D)∂jũ0)‖L2(O), (5.25)

J
(2)
l (ε) = ε

d∑
j=1

‖(∂jθε)M ε
ljSεb(D)ũ0‖L2(O), (5.26)

J
(3)
l (ε) = ‖θεf εl Sεb(D)ũ0‖L2(O). (5.27)

Äëÿ îöåíêè ÷ëåíà (5.25) èñïîëüçóåì (5.21), ïðåäëîæåíèå 1.5 è (5.9),
(5.15):

J
(1)
l (ε) 6 ε

d∑
j=1

|Ω|−1/2‖Mlj‖L2(Ω)‖b(D)∂jũ0‖L2(Rd) 6 C(1)(λ)ε‖F‖L2(O),

(5.28)

ãäå C(1)(λ) = r−1
0 Cd1/2α

1/2
1 COĈλ.

×ëåí (5.26) îöåíèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ (5.21) è ëåììû 3.3:

(J
(2)
l (ε))2 6 dκ2

d∑
j=1

∫
(∂O)ε

|M ε
lj |2|Sεb(D)ũ0|2 dx

6 εdκ2β∗|Ω|−1
d∑
j=1

‖Mlj‖2L2(Ω)‖Sεb(D)ũ0‖2H1(Rd), 0 < ε 6 ε1.

(5.29)

Èç (1.19), (1.4), (2.33) è (4.4) âûòåêàåò îöåíêà

‖Sεb(D)ũ0‖H1(Rd) 6 ‖b(D)ũ0‖H1(Rd)

6 α
1/2
1 ‖ũ0‖H2(Rd) 6 α

1/2
1 COĈλ‖F‖L2(O).

(5.30)

Òåïåðü èç (5.29), (5.30) è (5.15) ñëåäóåò, ÷òî

J
(2)
l (ε) 6 C(2)(λ)ε1/2‖F‖L2(O), 0 < ε 6 ε1, (5.31)

ãäå C(2)(λ) = κdβ
1/2
∗ r−1

0 Cα
1/2
1 COĈλ.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñ ïîìîùüþ (5.21) è ëåììû 3.3 îöåíèì ÷ëåí
(5.27):

(J
(3)
l (ε))2 6

∫
(∂O)ε

|f εl |2|Sεb(D)ũ0|2 dx

6 εβ∗|Ω|−1‖fl‖2L2(Ω)‖Sεb(D)ũ0‖2H1(Rd), 0 < ε 6 ε1.

(5.32)

Èç (5.14), (5.30) è (5.32) âûòåêàåò îöåíêà

J
(3)
l (ε) 6 C(3)(λ)ε1/2‖F‖L2(O), 0 < ε 6 ε1, (5.33)

ãäå C(3)(λ) = β
1/2
∗ Cα

1/2
1 COĈλ.
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Â èòîãå èç (5.24), (5.28), (5.31) è (5.33) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

ε

∥∥∥∥∥∥
d∑
j=1

∂j
(
θεM

ε
ljSεb(D)ũ0

)∥∥∥∥∥∥
L2(O)

6 C̃(λ)ε1/2‖F‖L2(O), 0 < ε 6 ε1,

(5.34)

ãäå C̃(λ) = C(1)(λ) + C(2)(λ) + C(3)(λ). Êîìáèíèðóÿ (2.13), (2.16), (5.23) è
(5.34), ïðèõîäèì ê îöåíêå

|Ĩ(2)
ε [η]| 6 C8(λ)ε1/2‖F‖L2(O)‖η‖H1(O), η ∈ H1(O;Cn), 0 < ε 6 ε1,

(5.35)

ãäå C8(λ) = C̃(λ)d1/2c̃1ĉ1.

5.4. Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4.2. Òåïåðü èç (5.5),
(5.10), (5.17), (5.20) è (5.35) âûòåêàåò îöåíêà

|Iε[η]| 6 C9(λ)ε1/2‖F‖L2(O)‖η‖H1(O), η ∈ H1(O;Cn), 0 < ε 6 ε1,
(5.36)

ãäå C9(λ) = C6(λ) + C7(λ) + C8(λ).
Èç (5.36) è èç (5.3) ïðè η = wε ïîëó÷àåì∫
O

(
〈gεb(D)wε, b(D)wε〉+ λ|wε|2

)
dx 6 C9(λ)ε1/2‖F‖L2(O)‖wε‖H1(O)

ïðè 0 < ε 6 ε1. Âìåñòå ñ (2.7) ýòî âëå÷åò èñêîìóþ îöåíêó

‖wε‖H1(O) 6 c−1
λ C9(λ)ε1/2‖F‖L2(O), 0 < ε 6 ε1. (5.37)

Â èòîãå èç (4.25) è (5.37) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî (4.9) ñ ïîñòîÿííîé

C(λ) = C5(λ) + C2(λ)C3(λ) + c−1
λ C9(λ).

Îñòàåòñÿ ïîëó÷èòü àïïðîêñèìàöèþ (4.11) äëÿ ïîòîêà. Èç (4.9) ñ
ó÷åòîì (1.2) è (1.5) ñëåäóåò îöåíêà

‖pε − gεb(D)vε‖L2(O) 6 ‖g‖L∞(dα1)1/2C(λ)ε1/2‖F‖L2(O), 0 < ε 6 ε1.
(5.38)

Ïóñòü ṽε îïðåäåëåíî â (4.7). Çàìåòèì, ÷òî ñ ó÷åòîì (4.8)

‖gεb(D)vε − g̃εSεb(D)ũ0‖L2(O) 6 ‖gεb(D)ṽε − g̃εSεb(D)ũ0‖L2(Rd). (5.39)

Âîñïîëüçóåìñÿ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû 1.8. Èç (1.47) ñëåäóåò îöåíêà

‖gεb(D)ṽε − g̃εSεb(D)ũ0‖L2(Rd) 6 C6ε‖Db(D)ũ0‖L2(Rd), ε > 0. (5.40)

Èç (5.39), (5.40) ñ ó÷åòîì (5.9) ïîëó÷àåì:

‖gεb(D)vε − g̃εSεb(D)ũ0‖L2(O) 6 C6α
1/2
1 COĈλε‖F‖L2(O), ε > 0. (5.41)

Â èòîãå (5.38) è (5.41) äàþò òðåáóåìóþ îöåíêó (4.11) ñ ïîñòîÿííîé

C′(λ) = ‖g‖L∞(dα1)1/2C(λ)+C6α
1/2
1 COĈλ. Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî

òåîðåìû 4.2. •
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�6. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.1

6.1. Êàê îòìå÷àëîñü â êîíöå �4, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4.1
òðåáóåòñÿ îöåíèòü íîðìó ‖wε‖L2(O) ÷åðåç Cε‖F‖L2(O). Ñîïîñòàâëÿÿ (5.5),
(5.10), (5.17) è (5.20), ïîëó÷àåì:

|Iε[η]| 6 (C6(λ) + C7(λ))ε‖F‖L2(O)‖η‖H1(O) + |Ĩ(2)
ε [η]|,

η ∈ H1(O;Cn), ε > 0.
(6.1)

Â òîæäåñòâå (5.3), ñïðàâåäëèâîì äëÿ ëþáîé ôóíêöèè η ∈ H1(O;Cn),
âûáåðåì òåïåðü η ñïåöèàëüíûì îáðàçîì. Ïóñòü Φ ∈ L2(O;Cn), è ïóñòü
ηε ∈ H1(O;Cn) � îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Íåéìàíà

b(D)∗gεb(D)ηε + ληε = Φ â O; ∂ενηε|∂O = 0, (6.2)

ò. å. ηε = (AN,ε + λI)−1Φ. Â ñèëó (2.11)

‖ηε‖H1(O) 6 c−1
λ ‖Φ‖L2(O). (6.3)

Ïî îïðåäåëåíèþ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (6.2) âûïîëíåíî
òîæäåñòâî∫

O
(〈gεb(D)wε, b(D)ηε〉+ λ〈wε,ηε〉) dx =

∫
O
〈wε,Φ〉 dx. (6.4)

Ñîïîñòàâëÿÿ (6.4) è (5.3), ïîëó÷àåì∫
O
〈wε,Φ〉 dx = Iε[ηε], Φ ∈ L2(O;Cn). (6.5)

Òåïåðü èç (6.1), (6.3) è (6.5) âûòåêàåò îöåíêà

|(wε,Φ)L2(O)| 6 (C6(λ) + C7(λ))c−1
λ ε‖F‖L2(O)‖Φ‖L2(O) + |Ĩ(2)

ε [ηε]|,
Φ ∈ L2(O;Cn), ε > 0.

(6.6)

6.2. Àíàëèç ÷ëåíà Ĩ(2)
ε [ηε]. ßñíî, ÷òî òðåáóåìàÿ îöåíêà äëÿ ‖wε‖L2(O)

áóäåò ïîëó÷åíà, åñëè íàì óäàñòñÿ îöåíèòü ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â ïðàâîé
÷àñòè (6.6) ÷åðåç Cε‖F‖L2(O)‖Φ‖L2(O).
Ïðèìåíèì (óæå äîêàçàííóþ) òåîðåìó 4.2 ñ òåì, ÷òîáû

àïïðîêñèìèðîâàòü ðåøåíèå ηε çàäà÷è (6.2) ïî íîðìå â H1(O;Cn).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç η0 ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé óñðåäíåííîé çàäà÷è:
η0 = (A0

N + λI)−1Φ. Ïóñòü η̃0 = POη0. Îòìåòèì, ÷òî ñ ó÷åòîì (2.34)

‖η̃0‖H2(Rd) 6 CO‖η0‖H2(O) 6 COĈλ‖Φ‖L2(O). (6.7)

Â ñèëó (4.10) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖ηε − η0 − εΛεSεb(D)η̃0‖H1(O) 6 C(λ)ε1/2‖Φ‖L2(O), 0 < ε 6 ε1. (6.8)

Ïðåäñòàâèì Ĩ(2)
ε [ηε] (ñì. (5.23)) â âèäå ñóììû òðåõ ñëàãàåìûõ

Ĩ(2)
ε [ηε] = Ĩ(2)

ε [(AN,ε + λI)−1Φ] = J (1)
ε [Φ] + J (2)

ε [Φ] + J (3)
ε [Φ], (6.9)
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J (1)
ε [Φ] = ε

∫
O

d∑
l,j=1

〈∂j
(
θεM

ε
ljSεb(D)ũ0

)
, DlTγ(ηε−η0−εΛεSεb(D)η̃0)〉 dx,

(6.10)

J (2)
ε [Φ] = ε

∫
O

d∑
l,j=1

〈∂j
(
θεM

ε
ljSεb(D)ũ0

)
, DlTγη0〉 dx, (6.11)

J (3)
ε [Φ] = ε

∫
O

d∑
l,j=1

〈∂j
(
θεM

ε
ljSεb(D)ũ0

)
, DlTγ(εΛεSεb(D)η̃0)〉 dx. (6.12)

×ëåí (6.10) ëåãêî îöåíèòü, ïðèìåíÿÿ (6.8) è (2.13), (2.16), (5.34):

|J (1)
ε [Φ]| 6 ε1/2C̃(λ)‖F‖L2(O)d

1/2c̃1ĉ1‖ηε − η0 − εΛεSεb(D)η̃0‖H1(O)

6 C(1)(λ)ε‖F‖L2(O)‖Φ‖L2(O), Φ ∈ L2(O;Cn), 0 < ε 6 ε1,
(6.13)

ãäå C(1)(λ) = C̃(λ)d1/2c̃1ĉ1C(λ).
Äëÿ îöåíêè ÷ëåíà (6.11) èñïîëüçóåì (5.21) è (5.34):

|J (2)
ε [Φ]| 6 ε1/2C̃(λ)‖F‖L2(O)

d∑
l=1

‖DlTγη0‖L2(Bε). (6.14)

Ñîãëàñíî ëåììå 3.2,

‖DlTγη0‖2L2(Bε) 6 βε‖DlTγη0‖H1(O)‖DlTγη0‖L2(O), 0 < ε 6 ε0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

d∑
l=1

‖DlTγη0‖L2(Bε) 6 ε1/2(βd)1/2‖Tγη0‖
1/2
H2(O)

‖Tγη0‖
1/2
H1(O)

, 0 < ε 6 ε0.

Ïðèìåíÿÿ îöåíêè (2.13), (2.16), (2.18) è (2.32), (2.34), ïîëó÷àåì:

d∑
l=1

‖DlTγη0‖L2(Bε) 6 ε1/2(βd)1/2(c̃2ĉ2c̃1ĉ1)1/2‖η0‖
1/2
H2(O)

‖η0‖
1/2
H1(O)

6 ε1/2(βd)1/2(c̃2ĉ2c̃1ĉ1)1/2Ĉ
1/2
λ c

−1/2
λ ‖Φ‖L2(O), 0 < ε 6 ε0.

(6.15)
Òåïåðü èç (6.14) è (6.15) âûòåêàåò îöåíêà

|J (2)
ε [Φ]| 6 C(2)(λ)ε‖F‖L2(O)‖Φ‖L2(O), Φ ∈ L2(O;Cn), 0 < ε 6 ε0,

(6.16)

ãäå C(2)(λ) = C̃(λ)(βd)1/2(c̃2ĉ2c̃1ĉ1)1/2Ĉ
1/2
λ c

−1/2
λ .

6.3. Îöåíêà ÷ëåíà J (3)
ε [Φ]. Îñòàëîñü îöåíèòü ÷ëåí (6.12). Îáîçíà÷èì

zε := Tγ(εΛεSεb(D)η̃0). (6.17)
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Â ñèëó (5.34) ÷ëåí (6.12) ïîä÷èíåí îöåíêå

|J (3)
ε [Φ]| 6 ε1/2C̃(λ)‖F‖L2(O)

d∑
l=1

‖Dlzε‖L2(O), 0 < ε 6 ε1. (6.18)

Ïî îïðåäåëåíèþ îïåðàòîðîâ γ è T (ñì. ï. 2.3), ôóíêöèÿ (6.17) ÿâëÿåòñÿ
îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è Äèðèõëå

−∆zε + zε = 0 â O;

zε|∂O = εΛεSεb(D)η̃0|∂O.
(6.19)

Îöåíèì íîðìó ðåøåíèÿ zε â H
1(O;Cn). Ðàññìîòðèì â Rd ôóíêöèþ

φε(x) = εθε(x)Λε(x)(Sεb(D)η̃0)(x). (6.20)

Òîãäà ñ ó÷åòîì (5.21) çàäà÷ó (6.19) ìîæíî çàïèñàòü èíà÷å: −∆zε+zε = 0
â îáëàñòè O è zε|∂O = φε|∂O. Â ñèëó ëåììû 3.5 èìååì

‖zε‖H1(O) 6 2‖φε‖H1(O). (6.21)

Ïîýòîìó âîïðîñ ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.

Ëåììà 6.1. Ïóñòü φε � ôóíêöèÿ (6.20). Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖φε‖H1(O) 6 C10(λ)ε1/2‖Φ‖L2(O), 0 < ε 6 ε1. (6.22)

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 7.4 èç [PSu2].
Íà÷íåì ñ îöåíêè íîðìû ôóíêöèè (6.20) â L2(O;Cn). Â ñèëó (5.21) è

ïðåäëîæåíèÿ 1.5 âûïîëíåíà îöåíêà

‖φε‖L2(O) 6 ε‖ΛεSεb(D)η̃0‖L2(Rd) 6 ε|Ω|−1/2‖Λ‖L2(Ω)‖b(D)η̃0‖L2(Rd).

(6.23)
Èç (1.4) è (6.7) ïîëó÷àåì:

‖b(D)η̃0‖L2(Rd) 6 α
1/2
1 ‖η̃0‖H1(Rd) 6 α

1/2
1 COĈλ‖Φ‖L2(O). (6.24)

Òåïåðü èç (6.23), (6.24) è (1.11) ñëåäóåò îöåíêà

‖φε‖2L2(O) 6 γ0(λ)ε2‖Φ‖2L2(O), (6.25)

ãäå γ0(λ) = m(2r0)−2α1α
−1
0 ‖g‖L∞‖g−1‖L∞C2

OĈ
2
λ.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîäíûå

∂jφε = ε(∂jθε)Λ
εSεb(D)η̃0 + θε(∂jΛ)εSεb(D)η̃0

+ εθεΛ
εSεb(D)∂jη̃0, j = 1, . . . , d.

Òîãäà

‖Dφε‖2L2(O) 6 3ε2

∫
O
|∇θε|2|ΛεSεb(D)η̃0|2 dx

+ 3

∫
O
|(DΛ)ε|2|θεSεb(D)η̃0|2 dx + 3ε2

d∑
j=1

∫
O
|θε|2|ΛεSεb(D)Djη̃0|2 dx.

(6.26)
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Îáîçíà÷èì ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè (6.26) ÷åðåç A1(ε), A2(ε), A3(ε)
ñîîòâåòñòâåííî.
Ïðîùå âñåãî îöåíèòü A3(ε). Â ñèëó (5.21) è ïðåäëîæåíèÿ 1.5

A3(ε) 6 3ε2
d∑
j=1

‖ΛεSεb(D)Djη̃0‖
2
L2(Rd)

6 3ε2|Ω|−1‖Λ‖2L2(Ω)‖Db(D)η̃0‖2L2(Rd).

(6.27)

Àíàëîãè÷íî (5.9) ñ ó÷åòîì (6.7)

‖Db(D)η̃0‖2L2(Rd) 6 α1C
2
OĈ

2
λ‖Φ‖2L2(O). (6.28)

Èç (6.27) è (6.28) ñ ó÷åòîì (1.11) ïîëó÷àåì îöåíêó

A3(ε) 6 γ3(λ)ε2‖Φ‖2L2(O), (6.29)

ãäå γ3(λ) = 3m(2r0)−2α1α
−1
0 ‖g‖L∞‖g−1‖L∞C2

OĈ
2
λ.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (6.26) îöåíèì ñ ïîìîùüþ (5.21) è
ëåììû 3.3. Ïðè 0 < ε 6 ε1 èìååì:

A1(ε) 6 3κ2

∫
(∂O)ε

|ΛεSεb(D)η̃0|2 dx

6 3κ2β∗ε|Ω|−1‖Λ‖2L2(Ω)‖b(D)η̃0‖2H1(Rd).

(6.30)

Îòìåòèì îöåíêó, âûòåêàþùóþ èç (1.4) è (6.7):

‖b(D)η̃0‖H1(Rd) 6 α
1/2
1 ‖η̃0‖H2(Rd) 6 α

1/2
1 COĈλ‖Φ‖L2(O). (6.31)

Â èòîãå èç (6.30) è (6.31) ñ ó÷åòîì (1.11) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

A1(ε) 6 γ1(λ)ε‖Φ‖2L2(O), 0 < ε 6 ε1, (6.32)

ãäå γ1(λ) = 3κ2β∗m(2r0)−2α1α
−1
0 ‖g‖L∞‖g−1‖L∞C2

OĈ
2
λ.

Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (6.26). Ñ
ó÷åòîì (5.21)

A2(ε) 6 3

∫
(∂O)ε

|(DΛ)ε|2|Sεb(D)η̃0|2 dx.

Ïðèìåíèì ëåììó 3.3. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε1 âûïîëíåíà îöåíêà

A2(ε) 6 3β∗ε|Ω|−1‖DΛ‖2L2(Ω)‖b(D)η̃0‖2H1(Rd).

Îòñþäà ñ ïîìîùüþ (1.10) è (6.31) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

A2(ε) 6 γ2(λ)ε‖Φ‖2L2(O), 0 < ε 6 ε1, (6.33)

ãäå γ2(λ) = 3β∗mα1α
−1
0 ‖g‖L∞‖g−1‖L∞C2

OĈ
2
λ.

Â èòîãå èç (6.26), (6.29), (6.32) è (6.33) ñëåäóåò îöåíêà

‖Dφε‖2L2(O) 6 A1(ε) + A2(ε) + A3(ε)

6 (γ1(λ) + γ2(λ) + γ3(λ))ε‖Φ‖2L2(O), 0 < ε 6 ε1.
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Âìåñòå ñ (6.25) ýòî âëå÷åò (6.22) ñ ïîñòîÿííîé

C10(λ) = (γ0(λ) + γ1(λ) + γ2(λ) + γ3(λ))1/2 . •

Èç (6.21) è ëåììû 6.1 ñëåäóåò îöåíêà

‖zε‖H1(O) 6 2C10(λ)ε1/2‖Φ‖L2(O), 0 < ε 6 ε1. (6.34)

Òåïåðü (6.18) è (6.34) âëåêóò

|J (3)
ε [Φ]| 6 C(3)(λ)ε‖F‖L2(O)‖Φ‖L2(O), Φ ∈ L2(O;Cn), 0 < ε 6 ε1,

(6.35)

ãäå C(3)(λ) = 2C̃(λ)d1/2C10(λ).

6.4. Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4.1. Ïîäâåäåì èòîãè. Èç
(6.9), (6.13), (6.16) è (6.35) ñëåäóåò îöåíêà

|Ĩ(2)
ε [ηε]| 6 (C(1)(λ) + C(2)(λ) + C(3)(λ))ε‖F‖L2(O)‖Φ‖L2(O),

Φ ∈ L2(O;Cn), 0 < ε 6 ε1.

Âìåñòå ñ (6.6) ýòî âëå÷åò

|(wε,Φ)L2(O)| 6 C11(λ)ε‖F‖L2(O)‖Φ‖L2(O), Φ ∈ L2(O;Cn), 0 < ε 6 ε1,

ãäå C11(λ) = (C6(λ)+C7(λ))c−1
λ +C(1)(λ)+C(2)(λ)+C(3)(λ). Îòñþäà ñëåäóåò

èñêîìàÿ îöåíêà

‖wε‖L2(O) 6 C11(λ)ε‖F‖L2(O), 0 < ε 6 ε1. (6.36)

Íàêîíåö, èç (4.27) è (6.36) ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî (4.1) ñ ïîñòîÿííîé
C0(λ) = C5(λ) + C1(λ)C3(λ) + C11(λ). Òåîðåìà 4.1 äîêàçàíà. •

�7. Óñðåäíåíèå çàäà÷è Íåéìàíà: ðåçóëüòàòû â ñëó÷àå Λ ∈ L∞
7.1. Êàê è â ñëó÷àå çàäà÷è óñðåäíåíèÿ â Rd (ñì. ï. 1.7), ïðè
äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ íà ìàòðèöó Λ(x) ñãëàæèâàòåëü Sε â
êîððåêòîðå (4.5) ìîæåò áûòü óñòðàíåí.
Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 1.10, ò. å. Λ ∈ L∞. Ïîëîæèì

K0
N,λ(ε) = [Λε]b(D)(A0

N + λI)−1. (7.1)

Â ñèëó (2.34) îïåðàòîð b(D)(A0
N+λI)−1 íåïðåðûâíî ïåðåâîäèò L2(O;Cn)

â H1(O;Cm). Ïðè óñëîâèè 1.10 îïåðàòîð [Λε] íåïðåðûâåí èç H1(O;Cm)
â H1(O;Cn), ÷òî ëåãêî óñìîòðåòü èç ïðåäëîæåíèÿ 1.11 è ñóùåñòâîâàíèÿ
ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî îïåðàòîðà ïðîäîëæåíèÿ èç H1(O;Cm) â
H1(Rd;Cm). Ñëåäîâàòåëüíî, êîððåêòîð (7.1) íåïðåðûâåí èç L2(O;Cn)
â H1(O;Cn).
Ðàññìîòðèì âìåñòî (4.6) äðóãîå ïðèáëèæåíèå ê ðåøåíèþ uε çàäà÷è

(2.8):

v̌ε = (A0
N + λI)−1F + εK0

N,λ(ε)F = u0 + εΛεb(D)u0. (7.2)

Òåîðåìà 7.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 4.1, à òàêæå óñëîâèå

1.10. Ïóñòü ôóíêöèÿ v̌ε îïðåäåëåíà â (7.2). Òîãäà ñóùåñòâóåò ÷èñëî ε1 ∈
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(0, 1], çàâèñÿùåå îò îáëàñòè O è ðåøåòêè Γ, òàêîå ÷òî ñïðàâåäëèâà

îöåíêà

‖uε − v̌ε‖H1(O;Cn) 6 Č(λ)ε1/2‖F‖L2(O;Cn), 0 < ε 6 ε1, (7.3)

èëè, â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,

‖(AN,ε + λI)−1 − (A0
N + λI)−1 − εK0

N,λ(ε)‖L2(O;Cn)→H1(O;Cn) 6 Č(λ)ε1/2.

Äëÿ ïîòîêà pε = gεb(D)uε ñïðàâåäëèâà àïïðîêñèìàöèÿ

‖pε − g̃εb(D)u0‖L2(O;Cm) 6 Č′(λ)ε1/2‖F‖L2(O;Cn), 0 < ε 6 ε1, (7.4)

ãäå g̃(x) � ìàòðèöà (1.9). Ïîñòîÿííûå Č(λ), Č′(λ) çàâèñÿò îò m, d, α0,
α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , îò ïàðàìåòðîâ ðåø¼òêè Γ, îò ïîñòîÿííûõ C1, C2

èç íåðàâåíñòâà (2.2), îò íîðìû ‖Λ‖L∞ , îò λ è îò îáëàñòè O.
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (4.5), (4.6) è (7.2) â îáëàñòè O
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

v̌ε − vε = εΛε(I − Sε)b(D)ũ0. (7.5)

Îöåíèì íîðìó ôóíêöèè (7.5) â H1(O;Cn). Ïîñêîëüêó ïðàâàÿ ÷àñòü â
(7.5) îïðåäåëåíà âî âñåì Rd, äîñòàòî÷íî îöåíèòü åå íîðìó â H1(Rd).
Âîñïîëüçóåìñÿ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû 1.12. Â ñèëó (1.52) è (1.58)

ε‖Λε(I − Sε)b(D)ũ0‖L2(Rd) 6 2ε‖Λ‖L∞‖b(D)ũ0‖L2(Rd), (7.6)

d∑
l=1

‖∂l(εΛε(I − Sε)b(D)ũ0)‖2L2(Rd)

6 2ε2
(
4(1 + β2)‖Λ‖2L∞ + β1r

2
1

)
‖Db(D)ũ0‖2L2(Rd).

(7.7)

Âìåñòå ñ (5.9), (5.30) è (7.5) ýòî âëå÷åò

‖v̌ε − vε‖H1(O) = ε‖Λε(I − Sε)b(D)ũ0‖H1(Rd) 6 C12(λ)ε‖F‖L2(O), ε > 0,

(7.8)

ãäå C12(λ) = α
1/2
1 COĈλ

(
2(3 + 2β2)1/2‖Λ‖L∞ + (2β1)1/2r1

)
.

Â èòîãå, ñîïîñòàâëÿÿ (4.9) è (7.8), ïðèõîäèì ê îöåíêå (7.3) ñ
ïîñòîÿííîé Č(λ) = C(λ) + C12(λ).
Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü (7.4). Èç (7.3) ñ ó÷åòîì (1.2) è (1.5) ñëåäóåò îöåíêà

‖pε − gεb(D)v̌ε‖L2(O) 6 ε1/2d1/2α
1/2
1 ‖g‖L∞ Č(λ)‖F‖L2(O), 0 < ε 6 ε1.

(7.9)
Â ñèëó (1.2), (1.9) è (7.2) èìååì:

gεb(D)v̌ε = g̃εb(D)u0 + ε
d∑
l=1

gεblΛ
εb(D)Dlu0. (7.10)
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Íîðìó âòîðîãî ñëàãàåìîãî îöåíèì, èñïîëüçóÿ óñëîâèå 1.10 è
ñîîòíîøåíèÿ (1.2), (1.5), (2.33):

ε

∥∥∥∥∥
d∑
l=1

gεblΛ
εb(D)Dlu0

∥∥∥∥∥
L2(O)

6 εα1‖g‖L∞‖Λ‖L∞
d∑

l,j=1

‖DjDlu0‖L2(O)

6 εdα1‖g‖L∞‖Λ‖L∞Ĉλ‖F‖L2(O).
(7.11)

Òåïåðü èç (7.9)�(7.11) âûòåêàåò îöåíêà (7.4) ñ ïîñòîÿííîé Č′(λ) =

d1/2α
1/2
1 ‖g‖L∞ Č(λ) + dα1‖g‖L∞‖Λ‖L∞Ĉλ. •

Íàïîìíèì, ÷òî íåêîòîðûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ
1.10 óêàçàíû â ïðåäëîæåíèè 1.13.

7.2. Ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé. Âûäåëèì ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé, êîãäà g0 =
g. Òîãäà g̃(x) = g0 = g è, êðîìå òîãî, â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1.13 âûïîëíåíî
óñëîâèå 1.10. Ïðèìåíÿÿ óòâåðæäåíèå òåîðåìû 7.1 îòíîñèòåëüíî ïîòîêîâ,
ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 7.2. Ïóñòü uε � ðåøåíèå çàäà÷è (2.8), u0 � ðåøåíèå

çàäà÷è (2.28) è pε = gεb(D)uε. Ïóñòü g0 = g, ò. å. âûïîëíåíû

ñîîòíîøåíèÿ (1.14). Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖pε − g0b(D)u0‖L2(O;Cm) 6 Č′(λ)ε1/2‖F‖L2(O;Cn), 0 < ε 6 ε1.

�8. Àïïðîêñèìàöèÿ ðåøåíèé â ñòðîãî âíóòðåííåé ïîäîáëàñòè

8.1. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 4.1 è ðåçóëüòàòû äëÿ çàäà÷è â Rd (òåîðåìû 1.7 è
1.8), íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî â ñòðîãî âíóòðåííåé ïîäîáëàñòè O′ îáëàñòè
O ñïðàâåäëèâà òî÷íàÿ ïî ïîðÿäêó îöåíêà ïîãðåøíîñòè ïðè ïðèáëèæåíèè
ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.8) â êëàññå H1(O′;Cn).

Òåîðåìà 8.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 4.2. Ïóñòü O′ �
ñòðîãî âíóòðåííÿÿ ïîäîáëàñòü îáëàñòè O, è δ := dist {O′; ∂O}. Òîãäà
ñóùåñòâóåò ÷èñëî ε1 ∈ (0, 1], çàâèñÿùåå îò îáëàñòè O è ðåøåòêè Γ,
òàêîå ÷òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε − vε‖H1(O′;Cn) 6 Cδ(λ)ε‖F‖L2(O;Cn), 0 < ε 6 ε1, (8.1)

èëè, â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ

‖(AN,ε + λI)−1 − (A0
N + λI)−1 − εKN,λ(ε)‖L2(O;Cn)→H1(O′;Cn) 6 Cδ(λ)ε.

(8.2)
Äëÿ ïîòîêà pε = gεb(D)uε ñïðàâåäëèâà àïïðîêñèìàöèÿ

‖pε − g̃εSεb(D)ũ0‖L2(O′;Cm) 6 C′δ(λ)ε‖F‖L2(O;Cn), 0 < ε 6 ε1, (8.3)

ãäå g̃(x) � ìàòðèöà (1.9). Ïîñòîÿííûå â îöåíêàõ èìåþò âèä Cδ(λ) =
C1(λ)δ−1 +C2(λ), C′δ(λ) = C′1(λ)δ−1 +C′2(λ), ãäå C1(λ), C2(λ), C′1(λ), C′2(λ)
çàâèñÿò îò m, d, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , îò ïàðàìåòðîâ ðåø¼òêè Γ,
îò êîíñòàíò C1, C2 èç íåðàâåíñòâà (2.2), îò λ è îò îáëàñòè O.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì ãëàäêóþ ñðåçêó ζ(x) ñî ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè

ζ ∈ C∞0 (O), 0 6 ζ(x) 6 1,

ζ(x) = 1 ïðè x ∈ O′; |∇ζ(x)| 6 κ′δ−1.
(8.4)

Çäåñü êîíñòàíòà κ′ çàâèñèò ëèøü îò îáëàñòè O. Ïóñòü uε � ðåøåíèå
çàäà÷è (2.8) è ũε � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.14). Òîãäà (Aε+λI)(uε−ũε) = 0
â îáëàñòè O. Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî∫
O

(〈gεb(D)(uε − ũε), b(D)η〉+ λ〈uε − ũε,η〉) dx = 0, ∀η ∈ H1
0 (O;Cn).

(8.5)
Ïîäñòàâèì â (8.5) η = ζ2(uε − ũε). Â ñèëó (1.2) âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

b(D)
(
ζ2(uε − ũε)

)
= ζb(D) (ζ(uε − ũε)) +

d∑
l=1

bl(Dlζ)ζ(uε − ũε), (8.6)

ζb(D)(uε − ũε) = b(D) (ζ(uε − ũε))−
d∑
l=1

bl(Dlζ)(uε − ũε). (8.7)

Èç (8.5)�(8.7) ïîëó÷àåì

J(ε) :=

∫
O

(
〈gεb(D) (ζ(uε − ũε)) , b(D) (ζ(uε − ũε))〉+ λζ2|uε − ũε|2

)
dx

= J1(ε) + J2(ε),
(8.8)

ãäå

J1(ε) = −
∫
O
〈gεb(D) (ζ(uε − ũε)) ,

d∑
l=1

bl(Dlζ)(uε − ũε)〉 dx

+

∫
O
〈gε

d∑
l=1

bj(Djζ)(uε − ũε),
d∑
l=1

bl(Dlζ)(uε − ũε)〉 dx,

(8.9)

J2(ε) =

∫
O
〈gε

d∑
l=1

bl(Dlζ)(uε − ũε), b(D) (ζ(uε − ũε))〉 dx. (8.10)

Îöåíèì ÷ëåí (8.10) ñ ïîìîùüþ (1.5) è (8.4):

|J2(ε)| 6 ‖(gε)1/2b(D) (ζ(uε − ũε)) ‖L2(O)‖(gε)1/2
d∑
l=1

bl(Dlζ)(uε − ũε)‖L2(O)

6
1

4
J(ε) + ‖g‖L∞α1d(κ′)2δ−2‖uε − ũε‖2L2(O).

(8.11)
Àíàëîãè÷íî äëÿ ÷ëåíà (8.9) ïîëó÷àåì:

|J1(ε)| 6 1

4
J(ε) + 2‖g‖L∞α1d(κ′)2δ−2‖uε − ũε‖2L2(O). (8.12)
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Òåïåðü èç (8.8), (8.11), (8.12) âûòåêàåò îöåíêà

J(ε) 6 6‖g‖L∞α1d(κ′)2δ−2‖uε − ũε‖2L2(O). (8.13)

Ñ÷èòàÿ ôóíêöèþ ϕε := ζ(uε − ũε) ïðîäîëæåííîé íóëåì íà Rd \ O,
çàìåòèì, ÷òî J(ε) = aε[ϕε,ϕε] + λ‖ϕε‖2L2(Rd)

è âîñïîëüçóåìñÿ íèæíèì

íåðàâåíñòâîì (1.6). Ïîëó÷àåì:

J(ε) > α0‖g−1‖−1
L∞
‖Dϕε‖2L2(Rd) + λ‖ϕε‖2L2(Rd),

à ïîòîìó

‖ζ(uε − ũε)‖2H1(O) 6 max{α−1
0 ‖g

−1‖L∞ , λ−1}J(ε). (8.14)

Â ñèëó (4.26) è (6.36) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε − ũε‖L2(O) 6 (C5(λ) + C11(λ))ε‖F‖L2(O), 0 < ε 6 ε1. (8.15)

Ñîïîñòàâëÿÿ (8.13)�(8.15) è ó÷èòûâàÿ (8.4), ïðèõîäèì ê îöåíêå

‖uε − ũε‖H1(O′) 6 ‖ζ(uε − ũε)‖H1(O) 6 C1(λ)δ−1ε‖F‖L2(O), 0 < ε 6 ε1,
(8.16)

ãäå

C1(λ) = max{α−1/2
0 ‖g−1‖1/2L∞

, λ−1/2}‖g‖1/2L∞
(6α1d)1/2κ′(C5(λ) + C11(λ)).

(8.17)
Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñîîòíîøåíèÿ (4.8), (4.13), (4.16), óáåæäàåìñÿ

â ñïðàâåäëèâîñòè íåðàâåíñòâà

‖ũε − vε‖H1(O) 6 C2(λ)C3(λ)ε‖F‖L2(O), ε > 0. (8.18)

Òåïåðü èç (8.16) è (8.18) âûòåêàåò îöåíêà (8.1) ñ ïîñòîÿííîé Cδ(λ) =
C1(λ)δ−1 + C2(λ), ãäå C1(λ) îïðåäåëåíî â (8.17), à C2(λ) = C2(λ)C3(λ).
Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü (8.3). Èç (8.16) ñ ó÷åòîì (1.2), (1.5) ñëåäóåò, ÷òî

‖pε − gεb(D)ũε‖L2(O′) 6 ‖g‖L∞α
1/2
1 d1/2C1(λ)δ−1ε‖F‖L2(O), 0 < ε 6 ε1.

(8.19)
Èç (4.13) è (4.17) ïîëó÷àåì

‖gεb(D)ũε − g̃εSεb(D)ũ0‖L2(O) 6 C5(λ)C3(λ)ε‖F‖L2(O), ε > 0. (8.20)

Òåïåðü èç (8.19) è (8.20) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî (8.3) ñ ïîñòîÿííîé C′δ(λ) =
C′1(λ)δ−1 + C′2(λ), ãäå

C′1(λ) = ‖g‖L∞α
1/2
1 d1/2C1(λ), C′2(λ) = C5(λ)C3(λ). • (8.21)

8.2. Ñëó÷àé Λ ∈ L∞. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì â ñëó÷àå, êîãäà âûïîëíåíî
óñëîâèå 1.10, íà îñíîâàíèè òåîðåì 4.1 è 1.12 ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèé
ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 8.2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 7.1. Ïóñòü O′ �
ñòðîãî âíóòðåííÿÿ ïîäîáëàñòü îáëàñòè O, è δ := dist {O′; ∂O}. Òîãäà
ñóùåñòâóåò ÷èñëî ε1 ∈ (0, 1], çàâèñÿùåå îò îáëàñòè O è ðåøåòêè Γ,
òàêîå ÷òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε − v̌ε‖H1(O′;Cn) 6 Čδ(λ)ε‖F‖L2(O;Cn), 0 < ε 6 ε1, (8.22)
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èëè, â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,

‖(AN,ε + λI)−1 − (A0
N + λI)−1 − εK0

N,λ(ε)‖L2(O;Cn)→H1(O′;Cn) 6 Čδ(λ)ε.

Äëÿ ïîòîêà pε = gεb(D)uε ñïðàâåäëèâà àïïðîêñèìàöèÿ

‖pε − g̃εb(D)u0‖L2(O′;Cm) 6 Č′δ(λ)ε‖F‖L2(O;Cn), 0 < ε 6 ε1, (8.23)

ãäå g̃(x) � ìàòðèöà (1.9). Ïîñòîÿííûå â îöåíêàõ èìåþò âèä Čδ(λ) =
C1(λ)δ−1 + Č2(λ), Č′δ(λ) = C′1(λ)δ−1 + Č′2(λ), ãäå C1(λ), Č2(λ), C′1(λ), Č′2(λ)
çàâèñÿò îò m, d, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , îò ïàðàìåòðîâ ðåø¼òêè Γ,
îò êîíñòàíò C1, C2 èç íåðàâåíñòâà (2.2), îò íîðìû ‖Λ‖L∞ , îò λ è îò

îáëàñòè O.
Äîêàçàòåëüñòâî. Íåðàâåíñòâî (8.16) ñîõðàíÿåò ñèëó. Âìåñòî (8.18)
ñåé÷àñ èñïîëüçóåì îöåíêó, âûòåêàþùóþ èç òåîðåìû 1.12 è èç (4.13):

‖ũε − v̌ε‖H1(O) 6 C7(λ)ε‖F̃‖L2(Rd) 6 C7(λ)C3(λ)ε‖F‖L2(O), ε > 0. (8.24)

Òåïåðü îöåíêà (8.22) ïðÿìî ñëåäóåò èç (8.16) è (8.24), ïðè ýòîì Čδ(λ) =
C1(λ)δ−1 + Č2(λ), ãäå C1(λ) îïðåäåëåíî â (8.17) è Č2(λ) = C7(λ)C3(λ).
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (8.23) âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì (8.19) è

ñëåäóþùåé îöåíêîé, âûòåêàþùåé èç òåîðåìû 1.12 è èç (4.13):

‖gεb(D)ũε − g̃εb(D)u0‖L2(O) 6 C8(λ)ε‖F̃‖L2(Rd)

6 C8(λ)C3(λ)ε‖F‖L2(O), ε > 0.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì (8.23) ñ ïîñòîÿííîé Č′δ(λ) = C′1(λ)δ−1 + Č′2(λ), ãäå

C′1(λ) îïðåäåëåíî â (8.21) è Č′2(λ) = C8(λ)C3(λ). •
Çàìå÷àíèå 8.3. Ìîæíî ïðèìåíÿòü òåîðåìû 8.1 è 8.2 è â ñëó÷àå, êîãäà
δ çàâèñèò îò ε è ñòðîãî âíóòðåííÿÿ ïîäîáëàñòü O′ε áëèçêî ïîäõîäèò
ê ãðàíèöå ∂O. Íàïðèìåð, ïðè δ(ε) = O(εα) îöåíêà ïîãðåøíîñòè â
(8.1) èëè â (8.22) ïîëó÷àåòñÿ ïîðÿäêà O(ε1−α). ßñíî, ÷òî â ñëó÷àå
α < 1/2 îöåíêà ïîãðåøíîñòè âî âíóòðåííåé îáëàñòè O′ε ïîëó÷àåòñÿ áîëåå
âûñîêîãî ïîðÿäêà, ÷åì âî âñåé îáëàñòè O. Åñëè æå α > 1/2, òî òåîðåìû
4.2 è 7.1 äàþò ëó÷øèé ðåçóëüòàò (âî âñåé îáëàñòè O) è íåò ñìûñëà
ïðèìåíÿòü òåîðåìû 8.1 è 8.2.

�9. Óñðåäíåíèå çàäà÷è Íåéìàíà â ñëó÷àå λ = 0

9.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Äëÿ ïðèëîæåíèé ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ
çàäà÷à Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ AN,εuε = F, ò. å. ñëó÷àé λ = 0. Ïðè ýòîì
ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì ðàçðåøèìîñòè,
à ðåøåíèå ïîä÷èíåíî äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ îðòîãîíàëüíîñòè ê ÿäðó
îïåðàòîðà. Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû âûâîäèì ðåçóëüòàòû äëÿ ýòîé çàäà÷è
èç ðåçóëüòàòîâ �4 è �7.
Îáîçíà÷èì

Z = {z ∈ H1(O;Cn) : b(D)z = 0}. (9.1)

Òîãäà Z � (çàìêíóòîå) ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà H1(O;Cn).
Îòìåòèì, ÷òî Z çàâåäîìî ñîäåðæèò n-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî {u ∈
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H1(O;Cn) : u(x) = c ∈ Cn}, ñîñòîÿùåå èç ïîñòîÿííûõ âåêòîð-ôóíêöèé.
Èç (2.2) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

‖Dz‖2L2(O) 6 C
−1
1 C2‖z‖2L2(O), z ∈ Z. (9.2)

Â ñèëó êîìïàêòíîñòè âëîæåíèÿH1(O;Cn) ⊂ L2(O;Cn) íåðàâåíñòâî âèäà
(9.2) ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî íà êîíå÷íîìåðíîì ïîäïðîñòðàíñòâå â
H1(O;Cn). Ñëåäîâàòåëüíî, Z êîíå÷íîìåðíî.
Î÷åâèäíî, êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî (9.1) ÿâëÿåòñÿ òàêæå

(çàìêíóòûì) ïîäïðîñòðàíñòâîì â L2(O;Cn). Îáîçíà÷èì H(O) :=
L2(O;Cn)	 Z, H1

⊥(O;Cn) = H1(O;Cn) ∩H(O). Èíà÷å ãîâîðÿ,

H1
⊥(O;Cn) = {u ∈ H1(O;Cn) : (u, z)L2(O) = 0, ∀z ∈ Z}. (9.3)

ßñíî, ÷òî H1
⊥(O;Cn) ÿâëÿåòñÿ (çàìêíóòûì) ïîäïðîñòðàíñòâîì â

H1(O;Cn).

Ïðåäëîæåíèå 9.1. Ôîðìà ‖b(D)u‖L2(O) îïðåäåëÿåò â ïðîñòðàíñòâå

(9.3) íîðìó, ýêâèâàëåíòíóþ ñòàíäàðòíîé H1-íîðìå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíêà ‖b(D)u‖2L2(O) 6 α1d‖u‖2H1(O) î÷åâèäíà ââèäó

(1.2) è (1.5) è âûïîëíåíà íà âñåõ ôóíêöèÿõ u ∈ H1(O;Cn).

Äîêàæåì îáðàòíîå: ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C̃1 > 0 òàêàÿ, ÷òî

‖u‖2H1(O) 6 C̃1‖b(D)u‖2L2(O), u ∈ H1
⊥(O;Cn). (9.4)

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü äëÿ ëþáîãî k ∈ N íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ
uk ∈ H1

⊥(O;Cn) òàêàÿ, ÷òî

‖uk‖2H1(O) > k‖b(D)uk‖2L2(O).

Òîãäà äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè vk = ‖uk‖−1
H1(O)

uk èìååì ‖vk‖H1(O) = 1 è

‖b(D)vk‖L2(O) < 1/
√
k → 0 ïðè k →∞. Â ñèëó êîìïàêòíîñòè âëîæåíèÿ

H1(O;Cn) ⊂ L2(O;Cn) èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {vk} ìîæíî âûáðàòü
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {vkj}, ñõîäÿùóþñÿ â L2(O;Cn). Ïðèìåíÿÿ
íåðàâåíñòâî (2.2) ïðè u = vkj − vkl è èñïîëüçóÿ ñõîäèìîñòü vkj
â L2(O) è ñõîäèìîñòü b(D)vkj â L2(O), ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî

{vkj} ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ â H1(O;Cn).

Ñëåäîâàòåëüíî, îíà ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé ôóíêöèè v∗ ∈ H1
⊥(O;Cn).

Ïðè ýòîì ‖v∗‖H1(O) = 1, à ñ äðóãîé ñòîðîíû b(D)v∗ = 0, ò. å. v∗ ∈ Z.
Ïîñêîëüêó Z ∩H1

⊥(O;Cn) = {0}, ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ. •
Ïóñòü AN,ε � îïåðàòîð, îòâå÷àþùèé ôîðìå (2.3). Î÷åâèäíî,

÷òî KerAN,ε = Z. Ïîýòîìó îðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå
L2(O;Cn) = Z ⊕H(O) ïðèâîäèò îïåðàòîð AN,ε. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
BN,ε ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå H(O), ÿâëÿþùèéñÿ
÷àñòüþ îïåðàòîðà AN,ε â H(O). Ðàâíîñèëüíî: îïåðàòîð BN,ε � ýòî
ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð â H(O), ïîðîæäåííûé êâàäðàòè÷íîé
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ôîðìîé

bN,ε[u,u] =

∫
O
〈gε(x)b(D)u, b(D)u〉dx, u ∈ H1

⊥(O;Cn).

Ýòà ôîðìà çàìêíóòà è, â ñèëó (9.4), ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.
Ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖g−1‖−1
L∞
C̃−1

1 ‖u‖
2
H1(O) 6 bN,ε[u,u] 6 ‖g‖L∞dα1‖u‖2H1(O), u ∈ H1

⊥(O;Cn).

(9.5)
Íàøà öåëü â ýòîì ïàðàãðàôå � íàéòè àïïðîêñèìàöèþ îáðàòíîãî

îïåðàòîðà B−1
N,ε ïðè ìàëîì ε. Â òåðìèíàõ ðåøåíèé � ìû èçó÷àåì

ïîâåäåíèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ uε ∈ H1
⊥(O;Cn) çàäà÷è Íåéìàíà

b(D)∗gε(x)b(D)uε(x) = F(x), x ∈ O;

∂ενuε|∂O = 0; (uε, z)L2(O) = 0, ∀z ∈ Z,
(9.6)

ãäå F ∈ H(O). Òîãäà uε = B−1
N,εF.

Ïî îïðåäåëåíèþ, îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (9.6) íàçûâàåòñÿ
ýëåìåíò uε ∈ H1

⊥(O;Cn), óäîâëåòâîðÿþùèé òîæäåñòâó∫
O
〈gεb(D)uε, b(D)η〉 dx =

∫
O
〈F,η〉 dx, ∀η ∈ H1

⊥(O;Cn). (9.7)

Ñ ó÷åòîì (9.5) ôîðìó bN,ε[u,v] ìîæíî ïðèíÿòü çà ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå H1

⊥(O;Cn). Ïðàâàÿ ÷àñòü â (9.7) ÿâëÿåòñÿ
àíòèëèíåéíûì íåïðåðûâíûì ôóíêöèîíàëîì íàä η ∈ H1

⊥(O;Cn). Ïî
òåîðåìå Ðèññà ðåøåíèå uε ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî. Îíî ïîä÷èíåíî
îöåíêå

‖uε‖H1(O) 6 ‖g−1‖L∞ C̃1‖F‖L2(O). (9.8)

9.2. Óñðåäíåííàÿ çàäà÷à. Ïóñòü A0
N � îïåðàòîð, îòâå÷àþùèé ôîðìå

(2.27). Î÷åâèäíî, ÷òî KerA0
N = Z. Ðàçëîæåíèå L2(O;Cn) = Z ⊕H(O)

ïðèâîäèò îïåðàòîðA0
N . Îáîçíà÷èì ÷åðåç B0

N ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð
â ïðîñòðàíñòâå H(O), ÿâëÿþùèéñÿ ÷àñòüþ îïåðàòîðà A0

N â H(O).
Èíûìè ñëîâàìè, îïåðàòîð B0

N � ýòî ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð â H(O),
ïîðîæäåííûé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé

b0N [u,u] =

∫
O
〈g0b(D)u, b(D)u〉dx, u ∈ H1

⊥(O;Cn). (9.9)

Ñ ó÷åòîì (1.15) äëÿ ôîðìû (9.9) ñïðàâåäëèâû äâóñòîðîííèå îöåíêè âèäà
(9.5) ñ çàìåíîé ñðåäíåé ÷àñòè â íèõ íà ôîðìó (9.9); êîíñòàíòû â îöåíêàõ
òå æå. Ïîýòîìó îïåðàòîð B0

N ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí:

B0
N > ‖g−1‖−1

L∞
C̃−1

1 IH(O). (9.10)

Ïóñòü u0 ∈ H1
⊥(O;Cn) � îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Íåéìàíà

b(D)∗g0b(D)u0(x) = F(x), x ∈ O;

∂0
νu0|∂O = 0; (u0, z)L2(O) = 0, ∀z ∈ Z,

(9.11)
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ãäå F ∈ H(O). Òîãäà u0 = (B0
N )−1F.

Ðåøåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ïî àíàëîãèè ñ (9.7). Îíî ñóùåñòâóåò,
åäèíñòâåííî è ïîä÷èíåíî îöåíêå

‖u0‖H1(O) 6 ‖g−1‖L∞ C̃1‖F‖L2(O). (9.12)

Â ñèëó òåîðåìû î ïîâûøåíèè ãëàäêîñòè âûïîëíåíî u0 ∈ H2(O;Cn),
ïðè÷åì

‖u0‖H2(O) 6 Ĉ‖F‖L2(O). (9.13)

Îöåíêó (9.13) ìîæíî èçâëå÷ü èç (2.33), åñëè çàìåòèòü, ÷òî u0 ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì çàäà÷è âèäà (2.28) ñ ïðàâîé ÷àñòüþ óðàâíåíèÿ, ðàâíîé F+λu0.
Òîãäà â ñèëó (2.33) è (9.12)

‖u0‖H2(O) 6 Ĉλ‖F + λu0‖L2(O) 6 (Ĉλ + λ‖g−1‖L∞ C̃1)‖F‖L2(O).

Ôèêñèðóÿ λ = λ0 = C2‖g−1‖−1
L∞

+ 1, ïîëó÷àåì (9.13) ñ ïîñòîÿííîé Ĉ =

Ĉλ0 + λ0‖g−1‖L∞ C̃1.

9.3. Àïïðîêñèìàöèÿ ðåøåíèÿ â L2(O;Cn). Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà
ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì òåîðåìû 4.1 â ñëó÷àå λ = 0.

Òåîðåìà 9.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî O ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü

ñ ãðàíèöåé êëàññà C1,1, à ìàòðèöà g(x) è ÄÎ b(D) óäîâëåòâîðÿþò

óñëîâèÿì ïóíêòà 1.2. Êðîìå òîãî, ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 2.1. Ïóñòü
uε � ðåøåíèå çàäà÷è (9.6) è u0 � ðåøåíèå çàäà÷è (9.11) ïðè F ∈ H(O).
Òîãäà ñóùåñòâóåò ÷èñëî ε1 ∈ (0, 1], çàâèñÿùåå îò îáëàñòè O è ðåøåòêè

Γ, òàêîå ÷òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε − u0‖L2(O;Cn) 6 C̃0ε‖F‖L2(O;Cn), 0 < ε 6 ε1, (9.14)

èëè, â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,

‖B−1
N,ε − (B0

N )−1‖H(O)→H(O) 6 C̃0ε, 0 < ε 6 ε1.

Ïîñòîÿííàÿ C̃0 çàâèñèò îò m, d, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , îò ïàðàìåòðîâ

ðåø¼òêè Γ, îò ïîñòîÿííûõ C1, C2 èç íåðàâåíñòâà (2.2), îò ïîñòîÿííîé

C̃1 èç íåðàâåíñòâà (9.4) è îò îáëàñòè O.
Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 4.1. Ïóñòü ÷èñëî λ
óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèþ (2.6). Ïîñêîëüêó BN,ε � ÷àñòü îïåðàòîðà
AN,ε â ïîäïðîñòðàíñòâå H(O), à B0

N � ÷àñòü A0
N â òîì æå

ïîäïðîñòðàíñòâå, òî èç (4.2) âûòåêàåò îöåíêà

‖(BN,ε + λI)−1 − (B0
N + λI)−1‖H(O)→H(O) 6 C0(λ)ε, 0 < ε 6 ε1. (9.15)

Î÷åâèäíî, ðåøåíèå uε çàäà÷è (9.6) îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
óðàâíåíèÿ (BN,ε + λI)uε = Fε, ãäå Fε = F + λuε ∈ H(O). Ïîýòîìó
uε = (BN,ε + λI)−1Fε. Ñ ó÷åòîì (9.8) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖Fε‖L2(O) 6 ‖F‖L2(O) + λ‖uε‖L2(O) 6 (1 + λ‖g−1‖L∞ C̃1)‖F‖L2(O). (9.16)

Ïîëîæèì u0,ε := (B0
N + λI)−1Fε. Â ñèëó (9.15) âûïîëíåíà îöåíêà

‖uε − u0,ε‖L2(O) 6 C0(λ)ε‖Fε‖L2(O), 0 < ε 6 ε1. (9.17)
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðåøåíèå u0 çàäà÷è (9.11) îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (B0

N + λI)u0 = F0, ãäå F0 = F + λu0 ∈ H(O).
Ïîýòîìó u0 = (B0

N + λI)−1F0. Èìååì:

u0,ε − u0 = (B0
N + λI)−1(Fε − F0) = λ(B0

N + λI)−1(uε − u0). (9.18)

Ñëåäîâàòåëüíî,

uε − u0 = uε − u0,ε + λ(B0
N + λI)−1(uε − u0),

îòêóäà (
I − λ(B0

N + λI)−1
)

(uε − u0) = uε − u0,ε. (9.19)

Â ñèëó (9.10)

‖λ(B0
N + λI)−1‖H(O)→H(O) 6 λ

(
λ+ ‖g−1‖−1

L∞
C̃−1

1

)−1
< 1,

à ïîòîìó îïåðàòîð I−λ(B0
N+λI)−1 îáðàòèì è íîðìà îáðàòíîãî äîïóñêàåò

îöåíêó

‖
(
I − λ(B0

N + λI)−1
)−1 ‖H(O)→H(O) 6 1 + λ‖g−1‖L∞ C̃1. (9.20)

Â èòîãå èç (9.19) âûòåêàåò ñîîòíîøåíèå

uε − u0 =
(
I − λ(B0

N + λI)−1
)−1

(uε − u0,ε). (9.21)

Ñîïîñòàâëÿÿ (9.16), (9.17), (9.20) è (9.21), ïîëó÷àåì îöåíêó

‖uε − u0‖L2(O) 6 (1 + λ‖g−1‖L∞ C̃1)2C0(λ)ε‖F‖L2(O), 0 < ε 6 ε1. (9.22)

Îöåíêà (9.22) äîêàçàíà ïðè ëþáîì λ, óäîâëåòâîðÿþùåì (2.6). Ìîæíî
ôèêñèðîâàòü λ, íàïðèìåð, ïîëàãàÿ λ = λ0 := 1 + C2‖g−1‖−1

L∞
. Òîãäà

ïîëó÷èì îöåíêó (9.14) ñ ïîñòîÿííîé C̃0 = (1 + λ0‖g−1‖L∞ C̃1)2C0(λ0). •
9.4. Àïïðîêñèìàöèÿ ðåøåíèé â H1(O;Cn). Êîððåêòîð äëÿ çàäà÷è
(9.6) îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî (4.5):

KN (ε) = RO[Λε]Sεb(D)PO(B0
N )−1. (9.23)

Îïåðàòîð (9.23) íåïðåðûâíî ïåðåâîäèò H(O) â H1(O;Cn). Ïåðâûì
ïðèáëèæåíèåì ê ðåøåíèþ uε çàäà÷è (9.6) ñëóæèò ôóíêöèÿ

vε = (B0
N )−1F + εKN (ε)F = u0 + εΛεSεb(D)ũ0, (9.24)

ãäå ũ0 = POu0. Îòìåòèì, ÷òî vε ïðèíàäëåæèò H
1(O;Cn), íî (âîîáùå

ãîâîðÿ) íå ïðèíàäëåæèò H1
⊥(O;Cn).

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì òåîðåìû 4.2 â ñëó÷àå λ = 0.

Òåîðåìà 9.3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 9.2. Ïóñòü ôóíêöèÿ
vε îïðåäåëåíà â (9.24). Òîãäà ñóùåñòâóåò ÷èñëî ε1 ∈ (0, 1], çàâèñÿùåå
îò îáëàñòè O è ðåøåòêè Γ, òàêîå ÷òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε − vε‖H1(O;Cn) 6 C̃ε1/2‖F‖L2(O;Cn), 0 < ε 6 ε1, (9.25)

èëè, â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,

‖B−1
N,ε − (B0

N )−1 − εKN (ε)‖H(O)→H1(O;Cn) 6 C̃ε1/2.
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Äëÿ ïîòîêà pε := gεb(D)uε ñïðàâåäëèâà àïïðîêñèìàöèÿ

‖pε − g̃εSεb(D)ũ0‖L2(O;Cm) 6 C̃′ε1/2‖F‖L2(O;Cn), 0 < ε 6 ε1, (9.26)

ãäå g̃(x) � ìàòðèöà (1.9). Ïîñòîÿííûå C̃, C̃′ çàâèñÿò ëèøü îò m, d,
α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , îò ïàðàìåòðîâ ðåø¼òêè Γ, îò ïîñòîÿííûõ C1,

C2 èç íåðàâåíñòâà (2.2), îò ïîñòîÿííîé C̃1 èç íåðàâåíñòâà (9.4) è îò

îáëàñòè O.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 4.2. Ïóñòü λ óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ (2.6). Îáîçíà÷èì ÷åðåç P îðòîïðîåêòîð â L2(O;Cn) íà
ïîäïðîñòðàíñòâî H(O). Äîìíîæàÿ îïåðàòîðû ïîä çíàêîì íîðìû â (4.10)
ñïðàâà íà ïðîåêòîð P, ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

‖(BN,ε + λI)−1 − (B0
N + λI)−1 − εΛεSεb(D)PO(B0

N + λI)−1‖H(O)→H1(O)

6 C(λ)ε1/2, 0 < ε 6 ε1.
(9.27)

Êàê â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 9.2, èñïîëüçóåì ïðåäñòàâëåíèå uε =
(BN,ε + λI)−1Fε è ðàññìîòðèì ôóíêöèþ u0,ε = (B0

N + λI)−1Fε. Â ñèëó
(9.27) è (9.16) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε − u0,ε − εΛεSεb(D)ũ0,ε‖H1(O) 6 C(λ)ε1/2‖Fε‖L2(O)

6 C(λ)(1 + λ‖g−1‖L∞ C̃1)ε1/2‖F‖L2(O), 0 < ε 6 ε1,
(9.28)

ãäå ũ0,ε = POu0,ε.
Çàìåòèì, ÷òî èç (2.32) è (2.34) äîìíîæåíèåì îïåðàòîðà ïîä çíàêîì

íîðìû ñïðàâà íà ïðîåêòîð P ñëåäóþò îöåíêè

‖(B0
N + λI)−1‖H(O)→H1(O) 6 c−1

λ , (9.29)

‖(B0
N + λI)−1‖H(O)→H2(O) 6 Ĉλ. (9.30)

Òåïåðü èç (9.18) ïðè ó÷åòå (9.14) è (9.29) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

‖u0,ε − u0‖H1(O) = λ‖(B0
N + λI)−1(uε − u0)‖H1(O)

6 λc−1
λ ‖uε − u0‖L2(O) 6 λc−1

λ C̃0ε‖F‖L2(O), 0 < ε 6 ε1.
(9.31)

Ðàññìîòðèì òåïåðü ôóíêöèþ εΛεSεb(D)(ũ0,ε− ũ0). Òðåáóåòñÿ îöåíèòü

åå íîðìó â H1(O;Cn). Ïîñêîëüêó ýòà ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà âî âñåì Rd,
áóäåì îöåíèâàòü åå íîðìó â H1(Rd;Cn). Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1.5 è (1.4)

‖εΛεSεb(D)(ũ0,ε − ũ0)‖L2(Rd) 6 ε|Ω|−1/2‖Λ‖L2(Ω)α
1/2
1 ‖ũ0,ε − ũ0‖H1(Rd).

(9.32)
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîäíûå

∂j (εΛεSεb(D)(ũ0,ε − ũ0)) = (∂jΛ)εSεb(D)(ũ0,ε − ũ0)

+ εΛεSεb(D)∂j(ũ0,ε − ũ0).
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Òîãäà ñ ó÷åòîì ïðåäëîæåíèÿ 1.5 è (1.4) èìååì:

d∑
j=1

‖∂j(εΛεSεb(D)(ũ0,ε − ũ0))‖2L2(Rd)

6 2|Ω|−1‖DΛ‖2L2(Ω)α1‖ũ0,ε − ũ0‖2H1(Rd)

+ 2ε2|Ω|−1‖Λ‖2L2(Ω)α1‖ũ0,ε − ũ0‖2H2(Rd).

Âìåñòå ñ (9.32) ýòî âëå÷åò îöåíêó

‖εΛεSεb(D)(ũ0,ε − ũ0)‖2H1(O)

6 |Ω|−1α1(3ε2‖Λ‖2L2(Ω) + 2‖DΛ‖2L2(Ω))‖ũ0,ε − ũ0‖2H2(Rd).
(9.33)

Èç (9.14), (9.18) è (9.30) ñëåäóåò îöåíêà

‖ũ0,ε − ũ0‖H2(Rd) 6 CO‖u0,ε − u0‖H2(O)

6 COλĈλ‖uε − u0‖L2(O) 6 εCOλĈλC̃0‖F‖L2(O), 0 < ε 6 ε1.
(9.34)

Òåïåðü èç (9.33) è (9.34) ñ ó÷åòîì (1.10) è (1.11) ïîëó÷àåì:

‖εΛεSεb(D)(ũ0,ε − ũ0)‖H1(O) 6 Čλε‖F‖L2(O), 0 < ε 6 ε1, (9.35)

ãäå Čλ = m1/2α
1/2
1 α

−1/2
0 ‖g‖1/2L∞

‖g−1‖1/2L∞

(
2 + 3(2r0)−2

)1/2 COλĈλC̃0.
Â èòîãå èç (9.28), (9.31) è (9.35) âûòåêàåò îöåíêà

‖uε − vε‖H1(O) 6 ε1/2
(
C(λ)(1 + λ‖g−1‖L∞ C̃1) + λc−1

λ C̃0 + Čλ

)
‖F‖L2(O)

(9.36)
ïðè 0 < ε 6 ε1. Îöåíêà (9.36) äîêàçàíà ïðè ëþáîì λ, óäîâëåòâîðÿþùåì
(2.6). Ìîæíî ôèêñèðîâàòü λ, ïîëàãàÿ λ = λ0 := 1 + C2‖g−1‖−1

L∞
. Òîãäà

ïîëó÷èì îöåíêó (9.25) ñ ïîñòîÿííîé C̃ = C(λ0)(1 + λ0‖g−1‖L∞ C̃1) +

λ0c
−1
λ0
C̃0 + Čλ0 .

Îñòàåòñÿ äîêàçàòü (9.26). Ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû äîêàçàòåëüñòâó
íåðàâåíñòâà (4.11) (ñì. ï. 5.4). Èç (9.25) ñ ó÷åòîì (1.2) è (1.5) ñëåäóåò,
÷òî

‖pε−gεb(D)vε‖L2(O) 6 ‖g‖L∞(dα1)1/2C̃ε1/2‖F‖L2(O), 0 < ε 6 ε1. (9.37)

Àíàëîãè÷íî (5.40) èìååì:

‖gεb(D)vε − g̃εSεb(D)ũ0‖L2(O) 6 C6ε‖Db(D)ũ0‖L2(Rd). (9.38)

Â ñèëó (1.4) è (9.13)

‖Db(D)ũ0‖L2(Rd) 6 α
1/2
1 ‖ũ0‖H2(Rd)

6 α
1/2
1 CO‖u0‖H2(O) 6 α

1/2
1 COĈ‖F‖L2(O).

(9.39)

Â èòîãå èç (9.37)�(9.39) âûòåêàåò (9.26) ñ ïîñòîÿííîé C̃′ =

‖g‖L∞(dα1)1/2C̃ + C6α
1/2
1 COĈ. •
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9.5. Ðåçóëüòàòû â ñëó÷àå Λ ∈ L∞. Ïðè óñëîâèè 1.10 âìåñòî
êîððåêòîðà (9.23) ìîæíî èñïîëüçîâàòü áîëåå ïðîñòîé êîððåêòîð

K0
N (ε) = [Λε]b(D)(B0

N )−1,

íåïðåðûâíî ïåðåâîäÿùèé H(O) â H1(O;Cn). Ðàññìîòðèì âìåñòî (9.24)
äðóãîå ïðèáëèæåíèå ê ðåøåíèþ uε çàäà÷è (9.6):

v̌ε = (B0
N )−1F + εK0

N (ε)F = u0 + εΛεb(D)u0. (9.40)

Àíàëîãîì òåîðåìû 7.1 â ñëó÷àå λ = 0 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 9.4. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 9.2, à òàêæå óñëîâèå

1.10. Ïóñòü ôóíêöèÿ v̌ε îïðåäåëåíà â (9.40). Òîãäà ñóùåñòâóåò ÷èñëî

ε1 ∈ (0, 1], çàâèñÿùåå îò îáëàñòè O è ðåøåòêè Γ, òàêîå ÷òî

ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε − v̌ε‖H1(O;Cn) 6 Čε1/2‖F‖L2(O;Cn), 0 < ε 6 ε1, (9.41)

èëè, â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,

‖B−1
N,ε − (B0

N )−1 − εK0
N (ε)‖H(O)→H1(O;Cn) 6 Čε1/2.

Äëÿ ïîòîêà pε = gεb(D)uε ñïðàâåäëèâà àïïðîêñèìàöèÿ

‖pε − g̃εb(D)u0‖L2(O;Cm) 6 Č′ε1/2‖F‖L2(O;Cn), 0 < ε 6 ε1, (9.42)

ãäå g̃(x) � ìàòðèöà (1.9). Ïîñòîÿííûå Č, Č′ çàâèñÿò îò m, d, α0, α1,
‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , îò ïàðàìåòðîâ ðåø¼òêè Γ, îò ïîñòîÿííûõ C1, C2 èç

íåðàâåíñòâà (2.2), îò ïîñòîÿííîé C̃1 èç íåðàâåíñòâà (9.4), îò íîðìû

‖Λ‖L∞ è îò îáëàñòè O.
Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 7.1. Íóæíî
îöåíèòü H1-íîðìó ôóíêöèè v̌ε − vε = εΛε(I − Sε)b(D)ũ0.
Îòìåòèì îöåíêó, âûòåêàþùóþ èç (1.4) è (9.13):

‖b(D)ũ0‖L2(Rd) 6 α
1/2
1 ‖ũ0‖H1(Rd) 6 α

1/2
1 CO‖u0‖H2(O) 6 α

1/2
1 COĈ‖F‖L2(O).

(9.43)
Ïðèìåíèìû íåðàâåíñòâà (7.6) è (7.7). Âìåñòå ñ (9.39) è (9.43) îíè äàþò

‖v̌ε − vε‖H1(O) = ‖εΛε(I − Sε)b(D)ũ0‖H1(O) 6 C0
12ε‖F‖L2(O), (9.44)

ãäå C0
12 = α

1/2
1 COĈ

(
2(3 + 2β2)1/2‖Λ‖L∞ + (2β1)1/2r1

)
.

Òåïåðü èç (9.25) è (9.44) âûòåêàåò (9.41) ñ ïîñòîÿííîé Č = C̃ + C0
12.

Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü (9.42). Èç (9.41) ñ ó÷åòîì (1.2) è (1.5) ñëåäóåò, ÷òî

‖pε−gεb(D)v̌ε‖L2(O) 6 ε1/2d1/2α
1/2
1 ‖g‖L∞ Č‖F‖L2(O), 0 < ε 6 ε1. (9.45)

Àíàëîãè÷íî (7.10) è (7.11) ñ ó÷åòîì (9.13) èìååì:

‖gεb(D)v̌ε − g̃εb(D)u0‖L2(O) 6 εdα1‖g‖L∞‖Λ‖L∞‖u0‖H2(O)

6 εdα1‖g‖L∞‖Λ‖L∞Ĉ‖F‖L2(O).
(9.46)

Èç (9.45) è (9.46) âûòåêàåò (9.42) ñ ïîñòîÿííîé Č′ = d1/2α
1/2
1 ‖g‖L∞ Č +

dα1‖g‖L∞‖Λ‖L∞Ĉ. •
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9.6. Ñïåöèàëüíûå ñëó÷àè. Âûäåëèì ñïåöèàëüíûå ñëó÷àè. Èç òåîðåìû
9.3 è ïðåäëîæåíèÿ 1.2 âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 9.5. Ïóñòü uε � ðåøåíèå çàäà÷è (9.6) è u0 � ðåøåíèå

çàäà÷è (9.11). Åñëè g0 = g, ò. å. âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (1.13), òî
Λ = 0 è KN (ε) = 0. Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε − u0‖H1(O;Cn) 6 C̃ε1/2‖F‖L2(O;Cn), 0 < ε 6 ε1.

Èç ïðåäëîæåíèé 1.3, 1.13 è óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 9.4 îòíîñèòåëüíî
ïîòîêîâ ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 9.6. Ïóñòü uε � ðåøåíèå çàäà÷è (9.6), u0 � ðåøåíèå

çàäà÷è (9.11) è pε = gεb(D)uε. Åñëè g0 = g, ò. å. âûïîëíåíû

ñîîòíîøåíèÿ (1.14), òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖pε − g0b(D)u0‖L2(O;Cm) 6 Č′ε1/2‖F‖L2(O;Cn), 0 < ε 6 ε1.

9.7. Àïïðîêñèìàöèÿ ðåøåíèé â ñòðîãî âíóòðåííåé ïîäîáëàñòè.
Êàê è â �8, ìîæíî ïîëó÷èòü òî÷íóþ ïî ïîðÿäêó îöåíêó ïîãðåøíîñòè ïðè
ïðèáëèæåíèè ðåøåíèÿ â êëàññå H1(O′;Cn), ãäå O′ � ñòðîãî âíóòðåííÿÿ
ïîäîáëàñòü îáëàñòè O.
Òåîðåìà 9.7. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 9.3. Ïóñòü O′ �
ñòðîãî âíóòðåííÿÿ ïîäîáëàñòü îáëàñòè O, è δ := dist {O′; ∂O}. Òîãäà
ñóùåñòâóåò ÷èñëî ε1 ∈ (0, 1], çàâèñÿùåå îò îáëàñòè O è ðåøåòêè Γ,
òàêîå ÷òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε − vε‖H1(O′;Cn) 6 C̃δε‖F‖L2(O;Cn), 0 < ε 6 ε1, (9.47)

èëè, â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,

‖B−1
N,ε − (B0

N )−1 − εKN (ε)‖H(O)→H1(O′;Cn) 6 C̃δε, 0 < ε 6 ε1.

Äëÿ ïîòîêà pε = gεb(D)uε ñïðàâåäëèâà àïïðîêñèìàöèÿ

‖pε − g̃εSεb(D)ũ0‖L2(O′;Cm) 6 C̃′δε‖F‖L2(O;Cn), 0 < ε 6 ε1, (9.48)

ãäå g̃(x) � ìàòðèöà (1.9). Ïîñòîÿííûå â îöåíêàõ èìåþò âèä C̃δ =

C̃1δ
−1 + C̃2, C̃

′
δ = C̃′1δ

−1 + C̃′2, ãäå C̃1, C̃2, C̃
′
1, C̃

′
2 çàâèñÿò îò m, d, α0,

α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , îò ïàðàìåòðîâ ðåø¼òêè Γ, îò êîíñòàíò C1, C2 èç

íåðàâåíñòâà (2.2), îò ïîñòîÿííîé C̃1 èç íåðàâåíñòâà (9.4) è îò îáëàñòè

O.
Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 8.1. Ïóñòü ÷èñëî λ
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2.6). Äîìíîæàÿ îïåðàòîðû ïîä çíàêîì íîðìû
â (8.2) ñïðàâà íà ïðîåêòîð P, ïðèõîäèì ê îöåíêå

‖(BN,ε + λI)−1 − (B0
N + λI)−1 − εΛεSεb(D)PO(B0

N + λI)−1‖H(O)→H1(O′)

6 Cδ(λ)ε, 0 < ε 6 ε1.
(9.49)
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Äàëåå äåéñòâóåì ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû 9.3. Çàïèøåì
uε â âèäå uε = (BN,ε + λI)−1Fε è ðàññìîòðèì u0,ε = (B0

N + λI)−1Fε. Â
ñèëó (9.16) è (9.49) èìååì:

‖uε − u0,ε − εΛεSεb(D)ũ0,ε‖H1(O′) 6 Cδ(λ)ε‖Fε‖L2(O)

6 Cδ(λ)(1 + λ‖g−1‖L∞ C̃1)ε‖F‖L2(O), 0 < ε 6 ε1.
(9.50)

Òåïåðü èç (9.31), (9.35) è (9.50) âûòåêàåò îöåíêà

‖uε − vε‖H1(O′) 6 ε
(
Cδ(λ)(1 + λ‖g−1‖L∞ C̃1) + λc−1

λ C̃0 + Čλ

)
‖F‖L2(O)

(9.51)
ïðè 0 < ε 6 ε1. Íåðàâåíñòâî (9.51) ñïðàâåäëèâî ïðè ëþáîì λ,
óäîâëåòâîðÿþùåì (2.6). Ôèêñèðóÿ λ = λ0 = 1 + C2‖g−1‖−1

L∞
, ïîëó÷àåì

îöåíêó (9.47) ñ ïîñòîÿííîé C̃δ = C̃1δ
−1 + C̃2, ãäå

C̃1 = C1(λ0)(1 + λ0‖g−1‖L∞ C̃1), (9.52)

C̃2 = C2(λ0)(1 + λ0‖g−1‖L∞ C̃1) + λ0c
−1
λ0
C̃0 + Čλ0 .

Îñòàåòñÿ äîêàçàòü (9.48). Èç (9.47) ñ ó÷åòîì (1.2) è (1.5) ñëåäóåò
îöåíêà

‖pε − gεb(D)vε‖L2(O′) 6 ‖g‖L∞d1/2α
1/2
1 C̃δε‖F‖L2(O), 0 < ε 6 ε1. (9.53)

Ñîïîñòàâëÿÿ (9.53) è (9.38), (9.39), ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

‖pε − g̃εSεb(D)ũ0‖L2(O′) 6
(
‖g‖L∞d1/2α

1/2
1 C̃δ + C6α

1/2
1 COĈ

)
ε‖F‖L2(O)

ïðè 0 < ε 6 ε1. Ýòî äîêàçûâàåò (9.48) ñ ïîñòîÿííîé C̃′δ = C̃′1δ
−1 + C̃′2, ãäå

C̃′1 = ‖g‖L∞d1/2α
1/2
1 C̃1, C̃′2 = ‖g‖L∞d1/2α

1/2
1 C̃2 + C6α

1/2
1 COĈ. • (9.54)

Â ñëó÷àå, êîãäà âûïîëíåíî óñëîâèå 1.10, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé
ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 9.8. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 9.4. Ïóñòü O′ �
ñòðîãî âíóòðåííÿÿ ïîäîáëàñòü îáëàñòè O, è δ := dist {O′; ∂O}. Òîãäà
ñóùåñòâóåò ÷èñëî ε1 ∈ (0, 1], çàâèñÿùåå îò îáëàñòè O è ðåøåòêè Γ,
òàêîå ÷òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε − v̌ε‖H1(O′;Cn) 6 Čδε‖F‖L2(O;Cn), 0 < ε 6 ε1, (9.55)

èëè, â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ

‖B−1
N,ε − (B0

N )−1 − εK0
N (ε)‖H(O)→H1(O′;Cn) 6 Čδε, 0 < ε 6 ε1.

Äëÿ ïîòîêà pε = gεb(D)uε ñïðàâåäëèâà àïïðîêñèìàöèÿ

‖pε − g̃εb(D)u0‖L2(O′;Cm) 6 Č′δε‖F‖L2(O;Cn), 0 < ε 6 ε1, (9.56)

ãäå g̃(x) � ìàòðèöà (1.9). Ïîñòîÿííûå â îöåíêàõ èìåþò âèä Čδ =

C̃1δ
−1 + Č2, Č

′
δ = C̃′1δ

−1 + Č′2, ãäå C̃1, Č2, C̃
′
1, Č

′
2 çàâèñÿò îò m, d, α0,

α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , îò ïàðàìåòðîâ ðåø¼òêè Γ, îò êîíñòàíò C1, C2 èç
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íåðàâåíñòâà (2.2), îò ïîñòîÿííîé C̃1 èç íåðàâåíñòâà (9.4), îò íîðìû

‖Λ‖L∞ è îò îáëàñòè O.
Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû 9.4. Ïðè
óñëîâèè 1.10 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (9.44). Âìåñòå ñ (9.47) îíî âëå÷åò

îöåíêó (9.55) ñ ïîñòîÿííîé Čδ = C̃1δ
−1 + Č2, ãäå C̃1 îïðåäåëåíî â (9.52) è

Č2 = C̃2 + C0
12.

Ïðîâåðèì (9.56). Èç (9.55) ñ ó÷åòîì (1.2) è (1.5) ñëåäóåò, ÷òî

‖pε − gεb(D)v̌ε‖L2(O′) 6 ‖g‖L∞d1/2α
1/2
1 Čδε‖F‖L2(O), 0 < ε 6 ε1. (9.57)

Ïðè óñëîâèè 1.10 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (9.46). Òåïåðü èç (9.46) è

(9.57) âûòåêàåò (9.56) ñ ïîñòîÿííîé Č′δ = C̃′1δ
−1 + Č′2, ãäå C̃′1 îïðåäåëåíî

â (9.54) è Č′2 = ‖g‖L∞d1/2α
1/2
1 Č2 + dα1‖g‖L∞‖Λ‖L∞Ĉ. •

Ñêàçàííîå â çàìå÷àíèè 8.3 îòíîñèòñÿ è ê òåîðåìàì èç �9.
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