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Àííîòàöèÿ.

Ïóñòü G � äâóäîëüíûé ãðàô áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ð¼áåð íà v ≥ 4
âåðøèíàõ, êîòîðûé ìîæíî èçîáðàçèòü íà ïëîñêîñòè òàê, ÷òîáû êàæäîå
ðåáðî ïåðåñåêàëî íå áîëåå, ÷åì îäíî äðóãîå. Â ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
ïðè ÷¼òíîì v 6= 6 â òàêîì ãðàôå íå áîëåå ÷åì 3v − 8 ð¼áåð, à ïðè íå÷åò-
íîì v è v = 6 � íå áîëåå ÷åì 3v − 9 ð¼áåð. Äëÿ âñåõ v ≥ 4 ïîñòðîåíû
ïðèìåðû ãðàôîâ, äëÿ êîòîðûõ ýòè îöåíêè äîñòèãàþòñÿ.

Â êîíöå ðàáîòû ìû îáñóäèì âîïðîñ îá èçîáðàæåíèè íà ïëîñêîñòè ïîë-
íûõ äâóäîëüíûõ ãðàôîâ íå áîëåå ÷åì ñ îäíèì ïåðåñå÷åíèåì íà êàæäîì
ðåáðå.
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1 Ââåäåíèå

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ãðàôû áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ð¼áåð. Â ðàáîòå
áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ. Ìíîæåñòâî âåðøèí ãðà-
ôà G ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç V (G), ìíîæåñòâî ð¼áåð � ÷åðåç E(G),
äëÿ êîëè÷åñòâà âåðøèí è ð¼áåð áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ v(G) è
e(G) ñîîòâåòñòâåííî.

×åðåç dG(x) îáîçíà÷èì ñòåïåíü âåðøèíû x â ãðàôå G. Ìèíèìàëüíóþ
ñòåïåíü âåðøèíû ãðàôà G, êàê îáû÷íî, îáîçíà÷èì ÷åðåç δ(G), à ìàêñè-
ìàëüíóþ � ÷åðåç ∆(G).

Îïðåäåëåíèå 1. 1) Ïóñòü k � íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî. Íàçîâ¼ì
ãðàô k-ïî÷òè ïëàíàðíûì, åñëè åãî ìîæíî èçîáðàçèòü íà ïëîñêîñòè òàê,
÷òî êàæäîå ðåáðî ïåðåñåêàåò íå áîëåå, ÷åì k äðóãèõ.

Ïðè k = 1 ìû áóäåì íàçûâàòü òàêîé ãðàô ïðîñòî ïî÷òè ïëàíàðíûì.
2) ×åðåç cr(G) îáîçíà÷èì ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïàð ïåðåñåêàþ-

ùèõñÿ ð¼áåð â èçîáðàæåíèè ãðàôà G íà ïëîñêîñòè.

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî 0-ïî÷òè ïëàíàðíûé ãðàô � ýòî ïðîñòî ïëà-
íàðíûé ãðàô. Êàê âñåãäà, êîãäà ãîâîðèòñÿ îá èçîáðàæåíèè ãðàôà íà
ïëîñêîñòè, ìû ñ÷èòàåì, ÷òî âåðøèíû èçîáðàæàþòñÿ êàê òî÷êè, à ð¼áðà
� êàê �õîðîøèå� íåñàìîïåðåñåêàþùèåñÿ êðèâûå, íå ïðîõîäÿùèå ÷åðåç
âåðøèíû, îòëè÷íûå îò êîíöîâ ðåáðà. Äëÿ êàæäîãî öèêëà ìû ïîëàãàåì,
÷òî îí äåëèò ïëîñêîñòü íà äâå ÷àñòè � âíóòðåííþþ è âíåøíþþ.

Øèðîêî èçâåñòíûé êëàññè÷åñêèé ôàêò ãîâîðèò íàì, ÷òî â ïëàíàðíîì
ãðàôå íà v âåðøèíàõ íå áîëåå, ÷åì 3v−6 ðåáåð, à â äâóäîëüíîì ïëàíàðíîì
ãðàôå íà v âåðøèíàõ � íå áîëåå, ÷åì 2v− 4 ðåáåð. Îáå îöåíêè � òî÷íûå
äëÿ ëþáîãî v ≥ 3.

Â ðàáîòå [1] äîêàçàíî, ÷òî e(G) ≤ (k+3)(v(G)−2) ïðè 1 ≤ k ≤ 4. Ïðè
ïîäñòàíîâêå â ýòîò ðåçóëüòàò k = 0 ïîëó÷àåòñÿ êëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò
äëÿ ïëàíàðíûõ ãðàôîâ. Â òîé æå ðàáîòå äëÿ k = 1 è k = 2 ïîñòðîåíû
áåñêîíå÷íûå ñåðèè ïðèìåðîâ ãðàôîâ, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî.
Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ k = 1 îöåíêà äîñòèãàåòñÿ äëÿ âñåõ v ≥ 12. Ïðè k = 2
îöåíêà òî÷íà äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ v ≡ 2 (mod 3). Òàì æå ïîêàçàíî,
÷òî ïðè k > 0 äëÿ k-ïî÷òè ïëàíàðíîãî ãðàôà G âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-
ñòâî e(G) ≤ 4.108

√
k · v(G).

Èòàê, äëÿ ïî÷òè ïëàíàðíûõ ãðàôîâ ìû èìååì íåðàâåíñòâî e(G) ≤
4v(G)−8. Â íàøåé ðàáîòå ìû íàéä¼ì òî÷íóþ âåðõíþþ îöåíêó íà êîëè÷å-
ñòâî ð¼áåð â äâóäîëüíîì ïî÷òè ïëàíàðíîì ãðàôå äëÿ ëþáîãî êîëè÷åñòâà
âåðøèí v ≥ 4.
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Òåîðåìà 1. Äëÿ êàæäîãî v ≥ 4 îáîçíà÷èì ÷åðåç β(v) íàèáîëüøåå âîç-
ìîæíîå êîëè÷åñòâî ð¼áåð â äâóäîëüíîì ïî÷òè ïëàíàðíîì ãðàôå íà v
âåðøèíàõ. Òîãäà β(v) = 3v−8, åñëè v ÷åòíî è íå ðàâíî 6 è β(v) = 3v−9,
åñëè v íå÷åòíî èëè ðàâíî 6.

Îòìåòèì, ÷òî åñòü íåìàëî ñòàòåé, â êîòîðûõ ðàññìàòðèâàþòñÿ ýêñ-
òðåìàëüíûå çàäà÷è íà ãðàôàõ, ñâÿçàííûå ñ ðàçëè÷íûìè óñëîâèÿìè íà
ïåðåñå÷åíèÿ ð¼áåð â èõ ïëîñêîì èçîáðàæåíèè (ñì., íàïðèìåð, [2]-[6]).

2 Äîêàçàòåëüñòâî îöåíêè

Îïðåäåëåíèå 2. Íàçîâ¼ì äâóäîëüíûé ïî÷òè ïëàíàðíûé ãðàô G ìàêñè-

ìàëüíûì, åñëè ïðè äîáàâëåíèè ëþáîãî ðåáðà ãðàô óòðà÷èâàåò õîòÿ áû
îäíî èç ñâîéñòâ ïî÷òè ïëàíàðíîñòè èëè äâóäîëüíîñòè.

Ïî÷òè ïëàíàðíûé ãðàô ìîæíî ïî-ðàçíîìó èçîáðàçèòü íà ïëîñêîñòè.
×òîáû èçáåæàòü ïóòàíèöû, ìû áóäåì îáîçíà÷àòü èçîáðàæåíèå ãðàôà G
äðóãèì øðèôòîì: G. Ìû îïðåäåëèì òðåáîâàíèÿ ê èçîáðàæåíèþ ïî÷òè
ïëàíàðíîãî ãðàôà. Íà÷íåì ñ òð¼õ óñëîâèé.

1◦. Êàæäîå ðåáðî ïåðåñåêàåò íå áîëåå, ÷åì îäíî äðóãîå.

2◦. Íèêàêèå äâà ïåðåñåêàþùèõñÿ ðåáðà íå èìåþò îáùåãî êîíöà.

3◦. Ëþáûå äâà ïåðåñåêàþùèõñÿ ðåáðà ïåðåñåêàþòñÿ ðîâíî â îäíîé

òî÷êå.

Çàìå÷àíèå 1. Î÷åâèäíî, ñóùåñòâóåò èçîáðàæåíèå ïî÷òè ïëàíàðíîãî
ãðàôà, óäîâëåòèâîðÿþùåå óñëîâèþ 1◦. Åñëè èçîáðàæåíèå ïî÷òè ïëàíàð-
íîãî ãðàôà íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 2◦ èëè 3◦, òî íåòðóäíî ïåðåðèñî-
âàòü ãðàô òàê, ÷òîáû îíè âûïîëíèëèñü.

Ðàññìîòðèì èçîáðàæåíèå G äâóäîëüíîãî ïî÷òè ïëàíàðíîãî ãðàôà G
è ïîêðàñèì âñå âåðøèíû ïðàâèëüíûì îáðàçîì â öâåòà 1 è 2. Ïåðåñåêàþ-
ùèåñÿ ð¼áðà, î÷åâèäíî, ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû. Íèêàêîå äðóãîå ðåáðî íå
ìîæåò ïåðåñåêàòü íè îäíî ðåáðî èç ïàðû ïåðåñåêàþùèõñÿ.

Ðàññìîòðèì ëþáóþ ïàðó ïåðåñåêàþùèõñÿ ðåáåð u1u2 è v1v2, ïóñòü âåð-
øèíû u1 è v1 èìåþò öâåò 1, à u2 è v2 � öâåò 2, ïóñòü A � òî÷êà ïåðåñå÷å-
íèÿ ðåáåð. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ðåáðà ðàñïîëîæåíû
òàêèì îáðàçîì, ÷òî ÷àñòè ðåáåð Au1, Av1, Au2, Av2 ñëåäóþò äðóã çà äðó-
ãîì ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå (ñì. ðèñ. 1a). Ïîêðàñèì ýòè ÷àñòè ðåáåð â òîò æå
öâåò, ÷òî èõ êîíöû (Au1 è Av1 � â öâåò 1, Au2 è Av2 � â öâåò 2).
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Òîãäà äëÿ ÷àñòè Au1 ñïðàâà (ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå) ðàñïîëîæåíà ÷àñòü
òîãî æå öâåòà Av1, à ñëåâà � ÷àñòü äðóãîãî öâåòà Av2. Òî æå ñàìîå âåðíî
è äëÿ Au2 (÷àñòü òîãî æå öâåòà ðàñïîëîæåíà ñïðàâà, à ÷àñòü äðóãîãî
öâåòà ðàñïîëîæåíà ñëåâà). Äëÿ ÷àñòåé Av1 è Av2 âûïîëíÿåòñÿ îáðàòíàÿ
çàêîíîìåðíîñòü: ÷àñòü òîãî æå öâåòà ðàñïîëàãàåòñÿ ñëåâà (ïðîòèâ ÷àñî-
âîé ñòðåëêè). Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò ðàçëè÷àòü ðåáðà u1u2 è v1v2.

Îïðåäåëåíèå 3. Hàçîâ¼ì ðåáðî u1u2 ïðàâûì, à ðåáðî v1v2 � ëåâûì.
Àíàëîãè÷íî ïîñòóïèì äëÿ ëþáîé ïàðû ïåðåñåêàþùèõñÿ ð¼áåð.

Áóäåì íàçûâàòü ðåáðî èçîáðàæåíèèÿ G ïðîñòûì, åñëè îíî íå ïåðåñå-
êàåòñÿ ñ äðóãèìè ðåáðàìè. Îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ ð¼áåð èçîá-
ðàæåíèÿ G ÷åðåç p(G). Êîëè÷åñòâî ïàð ïåðåñåêàþùèõñÿ ð¼áåð èçîáðàæå-
íèÿ G îáîçíà÷èì ÷åðåç t(G).

Òàêèì îáðàçîì, âñå ð¼áðà èçîáðàæåíèÿ íàøåãî ãðàôà ðàçáèòû íà òðè
ìíîæåñòâà � ïðîñòûå, ïðàâûå è ëåâûå, ïðè÷åì êîëè÷åñòâî ëåâûõ ð¼áåð
ðàâíî êîëè÷åñòâó ïðàâûõ ð¼áåð. Î÷åâèäíî, t(G) = e(G)−p(G)
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Ðèñ. 1: Ëåâûå è ïðàâûå ð¼áðà.

Âåðí¼ìñÿ ê îïèñàííîé âûøå ïàðå ïåðåñåêàþùèõñÿ ð¼áåð u1u2 è v1v2
è ñôîðìóëèðóåì åùå îäíî óñëîâèå, âûïîëíåíèå êîòîðîãî ìû ïîòðåáóåì
îò èçîáðàæåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ãðàôà.

4◦ Äëÿ êàæäîé ïàðû ïåðåñåêàþùèõñÿ ð¼áåð u1u2 è v1v2 ð¼áðà u1v2
è u2v1 ïðèíàäëåæàò E(G) è ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè â èçîáðàæåíèè G.

Îáúÿñíèì, ïî÷åìó ìîæíî äîáèòüñÿ âûïîëíåíèÿ ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ.
Ðåáðî u1v2 ìîæíî ïðîâåñòè �ïî÷òè� ïî ïóòè u1Av2, à ðåáðî u2v1 � �ïî-
÷òè� ïî ïóòè u2Av1. (ñì. ðèñ. 1a). Èç ìàêñèìàëüíîñòè ãðàôà G ñëåäóåò,
÷òî u1v2, u2v1 ∈ E(G). Åñëè êàêîå-òî èç ýòèõ ð¼áåð � íå ïðîñòîå â G, ïå-
ðåðèñóåì åãî êàê ñêàçàíî âûøå. Â ðåçóëüòàòå óìåíüøèòñÿ ÷èñëî ïåðåñå-
÷åíèé, çíà÷èò, ïîñëå íåñêîëüêèõ òàêèõ îïåðàöèé óñëîâèå 4◦ âûïîëíèòñÿ.
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Îïðåäåëåíèå 4. Íàçîâ¼ì èçîáðàæåíèå ìàêñèìàëüíîãî ïî÷òè ïëàíàðíî-
ãî äâóäîëüíîãî ãðàôà G ïðàâèëüíûì, åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ 1◦−4◦.

Â ñëåäóþùèõ ëåììàõ è îïðåäåëåíèÿõ ïóñòü G� ìàêñèìàëüíûé ïî÷òè
ïëàíàðíûé äâóäîëüíûé ãðàô, à G � åãî ïðàâèëüíîå èçîáðàæåíèå.

Ëåììà 1. Äëÿ ëþáîé âåðøèíû w èçîáðàæåíèÿ G è êîëè÷åñòâî èíöè-

äåíòíûõ w ïðàâûõ ðåáåð, è êîëè÷åñòâî èíöèäåíòíûõ w ëåâûõ ðåáåð íå

ïðåâîñõîäèò êîëè÷åñòâà èíöèäåíòíûõ w ïðîñòûõ ðåáåð.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ëåììó äëÿ ïðàâûõ
ð¼áåð. Ïóñòü wx1, . . . , wxk � âñå ïðàâûå ðåáðà G ñ êîíöîì â w. Ïóñòü
ðåáðî wxi ïåðåñåêàåòñÿ â ãðàôå G ñ ëåâûì ðåáðîì yizi, ïðè÷åì âåðøè-
íà yi � òîãî æå öâåòà, ÷òî è xi. Ïî óñëîâèþ 4◦ òîãäà wyi � ïðîñòîå
ðåáðî G (ñì. ðèñ. 1b). Åñëè äëÿ êàêèõ-òî i è j âåðøèíû yi è yj ñîâïàäà-
þò, òî òîãäà îáà ðåáðà wxi è wxj íå ìîãóò áûòü ïðàâûìè â ñâîèõ ïàðàõ
ïåðåñåêàþùèõñÿ ðåáåð (ñì. ðèñ. 1c). Ñëåäîâàòåëüíî, wy1, . . . , wyk � ðàç-
ëè÷íûå ïðîñòûå ðåáðà.

Ðàññìîòðèì ãðàô G′, ïîëó÷åííûé èç G óäàëåíèåì âñåõ ëåâûõ ðåáåð.
Î÷åâèäíî, G′ � äâóäîëüíûé ïëîñêèé ãðàô,

v(G′) = v(G) è e(G′) = e(G)− t(G).

Èç êëàññè÷åñêîé îöåíêè äëÿ äâóäîëüíîãî ïëîñêîãî ãðàôà ìû èìååì

e(G′) ≤ 2v(G′)− 4 = 2v(G)− 4. (1)

Àíàëîãè÷íûé ïëîñêèé ãðàô ìîæíî áûëî áû ïîñòðîèòü è óäàëèâ âñå ïðà-
âûå ð¼áðà âìåñòî ëåâûõ.

Ëåììà 2. Ïóñòü δ(G) ≥ 4. Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäå-

íèÿ.

1) Êàæäîé âåðøèíå ãðàôà G′ èíöèäåíòíî õîòÿ áû äâà ïðîñòûõ ðåáðà

è δ(G′) ≥ 2.
2) Ãðàô G′ ñâÿçåí, ãðàíèöà êàæäîé ãðàíè ïëîñêîãî ãðàôà G′ ñîäåð-

æèò ïðîñòîé öèêë, â êîòîðîì õîòÿ áû 4 ðåáðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïî ëåììå 1 âåðøèíå w ∈ V (G) èíöèäåíòíî íå ìå-

íåå, ÷åì ddG(w)
3
e ≥ 2 ïðîñòûõ ðåáðà.

2) Hà ðèñóíêå 1a âèäíî, ÷òî ëþáîå ëåâîå ðåáðî ìîæíî îáîéòè ïî
ïóòè èç äâóõ ïðîñòûõ ð¼áåð è îäíîãî ïðàâîãî, à çíà÷èò, ãðàô G′ ñâÿçåí.
Èç δ(G′) ≥ 2 ñëåäóåò, ÷òî â ãðàôå G′ åñòü öèêë, à çíà÷èò, â ãðàíèöó
êàæäîé ãðàíè âõîäèò ïðîñòîé öèêë. Èç äâóäîëüíîñòè ãðàôà ñëåäóåò, ÷òî
â êàæäîì öèêëå íå ìåíåå ÷åòûð¼õ ð¼áåð.
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Ëåììà 3. Ïóñòü G � äâóäîëüíûé ïî÷òè ïëàíàðíûé ãðàô c v(G) ≥ 4.
Òîãäà e(G) ≤ 3v(G)− 8.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû áóäåì âåñòè äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî êîëè-
÷åñòâó âåðøèí. Áàçó äëÿ ãðàôà íà ÷åòûð¼õ âåðøèíàõ ëåãêî ïðîâåðèòü.

Åñëè â íàøåì ãðàôå G åñòü âåðøèíà ñòåïåíè íå áîëåå 3, òî óäàëèì
åå è âñå âûõîäÿùèå èç íåå ðåáðà, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ äâóäîëüíûé
ãðàô G1 ñ v(G1) = v(G) − 1, êîòîðûé î÷åâèäíî òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè
ïëàíàðíûì. Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ ìû èìååì

e(G1) ≤ 3v(G1)− 8 = 3v(G)− 8− 3,

îòêóäà î÷åâèäíî ñëåäóåò äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå äëÿ ãðàôà G.
Äàëåå ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ñòåïåíè âñåõ âåðøèí ãðàôà G íå

ìåíåå ÷åòûðåõ. Òåïåðü èíäóêöèÿ íàì íå ïîíàäîáèòñÿ. Äîñòàòî÷íî äîêà-
çàòü óòâåðæäåíèå òîëüêî äëÿ ìàêèñèìàëüíîãî äâóäîëüíîãî ïî÷òè ïëà-
íàðíîãî ãðàôà G. Ðàññìîòðèì ïðàâèëüíîå èçîáðàæåíèå G òàêîãî ãðàôà
è ãðàô G′. Èç ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé âåðøèíå v ∈ V (G) èíöèäåíòíî
õîòÿ áû äâà ïðîñòûõ ðåáðà. Îòñþäà íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî p(G) ≥ v(G),
òàê êàê ó êàæäîãî ðåáðà äâà êîíöà.

Ïî íåðàâåíñòâó (1) ìû èìååì 2v(G)− 4 ≥ e(G′) = t(G) + p(G), îòêóäà
ñëåäóåò

t(G) ≤ v(G)− 4 è e(G′) = t(G) + e(G′) ≤ 3v(G)− 8,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ïåðåéä¼ì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû.

1.ÏóñòüG� äâóäîëüíûé ïî÷òè ïëàíàðíûé ãðàô, äëÿ êîòîðîãî e(G) =
3v(G)− 8, v(G) ≥ 8 è δ(G) ≥ 4. Èç ëåììû 3 ïîíÿòíî, ÷òî ýòîò ãðàô ìàê-
ñèìàëåí. Ðàññìîòðèì åãî ïðàâèëüíîå èçîáðàæåíèå G è ïëîñêèé ãðàô G′,
ñîñòîÿùèé èç ïðîñòûõ è ïðàâûõ ð¼áåð ãðàôà G.

Ìû âûÿñíèì, ÷òî ãðàô G′ èìååò âåñüìà æåñòêî îïðåäåë¼ííóþ ñòðóê-
òóðó. Èç e(G) = 3v(G)− 8 ñëåäóåò, ÷òî â íåðàâåíñòâå (1) äîëæíî äîñòè-
ãàòüñÿ ðàâåíñòâî, à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ãðàôå G′ ãðàíèöà ëþáîé ãðàíè D
äîëæíà ñîäåðæàòü ðîâíî 4 ðåáðà. Ïî ëåììå 2 ýòà ãðàíèöà ñîäåðæèò öèêë
ñ õîòÿ áû 4 ð¼áðàìè, à çíà÷èò, ãðàíèöà D � ïðîñòîé öèêë äëèíû 4. Îò-
ìåòèì, ÷òî îòñþäà ñëåäóåò äâóñâÿçíîñòü ãðàôà G′.

Ðàññìîòðèì óäàë¼ííûå ëåâûå ð¼áðà ãðàôà G. Êàæäîå ëåâîå ðåáðî f
ïåðåñåêàåò ðîâíî îäíî ïðàâîå ðåáðî, êîòîðîå äåëèò f íà äâà ïîëóðåáðà.
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Ðèñ. 2: Ëåâûå ð¼áðà íà ãðàíÿõ-÷åòûð¼õóãîëüíèêàõ ãðàôà G′.

Ýòè ïîëóð¼áðà ëåæàò â äâóõ ñîñåäíèõ ãðàíÿõ G′, à ãðàíèöà ìåæäó ýòè-
ìè ãðàíÿìè ñîäåðæèò êàê ðàç óïîìÿíóòîå âûøå ïðàâîå ðåáðî, êîòîðîå
ïåðåñåêàåò f .

Ïóñòü D = a1a2b1b2 � ãðàíü ãðàôà G′, ïðè÷åì âåðøèíû a1 è b1 èìåþò
öâåò 1, à âåðøèíû a2 è b2 èìåþò öâåò 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòà ãðàíü
ñîäåðæèò ïîëóðåáðî f1 (÷àñòü ëåâîãî ðåáðà f) ñ êîíöîì a1.

Ïîëóðåáðî f1 èìååò êîíåö íà îäíîì èç ð¼áåð e ãðàíè D. Òàê êàê e
è f íå èìåþò îáùåãî êîíöà è f � ëåâîå ðåáðî, òî íåñëîæíî ïîíÿòü,
÷òî e = a2b1 (ñì. ðèñ. 2).

Òàêèì îáðàçîì, ìû óñòàíîâèëè, ÷òî èç êàæäîé âåðøèíû ãðàíè D âû-

õîäèò íå áîëåå îäíîãî ïîëóðåáðà, ëåæàùåãî â ãðàíè D, ïðè÷åì êîíåö

ýòîãî ïîëóðåáðà ëåæèò íà ñòðîãî îïðåäåëåííîì ðåáðå ãðàíè D. Ïîëó-
ðåáðî ñ íà÷àëîì â a1 êîí÷àåòñÿ íà ðåáðå a2b1, ïîëóðåáðî ñ íà÷àëîì a2
êîí÷àåòñÿ íà ðåáðå b1a2, ïîëóðåáðî ñ íà÷àëîì b1 êîí÷àåòñÿ íà ðåáðå b2a1,
a ïîëóðåáðî ñ íà÷àëîì b2 êîí÷àåòñÿ íà ðåáðå a1a2.

Èòàê, ïîëóðåáðî f1, ëåæàùåå â ãðàíè D, íà÷èíàåòñÿ â a1 è êîí÷àåòñÿ
íà ðåáðå a2b1. Òàê êàê äâà ðàçíûõ ïîëóðåáðà, ëåæàùèõ â ãðàíè D, íå
ìîãóò ïåðåñåêàòü äðóã äðóãà, òî â ãðàíè D ìîæåò ëåæàòü åùå ëèøü îäíî
ïîëóðåáðî � ñ íà÷àëîì â b1 è êîíöîì íà a1a2 (ñì. ðèñóíîê 2).

2. Ïîñêîëüêó 3v(G) − 8 = e(G) = t(G) + e(G′) = t(G) + 2v(G) − 4,
òî t(G) = v(G)− 4.

Ïóñòü â ãðàôå G′ ðîâíî k2 âåðøèí ñòåïåíè 2 è k3 âåðøèí ñòåïåíè 3.
Òàê êàê

e(G′) = 2v(G′)− 4 ≤ 4v(G′)− 2k2 − k3
2

, (2)

òî 2k2 + k3 ≥ 8, ïðè÷åì ðàâåíñòâî ìîæåò äîñòèãàòüñÿ òîëüêî â ñëó÷àå,
êîãäà ∆(G′) ≤ 4 (òàê êàê êàæäàÿ âåðøèíà ñòåïåíè áîëåå 4 â ãðàôå G′

ïðè e(G′) = 2v(G′)− 4 è δ(G′) ≥ 2 óâåëè÷èâàåò k3 + 2k2).
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó w ∈ V (G). Åñëè dG′(w) = 2,

òî èç ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî âåðøèíå w èíöèäåíòíî äâà ïðîñòûõ ðåáðà
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è 0 =
dG′ (w)−2

2
ïðàâûõ ðåáåð. Åñëè dG′(w) = 3, òî âåðøèíå w èíöèäåíòíî

íå áîëåå 1 =
dG′ (w)−1

2
ïðàâûõ ð¼áåð. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ â ñèëó ëåì-

ìû 1 âåðøèíå w èíöèäåíòíî íå áîëåå dG′ (w)

2
ïðàâûõ ð¼áåð. Ó÷èòûâàÿ,

÷òî êàæäîå ïðàâîå ðåáðî èìååò äâà êîíöà, íàïèøåì îöåíêó íà t(G):

v(G)− 4 = t(G) ≤

∑
x∈V (G)

dG′(x)− k3 − 2k2

4
=

(4v(G)− 8)− k3 − 2k2
4

. (3)

Âìåñòå ñ íåðàâåíñòâîì (2) ýòî äàåò íàì 2k2 +k3 = 8. Êàê ïîêàçàíî âûøå,
îòñþäà â ÷àñòíîñòè ñëåäóåò ∆(G′) ≤ 4.

Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì äåëî ñ äâóñâÿçíûì ïëîñêèì ãðàôîì G′, â
êîòîðîì âñå ãðàíè � ÷åòûð¼õóãîëüíèêè è ∆(G′) ≤ 4.

Áîëåå òîãî, â íåðàâåíñòâå (3) äîëæíî äîñòèãàòüñÿ ðàâåíñòâî, à ñëå-
äîâàòåëüíî, â ãðàôå G′ êàæäîé âåðøèíå ñòåïåíè 3 èíöèäåíòíî ðîâíî

îäíî ïðàâîå ðåáðî è äâà ïðîñòûõ ðåáðà, à êàæäîé âåðøèíå ñòåïåíè 4
èíöèäåíòíî ïî äâà ïðîñòûõ è ïðàâûõ ðåáðà.

3. Ïîñòðîèì âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô F , âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþò-
ñÿ ãðàíè ãðàôà G′ è äâå âåðøèíû ñìåæíû, êîãäà ãðàíèöû ñîîòâåòñòâó-
þùèõ èì ãðàíåé èìåþò îáùåå ïðàâîå ðåáðî. Ïî äîêàçàííîìó âûøå, ñòå-
ïåíü êàæäîé âåðøèíû â ãðàôå F íå áîëåå äâóõ, òî åñòü, ýòîò ãðàô åñòü
îáúåäèíåíèå íåñêîëüêèõ öåïåé è öèêëîâ. Êîëè÷åñòâî ð¼áåð â ãðàôå F
ðàâíî êîëè÷åñòâó ïðàâûõ ð¼áåð, òî åñòü, t(G) = v(G) − 4. Êîëè÷åñòâî
âåðøèí ãðàôà F ðàâíî êîëè÷åñòâó ãðàíåé ãðàôà G′, êîòîðîå ïî ôîðìóëå
Ýéëåðà åñòü v(G) − 2. Òàêèì îáðàçîì, ãðàô F ñîñòîèò èç äâóõ ïóòåé è,
âîçìîæíî, íåñêîëüêèõ öèêëîâ.

Ïðîâåä¼ì ðàçðåçû ïî âñåì ïðîñòûì ð¼áðàì ãðàôà G′. Â ðåçóëüòàòå

êàæäîå ïðîñòîå ðåáðî ãðàôà G′ ðàñïàëîñü íà äâà ðåáðà, îáðàçîâàííûõ

ïîñëå ðàçðåçà � íàçîâ¼ì èõ ïîëîâèíêàìè.
Ìû ñ÷èòàåì äâå ïîëîâèíêè ïðîñòîãî ðåáðà çà äâà ðàçíûõ ðåáðà, äàæå

åñëè îíè ïîïàëè â îäíó ïîëîñêó èëè êîëüöî!

Ïîñëå ðàçðåçîâ îáùóþ ãðàíèöó áóäóò èìåòü òîëüêî ïàðû ãðàíåé, èìå-
þùèå îáùåå ïðàâîå ðåáðî. Òàêèì îáðàçîì, ïëîñêîñòü ðàñïàäåòñÿ íà ÷à-

ñòè, ïðè÷åì â îäíó ÷àñòü ïîïàäóò êàê ðàç ãðàíè ãðàôà G′, âõîäÿùèå â
îäíó êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè ãðàôà F .

Îïðåäåëåíèå 5. ×àñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòàì-ïóòÿì ãðàôà F ,
ìû íàçîâ¼ì ïîëîñêàìè, à ÷àñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòàì-öèêëàì
ãðàôà F � êîëüöàìè.

Ãðàíè÷íûì ðåáðîì ïîëîñêè èëè êîëüöà ìû íàçîâåì ëþáóþ ïîëîâèíêó
ïðîñòîãî ð¼áðà, âõîäÿùóþ â ýòó ïîëîñêó èëè êîëüöî.
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Ãðàíèöåé ïîëîñêè èëè êîëüöà ìû íàçîâ¼ì êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè ïîä-
ãðàôà èç åãî ãðàíè÷íûõ ð¼áåð.

Êàæäàÿ ïîëîñêà ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ïëîñêèé ãðàô, èçîìîðôíûé
êëåò÷àòîìó ïðÿìîóãîëüíèêó ñî ñòîðîíîé 1. ×åòûðå âåðøèíû ïîëîñêè,
ñîîòâåòñòâóþùèå óãëàì ïðÿìîóãîëüíèêà, ìû íàçîâ¼ì óãëàìè, à ñîäåð-
æàùèå óãëû ãðàíè ïîëîñêè � êðàéíèìè ãðàíÿìè.

Âñå ïîëîñêè è êîëüöà, ïîëó÷åííûå èç ãðàôà G′, ìû íàçîâ¼ì ÷àñòÿìè

ãðàôà G′.

Çàìå÷àíèå 2. 1) Èç äîêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî ñðåäè ÷àñòåé ãðà-
ôà G′ ðîâíî äâå ïîëîñêè.

2) Äåéñòâóÿ â îáðàòíîì ïîðÿäêå, ìîæíî ñêëåèòü ãðàô G′ èç åãî ÷à-
ñòåé � ïîëîñîê è êîëåö.

3) Ó ïîëîñêè èç n ãðàíåé � îäíà ãðàíèöà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé
öèêë äëèíû 2n+ 2. Ó êîëüöà èç n ãðàíåé äâå ãðàíèöû, êàæäàÿ èç íèõ �
öèêë äëèíû n.

Ëåììà 4. Âåðøèíà x ∈ V (G′) ÿâëÿåòñÿ óãëîì ïîëîñêè ðîâíî 4− dG′(x)
ðàç.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ëþáóþ ãðàíü D, â êîòîðóþ âõîäèò âåð-
øèíà x. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî îáà èíöèäåíòíûõ âåðøèíå x ðåáðà ãðàíèD
ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà D � êðàéíÿÿ ãðàíü ïî-
ëîñêè, à x � óãîë ýòîé ïîëîñêè. Â ëþáîì äðóãîì ñëó÷àå îäíî èç èíöè-
äåíòíûõ âåðøèíå x ð¼áåð ãðàíèD ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì, à äðóãîå � ïðàâûì.

Ïîñ÷èòàåì, ñêîëüêî ðàç ÿâëÿåòñÿ âåðøèíà x óãëîì ïîëîñêè è îáîçíà-
÷èì ýòî êîëè÷åñòâî ÷åðåç u(x). Ïî äîêàçàííîìó â ÷àñòè 2, âåðøèíà x
ñòåïåíè dG′(x) = 3 èíöèäåíòíà äâóì ïðîñòûì ð¼áðàì è îäíîìó ïðàâîìó,
à çíà÷èò, u(x) = 1. Îáà ðåáðà, èíöèäåíòíûå âåðøèíå x ñòåïåíè dG′(x) = 2
� ïðîñòûå, à çíà÷èò, u(x) = 2. Íàêîíåö, âåðøèíå ñòåïåíè 4 èíöèäåíò-
íû äâà ïðîñòûõ è äâà ïðàâûõ ðåáðà, êîòîðûå, î÷åâèäíî, ÷åðåäóþòñÿ â
ïëîñêîì èçîáðàæåíèè ïðè îáõîäå ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïðè dG′(x) = 4 ìû èìååì u(x) = 0.

4. Âåðí¼ìñÿ ê èññëåäîâàíèþ ãðàôà G′.
Ïîñ÷èòàåì äëÿ êàæäîé âåðøèíû x ∈ V (G′), ñêîëüêî ðàç îíà âõîäèò â
êàæäóþ ãðàíèöó (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè âõîæäåíèé) è îáîçíà÷èì ñóììó
ïîëó÷åííûõ ÷èñåë ÷åðåç m(x).

Êàæäîå âõîæäåíèå âåðøèíû x â ãðàíèöó ÷àñòè ãðàôà G′ â êà÷åñòâå
óãëà ïîëîñêè, î÷åâèäíî, äà¼ò îäíó ñîäåðæàùóþ x ãðàíü. Êàæäîå âõîæ-
äåíèå âåðøèíû x â ãðàíèöó ÷àñòè ãðàôà G′ íå â êà÷åñòâå óãëà ïîëîñêè
äà¼ò äâå ñîñåäíèå ãðàíè ýòîé ÷àñòè, ñîäåðæàùèå âåðøèíó x. Î÷åâèäíî,
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ðàçíûå âõîæäåíèÿ x â ãðàíèöû ÷àñòåé äàþò ðàçíûå ãðàíè, ïîýòîìó èç
ëåììû 4 íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî m(x) = 2.

Ïóñòü Z1, . . . , Zk � âñå ãðàíèöû ÷àñòåé ãðàôà G′. Íà êàæäîì ïðîñòîì
ðåáðå e íàïèøåì ïàðó íîìåðîâ ãðàíèö, ñîäåðæàùèõ ïîëîâèíêè e (âîç-
ìîæíî, ýòè íîìåðà îäèíàêîâû). Çàìåòèì, ÷òî íà äâóõ ñìåæíûõ ïðîñòûõ
ð¼áðàõ ïàðû äîëæíû ñîâïàäàòü � èíà÷å äëÿ îáùåé âåðøèíû x ýòèõ äâóõ
ð¼áåð ìû ïîëó÷èì m(x) ≥ 3. Çíà÷èò, äëÿ êàæäîé ãðàíèöû ïàðû ÷èñåë
íà âñåõ ð¼áðàõ ýòîé ãðàíèöû îäèíàêîâû.

Ïóñòü íà ð¼áðàõ ãðàíèöû Zi íàïèñàíû ïàðû ÷èñåë (i, j). Ïðè i 6= j íà
ð¼áðàõ Zj íàïèñàíû òàêèå æå ïàðû ÷èñåë è ýòè äâå ãðàíèöû ñîâïàäàþò.

Ïîñòðîèì âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô L, âåðøèíû êîòîðîãî � ÷àñòè (òî
åñòü, ïîëîñêè è êîëüöà) ãðàôà G′, à äâå âåðøèíû ñìåæíû, åñëè ñîîòâåò-
ñòâóþùèå èì ÷àñòè èìåþò îáùóþ ãðàíèöó. Èç äîêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò,
÷òî äâå ÷àñòè, èìåþùèå îáùåå ãðàíè÷íîå ðåáðî, èìåþò îáùóþ ãðàíèöó.
Òîãäà èç ñâÿçíîñòè ãðàôà G′ ñëåäóåò, ÷òî ãðàô L ñâÿçåí. Ñòåïåíü êàæ-
äîãî êîëüöà â ýòîì ãðàôå íå áîëåå 2, à ñòåïåíü êàæäîé ïîëîñêè � íå
áîëåå 1, ñëåäîâàòåëüíî, ãðàô L ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ öåïü, âèñÿ÷èå âåð-
øèíû êîòîðîé � äâå ïîëîñêè ãðàôà G′, à îñòàëüíûå âåðøèíû (åñëè îíè
åñòü) � êîëüöà.

Îòñþäà â ÷àñòíîñòè ñëåäóåò, ÷òî íà êàæäîì ïðîñòîì ðåáðå íàïèñàíà
ïàðà ðàçëè÷íûõ íîìåðîâ ãðàíèö � èíà÷å ãðàô L áóäåò íåñâÿçåí. Òàêèì
îáðàçîì, äâå ïîëîâèíêè êàæäîãî ïðîñòîãî ðåáðà ïðèíàäëåæàò ãðàíèöàì
ðàçíûõ ÷àñòåé, òî åñòü, ð¼áðà êàæäîé ãðàíèöû îáðàçóþò à ãðàôå G′

ïðîñòîé öèêë.
Äâå ãðàíèöû îäíîãî êîëüöà â òàêîì ñëó÷àå, î÷åâèäíî, èìåþò îäèíà-

êîâîå êîëè÷åñòâî âåðøèí, è äâå ñîâïàäàþùèå ãðàíèöû � òîæå. Ïîýòîìó
âñå ãðàíèöû èìåþò îäèíàêîâîå ÷èñëî âåðøèí.

Ïóñòü â îäíîé èç ïîëîñîê k ãðàíåé. Òîãäà äëèíà åå ãðàíèöû ðàâ-
íà 2k + 2, ñòîëüêî æå âåðøèí áóäåò âî âñåõ ãðàíèöàõ. Òàê êàê êàæäàÿ
âåðøèíà ãðàôà G′ âõîäèò ðîâíî â äâå ãðàíèöû, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî îáùåå
÷èñëî âåðøèí ãðàôà G′ ðàâíî (2k + 2) · e(L), òî åñòü, ÷åòíî.

Çàìå÷àíèå 3. Áîëåå òîãî, â ñëó÷àå, êîãäà ñðåäè ÷àñòåé ãðàôà G′ åñòü
õîòÿ áû îäíî êîëüöî, íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ïëîñêèé ãðàô G′ èçîìîðôåí
êëåò÷àòîìó ïàðàëëåëåïèïåäó 1× n×m. Â ñëó÷àå, êîãäà ãðàô G′ ñêëååí
òîëüêî èç äâóõ ïîëîñîê, åãî ñòðóêòóðà ìîæåò áûòü áîëåå ñëîæíîé.

5. Ïóñòü H � äâóäîëüíûé ïî÷òè ïëàíàðíûé ãðàô ñ íå÷åòíûì ÷èñ-

ëîì âåðøèí v(H) ≥ 5 è e(H) = 3v(H)− 8.
Èç ëåììû 3 ïîíÿòíî, ÷òî ãðàô H ìàêñèìàëåí, ðàññìîòðèì åãî ïðàâèëü-
íîå èçîáðàæåíèåH. Èç äîêàçàííîãî âûøå ïîíÿòíî, ÷òîH èìååò âåðøèíó
ñòåïåíè íå áîëåå 3. Íåñêîëüêî ðàç óäàëÿÿ èç ãðàôà âåðøèíó ñòåïåíè íå
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áîëåå 3, ìû ïîëó÷èì èç ãðàôà H äâóäîëüíûé ïî÷òè ïëàíàðíûé ãðàô G
ëèáî ñ v(G) = 4, ëèáî ñ δ(G) ≥ 4. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ e(G) ≤ 3v(G) − 8,
ïîýòîìó íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî êàæäûé ðàç ìû äîëæíû áûëè óäàëÿòü
âåðøèíó ñòåïåíè ðîâíî 3 è e(G) = 3v(G)− 8. Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ìû
íå ìîæåì äîáàâèòü ê òàêîìó ãðàôó G âåðøèíó a ñòåïåíè 3 òàê, ÷òîáû
ïîëó÷èëñÿ äâóäîëüíûé ïî÷òè ïëàíàðíûé ãðàô.

Â ñëó÷àå v(G) = 4 ïîíÿòíî, ÷òî ãðàô G � öèêë èç 4 âåðøèí, äëÿ êî-
òîðîãî ýòî óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïóñòü v(G) > 4. Ïîíÿòíî, ÷òî ãðàô G
ìàêñèìàëåí. Óäàëèâ ñîîâåòñòâóþùèå âåðøèíû èç ïðàâèëüíîãî èçîáðà-
æåíèÿ H, ìû ïîëó÷èì ïðàâèëüíîå èçîáðàæåíèå G ãðàôà G.

Ìû äîêàçàëè, ÷òî v(G) ÷åòíî è èññëåäîâàëè ñòðóêòóðó òàêèõ ãðàôîâ.
Âåðíåìñÿ ê ðàññìîòðåííîìó âûøå ïîäãðàôó G′ èç ïðàâûõ è ïðîñòûõ
ð¼áåð, âñå åãî ãðàíè � ÷åòûð¼õóãîëüíèêè, ïóñòü íà íåêîòîðîé ãðàíè D
ëåæèò äîáàâëÿåìàÿ âåðøèíà a. Âåðøèíó a íóæíî ñîåäèíèòü ð¼áðàìè ñ
òðåìÿ îäíîöâåòíûìè âåðøèíàìè ãðàôà G. Ìû ðàçáåð¼ì òðè ñëó÷àÿ.

a. D íå ÿâëÿåòñÿ êðàéíåé ãðàíüþ ïîëîñêè.

Òîãäà íå óìàëÿÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî èç äâóõ âåðøèí öâåòà 2
ýòîé ãðàíè â ãðàôå G âûõîäÿò ëåâûå ð¼áðà, ïåðåñåêàþùèå äâà ïðîòèâî-
ïîëîæíûõ ðåáðà ãðàíèöû D. Ýòè ð¼áðà äåëÿò D íà òðè ÷àñòè. Åñëè a
ðàñïîëîæåíà â îäíîé èç äâóõ òðåóãîëüíûõ ÷àñòåé (ñì. ðèñóíîê 3a, ïóñòü
ýòî áóäåò ïðàâàÿ ÷àñòü), òî âåðøèíà a ìîæåò áûòü ñîåäèíåíà òîëüêî ñ
âåðøèíàìè ñîñåäíåé ñ D ãðàíè D′, òàê êàê âûõîäÿùèå èç a ð¼áðà ìîãóò
ïåðåñåêàòü òîëüêî îáùåå ðåáðî D è D′ áåç íàðóøåíèÿ ïî÷òè ïëàíàðíî-
ñòè. Íî â ãðàíè D′ åñòü òîëüêî äâå îäíîöâåòíûå âåðøèíû.

Åñëè æå a ëåæèò â öåíòàëüíîé ÷àñòè ãðàíè D (ñì. ðèñóíîê 3a), òî åå
ìîæíî ñîåäèíèòü ðåáðàìè òîëüêî ñ äâóìÿ âåðøèíàìè öâåòà 2 ãðàíè D.

D’

b a

b b

b b

b b

1

1 2

2

2 1

D*

w

v

1

2

1

1

D
D’

b

b

b

b

b

b

2

2

b

a

a

b

b

1 1

2

2
b b

b b

b

b

b

b

2

2

1

1

1

c

D

D

Ðèñ. 3: Ðàñïîëîæåíèÿ âåðøèíû a.

b. D � êðàéíÿÿ ãðàíü ïîëîñêè, ñ óãëàìè w è v, ñîñòîÿùåé áîëåå ÷åì

èç îäíîé êëåòêè.
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Â òàêîì ñëó÷àå ãðàíü D ïåðåñåêàåò ðîâíî îäíî ëåâîå ðåáðî ãðàôà G
(ñì. ðèñóíîê 3b). Ýòî ðåáðî âûõîäèò èç îäíîãî èç óãëîâ ïîëîñêè (ïóñòü
èç w, öâåòà 2). Ïîêàæåì, ÷òî âòîðîé óãîë v â ýòîì ñëó÷àå èìååò ñòå-
ïåíü dG′(v) = 3.

Ìû çíàåì, ÷òî 2 ≤ dG′(v) ≤ 3. Ïóñòü dG′(v) = 2. Òîãäà èç v â ãðàôå G
âûõîäèò äâà ïðîñòûõ ðåáðà è äâà ëåâûõ, êàê äîêàçàíî â ëåììå 1. Çíà÷èò,
â êàæäîé èç äâóõ ñîäåðæàùèõ v ãðàíåé ãðàôà G′ äîëæíî áûòü ïîëóðå-
áðî, âûõîäÿùåå èç v, íî â ãðàíè D òàêîãî ïîëóðåáðà íåò, ïðîòèâîðå÷èå.

Èòàê, dG′(v) = 3. Ðàññìîòðèì äâå îòëè÷íûå îò D ãðàíè, ñîäåðæà-
ùèå v � ïóñòü ýòî D′ (ñîäåðæàùàÿ w) è D∗, ñì. ðèñóíîê 3b. Êàê ñëåäóåò
èç ëåììû 4, ýòè äâå ãðàíè ïðèíàäëåæàò îäíîé ÷àñòè, ñëåäîâàòåëüíî, èõ
îáùåå ðåáðî ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì è åãî ïåðåñåêàåò ëåâîå ðåáðî. Òàêîå ðåáðî
ìîæíî ïðîâåñòè åäèíñòâåííûì îáðàçîì � îíî äîëæíî ñîåäèíÿòü âåð-
øèíó w ãðàíè D′ ñ âåðøèíîé öâåòà 1 ãðàíè D∗ (ýòî âåðøèíà ãðàíè D∗,
ïðîòèâîïîëîæíàÿ v, ñì. ðèñóíîê 3b).

Ñëó÷àé, êîãäà âåðøèíà a ëåæèò â òðåóãîëüíîé ÷àñòè ãðàíè D, àíà-
ëîãè÷åí ðàçîáðàííîìó âûøå. Ïóñòü a ëåæèò â ÷àñòè ãðàíè, ñîäåðæàùåé
óãëû v è w. Òàê êàê èíöèäåíòíûå a ð¼áðà íå ìîãóò ïåðåñåêàòü ëåâîå
ðåáðî, ïðîõîäÿùåå â ãðàíÿõ D′ è D∗, íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî âåðøèíó a
íåëüçÿ ñîåäèíèòü ñ òðåìÿ âåðøèíàìè îäíîãî öâåòà.

ñ. D � åäèíñòâåííàÿ ãðàíü ïîëîñêè, ñîñòîÿùåé èç îäíîé êëåòêè.

Â òàêîì ñëó÷àå ãðàô G′ ñêëååí èç äâóõ îäíîêëåòî÷íûõ ïîëîñîê è,
âîçìîæíî, íåñêîëüêèõ êîëåö. Åñëè êîëåö íåò, òî v(G) = 4, à ýòîò ñëó÷àé
î÷åâèäåí. Çíà÷èò, ñðåäè ÷àñòåé ãðàôà G′ åñòü õîòÿ áû îäíî êîëüöî, ïðè-
÷¼ì èç ÷åòûð¼õ ãðàíåé. Â ýòîì ñëó÷àå èìåííî òàêîå êîëüöî ïðèêëååíî
ê îäíîêëåòî÷íîé ïîëîñêå (ñì. ðèñóíîê 3c). Òîãäà ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðàñ-
ïîëîæåííàÿ íà ãðàíè D âåðøèíà a íå ìîæåò áûòü ñìåæíà áîëåå ÷åì ñ
äâóìÿ îäíîöâåòíûìè âåðøèíàìè.

6. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî v ≥ 4 ÷åðåç β(v) ìû îáîçíà÷àåì ìàê-
ñèìàëüíî âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî ð¼áåð â äâóäîëüíîì ïî÷òè ïëàíàðíîì
ãðàôå íà v âåðøèíàõ. Ìû äîêàçàëè, ÷òî β(v) ≤ 3v − 8 äëÿ âñåõ v ≥ 4
è β(v) ≤ 3v − 9 äëÿ íå÷åòíûõ v.

Îñòàåòñÿ ëèøü îòìåòèòü, ÷òî β(6) ≤ 9 = 3·6−9, òàê êàê ìàêñèìàëüíîå
êîëè÷åñòâî ð¼áåð â äâóäîëüíîì ãðàôå íà 6 âåðøèíàõ äîñòèãàåòñÿ äëÿ
ïîëíîãî äâóäîëüíîãî ãðàôà K3,3 è ðàâíî 6.

Òåïåðü äîêàçàòåëüñòâî îöåíêè ïîëíîñòüþ çàâåðøåíî.
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3 Ýêñòðåìàëüíûå ïðèìåðû

Âåðøèíàìè ãðàôà G′k ìû áóäåì ñ÷èòàòü óçëû ñåòêè êëåò÷àòîãî ïàðàë-
ëåëåïèïåäà 1× 1× k, à ð¼áðàìè � åäèíè÷íûå îòðåçêè êëåò÷àòîé ñåòêè.
Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ëþáîé êëåò÷àòûé ïàðàëëåëåïèïåä 1× 1× k ìîæ-
íî ñêëåèòü èç äâóõ ïîëîñîê (íèæíåé è âåðõíåé ãðàíåé 1 × k) è îäíîãî
êîëüöà, îïîÿñûâàþùåãî îñòàëüíûå 2k + 2 ãðàíè. Â ïîëîñêàõ è êîëüöàõ
ëåãêî ïðîâåñòè ëåâûå ð¼áðà, ïðè ýòîì, êðàòíûõ ð¼áåð, î÷åâèäíî, íå ïî-
ÿâèòñÿ è â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ äâóäîëüíûé ïî÷òè ïëàíàðíûé ãðàô Gk

ñ v(Gk) = 4k + 4 è e(Gk) = 3 · v(Gk) − 8. Òåì ñàìûì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî
β(v) = 3v − 8 äëÿ v = 4` ≥ 8.

1
b b

b b

b

b

b

b

2

2
b b

b b

b

b

b

b

2

2

1

1

1

Ðèñ. 4: Êóá 1× 1× k è ïî÷òè ïëàíàðíûé ãðàô K4,4.

Îòìåòèì, ÷òî êëåò÷àòûé ïàðàëëåëåïèïåä 1× 1× k ìîæíî ñêëåèòü èç
äâóõ ïîëîñîê. Ïðèìåð äëÿ êóáà 1× 1× k èçîáðàæåí íà ðèñóíêå 4: ñëåâà
èçîáðàæåíà ñêëåéêà êóáà èç äâóõ ïîëîñîê, à ñïðàâà � ïîëó÷àþùèéñÿ ïî-
÷òè ïëàíàðíûé äâóäîëüíûé ãðàô. Îòìåòèì, ÷òî ýòî ïîëíûé äâóäîëüíûé
ãðàô K4,4.

Êðîìå òîãî, èç äâóõ ïîëîñîê 1×k è n êîëåö èç 2k+ 2 êëåòîê íåñëîæ-
íî ñêëåèòü ïàðàëëåëåïèïåä 1× k × n. Íà îñíîâå ýòîãî ïàðàëëåëåïèïåäà
ìîæíî ïîñòðîèòü äâóäîëüíûé ïî÷òè ïëàíàðíûé ãðàô Gk,n ñ v(Gk,n) =
2(k+1)(n+1) è e(Gk,n) = 3v(Gk,n)−8. Îäíàêî, â òàêîì âèäå íå ïðåäñòàâ-
ëÿþòñÿ ÷åòíûå ÷èñëà âèäà 2p (ãäå p � ïðîñòîå), ïîýòîìó íàì ïðèäåòñÿ
íàó÷èòüñÿ ñêëåèâàòü áîëåå ñëîæíûå ïî ñòðóêòóðå ïðèìåðû èç äâóõ ïî-
ëîñîê.

Ìû ïîñòðîèì ïëàíàðíûé ãðàô H ′k íà 4k + 2 âåðøèíàõ (k ≥ 1), êîòî-
ðûé ñêëååí èç äâóõ ïîëîñîê 1 × (2k + 2). Ïðèìåð äëÿ k = 1 èçîáðàæåí
íà ðèñóíêå 5a. Â èçîáðàæåííîì ãðàôå H ′1 äâå âåðøèíû ñòåïåíè 2 ðàçíûõ
öâåòîâ (ïóñòü ýòî âåðøèíà x öâåòà 2 è âåðøèíà y öâåòà 1), 4 âåðøè-
íû ñòåïåíè 3 (ïî äâå êàæäîãî èç öâåòîâ), îñòàëüíûå âåðøèíû èìåþò
ñòåïåíü 4. Ñïëîøíûìè ëèíèÿìè ïîêàçàíû ïðîñòûå ð¼áðà ãðàôà H ′1, à
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Ðèñ. 5: Ñêëåéêà ïî÷òè ïëàíàðíîãî ãðàôà èç äâóõ ïîëîñîê.

ïóíêòèðíûìè � ïðàâûå. Ëåãêî âèäåòü, êàê ýòîò ïðèìåð ñêëååí èç äâóõ
ïîëîñîê 1×4. Íåñëîæíî àíàëîãè÷íî äîñòðîèòü ýòîò ïðèìåð äî ãðàôà H ′k
íà 4k + 2 âåðøèíàõ, äîáàâèâ åùå k − 1 êâàäðàò.

Íà ðèñóíêå 5b ïîêàçàíî, êàê â êàæäîé èç ïîëîñîê ïðîâîäÿòñÿ ëåâûå
ð¼áðà. Âàæíî, ÷òî â îáåèõ ïîëîñêàõ, èç êîòîðûõ ñêëååí ãðàô G′, äâà óãëà
êàæäîé ïîëîñêè, èç êîòîðûõ âûõîäÿò ëåâûå ð¼áðà � ýòî âåðøèíû x è y.
Ïðè k ≥ 1 ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî êðàòíûõ ð¼áåð íå îáðàçóåòñÿ.

Çàìå÷àíèå 4. 1) Îòìåòèì, ÷òî ïðè k = 0 â îáåèõ ïîëîñêàõ áûëî áû
ïðîâåäåíî ðåáðî xy, êîòîðîå èìåëî áû êðàòíîñòü 2. Ïðîâåñòè â ïîëîñêå
âìåñòî ëåâûõ ð¼áåð ïðàâûå ð¼áðà (òî åñòü, äðóãèå ð¼áðà, ïåðåñåêàþùèå
ïåðåãîðîäêè ïîëîñêè) íå ïîëó÷èòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ïîïûòêà ñîåäèíèòü
óãîë ïîëîñêè, èìåþùèé ñòåïåíü 3 â ãðàôå H ′k ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ïðè
òàêîì ñïîñîáå âåðøèíîé ïðèâåäåò ê îáðàçîâàíèþ êðàòíîãî ðåáðà � ñòî-
ðîíû âåðõíåãî èëè íèæíåãî êâàäðàòà.

2) Òàêæå îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóþò äîñòàòî÷íî ìíîãî äðóãèõ ïëàíàð-
íûõ ãðàôîâ, êîòîðûå ìîæíî ñêëåèòü èç äâóõ ïîëîñîê îäèíàêîâîé äëèíû.

Ïðîâåäåì ëåâûå ð¼áðà â ãðàôå H ′k è ïîëó÷èì ãðàôHk c v(Hk) = 4k+2
è e(Hk) = 3v(Hk) − 8. Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî β(v) = 3v − 8
äëÿ v = 4k + 2, ãäå k � íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

Òåïåðü ðàçáåð¼ìñÿ ñ ìàëûìè çíà÷åíèÿìè v. Äëÿ v = 4, è v = 5 ýêñ-
òðåìàëüíûå ïðèìåðû � ýòî ïîëíûå äâóäîëüíûå ãðàôû K2,2 è K2,3. Ýòè
ãðàôû ÿâëÿþòñÿ ïëàíàðíûìè (à çíà÷èò, è ïî÷òè ïëàíàðíûìè). Îòìå-
òèì, ÷òî e(K2,2) = 4 = 3 · 4 − 8 è e(K2,3) = 6 = 3 · 5 − 9. Òåì ñàìûì, ìû
äîêàçàëè, ÷òî β(4) = 4 è β(5) = 6.

Äëÿ v = 6 è v = 7 ýêñòðåìàëüíûå ïðèìåðû � ýòî ïîëíûå äâóäîëü-
íûå ãðàôû K3,3 è K3,4. Îíè ÿâëÿþòñÿ ïî÷òè ïëàíàðíûìè, òàê êàê òàêî-
âûì ÿâëÿåòñÿ ãðàô K4,4, èçîáðàæ¼ííûé íà ðèñóíêå 4 ñïðàâà. Îòìåòèì,
÷òî e(K3,3) = 9 = 3 · 6 − 9 è e(K3,4) = 12 = 3 · 7 − 9. Òåì ñàìûì, ìû
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äîêàçàëè, ÷òî β(6) = 9 è β(7) = 12.
Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî β(v) = 3v − 9 äëÿ íå÷åòíûõ v ≥ 9. Äëÿ ýòî-

ãî äîñòàòî÷íî íà îäíîé èç ãðàíåé ïîñòðîåííûõ âûøå ãðàôîâ íà v − 1
âåðøèíå ñ 3(v − 1) − 8 ð¼áðàìè (îòìåòèì, ÷òî v − 1 � ÷åòíîå ÷èñëî,
íå ìåíüøåå 8) äîáàâèòü âåðøèíó a è ñîåäèíèòü åå ñ äâóìÿ âåðøèíàìè
îäèíàêîâîãî öâåòà, êàê íà ðèñóíêå 3a.

Òåïåðü òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

4 Î ïîëíûõ äâóäîëüíûõ ãðàôàõ

Â çàêëþ÷åíèè âñïîìíèì î ïîëíûõ äâóäîëüíûõ ãðàôàõ, è âûÿñíèì, êàêèå
èç íèõ ÿâëÿþòñÿ ïî÷òè ïëàíàðíûìè. Ãðàôû K1,n è K2,n ÿâëÿþòñÿ ïëà-
íàðíûìè è, ñëåäîâàòåëüíî, ïî÷òè ïëàíàðíûìè. Ìû óñòàíîâèëè âûøå,
÷òî ãðàôû K3,3, K3,4 è K4,4 ÿâëÿþòñÿ ïî÷òè ïëàíàðíûìè.

Èç ðèñóíêà 6 ÿñíî, ÷òî ãðàô K3,6 (à çíà÷èò, è åãî ïîäãðàô K3,5) ÿâ-
ëÿåòñÿ ïî÷òè ïëàíàðíûì. Òàê êàê e(K4,5) = 20 > 3 · 9 − 9, òî ãðàô K4,5

íå ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïëàíàðíûì.
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Ðèñ. 6: Ãðàô K3,6.

Ïîêàæåì, ÷òî ãðàô K3,7 íå ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïëàíàðíûì, òî åñòü, åãî
íåëüçÿ èçîáðàçèòü íà ïëîñêîñòè òàê, ÷òîáû êàæäîå ðåáðî ïåðåñåêàëî íå
áîëåå, ÷åì îäíî äðóãîå.

Ñíà÷àëà îòìåòèì, ÷òî cr(K3,3) ≥ 1. Òåïåðü ðàññìîòðèì ãðàô K3,5.
Â ëþáîì èçîìîðôíîì K3,3 ïîäãðàôå (êîòîðûõ, î÷åâèäíî, 10) åñòü õîòÿ
áû îäíî ïåðåñå÷åíèå ð¼áåð. Êàæäàÿ ïàðà ïåðåñåêàþùèõñÿ ð¼áåð, êàê
íåòðóäíî ïîíÿòü, âõîäèò ðîâíî â C1

3 = 3 ïîäãðàôîâ K3,3. Ñëåäîâàòåëüíî,
cr(K3,5) ≥ 10

3
, íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî cr(K3,5) ≥ 4.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ãðàô K3,7. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè
ïëàíàðíûì. Ïîíÿòíî, ÷òî ýòîò ãðàô ìàêñèìàëåí (êàê ïîëíûé äâóäîëü-
íûé ãðàô). Ðàññìîòðèì åãî ïðàâèëüíîå èçîáðàæåíèå. Â ñèëó ëåììû 1
ëþáîé âåðøèíå ñòåïåíè 7 èíöèäåíòíî õîòÿ áû d7

3
e = 3 ïðîñòûõ ð¼áåð,
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îòêóäà íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî â íàøåì èçîáðàæåíèè õîòÿ áû 9 ïðîñòûõ
ð¼áåð, à çíà÷èò, cr(K3,7) ≤ 21−9

2
= 6.

Îäíàêî, â êàæäîì èçîìîðôíîìK3,5 ïîäãðàôå íå ìåíåå 4 ïåðåñå÷åíèé.
Âñåãî òàêèõ ïîäãðàôîâ C5

7 = 21, à êàæäîå ïåðåñå÷åíèå âõîäèò â C3
5 = 10

ïîäãðàôîâ K3,5, îòêóäà cr(K3,7) ≥ cr(K3,5) · 21
10

= 84
10

> 6. Ïîëó÷åííîå
ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî ãðàô K3,7 íå ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïëàíàðíûì.

Òàêèì îáðàçîì, ñðåäè ïîëíûõ äâóäîëüíûõ ãðàôîâ ïî÷òè ïëàíàðíû-
ìè ÿâëÿþòñÿ K1,n, K2,n, K3,3, K3,4, K3,5, K3,6 è K4,4, à îñòàëüíûå � íå
ÿâëÿþòñÿ.
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