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ÀÍÍÎÒÀÖÈß

Â ïðîñòðàíñòâå L2(O; Cn), ãäå O ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðà-
íèöåé êëàññà C2, ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàòðè÷íûé ýëëèïòè÷åñêèé äèôôå-
ðåíöèàëüíûé îïåðàòîð AD,ε âòîðîãî ïîðÿäêà ïðè óñëîâèè Äèðèõëå íà
ãðàíèöå. Çäåñü ε > 0 � ìàëûé ïàðàìåòð, êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðà ïå-
ðèîäè÷íû è çàâèñÿò îò x/ε. Íàéäåíà àïïðîêñèìàöèÿ îïåðàòîðà A−1

D,ε ïî

íîðìå îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç L2(O; Cn) â ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà
H1(O; Cn), ñ ïîãðåøíîñòüþ O(

√
ε). Àïïðîêñèìàöèÿ äàåòñÿ ñóììîé îïå-

ðàòîðà (A0
D)−1 è êîððåêòîðà ïåðâîãî ïîðÿäêà, ãäå A0

D � ýôôåêòèâíûé
îïåðàòîð ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè ïðè óñëîâèè Äèðèõëå íà ãðà-
íèöå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïåðèîäè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû,
óñðåäíåíèå, ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð, êîððåêòîð, îïåðàòîðíûå îöåíêè ïî-
ãðåøíîñòè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 11-01-00458-à) è ïðî-
ãðàììû ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë.
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Ââåäåíèå

Ðàáîòà îòíîñèòñÿ ê òåîðèè óñðåäíåíèé (ãîìîãåíèçàöèè) ïåðèîäè÷å-
ñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ (ÄÎ). Çàäà÷àì óñðåäíåíèÿ â ïðåäå-
ëå ìàëîãî ïåðèîäà ïîñâÿùåíà îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà. Óêàæåì, â ïåðâóþ
î÷åðåäü, êíèãè [BeLP], [BaPa], [ZhKO].
0.1. Òåîðåòèêî-îïåðàòîðíûé ïîäõîä ê çàäà÷àì óñðåäíåíèÿ. Â ñå-
ðèè ðàáîò Ì. Ø. Áèðìàíà è Ò. À. Ñóñëèíîé [BSu1-5] áûë ïðåäëîæåí è
ðàçâèò íîâûé òåîðåòèêî-îïåðàòîðíûé (ñïåêòðàëüíûé) ïîäõîä ê çàäà÷àì
òåîðèè óñðåäíåíèé. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ïîäõîäà áûëè ïîëó÷åíû òàê íàçû-
âàåìûå îïåðàòîðíûå îöåíêè ïîãðåøíîñòè â çàäà÷àõ ãîìîãåíèçàöèè äëÿ
ýëëèïòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ (ÄÎ). Ðàññìàòðèâàëèñü
ìàòðè÷íûå ýëëèïòè÷åñêèå ÄÎ, äåéñòâóþùèå â ïðîñòðàíñòâå L2(Rd; Cn)
è äîïóñêàþùèå ôàêòîðèçàöèþ âèäà Aε = b(D)∗g(x/ε)b(D), ε > 0. Çäåñü
g(x) � (m × m)-ìàòðèöà, îãðàíè÷åííàÿ, ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ
è ïåðèîäè÷åñêàÿ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ðåøåòêè Γ. ×åðåç Ω îáîçíà-
÷èì ýëåìåíòàðíóþ ÿ÷åéêó ðåøåòêè Γ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî m > n, à
b(D) � (m× n)-ìàòðè÷íûé îäíîðîäíûé ÄÎ ïåðâîãî ïîðÿäêà òàêîé, ÷òî
rank b(ξ) = n ïðè 0 6= ξ ∈ Rd. Ïðîñòåéøèé ïðèìåð îïåðàòîðà òàêîãî âè-
äà ïðåäñòàâëÿåò ñêàëÿðíûé ýëëèïòè÷åñêèé îïåðàòîðAε = −div g(x/ε)∇.
Îïåðàòîð òåîðèè óïðóãîñòè òàêæå äîïóñêàåò çàïèñü â íóæíîì âèäå. Ïî-
äðîáíåå î ïðèìåðàõ ÄÎ ðàññìàòðèâàåìîãî òèïà ñì. [BSu2].
Â ðàáîòàõ [BSu1-5] èçó÷àëñÿ âîïðîñ î ïîâåäåíèè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

Aεuε + uε = F, ãäå F ∈ L2(Rd; Cn), ïðè ìàëîì ε. Ïðè ε → 0 ðåøåíèå uε

ñõîäèòñÿ â L2(Rd; Cn) ê ðåøåíèþ u0 ”óñðåäí¼ííîãî“ óðàâíåíèÿ A0u0 +
u0 = F. Çäåñü A0 = b(D)∗g0b(D) � ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð ñ ïîñòîÿííîé
ýôôåêòèâíîé ìàòðèöåé g0. Â [BSu1,2] áûëà óñòàíîâëåíà îöåíêà

‖uε − u0‖L2(Rd) 6 Cε‖F‖L2(Rd).

Â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðåçîëüâåíòà (Aε + I)−1 ñõî-
äèòñÿ ïðè ε → 0 ïî îïåðàòîðíîé íîðìå â L2(Rd; Cn) ê ðåçîëüâåíòå ýô-
ôåêòèâíîãî îïåðàòîðà, ïðè÷åì âûïîëíåíà îöåíêà

‖(Aε + I)−1 − (A0 + I)−1‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 Cε. (0.1)

Â äàëüíåéøåì â ðàáîòàõ [BSu3,4] áûëà ïîëó÷åíà áîëåå òî÷íàÿ àïïðîê-
ñèìàöèÿ ðåçîëüâåíòû (Aε + I)−1 ïî îïåðàòîðíîé íîðìå â L2(Rd; Cn) ñ
ïîãðåøíîñòüþ O(ε2). (Çäåñü ìû íå îñòàíàâëèâàåìñÿ íà ýòîì ïîäðîáíåå.)
Â [BSu5] áûëà íàéäåíà àïïðîêñèìàöèÿ ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà Aε ïî

íîðìå îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç L2(Rd; Cn) â ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà
H1(Rd; Cn) (÷òî ñîîòâåòñòâóåò àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèÿ uε â ýíåðãåòè÷å-
ñêîé íîðìå):

‖(Aε + I)−1 − (A0 + I)−1 − εK(ε)‖L2(Rd)→H1(Rd) 6 Cε. (0.2)

Çäåñü K(ε) � êîððåêòîð. Îïåðàòîð K(ε) ñîäåðæèò áûñòðî îñöèëëèðóþ-
ùèå ìíîæèòåëè, è ïîòîìó çàâèñèò îò ε.
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Îöåíêè âèäà (0.1), (0.2), ïîëó÷èâøèå íàçâàíèå îïåðàòîðíûõ îöåíîê

ïîãðåøíîñòè, òî÷íû ïî ïîðÿäêó; ïîñòîÿííûå â îöåíêàõ êîíòðîëèðóþò-
ñÿ ÿâíî ÷åðåç äàííûå çàäà÷è. Ìåòîä ðàáîò [BSu1�5] îñíîâàí íà ïðè-
ìåíåíèè ìàñøòàáíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ è òåîðèè Ôëîêå-Áëîõà. Îïåðàòîð
A = b(D)∗g(x)b(D) ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìîé èíòåãðàë ïî ñåìåéñòâó îïå-
ðàòîðîâ A(k), äåéñòâóþùèõ â ïðîñòðàíñòâå L2(Ω; Cn) è çàâèñÿùèõ îò
ïàðàìåòðà k (êâàçèèìïóëüñà). Îïåðàòîðíîå ñåìåéñòâî A(k) èìååò äèñ-
êðåòíûé ñïåêòð è àíàëèòè÷åñêè çàâèñèò îò k. Îíî èçó÷àåòñÿ ìåòîäàìè
àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè âîçìóùåíèé. Áûëî âûÿñíåíî, ÷òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ
ýôôåêòèâíîãî îïåðàòîðà è ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ïîãðåøíîñòè ñóùåñòâåí-
íóþ ðîëü èãðàþò ëèøü ñïåêòðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè îïåðàòîðà A âáëè-
çè êðàÿ ñïåêòðà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ãîìîãåíèçàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîÿâëåíèåì
ñïåêòðàëüíîãî ïîðîãîâîãî ýôôåêòà.

0.2. Äðóãîé ïîäõîä ê ïîëó÷åíèþ îïåðàòîðíûõ îöåíîê ïîãðåøíîñòè
â çàäà÷àõ óñðåäíåíèÿ áûë ïðåäëîæåí Â. Â. Æèêîâûì. Â ðàáîòàõ [Zh1,
Zh2, ZhPas, Pas] ðàññìàòðèâàëèñü ñêàëÿðíûé ýëëèïòè÷åñêèé îïåðàòîð
−div g(x/ε)∇ (ñ âåùåñòâåííîé ìàòðèöåé g(x)) è ñèñòåìà òåîðèè óïðó-
ãîñòè. Áûëè ïîëó÷åíû îöåíêè âèäà (0.1), (0.2) äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ
çàäà÷ â Rd. Ìåòîä îñíîâàí íà àíàëèçå ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ ê ðåøå-
íèþ è ââåäåíèè äîïîëíèòåëüíîãî ïàðàìåòðà (ñäâèãà íà âåêòîð ω ∈ Ω).
Ïîìèìî çàäà÷ â Rd èçó÷àëèñü çàäà÷è â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè O ⊂ Rd

ïðè óñëîâèè Äèðèõëå ëèáî Íåéìàíà íà ãðàíèöå. Ïðè ýòîì àïïðîêñèìà-
öèÿ ðåøåíèé â êëàññå H1(O) âûâîäèëàñü èç ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåçóëü-
òàòà â Rd. Çà ñ÷åò âëèÿíèÿ ”ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ“ îöåíêè â îãðàíè÷åííîé
îáëàñòè óõóäøàþòñÿ è ïîëó÷àåòñÿ ïîãðåøíîñòü O(ε1/2). Îöåíêà âèäà

‖uε − u0‖L2(O) 6 Cε1/2‖F‖L2(O) ïîëó÷àåòñÿ çàãðóáëåíèåì èç àïïðîêñè-

ìàöèè ðåøåíèÿ â H1(O).
Áëèçêèå ðåçóëüòàòû äëÿ îïåðàòîðà −div g(x/ε)∇ â îãðàíè÷åííîé îá-

ëàñòè ïðè óñëîâèè Äèðèõëå ëèáî Íåéìàíà áûëè óñòàíîâëåíû â ðàáîòàõ
Ãðèçî [Gr1, Gr2] ñ ïîìîùüþ ”unfolding“ -ìåòîäà.
0.3. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ ìàòðè÷-
íûå ÄÎ AD,ε â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè O ⊂ Rd ñ ãðàíèöåé êëàññà C2.
Îïåðàòîð AD,ε çàäàí äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì b(D)∗g(x/ε)b(D)
ïðè óñëîâèè Äèðèõëå íà ∂O. Ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð A0

D çàäàí âûðàæå-
íèåì b(D)∗g0b(D) ïðè óñëîâèè Äèðèõëå. Èçó÷àåòñÿ ïîâåäåíèå ðåøåíèé
óðàâíåíèÿ AD,εuε = F, ãäå F ∈ L2(O; Cn), ïðè ìàëîì ε. Óñòàíàâëèâàþò-
ñÿ îöåíêè H1-íîðìû ðàçíîñòè ðåøåíèÿ uε è åãî ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ
ñ ó÷åòîì êîððåêòîðà. Çàãðóáëåíèåì ýòîãî ðåçóëüòàòà ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà
äëÿ ‖uε − u0‖L2(O). Çäåñü u0 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ A0

Du0 = F.
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû � òåîðåìû 6.1 è 7.1. Â îïåðàòîðíûõ

òåðìèíàõ, óñòàíîâëåíû îöåíêè

‖A−1
D,ε − (A0

D)−1 − εKD(ε)‖L2(O)→H1(O) 6 Cε1/2, (0.3)

‖A−1
D,ε − (A0

D)−1‖L2(O)→L2(O) 6 Cε1/2. (0.4)
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Çäåñü KD(ε) � ñîîòâåòñòâóþùèé êîððåêòîð. Ïðè ýòîì êîððåêòîð èìå-
åò ðàçëè÷íóþ ôîðìó â çàâèñèìîñòè îò ñâîéñòâ ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøå-
íèÿ Λ(x) âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è (1.5). Åñëè Λ îãðàíè÷åíî, êîððåêòîð
èìååò ñòàíäàðòíûé âèä (òåîðåìà 6.1). Â îáùåì ñëó÷àå êîððåêòîð ñîäåð-
æèò âñïîìîãàòåëüíûé ñãëàæèâàþùèé îïåðàòîð (òåîðåìà 7.1). Ïîìèìî
àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèÿ uε â H1(O; Cn) ïîëó÷åíà òàêæå àïïðîêñèìàöèÿ
ïîòîêà gεb(D)uε â L2(O; Cm).

0.4. Ìåòîä îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè ðåçóëüòàòîâ (0.1), (0.2) äëÿ çàäà-
÷è óñðåäíåíèÿ â Rd, ïîëó÷åííûõ â [BSu2,5], è íà ïðèåìàõ, ïðåäëîæåííûõ
â [Zh2], [ZhPas], êîòîðûå ïîçâîëÿþò âûâîäèòü îöåíêó âèäà (0.3) èç (0.1),
(0.2). Îñíîâíûå òðóäíîñòè ñâÿçàíû ñ îöåíèâàíèåì ”ïîïðàâêè“ wε � ðå-
øåíèÿ çàäà÷è Aεwε = 0 â O, wε = εKD(ε)F íà ∂O. Ïðè ýòîì ìû íå
ìîæåì îïèðàòüñÿ íà ñïåöèôè÷åñêèå ôàêòû òåîðèè ñêàëÿðíûõ ýëëèïòè-
÷åñêèõ óðàâíåíèé, ïîñêîëüêó èçó÷àåì äîñòàòî÷íî îáùèé êëàññ ìàòðè÷-
íûõ ýëëèïòè÷åñêèõ ÄÎ.

0.5. Îöåíêè ïîãðåøíîñòè â L2(O). Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî îöåíêà (0.4)
ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî ãðóáûì ñëåäñòâèåì èç (0.3). Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé
âîïðîñ îá óëó÷øåíèè îöåíêè (0.4). Â ðàáîòå [ZhPas] äëÿ ñêàëÿðíîãî ýë-
ëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà −div g(x/ε)∇ (ñ âåùåñòâåííîé ìàòðèöåé g(x))
áûëà ïîëó÷åíà îöåíêà äëÿ ‖A−1

D,ε−(A0
D)−1‖L2→L2 ïîðÿäêà ε

d
2d−2 ïðè d > 3

è ïîðÿäêà ε| log ε| ïðè d = 2. Â äîêàçàòåëüñòâå ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàë-
ñÿ ïðèíöèï ìàêñèìóìà, ñïåöèôè÷åñêèé äëÿ ñêàëÿðíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ
óðàâíåíèé.
Íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ è òåõíèêè íàñòîÿùåé ñòàòüè îäíîìó èç àâòîðîâ

óäàëîñü ïîëó÷èòüòî÷íóþ ïî ïîðÿäêó îïåðàòîðíóþ îöåíêó ïîãðåøíîñòè

‖A−1
D,ε − (A0

D)−1‖L2(O)→L2(O) 6 Cε.

Äîêàçàòåëüñòâó ýòîãî ðåçóëüòàòà ïîñâÿùåíà îòäåëüíàÿ ñòàòüÿ [Su].

0.6. Ñòðóêòóðà ñòàòüè. Â ðàáîòå ñåìü ïàðàãðàôîâ. Â �1 ââåäåí êëàññ
ðàññìàòðèâàåìûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â L2(Rd; Cn). Äàíî îïèñàíèå
ýôôåêòèâíîãî îïåðàòîðà è êîððåêòîðà. Ñôîðìóëèðîâàíû íóæíûå äëÿ
äàëüíåéøåãî ðåçóëüòàòû èç [BSu2,5]. Â �2 îïèñàíû ñâîéñòâà ìàòðèöû-
ôóíêöèè Λ. Â �3 ââîäèòñÿ ñãëàæèâàíèå ïî Ñòåêëîâó è óñòàíàâëèâàåòñÿ
åùå îäíà òåîðåìà äëÿ çàäà÷è óñðåäíåíèÿ â Rd. �4 ñîäåðæèò ïîñòàíîâ-
êó çàäà÷è â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè è îïèñàíèå ”óñðåäíåííîé“ çàäà÷è. Â
�5 ñîäåðæàòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ äàëü-
íåéøåãî èññëåäîâàíèÿ. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû ñôîðìóëèðîâàíû
è äîêàçàíû â �6, 7. Ïðè ýòîì â �6 èçó÷àåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà Λ ∈ L∞, à â
�7 ðàññìàòðèâàåòñÿ îáùèé ñëó÷àé.

0.7. Îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü H, H∗ � êîìïëåêñíûå ñåïàðàáåëüíûå ãèëüáåð-
òîâû ïðîñòðàíñòâà. Ñèìâîëû (·, ·)H è ‖ · ‖H îçíà÷àþò ñêàëÿðíîå ïðîèç-
âåäåíèå è íîðìó â H; ñèìâîë ‖ · ‖H→H∗ îçíà÷àåò íîðìó ëèíåéíîãî íåïðå-
ðûâíîãî îïåðàòîðà èç H â H∗.
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Ñèìâîëû 〈·, ·〉 è | · | îçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäå-
íèå è íîðìó â Cn; 1 = 1n � åäèíè÷íàÿ (n × n)-ìàòðèöà. Åñëè a �
(n×n)-ìàòðèöà, òî ñèìâîë |a| îçíà÷àåò íîðìó ìàòðèöû a êàê îïåðàòîðà
â Cn. Èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd, iDj = ∂j = ∂/∂xj ,
j = 1, . . . , d,D = −i∇ = (D1, . . . , Dd). Êëàññû Lp âåêòîð-ôóíêöèé â îáëà-

ñòè O ⊂ Rd ñî çíà÷åíèÿìè â Cn îáîçíà÷àåì ÷åðåç Lp(O; Cn), 1 6 p 6 ∞.

Êëàññû Ñîáîëåâà Cn-çíà÷íûõ ôóíêöèé â îáëàñòè O ⊂ Rd îáîçíà÷à-
þòñÿ ÷åðåç Hs(O; Cn). ×åðåç H1

0 (O; Cn) îáîçíà÷àåòñÿ çàìûêàíèå êëàññà
C∞

0 (O; Cn) â ïðîñòðàíñòâå H1(O; Cn). Ïðè n = 1 ïèøåì ïðîñòî Lp(O),
Hs(O) è ò. ä., íî èíîãäà ìû ïðèìåíÿåì òàêèå óïðîùåííûå îáîçíà÷åíèÿ
è äëÿ ïðîñòðàíñòâ âåêòîð-ôóíêöèé èëè ìàòðè÷íîçíà÷íûõ ôóíêöèé.

�1. Çàäà÷à óñðåäíåíèÿ äëÿ ïåðèîäè÷åñêîãî ýëëèïòè÷åñêîãî

îïåðàòîðà â L2(Rd; Cn)

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû îïèñûâàåì êëàññ ðàññìàòðèâàåìûõ ìàòðè÷íûõ
ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ è ôîðìóëèðóåì ðåçóëüòàòû îá óñðåäíåíèè
äëÿ çàäà÷è â Rd, ïîëó÷åííûå â [BSu2,5].

1.1. Ðåøåòêè â Rd. Ïóñòü Γ ⊂ Rd � ðåøåòêà, ïîðîæäåííàÿ áàçèñîì
a1, . . . ,ad ∈ Rd:

Γ = {a ∈ Rd : a =
d∑

j=1

νjaj , νj ∈ Z},

è ïóñòü Ω � (ýëåìåíòàðíàÿ) ÿ÷åéêà ðåøåòêè Γ:

Ω := {x ∈ Rd : x =
d∑

j=1

τjaj , −1
2

< τj <
1
2
}.

Áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèåì |Ω| = mes Ω.
Äâîéñòâåííûé ïî îòíîøåíèþ ê a1, . . . ,ad áàçèñ b1, . . . ,bd â Rd îïðåäå-

ëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèé 〈bi,aj〉 = 2πδij . Ýòîò áàçèñ ïîðîæäàåò ðåøåòêó

Γ̃ = {b ∈ Rd : b =
d∑

i=1

ρibi, ρi ∈ Z},

äâîéñòâåííóþ ê ðåøåòêå Γ. Íàì ïîíàäîáèòñÿ öåíòðàëüíàÿ çîíà Áðèë-
ëþåíà

Ω̃ = {k ∈ Rd : |k| < |k− b|, 0 6= b ∈ Γ̃},

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé îáëàñòüþ äëÿ Γ̃.
Íèæå ÷åðåç H̃1(Ω) îáîçíà÷àåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâî òåõ ôóíêöèé èç

H1(Ω), Γ-ïåðèîäè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå êîòîðûõ íà Rd ïðèíàäëåæèò
H1

loc
(Rd). Åñëè ϕ(x) � Γ-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â Rd, îáîçíà÷èì

ϕε(x) := ϕ(ε−1x), ε > 0.
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1.2. Êëàññ îïåðàòîðîâ. Â L2(Rd; Cn) ðàññìàòðèâàåòñÿ ÄÎ Aε âòîðîãî
ïîðÿäêà, ôîðìàëüíî çàäàííûé äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì

Aε = b(D)∗gε(x)b(D), ε > 0. (1.1)

Çäåñü èçìåðèìàÿ ìàòðèöà-ôóíêöèÿ g(x) ðàçìåðàm×m (âîîáùå ãîâîðÿ, ñ
êîìïëåêñíûìè ýëåìåíòàìè) ïðåäïîëàãàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé îòíîñèòåëü-
íî ðåø¼òêè Γ, ðàâíîìåðíî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé è îãðàíè÷åííîé.
Äàëåå, b(D) � îäíîðîäíûé (m × n)-ìàòðè÷íûé ÄÎ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ
ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè:

b(D) =
d∑

l=1

blDl, (1.2)

ãäå bl � ïîñòîÿííûå ìàòðèöû (âîîáùå ãîâîðÿ, ñ êîìïëåêñíûìè ýëåìåí-

òàìè). Îïåðàòîðó b(D) îòâå÷àåò ñèìâîë b(ξ) =
∑d

l=1 blξl, ξ ∈ Rd. Ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî m > n è rank b(ξ) = n, ∀ξ 6= 0. Ýòî óñëîâèå ðàâíîñèëüíî
ñóùåñòâîâàíèþ ïîñòîÿííûõ α0 è α1 òàêèõ, ÷òî

α01n 6 b(θ)∗b(θ) 6 α11n, θ ∈ Sd−1, 0 < α0 6 α1 < ∞. (1.3)

Ñòðîãîå îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà Aε äà¼òñÿ ÷åðåç ñîîòâåòñòâóþùóþ
êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

aε[u,u] =
∫

Rd

〈gε(x)b(D)u, b(D)u〉 dx, u ∈ H1(Rd; Cn).

Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ýòà ôîðìà çàìêíóòà â L2(Rd; Cn) è
íåîòðèöàòåëüíà. Èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå è óñëîâèå (1.3), ëåãêî
óáåäèòüñÿ, ÷òî âûïîëíåíû îöåíêè

c0

∫
Rd

|Du|2 dx 6 aε[u,u] 6 c1

∫
Rd

|Du|2 dx, u ∈ H1(Rd; Cn), (1.4)

ãäå c0 = α0‖g−1‖−1
L∞

, c1 = α1‖g‖L∞ .
Ïðîñòåéøèé ïðèìåð îïåðàòîðà (1.1) � ýòî ñêàëÿðíûé ýëëèïòè÷åñêèé

îïåðàòîð Aε = −div gε(x)∇ = D∗gε(x)D. Â ýòîì ñëó÷àå n = 1, m = d,
b(D) = D. Î÷åâèäíî, óñëîâèå (1.3) âûïîëíåíî ïðè α0 = α1 = 1. Îïåðàòîð
òåîðèè óïðóãîñòè òàêæå äîïóñêàåò çàïèñü â âèäå (1.1) ïðè n = d, m =
d(d + 1)/2. Ýòè è äðóãèå ïðèìåðû ïîäðîáíî ðàññìîòðåíû â [BSu2].

1.3. Ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð. Äëÿ ôîðìóëèðîâêè ðåçóëüòàòîâ íàì
íóæíî îïèñàòü ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð A0.
Ïóñòü Λ(x) � ìàòðèöà-ôóíêöèÿ ðàçìåðà n×m, ÿâëÿþùàÿñÿ (ñëàáûì)

Γ-ïåðèîäè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è

b(D)∗g(x) (b(D)Λ(x) + 1m) = 0,

∫
Ω

Λ(x) dx = 0. (1.5)
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Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ ñòîëáöîâ vj(x), j = 1, . . . ,m, ìàòðèöû Λ(x) âåðíî
ñëåäóþùåå: vj ∈ H̃1(Ω; Cn), ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî∫

Ω
〈g(x)(b(D)vj(x) + ej), b(D)η(x)〉 dx = 0, ∀η ∈ H̃1(Ω; Cn),

è
∫
Ω vj(x) dx = 0. Çäåñü e1, . . . , em � ñòàíäàðòíûå îðòû â Cm.

Òàê íàçûâàåìàÿ ýôôåêòèâíàÿ ìàòðèöà g0 ðàçìåðà m × m ñòðîèòñÿ
ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

g0 = |Ω|−1

∫
Ω

g(x) (b(D)Λ(x) + 1m) dx. (1.6)

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìàòðèöà g0 ïîëîæèòåëüíà. Ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð

A0 äëÿ îïåðàòîðà (1.1) çàäàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì

A0 = b(D)∗g0b(D)

íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ H2(Rd; Cn).
1.4. Ñâîéñòâà ýôôåêòèâíîé ìàòðèöû. Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ýôôåê-
òèâíîé ìàòðèöû óñòàíîâëåíû â [BSu2, ãë. 3, òåîðåìà 1.5].

Ïðåäëîæåíèå 1.1. Äëÿ ýôôåêòèâíîé ìàòðèöû ñïðàâåäëèâû îöåíêè

g 6 g0 6 g. (1.7)

Çäåñü

g = |Ω|−1

∫
Ω

g(x) dx, g =
(
|Ω|−1

∫
Ω

g(x)−1 dx
)−1

.

Ïðè m = n ýôôåêòèâíàÿ ìàòðèöà g0 ñîâïàäàåò ñ g.

Îöåíêè (1.7) èçâåñòíû â òåîðèè óñðåäíåíèé äëÿ êîíêðåòíûõ ÄÎ êàê
âèëêà Ôîéãòà-Ðåéññà. Âûäåëèì ñëó÷àè, êîãäà â (1.7) ðåàëèçóåòñÿ âåðõ-
íÿÿ èëè íèæíÿÿ ãðàíü. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ïîëó÷åíû â [BSu2, ãë.
3, ïðåäëîæåíèÿ 1.6 è 1.7].

Ïðåäëîæåíèå 1.2. Ðàâåíñòâî g0 = g ðàâíîñèëüíî ñîîòíîøåíèÿì

b(D)∗gk(x) = 0, k = 1, . . . ,m, (1.8)

ãäå gk(x), k = 1, . . . ,m, � ñòîëáöû ìàòðèöû g(x).
Ïðåäëîæåíèå 1.3. Ðàâåíñòâî g0 = g ðàâíîñèëüíî ïðåäñòàâëåíèÿì

lk(x) = l0k + b(D)wk, l0k ∈ Cm, wk ∈ H̃1(Ω; Cn), k = 1, . . . ,m, (1.9)

ãäå lk(x), k = 1, . . . ,m, � ñòîëáöû ìàòðèöû g(x)−1.

Î÷åâèäíî, èç (1.7) âûòåêàþò îöåíêè íîðìû äëÿ ìàòðèö g0 è (g0)−1:

|g0| 6 ‖g‖L∞ , |(g0)−1| 6 ‖g−1‖L∞ . (1.10)

1.5. Ñãëàæèâàþùèé îïåðàòîð. Íàì ïîíàäîáèòñÿ âñïîìîãàòåëüíûé
ñãëàæèâàþùèé îïåðàòîð Πε, äåéñòâóþùèé â L2(Rd; Cm) ïî ôîðìóëå

(Πεu) (x) = (2π)−d/2

∫
eΩ/ε

ei〈x,ξ〉û(ξ) dξ, (1.11)
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ãäå û(ξ) � Ôóðüå-îáðàç ôóíêöèè u(x). Èíûìè ñëîâàìè, Πε � ïñåâäî-
äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð, ñèìâîë êîòîðîãî åñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ

ôóíêöèÿ χeΩ/ε
(ξ) ìíîæåñòâà Ω̃/ε. Î÷åâèäíî, ÷òî Πε � îðòîïðîåêòîð â

êàæäîì ïðîñòðàíñòâå Hs(Rd; Cm), s > 0. Êðîìå òîãî, DαΠεu = ΠεD
αu

ïðè u ∈ Hs(Rd; Cm) äëÿ ëþáîãî ìóëüòèèíäåêñà α, òàêîãî ÷òî |α| 6 s.
Íèæå íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 1.4. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ H1(Rd; Cm) âûïîëíåíà

îöåíêà

‖Πεu− u‖L2(Rd;Cm) 6 εr−1
0 ‖Du‖L2(Rd),

ãäå r0 � ðàäèóñ øàðà, âïèñàííîãî â clos Ω̃.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè ξ ∈ Rd \ (Ω̃/ε) âûïîëíåíî |ξ| > r0ε
−1. Ñëåäîâà-

òåëüíî,

‖Πεu− u‖2
L2(Rd;Cm) =

∫
Rd\(eΩ/ε)

|û(ξ)|2 dξ

6 ε2r−2
0

∫
Rd

|ξ|2|û(ξ)|2 dξ = ε2r−2
0

∫
Rd

|Du(x)|2 dx. •

Â [BSu5, ï. 10.2] óñòàíîâëåíî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî.

Ïðåäëîæåíèå 1.5. Ïóñòü f(x) � Γ-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â Rd, ïðè-
÷åì f ∈ L2(Ω). Ïóñòü [fε] � îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ f(ε−1x).
Òîãäà îïåðàòîð [fε]Πε íåïðåðûâåí â L2(Rd; Cm), ïðè÷åì

‖[fε]Πε‖L2(Rd;Cm)→L2(Rd;Cm) 6 |Ω|−1/2‖f‖L2(Ω).

1.6. Ðåçóëüòàòû äëÿ çàäà÷è óñðåäíåíèÿ â Rd. Ðàññìîòðèì ýëëèï-
òè÷åñêîå óðàâíåíèå â Rd:

Aεuε + uε = F, (1.12)

ãäå F ∈ L2(Rd; Cn). Èçâåñòíî, ÷òî ïðè ε → 0 ðåøåíèå uε ñõîäèòñÿ â
L2(Rd; Cn) ê ðåøåíèþ ”óñðåäí¼ííîãî“ óðàâíåíèÿ

A0u0 + u0 = F. (1.13)

Â ðàáîòå [BSu2, ãë. 4, òåîðåìà 2.1] óñòàíîâëåíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.6. Ïóñòü uε � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.12) è u0 � ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ (1.13). Ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε − u0‖L2(Rd;Cn) 6 C1ε‖F‖L2(Rd;Cn), 0 < ε 6 1.

Èíà÷å ãîâîðÿ, â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,

‖(Aε + I)−1 − (A0 + I)−1‖L2(Rd;Cn)→L2(Rd;Cn) 6 C1ε, 0 < ε 6 1.

Ïîñòîÿííàÿ C1 çàâèñèò òîëüêî îò íîðì ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , îò êîíñòàíò

α0, α1 èç (1.3) è îò ïàðàìåòðîâ ðåø¼òêè Γ.
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Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü àïïðîêñèìàöèþ ðåøåíèÿ uε â ïðîñòðàíñòâå
H1(Rd; Cn), íåîáõîäèìî ó÷åñòü êîððåêòîð ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïîëîæèì

K(ε) = [Λε]Πεb(D)(A0 + I)−1. (1.14)

Çäåñü [Λε] � îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ìàòðèöó-ôóíêöèþ Λ(ε−1x), à Πε �
ñãëàæèâàþùèé îïåðàòîð, îïðåäåëåííûé â (1.11). Îïåðàòîð (1.14) îãðà-
íè÷åí êàê îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé èç L2(Rd; Cn) â H1(Rd; Cn). Ýòî ëåãêî
ïðîâåðèòü ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåíèÿ 1.5, ó÷èòûâàÿ, ÷òî Λ ∈ H̃1(Ω). Ïðè
ýòîì ε‖K(ε)‖L2→H1 = O(1).

”Ïåðâîå ïðèáëèæåíèå“ ê ðåøåíèþ uε èìååò âèä

vε = u0 + εΛεΠεb(D)u0 = (A0 + I)−1F + εK(ε)F. (1.15)

Â [BSu5, òåîðåìà 10.6] óñòàíîâëåíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.7. Ïóñòü uε � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.12) è u0 � ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ (1.13). Ïóñòü ôóíêöèÿ vε îïðåäåëåíà â (1.15). Òîãäà

‖uε − vε‖H1(Rd;Cn) 6 C2ε‖F‖L2(Rd;Cn), 0 < ε 6 1. (1.16)

Èíà÷å ãîâîðÿ, â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,

‖(Aε + I)−1 − (A0 + I)−1 − εK(ε)‖L2(Rd;Cn)→H1(Rd;Cn) 6 C2ε, 0 < ε 6 1.

Ïîñòîÿííàÿ C2 çàâèñèò òîëüêî îò m,α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ è ïàðà-

ìåòðîâ ðåø¼òêè Γ.
Âûäåëèì ñëó÷àé, êîãäà êîððåêòîð îáðàùàåòñÿ â íîëü. Ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç òåîðåìû 1.7, ïðåäëîæåíèÿ 1.2 è óðàâíåíèÿ
(1.5).

Ïðåäëîæåíèå 1.8. Åñëè g0 = g, ò. å. âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (1.8),
òî Λ = 0 è K(ε) = 0. Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε − u0‖H1(Rd;Cn) 6 C2ε‖F‖L2(Rd;Cn), 0 < ε 6 1.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ
îòíîñèòåëüíî ñâîéñòâ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.5), ñãëàæèâàþùèé îïåðàòîð Πε

â âûðàæåíèè (1.14) äëÿ êîððåêòîðà ìîæåò áûòü óñòðàíåí (çàìåíåí òîæ-
äåñòâåííûì îïåðàòîðîì). Íàëîæèì ñëåäóþùåå óñëîâèå.

Óñëîâèå 1.9. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Γ-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå Λ(x) çàäà÷è
(1.5) îãðàíè÷åíî: Λ ∈ L∞.
Ïîëîæèì

K0(ε) = [Λε]b(D)(A0 + I)−1.

Â [BSu5] ïîêàçàíî, ÷òî ïðè óñëîâèè 1.9 îïåðàòîð K0(ε) îãðàíè÷åí êàê
îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé èç L2(Rd; Cn) â H1(Rd; Cn). (Ýòîò ôàêò ëåãêî
óñìîòðåòü òàêæå èç ñëåäñòâèÿ 2.4, óñòàíîâëåííîãî íèæå.)
Ðàññìîòðèì âìåñòî (1.15) äðóãîå ïðèáëèæåíèå ê ðåøåíèþ uε:

v̌ε = u0 + εΛεb(D)u0 = (A0 + I)−1F + εK0(ε)F. (1.17)

Â [BSu5, òåîðåìà 10.8] óñòàíîâëåíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.



11

Òåîðåìà 1.10. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 1.9. Ïóñòü uε � ðåøåíèå óðàâ-

íåíèÿ (1.12), è u0 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.13). Ïóñòü ôóíêöèÿ v̌ε îïðå-

äåëåíà â (1.17). Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε − v̌ε‖H1(Rd;Cn) 6 C3ε‖F‖L2(Rd;Cn), 0 < ε 6 1.

Èíà÷å ãîâîðÿ, â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,

‖(Aε + I)−1− (A0 + I)−1− εK0(ε)‖L2(Rd;Cn)→H1(Rd;Cn) 6 C3ε, 0 < ε 6 1.

Ïîñòîÿííàÿ C3 çàâèñèò òîëüêî îò m, d, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , îò ïà-

ðàìåòðîâ ðåø¼òêè Γ, à òàêæå îò íîðìû ‖Λ‖L∞ .

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ óñëîâèå 1.9 âûïîëíåíî àâòîìàòè÷åñêè. Ñëåäóþ-
ùåå óòâåðæäåíèå ïðîâåðåíî â [BSu5, ëåììà 8.7].

Ïðåäëîæåíèå 1.11. Óñëîâèå 1.9 çàâåäîìî âûïîëíåíî, åñëè èìååò ìå-

ñòî õîòÿ áû îäíî èç ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæåíèé:
1◦. ðàçìåðíîñòü íå ïðåâîñõîäèò äâóõ, ò. å. d 6 2;
2◦. îïåðàòîð äåéñòâóåò â L2(Rd), d > 1, è èìååò âèä Aε = D∗gε(x)D,

ãäå g(x) � âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà;
3◦. ðàçìåðíîñòü ïðîèçâîëüíà è g0 = g, ò. å. âûïîëíåíî (1.9).

Îòìåòèì, ÷òî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 1.9 ìîæíî îáåñïå÷èòü è çà ñ÷åò
ïðåäïîëîæåíèÿ î íåêîòîðîé ãëàäêîñòè ìàòðèöû g(x).

�2. Ñâîéñòâà ìàòðèöû-ôóíêöèè Λ

Ñëåäóþùàÿ ëåììà óñòàíàâëèâàåòñÿ ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì
ëåììû 8.3 èç [BSu5].

Ëåììà 2.1. Ïóñòü Λ(x) � Γ-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.5). Òîãäà
äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ C∞

0 (Rd) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî∫
Rd

|DΛ(x)|2|u|2 dx 6 β1‖u‖2
L2(Rd) + β2

∫
Rd

|Λ(x)|2|Du|2 dx. (2.1)

Ïîñòîÿííûå β1 è β2 îïðåäåëåíû íèæå â (2.12) è çàâèñÿò òîëüêî îò m,
d, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü vj(x), j = 1, . . . ,m, � ñòîëáöû ìàòðèöû Λ(x).
Â ñèëó (1.5) äëÿ ëþáîé ôóíêöèè η ∈ H1(Rd; Cn) òàêîé, ÷òî η(x) = 0 ïðè
|x| > r (äëÿ êàêîãî-ëèáî r > 0), âûïîëíåíî òîæäåñòâî∫

Rd

〈g(x) (b(D)vj(x) + ej) , b(D)η(x)〉 dx = 0. (2.2)

Ïóñòü u ∈ C∞
0 (Rd). Ïîëîæèì η(x) = vj(x)|u(x)|2. Â ñèëó (1.2) èìååì:

b(D)η(x) = (b(D)vj(x)) |u(x)|2 +
d∑

l=1

blvj(x)Dl|u(x)|2. (2.3)
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Ïîäñòàâëÿÿ (2.3) â (2.2), ïîëó÷àåì∫
Rd

〈g(x) (b(D)vj(x) + ej) , b(D)vj(x)〉 |u|2 dx

+
∫

Rd

d∑
l=1

〈g(x) (b(D)vj(x) + ej) , blvj(x)〉 (Dlu u + u Dlu) dx = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

J : =
∫

Rd

∣∣∣g1/2b(D)vj

∣∣∣2 |u|2 dx = −
∫

Rd

〈
g1/2ej , g

1/2b(D)vj

〉
|u|2 dx

−
∫

Rd

d∑
l=1

〈g1/2b(D)vj , g
1/2blvj〉 (Dlu u + u Dlu) dx

−
∫

Rd

d∑
l=1

〈gej , blvj〉 (Dlu u + u Dlu) dx.

(2.4)

Îáîçíà÷èì ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè ÷åðåç J1, J2, J3. Ïåðâûé ÷ëåí J1

ìîæíî îöåíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

|J1| 6
∫

Rd

(∣∣∣g1/2ej

∣∣∣2 +
1
4

∣∣∣g1/2b(D)vj

∣∣∣2) |u|2 dx 6 ‖g‖L∞‖u‖2
L2(Rd) +

1
4
J.

(2.5)
Äàëåå, îòìåòèì îöåíêè

|bl| 6 α
1/2
1 , l = 1, . . . , d, (2.6)

âûòåêàþùèå èç (1.3). Ñ ó÷åòîì (2.6) îöåíèì âòîðîé ÷ëåí J2:

|J2| 6 2
∫

Rd

∣∣∣g1/2 b(D)vj

∣∣∣ |u|( d∑
l=1

∣∣∣g1/2blvj

∣∣∣ |Dlu|

)
dx

6
1
4
J + 4dα1‖g‖L∞

∫
Rd

|vj |2|Du|2 dx.

(2.7)

Íàêîíåö, äëÿ ÷ëåíà J3 ñïðàâåäëèâà îöåíêà:

|J3| 6 2
∫

Rd

|gej | |u|

(
d∑

l=1

|blvj | |Dlu|

)
dx

6 ‖g‖L∞‖u‖2
L2(Rd) + dα1‖g‖L∞

∫
Rd

|vj |2|Du|2 dx.

(2.8)

Èç (2.4), (2.5), (2.7), (2.8) ïîëó÷àåì

1
2
J 6 2‖g‖L∞‖u‖2

L2(Rd) + 5dα1‖g‖L∞

∫
Rd

|vj |2|Du|2 dx. (2.9)
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Ïîêàæåì òåïåðü, êàê èç (2.9) âûâîäèòñÿ òðåáóåìàÿ îöåíêà. Ñ ïîìîùüþ
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå èç íèæíåãî íåðàâåíñòâà (1.3) ïîëó÷àåì∫

Rd

|D(vju)|2 dx 6 α−1
0

∫
Rd

|b(D)(vju)|2 dx.

Â ñèëó (1.2),

b(D)(vju) = (b(D)vj)u +
d∑

l=1

blvjDlu.

Òîãäà ñ ó÷åòîì (2.6) è âûðàæåíèÿ äëÿ J (ñì. (2.4)) èìååì∫
Rd

|D(vju)|2 dx 6 2α−1
0

∫
Rd

|b(D)vj |2 |u|2 dx + 2α−1
0 α1d

∫
Rd

|vj |2|Du|2 dx

6 2α−1
0 ‖g−1‖L∞J + 2α−1

0 α1d

∫
Rd

|vj |2|Du|2 dx.

(2.10)
Î÷åâèäíî,∫

Rd

|Dvj |2 |u|2 dx 6 2
∫

Rd

|D(vju)|2 dx + 2
∫

Rd

|vj |2|Du|2 dx. (2.11)

Òåïåðü èç (2.9)�(2.11) âûòåêàåò îöåíêà∫
Rd

|Dvj |2 |u|2 dx 6 16α−1
0 ‖g−1‖L∞‖g‖L∞‖u‖2

L2(Rd)

+ 2
(
1 + 2dα−1

0 α1 + 20dα−1
0 α1‖g−1‖L∞‖g‖L∞

) ∫
Rd

|vj |2|Du|2 dx.

Ñóììèðóÿ ïî j, ïðèõîäèì ê îöåíêå (2.1) ïðè

β1 = 16mα−1
0 ‖g−1‖L∞‖g‖L∞ ,

β2 = 2
(
1 + 2dα−1

0 α1 + 20dα−1
0 α1‖g−1‖L∞‖g‖L∞

)
. •

(2.12)

Ñëåäñòâèå 2.2. Ïðè óñëîâèè 1.9 äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ H1(Rd) âû-
ïîëíåíî íåðàâåíñòâî∫

Rd

|DΛ(x)|2|u|2 dx 6 β1‖u‖2
L2(Rd) + β2‖Λ‖2

L∞

∫
Rd

|Du|2 dx. (2.13)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, âòîðîé èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (2.1)
îöåíèâàåòñÿ ÷åðåç ‖Λ‖2

L∞

∫
Rd |Du|2 dx. Òîãäà (2.13) âûïîëíåíî äëÿ ëþáîé

ôóíêöèè u ∈ C∞
0 (Rd). Ïî íåïðåðûâíîñòè íåðàâåíñòâî (2.13) ðàñïðîñòðà-

íÿåòñÿ ñ ïëîòíîãî ìíîæåñòâà C∞
0 (Rd) íà âñ¼ H1(Rd). •

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîëó÷àåòñÿ èç ëåììû 2.1 ìàñøòàáíûì ïðå-
îáðàçîâàíèåì.

Ëåììà 2.3. Â óñëîâèÿõ ëåììû 2.1 âûïîëíåíà îöåíêà∫
Rd

|(DΛ)ε (x)|2 |u(x)|2 dx 6 β1‖u‖2
L2(Rd) + β2ε

2

∫
Rd

|Λε(x)|2 |Du|2 dx.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé y = ε−1x è îáîçíà÷èì
u(x) = v(y). Òîãäà èç (2.1) ïîëó÷àåì:∫

Rd

∣∣(DΛ) (ε−1x)
∣∣2 |u(x)|2 dx =

∫
Rd

|(DΛ) (y)|2 |v(y)|2 εd dy

6 β1

∫
Rd

|v(y)|2εddy + β2

∫
Rd

|Λ(y)|2 |Dyv(y)|2εd dy

= β1

∫
Rd

|u(x)|2 dx + β2ε
2

∫
Rd

∣∣Λ (ε−1x
)∣∣2 |Dxu(x)|2 dx. •

Ñëåäñòâèå 2.4. Ïðè óñëîâèè 1.9 äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ H1(Rd) âû-
ïîëíåíî íåðàâåíñòâî∫

Rd

|(DΛ)ε(x)|2|u|2 dx 6 β1‖u‖2
L2(Rd) + β2‖Λ‖2

L∞ε2

∫
Rd

|Du|2 dx.

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ïàðàãðàôà ïðèâåäåì îöåíêè äëÿ ìàòðèöû Λ, ïî-
ëó÷åííûå â [BSu4, (6.28) è ï. 7.3]:

‖Λ‖L2(Ω) 6 |Ω|1/2m1/2(2r0)−1α
−1/2
0 ‖g‖1/2

L∞
‖g−1‖1/2

L∞
, (2.14)

‖DΛ‖L2(Ω) 6 |Ω|1/2m1/2α
−1/2
0 ‖g‖1/2

L∞
‖g−1‖1/2

L∞
. (2.15)

�3. Ñãëàæèâàíèå ïî Ñòåêëîâó. Åùå îäèí ðåçóëüòàò äëÿ

çàäà÷è óñðåäíåíèÿ â Rd

Â ðàáîòàõ [Zh2, ZhPas] âìåñòî ñãëàæèâàþùåãî îïåðàòîðà (1.11) èñ-
ïîëüçîâàëîñü ñãëàæèâàíèå ïî Ñòåêëîâó. Äëÿ çàäà÷ óñðåäíåíèÿ â îãðà-
íè÷åííîé îáëàñòè ýòî îêàçûâàåòñÿ áîëåå óäîáíûì. Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû
ïîêàæåì, ÷òî äëÿ çàäà÷è â Rd âîçìîæíû îáà âàðèàíòà, ò. å. òåîðåìà 1.7
ñîõðàíÿåò ñèëó, åñëè â êîððåêòîðå çàìåíèòü îïåðàòîð Πε ñãëàæèâàíèåì
ïî Ñòåêëîâó.

3.1. Ñãëàæèâàíèå ïî Ñòåêëîâó. Â L2(Rd; Cm) ðàññìîòðèì îïåðàòîð
Sε, äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó

(Sεu)(x) = |Ω|−1

∫
Ω

u(x− εz) dz (3.1)

è íàçûâàåìûé ñãëàæèâàþùèì îïåðàòîðîì ïî Ñòåêëîâó. Îòìåòèì, ÷òî
‖Sε‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 1. Î÷åâèäíî, DαSεu = SεD

αu ïðè u ∈ Hs(Rd; Cm)
äëÿ ëþáîãî ìóëüòèèíäåêñà α, òàêîãî ÷òî |α| 6 s.
Íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå ñâîéñòâà îïåðàòîðà (3.1), ñð. [ZhPas, ëåì-

ìû 1.1 è 1.2].

Ïðåäëîæåíèå 3.1. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ H1(Rd; Cm) âûïîëíåíà

îöåíêà

‖Sεu− u‖L2(Rd;Cm) 6 εr1‖Du‖L2(Rd), (3.2)

ãäå 2r1 = diamΩ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó íåðàâåíñòâà Êîøè èìååì:

‖Sεu− u‖2
L2(Rd;Cm) =

∫
Rd

dx
∣∣∣∣|Ω|−1

∫
Ω
(u(x− εz)− u(x)) dz

∣∣∣∣2
6 |Ω|−1

∫
Rd

dx
∫

Ω
|u(x− εz)− u(x)|2 dz.

(3.3)

Èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ïîëó÷àåì∫
Rd

|u(x− εz)− u(x)|2 dx =
∫

Rd

|exp(−iε〈z, ξ〉)− 1|2 |û(ξ)|2 dξ

6 ε2|z|2
∫

Rd

|ξ|2|û(ξ)|2 dξ = ε2|z|2
∫

Rd

|Du(x)|2 dx.

Èíòåãðèðóÿ ýòî íåðàâåíñòâî ïî z ∈ Ω, çàêëþ÷àåì, ÷òî∫
Ω

dz
∫

Rd

|u(x− εz)− u(x)|2 dx 6 ε2r2
1|Ω|

∫
Rd

|Du(x)|2 dx.

Îòñþäà è èç (3.3) âûòåêàåò (3.2). •
Ïðåäëîæåíèå 3.2. Ïóñòü f(x) � Γ-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â Rd, òà-
êàÿ ÷òî f ∈ L2(Ω). Òîãäà îïåðàòîð [fε]Sε íåïðåðûâåí â L2(Rd; Cm),
ïðè÷åì

‖[fε]Sε‖L2(Rd;Cm)→L2(Rd;Cm) 6 |Ω|−1/2‖f‖L2(Ω).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ (3.1), ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Êîøè è çà-
ìåíû ïåðåìåííûõ ïîëó÷àåì:∫

Rd

|fε(x)(Sεu)(x)|2 dx 6 |Ω|−1

∫
Rd

dx |f(ε−1x)|2
∫

Ω
|u(x− εz)|2 dz

= |Ω|−1

∫
Rd

dy
∫

Ω
|f(ε−1y + z)|2|u(y)|2 dz = |Ω|−1‖f‖2

L2(Ω)‖u‖
2
L2(Rd). •

3.2. Ïîëîæèì
K̃(ε) = [Λε]Sεb(D)(A0 + I)−1. (3.4)

Îïåðàòîð (3.4) íåïðåðûâåí èç L2(Rd; Cn) â H1(Rd; Cn). Äåéñòâèòåëüíî,
îïåðàòîð b(D)(A0+I)−1 íåïðåðûâíî ïåðåâîäèò L2(Rd; Cn) â H1(Rd; Cm).
Ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåíèÿ 3.2 è âêëþ÷åíèÿ Λ ∈ H̃1(Ω) ëåãêî óáåäèòüñÿ,
÷òî îïåðàòîð [Λε]Sε íåïðåðûâåí èç H1(Rd; Cm) â H1(Rd; Cn).
Ïóñòü uε � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.12). Âìåñòî (1.15) ðàññìîòðèì äðó-

ãîå ïåðâîå ïðèáëèæåíèå ê uε:

ṽε = u0 + εΛεSεb(D)u0 = (A0 + I)−1F + εK̃(ε)F. (3.5)

Íàðÿäó ñ òåîðåìîé 1.7 ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü uε � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.12) è u0 � ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ (1.13). Ïóñòü ôóíêöèÿ ṽε îïðåäåëåíà â (3.5). Òîãäà

‖uε − ṽε‖H1(Rd;Cn) 6 C̃2ε‖F‖L2(Rd;Cn), 0 < ε 6 1. (3.6)
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Èíà÷å ãîâîðÿ, â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,

‖(Aε + I)−1 − (A0 + I)−1 − εK̃(ε)‖L2(Rd;Cn)→H1(Rd;Cn) 6 C̃2ε, 0 < ε 6 1.

Ïîñòîÿííàÿ C̃2 çàâèñèò òîëüêî îò m, d, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ è

ïàðàìåòðîâ ðåøåòêè Γ.
Ìû âûâîäèì òåîðåìó 3.3 èç òåîðåìû 1.7.

Ëåììà 3.4. Ïðè ëþáîì u ∈ H2(Rd; Cn) ñïðàâåäëèâà îöåíêà∫
Rd

|(DΛ)ε|2|(Πε − Sε)b(D)u|2 dx 6 β1

∫
Rd

|(Πε − Sε)b(D)u|2 dx

+ β2ε
2

d∑
j=1

∫
Rd

|Λε|2|(Πε − Sε)b(D)∂ju|2 dx.

(3.7)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ïðåäëîæåíèé 1.5 è 3.2 è âêëþ÷åíèÿ Λ ∈
H̃1(Ω) âñå ÷ëåíû íåðàâåíñòâà (3.7) � íåïðåðûâíûå ôóíêöèîíàëû îò-
íîñèòåëüíî u â íîðìå ïðîñòðàíñòâà H2(Rd; Cn). Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî
C∞

0 (Rd; Cn) ïëîòíî â H2(Rd; Cn), îöåíêó (3.7) äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ïðè
u ∈ C∞

0 (Rd; Cn).
Ôèêñèðóåì ôóíêöèþ ζ ∈ C∞(R+) òàêóþ, ÷òî 0 6 ζ(t) 6 1, ζ(t) = 1

ïðè 0 6 t 6 1 è ζ(t) = 0 ïðè t > 2. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ ζR(x) =
ζ(R−1|x|) â Rd. Çäåñü R > 0 � ïàðàìåòð. Ïóñòü u ∈ C∞

0 (Rd; Cn). Òîãäà
ζR(Πε − Sε)b(D)u ∈ C∞

0 (Rd; Cm) è â ñèëó ëåììû 2.3 âûïîëíåíà îöåíêà∫
Rd

|(DΛ)ε|2|ζR(Πε − Sε)b(D)u|2 dx 6 β1

∫
Rd

|ζR(Πε − Sε)b(D)u|2 dx

+β2ε
2

d∑
j=1

∫
Rd

|Λε|2|(∂jζR)(Πε − Sε)b(D)u + ζR(Πε − Sε)b(D)∂ju|2 dx.

Ñ ó÷åòîì îöåíêè max |∂jζR| 6 cR−1 íåðàâåíñòâî (3.7) ïîëó÷àåòñÿ îòñþäà
ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì ïðè R →∞ íà îñíîâàíèè òåîðåìû Ëåáåãà. •
Èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåíèå 1.5 è îöåíêó (2.14), ïîëó÷àåì

‖[Λε]Πε‖L2(Rd;Cm)→L2(Rd;Cn) 6 |Ω|−1/2‖Λ‖L2(Ω)

6 m1/2(2r0)−1α
−1/2
0 ‖g‖1/2

L∞
‖g−1‖1/2

L∞
=: M.

(3.8)

Àíàëîãè÷íî, èç ïðåäëîæåíèÿ 3.2 âûòåêàåò îöåíêà

‖[Λε]Sε‖L2(Rd;Cm)→L2(Rd;Cn) 6 M. (3.9)

Ëåììà 3.5. Ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖εΛε(Πε − Sε)b(D)u0‖H1(Rd;Cn) 6 Čε‖u0‖H2(Rd;Cn). (3.10)

Ïîñòîÿííàÿ Č îïðåäåëåíà íèæå â (3.16) è çàâèñèò ëèøü îò m, d,
‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , α0, α1 è ïàðàìåòðîâ ðåøåòêè Γ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (1.3), (3.8) è (3.9) ñëåäóåò, ÷òî

‖εΛε(Πε − Sε)b(D)u0‖L2(Rd;Cn) 6 2Mα
1/2
1 ε‖u0‖H1(Rd;Cn). (3.11)
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Ðàññìîòðèì ïðîèçâîäíûå

∂

∂xj
(εΛε(Πε − Sε)b(D)u0) =

(
∂Λ
∂xj

)ε

(Πε − Sε)b(D)u0

+ εΛε(Πε − Sε)b(D)∂ju0, j = 1, . . . , d.

Òîãäà
d∑

j=1

‖∂j(εΛε(Πε − Sε)b(D)u0)‖2
L2(Rd)

6 2
∫

Rd

|(DΛ)ε|2|(Πε − Sε)b(D)u0|2 dx

+ 2ε2
d∑

j=1

∫
Rd

|Λε(Πε − Sε)b(D)∂ju0|2 dx.

(3.12)

Âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (3.12) îöåíèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ (1.3),
(3.8) è (3.9):

2ε2
d∑

j=1

∫
Rd

|Λε(Πε − Sε)b(D)∂ju0|2 dx 6 8ε2M2α1‖u0‖2
H2(Rd;Cn). (3.13)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (3.12) îöåíèì ñ ïîìîùüþ ëåììû 3.4:

2
∫

Rd

|(DΛ)ε|2|(Πε − Sε)b(D)u0|2 dx 6 2β1

∫
Rd

|(Πε − Sε)b(D)u0|2 dx

+ 2β2ε
2

d∑
j=1

∫
Rd

|Λε|2|(Πε − Sε)b(D)∂ju0|2 dx.

(3.14)
Äàëåå, â ñèëó ïðåäëîæåíèé 1.4 è 3.1 è (1.3) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖(Πε − Sε)b(D)u0‖L2(Rd) 6 ε(r−1
0 + r1)α

1/2
1 ‖u0‖H2(Rd;Cn). (3.15)

Âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (3.14) îöåíèâàåòñÿ íà îñíîâàíèè (3.13).
Â èòîãå èç (3.12)�(3.15) ïîëó÷àåì:

d∑
j=1

‖∂j(εΛε(Πε − Sε)b(D)u0)‖2
L2(Rd)

6 ε2
(
8M2(1 + β2) + 2β1(r−1

0 + r1)2
)
α1‖u0‖2

H2(Rd;Cn).

Îòñþäà è èç (3.11) âûòåêàåò (3.10) ñ ïîñòîÿííîé

Č = α
1/2
1

(
M2(8β2 + 12) + 2β1(r−1

0 + r1)2
)1/2

. • (3.16)

Òåïåðü ëåãêî çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.3. Èç (1.3) è
(1.10) âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ îöåíêà ñíèçó äëÿ ñèìâîëà ýôôåêòèâíîãî îïå-
ðàòîðà:

b(ξ)∗g0b(ξ) > c0|ξ|21n, ξ ∈ Rd, c0 = α0‖g−1‖−1
L∞

. (3.17)
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Ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå è (3.17) îöåíèì íîðìó ôóíêöèè u0 =
(A0 + I)−1F â H2(Rd; Cn):

‖u0‖2
H2(Rd;Cn) =

∫
Rd

(1 + |ξ|2)2
∣∣∣(b(ξ)∗g0b(ξ) + 1n)−1F̂(ξ)

∣∣∣2 dξ

6
∫

Rd

(1 + |ξ|2)2(c0|ξ|2 + 1)−2|F̂(ξ)|2 dξ 6 (1 + c−1
0 )2‖F‖2

L2(Rd;Cn).

Îòñþäà è èç (1.15), (3.5), (3.10) âûòåêàåò îöåíêà

‖vε − ṽε‖H1(Rd;Cn) 6 Čε‖u0‖H2(Rd;Cn) 6 (1 + c−1
0 )Čε‖F‖L2(Rd;Cn). (3.18)

Èç (1.16) è (3.18) ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî (3.6) ïðè C̃2 = C2 + (1 + c−1
0 )Č.

•

�4. Óñðåäíåíèå çàäà÷è Äèðèõëå â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè:

ïðåäâàðèòåëüíûå ðàññìîòðåíèÿ

4.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü O ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðà-
íèöåé êëàññà C2. Â ïðîñòðàíñòâå L2(O; Cn) ðàññìîòðèì îïåðàòîð AD,ε,
ôîðìàëüíî çàäàííûé äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì b(D)∗gε(x)b(D)
ïðè óñëîâèè Äèðèõëå íà ∂O. Ñòðîãîå îïðåäåëåíèå: AD,ε åñòü ñàìîñîïðÿ-
æåííûé îïåðàòîð â L2(O; Cn), ïîðîæäåííûé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé

aD,ε[u,u] =
∫
O
〈gε(x)b(D)u, b(D)u〉 dx, u ∈ H1

0 (O; Cn).

Ýòà ôîðìà çàìêíóòà è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Äåéñòâèòåëüíî, ïðî-
äîëæèì u íóëåì íà Rd \ O. Òîãäà u ∈ H1(Rd; Cn). Ïðèìåíÿÿ (1.4), ïî-
ëó÷àåì

c0

∫
O

|Du|2 dx 6 aD,ε[u,u] 6 c1

∫
O

|Du|2 dx, u ∈ H1
0 (O; Cn). (4.1)

Îñòàåòñÿ ïðèíÿòü âî âíèìàíèå, ÷òî ‖Du‖L2(O) çàäàåò íîðìó â H1
0 (O; Cn),

ýêâèâàëåíòíóþ ñòàíäàðòíîé.
Íàøà öåëü � íàéòè àïïðîêñèìàöèþ ïðè ìàëîì ε îáðàòíîãî îïåðàòîðà

A−1
D,ε ïî íîðìå îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç L2(O; Cn) â H1(O; Cn). Â

òåðìèíàõ ðåøåíèé � íàñ èíòåðåñóåò ïîâåäåíèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ
uε ∈ H1

0 (O; Cn) çàäà÷è Äèðèõëå

b(D)∗gε(x)b(D)uε(x) = F(x), x ∈ O; uε|∂O = 0, (4.2)

ãäå F ∈ L2(O; Cn). Òîãäà uε = A−1
D,εF.

4.2. Ýíåðãåòè÷åñêîå íåðàâåíñòâî. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó âèäà (4.2) ñ
ïðàâîé ÷àñòüþ èç êëàññà H−1(O; Cn) è óñòàíîâèì ýíåðãåòè÷åñêîå íåðà-
âåíñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî H−1(O; Cn) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðîñòðàíñòâî,
ñîïðÿæåííîå ê H1

0 (O; Cn) îòíîñèòåëüíî ñïàðèâàíèÿ â L2(O; Cn). Åñëè
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f ∈ H−1(O; Cn) è η ∈ H1
0 (O; Cn), òî ñèìâîë

∫
O〈f ,η〉 dx ïîíèìàåòñÿ êàê

çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà f íà ýëåìåíòå η. Ïðè ýòîì âûïîëíåíà îöåíêà∣∣∣∣∫
O
〈f ,η〉 dx

∣∣∣∣ 6 ‖f‖H−1(O;Cn)‖η‖H1(O;Cn). (4.3)

Ëåììà 4.1. Ïóñòü f ∈ H−1(O; Cn) è zε ∈ H1
0 (O; Cn) � îáîáùåííîå

ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå

b(D)∗gε(x)b(D)zε(x) = f(x), x ∈ O; zε|∂O = 0.

Èíûìè ñëîâàìè, zε óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó∫
O
〈gε(x)b(D)zε, b(D)η〉 dx =

∫
O
〈f ,η〉 dx, ∀ η ∈ H1

0 (O; Cn). (4.4)

Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà (íàçûâàåìàÿ ýíåðãåòè÷åñêèì íåðàâåíñòâîì)

‖zε‖H1(O;Cn) 6 Ĉ‖f‖H−1(O;Cn). (4.5)

Çäåñü Ĉ = (1 + (diamO)2)α−1
0 ‖g−1‖L∞ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó íèæíåé îöåíêè (4.1) èìååì

‖Dzε‖2
L2(O) 6 c−1

0 (gεb(D)zε, b(D)zε)L2(O) . (4.6)

Äàëåå, èç (4.4) ïðè η = zε ñ ó÷åòîì (4.3) ñëåäóåò, ÷òî

(gεb(D)zε, b(D)zε)L2(O) =
∫
O
〈f , zε〉 dx 6 ‖f‖H−1(O)‖zε‖H1(O). (4.7)

Â ñèëó íåðàâåíñòâà Ôðèäðèõñà

‖zε‖L2(O) 6 (diamO)‖Dzε‖L2(O). (4.8)

Â èòîãå, èç (4.6)�(4.8) âûòåêàåò îöåíêà

‖zε‖2
H1(O) 6 (1 + (diamO)2)‖Dzε‖2

L2(O)

6 (1 + (diamO)2)c−1
0 ‖f‖H−1(O)‖zε‖H1(O).

Ýòî âëå÷åò (4.5). •
Çàãðóáëÿÿ ðåçóëüòàò ëåììû 4.1, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ñëåäñòâèþ.

Ñëåäñòâèå 4.2. Îïåðàòîð A−1
D,ε íåïðåðûâåí èç L2(O; Cn) â H1

0 (O; Cn),
ïðè÷åì âûïîëíåíà îöåíêà

‖A−1
D,ε‖L2(O;Cn)→H1(O;Cn) 6 Ĉ.

Íèæå íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå âûâîäèòñÿ
èç ëåììû 4.1.

Ëåììà 4.3. Ïóñòü ψ ∈ H1(O; Cn) è rε ∈ H1(O; Cn) � îáîáùåííîå

ðåøåíèå çàäà÷è

b(D)∗gε(x)b(D)rε(x) = 0, x ∈ O; rε|∂O = ψ|∂O. (4.9)

Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖rε‖H1(O;Cn) 6 γ0‖ψ‖H1(O;Cn), γ0 = 1 + Ĉd1/2α1‖g‖L∞ . (4.10)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó (4.9) ôóíêöèÿ rε − ψ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çà-
äà÷è Äèðèõëå

Aε(rε −ψ) = −Aεψ â O; (rε −ψ)|∂O = 0. (4.11)

Çäåñü ïðàâàÿ ÷àñòü â óðàâíåíèè ïðèíàäëåæèò H−1(O; Cn), ïðè÷åì

‖Aεψ‖H−1(O) = sup
0 6=ϕ∈H1

0 (O;Cn)

∣∣∣(gεb(D)ψ, b(D)ϕ)L2(O)

∣∣∣
‖ϕ‖H1(O)

6 α
1/2
1 ‖g‖L∞‖b(D)ψ‖L2(O).

(4.12)

Ìû ó÷ëè íåðàâåíñòâî ‖b(D)ϕ‖L2(O) 6 α
1/2
1 ‖Dϕ‖L2(O), êîòîðîå ïîëó÷à-

åòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðîäîëæèì ϕ ∈ H1
0 (O; Cn) íóëåì íà Rd \ O,

ñîõðàíÿÿ òî æå îáîçíà÷åíèå ϕ. Òîãäà ϕ ∈ H1(Rd; Cn). Ïðèìåíÿÿ ïðåîá-
ðàçîâàíèå Ôóðüå è âåðõíåå íåðàâåíñòâî (1.3), ïîëó÷àåì

‖b(D)ϕ‖2
L2(O) = ‖b(D)ϕ‖2

L2(Rd) =
∫

Rd

|b(ξ)ϕ̂(ξ)|2 dξ

6 α1

∫
Rd

|ξ|2|ϕ̂(ξ)|2 dξ = α1‖Dϕ‖2
L2(Rd) = α1‖Dϕ‖2

L2(O).

(4.13)

Äàëåå, â ñèëó (1.2) è (2.6) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖b(D)ψ‖L2(O) 6 α
1/2
1

d∑
l=1

‖Dlψ‖L2(O) 6 α
1/2
1 d1/2‖ψ‖H1(O). (4.14)

Èç (4.12) è (4.14) ñëåäóåò, ÷òî

‖Aεψ‖H−1(O) 6 α1d
1/2‖g‖L∞‖ψ‖H1(O). (4.15)

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 4.1 ê çàäà÷å (4.11), ïîëó÷àåì

‖rε −ψ‖H1(O) 6 Ĉ‖Aεψ‖H−1(O). (4.16)

Òåïåðü èç (4.15) è (4.16) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî (4.10). •
Çàìå÷àíèå 4.4. Óòâåðæäåíèÿ ëåììû 4.1 è ñëåäñòâèÿ 4.2 ñïðàâåäëèâû
â ëþáîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè O ⊂ Rd (áåç ïðåäïîëîæåíèÿ ∂O ∈ C2).
Òî æå âåðíî è äëÿ ëåììû 4.3, åñëè çàäà÷ó (4.9) ïîíèìàòü â ñìûñëå òîæ-
äåñòâà ∫

O
〈gε(x)b(D)rε, b(D)η〉 dx = 0, ∀η ∈ H1

0 (O; Cn),

è âêëþ÷åíèÿ rε −ψ ∈ H1
0 (O; Cn).

4.3. ”Óñðåäíåííàÿ“ çàäà÷à. Â ïðîñòðàíñòâå L2(O; Cn) ðàññìîòðèì
ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð A0

D, ïîðîæäåííûé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé∫
O

〈
g0b(D)u, b(D)u

〉
dx, u ∈ H1

0 (O; Cn).
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Çäåñü g0 � ýôôåêòèâíàÿ ìàòðèöà, îïðåäåëåííàÿ â (1.6). Ïðèìåíÿÿ ñëåä-
ñòâèå 4.2 ñ çàìåíîé gε íà g0 è ó÷èòûâàÿ (1.10), óáåæäàåìñÿ, ÷òî îïåðàòîð
(A0

D)−1 íåïðåðûâåí èç L2(O; Cn) â H1
0 (O; Cn), ïðè÷åì

‖(A0
D)−1‖L2(O;Cn)→H1(O;Cn) 6 Ĉ, (4.17)

ãäå ïîñòîÿííàÿ Ĉ îïðåäåëåíà â ëåììå 4.1. Îòìåòèì, ÷òî ýòîò ôàêò ñïðà-
âåäëèâ â ëþáîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè O ⊂ Rd (áåç ïðåäïîëîæåíèÿ
∂O ∈ C2).
Ïóñòü u0 ∈ H1

0 (O; Cn) � îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå

b(D)∗g0b(D)u0(x) = F(x), x ∈ O; u0|∂O = 0, (4.18)

ãäå F ∈ L2(O; Cn). Òîãäà u0 = (A0
D)−1F.

Â ñèëó óñëîâèÿ ∂O ∈ C2 äëÿ ðåøåíèÿ u0 çàäà÷è (4.18) âûïîëíåíî
u0 ∈ H1

0 (O; Cn) ∩H2(O; Cn), ïðè÷åì ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖u0‖H2(O;Cn) 6 ĉ‖F‖L2(O;Cn). (4.19)

Çäåñü ïîñòîÿííàÿ ĉ çàâèñèò ëèøü îò α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ è îò îá-
ëàñòè O. Äëÿ îïðàâäàíèÿ ýòîãî ôàêòà ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî îïåðàòîð
b(D)∗g0b(D) îòíîñèòñÿ ê êëàññó ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèõ ìàòðè÷íûõ îïå-
ðàòîðîâ è ñîñëàòüñÿ íà òåîðåìû î ïîâûøåíèè ãëàäêîñòè ðåøåíèé ñèëüíî
ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì (ñì., íàïðèìåð, [McL, ãëàâà 4]).
Èç ñêàçàííîãî âûòåêàåò, ÷òî îïåðàòîð A0

D çàäàåòñÿ äèôôåðåíöèàëü-
íûì âûðàæåíèåì b(D)∗g0b(D) íà îáëàñòè H1

0 (O; Cn) ∩H2(O; Cn), à äëÿ
îáðàòíîãî îïåðàòîðà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖(A0
D)−1‖L2(O;Cn)→H2(O;Cn) 6 ĉ. (4.20)

Íèæå ìû âûÿñíèì, ÷òî ïðè ε → 0 ðåøåíèå uε çàäà÷è (4.2) ñõîäèòñÿ
â L2(O; Cn) ê ðåøåíèþ u0 ”óñðåäíåííîé“ çàäà÷è (4.18). Íàøà îñíîâíàÿ
öåëü � ïîëó÷èòü àïïðîêñèìàöèþ äëÿ uε ïî íîðìå â H1(O; Cn); äëÿ ýòîãî
íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü êîððåêòîð ïåðâîãî ïîðÿäêà.

�5. Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû óñòàíàâëèâàåì íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ
óòâåðæäåíèé, êîòîðûå ïîòðåáóþòñÿ ïðè äàëüíåéøèõ ðàññìîòðåíèÿõ.

Ëåììà 5.1. Ïóñòü O ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé êëàññà

C1.Ïóñòü Bε = {x ∈ O : dist {x, ∂O} < ε}. Òîãäà ñóùåñòâóåò ÷èñëî ε0 ∈
(0, 1], çàâèñÿùåå îò îáëàñòè O, òàêîå ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈
H1(O) ñïðàâåäëèâà îöåíêà∫

Bε

|u|2dx 6 βε‖u‖H1(O)‖u‖L2(O), 0 < ε 6 ε0. (5.1)

Ïîñòîÿííàÿ β = β(O) çàâèñèò ëèøü îò îáëàñòè O.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìîäåëüíóþ çàäà÷ó â ïîëóøàðå D0 ={
x ∈ Rd : |x| < 1, xd > 0

}
. Îáîçíà÷èì x′ = (x1, . . . , xd−1), è äëÿ òî÷åê

x ∈ Rd èñïîëüçóåì çàïèñü x = (x′, xd). Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

Dt = {x ∈ Rd : |x| < 1, xd > t}, Σt = {x ∈ ∂Dt : xd = t}, 0 6 t 6 ε;

Υε = {x ∈ Rd : |x| < 1, 0 < xd < ε}, Σ = {x ∈ ∂D0 : |x| = 1}.

Ïóñòü u ∈ H1(D0), ïðè÷åì u = 0 íà Σ. Ñ÷èòàÿ 0 6 t 6 ε, âîñïîëüçóåìñÿ
ôîðìóëîé Ãðèíà â îáëàñòè Dt:∫

Dt

∂u

∂xd
u dx′dxd = −

∫
Σt

|u|2 dx′ −
∫
Dt

u
∂u

∂xd
dx′dxd.

Ñëåäîâàòåëüíî, ∫
Σt

|u(x′, t)|2 dx′ 6
∫
Dt

2
∣∣∣∣ ∂u

∂xd

∣∣∣∣ |u| dx
6 2

(∫
D0

∣∣∣∣ ∂u

∂xd

∣∣∣∣2 dx

)1/2(∫
D0

|u|2 dx
)1/2

.

Èíòåãðèðóÿ ïî t ∈ (0, ε), ïîëó÷àåì∫
Υε

|u|2 dx 6 2ε

(∫
D0

∣∣∣∣ ∂u

∂xd

∣∣∣∣2 dx

)1/2(∫
D0

|u|2 dx
)1/2

.

Îöåíêà (5.1) â ñëó÷àå îãðàíè÷åííîé îáëàñòè O êëàññà C1 ïîëó÷àåò-
ñÿ îòñþäà ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ñ ïîìîùüþ ëîêàëüíûõ êàðò, äèôôåî-
ìîðôèçìîâ, ðàñïðÿìëÿþùèõ ãðàíèöó, è ðàçáèåíèÿ åäèíèöû. Ïðè ýòîì
ìû ó÷èòûâàåì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî H1 èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî äèô-
ôåîìîðôèçìîâ êëàññà C1. ×èñëî ε0 îïðåäåëÿåòñÿ òåì, ÷òîáû ”ïîëîñêó“
Bε0 ìîæíî áûëî ïîêðûòü êîíå÷íûì ÷èñëîì îêðåñòíîñòåé, äîïóñêàþùèõ
äèôôåîìîðôèçìû, ðàñïðÿìëÿþùèå ãðàíèöó. Òåì ñàìûì, ÷èñëî ε0 çàâè-
ñèò ëèøü îò îáëàñòè O. •
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïðÿìî âûòåêàåò èç ëåììû 5.1.

Ëåììà 5.2. Ïóñòü O ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé êëàñ-

ñà C1. Ïîëîæèì (∂O)ε =
{
x ∈ Rd : dist {x, ∂O} < ε

}
. Ïóñòü ÷èñëî ε1 ∈

(0, 1] òàêîâî, ÷òî ïîëîñêó (∂O)ε1 ìîæíî ïîêðûòü êîíå÷íûì ÷èñëîì

îêðåñòíîñòåé, äîïóñêàþùèõ äèôôåîìîðôèçìû êëàññà C1, ðàñïðÿìëÿþ-
ùèå ãðàíèöó ∂O. Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ H1(Rd) ñïðàâåäëèâà

îöåíêà ∫
(∂O)ε

|u|2 dx 6 β0ε‖u‖H1(Rd)‖u‖L2(Rd), 0 < ε 6 ε1. (5.2)

Ïîñòîÿííàÿ β0 = β0(O) çàâèñèò ëèøü îò îáëàñòè O.
Äîêàçàòåëüñòâî ïîëó÷àåòñÿ ïðèìåíåíèåì ëåììû 5.1 â îáëàñòè O è â
îáëàñòè B\O, ãäå B � êàêîé-ëèáî îòêðûòûé øàð, ñîäåðæàùèéO∪(∂O)ε1 .
Òîãäà (5.2) âåðíî ïðè β0 = max{β(O), β(B \ O)}. •
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Ñëåäóþùàÿ ëåììà àíàëîãè÷íà ëåììå 2.6 èç [ZhPas].

Ëåììà 5.3. Ïóñòü Sε � îïåðàòîð (3.1). Ïóñòü îáëàñòü O è ÷èñëî ε1

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû 5.2. Ïóñòü f(x) � Γ-ïåðèîäè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ â Rd, òàêàÿ ÷òî f ∈ L2(Ω). Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈
H1(Rd; Cm) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî∫

(∂O)ε

|fε(x)|2|(Sεu)(x)|2 dx 6 β∗ε|Ω|−1‖f‖2
L2(Ω)‖u‖H1(Rd;Cm)‖u‖L2(Rd;Cm),

0 < ε 6 ε2,
(5.3)

ãäå ε2 = ε1(1 + r1)−1, β∗ = β0(1 + r1), 2r1 = diamΩ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (3.1) ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Êîøè è çàìåíû ïå-
ðåìåííîé ïîëó÷àåì:∫

(∂O)ε

|fε(x)|2|(Sεu)(x)|2 dx 6 |Ω|−1

∫
(∂O)ε

dx |f(ε−1x)|2
∫

Ω
|u(x− εz)|2 dz

6 |Ω|−1

∫
(∂O)eε

dy
∫

Ω
dz |f(ε−1y + z)|2|u(y)|2

6 |Ω|−1‖f‖2
L2(Ω)

∫
(∂O)eε

|u(y)|2 dy.

Çäåñü ε̃ = ε(1 + r1). Ïðèìåíÿÿ ëåììó 5.2, ïðèõîäèì ê îöåíêå (5.3). •

�6. Ðåçóëüòàòû â ñëó÷àå îãðàíè÷åííîé ìàòðèöû Λ

6.1. Íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ, êîãäà âûïîëíåíî óñëîâèå 1.9. Ââåäåì îïåðàòîð

K0
D(ε) = [Λε]b(D)(A0

D)−1. (6.1)

Â ñèëó (4.20) îïåðàòîð b(D)(A0
D)−1 íåïðåðûâåí èç L2(O; Cn) â

H1(O; Cm). Ïðè óñëîâèè 1.9 îïåðàòîð [Λε] óìíîæåíèÿ íà ìàòðèöó-
ôóíêöèþ Λε(x) íåïðåðûâåí èç H1(O; Cm) â H1(O; Cn), ÷òî ëåãêî óñìîò-
ðåòü èç ñëåäñòâèÿ 2.4. Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð (6.1) íåïðåðûâíî ïåðå-
âîäèò L2(O; Cn) â H1(O; Cn).
Ïóñòü uε � ðåøåíèå çàäà÷è (4.2) è u0 � ðåøåíèå çàäà÷è (4.18). ”Ïåð-

âîå ïðèáëèæåíèå“ ê uε èìååò âèä

v̌ε = u0 + εΛεb(D)u0 = (A0
D)−1F + εK0

D(ε)F. (6.2)

Íàø îñíîâíîé ðåçóëüòàò â ñëó÷àå Λ ∈ L∞ ïðåäñòàâëÿåò ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà.

Òåîðåìà 6.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî O ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ

ãðàíèöåé êëàññà C2, à ìàòðèöà g(x) è ÄÎ b(D) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâè-

ÿì ïóíêòà 1.2. Ïóñòü uε � ðåøåíèå çàäà÷è (4.2) è u0 � ðåøåíèå çàäà-

÷è (4.18) ïðè F ∈ L2(O; Cn). Ïóñòü Λ(x) � Γ-ïåðèîäè÷åñêàÿ ìàòðèöà-

ôóíêöèÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1.5), ïðè÷åì âûïîëíåíî óñëî-

âèå 1.9. Ïóñòü ôóíêöèÿ v̌ε îïðåäåëåíà â (6.2). Òîãäà ñóùåñòâóåò ÷èñëî
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ε1 ∈ (0, 1], çàâèñÿùåå îò îáëàñòè O, òàêîå ÷òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε − v̌ε‖H1(O;Cn) 6 C0ε
1/2‖F‖L2(O;Cn), 0 < ε 6 ε1, (6.3)

èëè, â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,

‖A−1
D,ε − (A0

D)−1 − εK0
D(ε)‖L2(O;Cn)→H1(O;Cn) 6 C0ε

1/2, 0 < ε 6 ε1.

Äëÿ ïîòîêà pε := gεb(D)uε ñïðàâåäëèâà àïïðîêñèìàöèÿ

‖pε − g̃εb(D)u0‖L2(O;Cm) 6 C ′
0ε

1/2‖F‖L2(O;Cn), 0 < ε 6 ε1, (6.4)

ãäå g̃(x) := g(x)(b(D)Λ(x) + 1m). Ïîñòîÿííûå C0, C ′
0 çàâèñÿò ëèøü îò

m, d, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , îò ïàðàìåòðîâ ðåø¼òêè Γ, à òàêæå îò

íîðìû ‖Λ‖L∞ è îò îáëàñòè O.
Íàïîìíèì, ÷òî äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ 1.9 ïðè-

âåäåíû âûøå â ïðåäëîæåíèè 1.11. Â ÷àñòíîñòè, óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû
6.1 ñïðàâåäëèâû äëÿ âñåõ îïåðàòîðîâ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà â ðàç-
ìåðíîñòè d 6 2, à òàêæå äëÿ ñêàëÿðíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà
Aε = −div gε(x)∇ ñ âåùåñòâåííîé ìàòðèöåé g(x) â ëþáîé ðàçìåðíîñòè.
Çàãðóáëÿÿ ðåçóëüòàò òåîðåìû 6.1, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ñëåäñòâèþ.

Ñëåäñòâèå 6.2. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 6.1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε − u0‖L2(O;Cn) 6 C̃0ε
1/2‖F‖L2(O;Cn), 0 < ε 6 ε1, (6.5)

èëè, â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,

‖A−1
D,ε − (A0

D)−1‖L2(O;Cn)→L2(O;Cn) 6 C̃0ε
1/2, 0 < ε 6 ε1.

Çäåñü C̃0 = C0 + Ĉα
1/2
1 ‖Λ‖L∞ , à Ĉ îïðåäåëåíà â ëåììå 4.1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (6.2) è (6.3) ñëåäóåò, ÷òî

‖uε − u0‖L2(O) 6 C0ε
1/2‖F‖L2(O) + ε‖Λεb(D)u0‖L2(O), 0 < ε 6 ε1. (6.6)

Ïðè óñëîâèè 1.9 èìååì:

‖Λεb(D)u0‖L2(O) 6 ‖Λ‖L∞‖b(D)u0‖L2(O). (6.7)

Àíàëîãè÷íî (4.13),

‖b(D)u0‖L2(O) 6 α
1/2
1 ‖Du0‖L2(O). (6.8)

Èç (6.7) è (6.8) ñ ó÷åòîì (4.17) ñëåäóåò îöåíêà

‖Λεb(D)u0‖L2(O) 6 α
1/2
1 ‖Λ‖L∞‖Du0‖L2(O) 6 Ĉα

1/2
1 ‖Λ‖L∞‖F‖L2(O).

Îòñþäà è èç (6.6) âûòåêàåò (6.5). •
Âûäåëèì ñïåöèàëüíûå ñëó÷àè. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç

òåîðåìû 6.1 è ïðåäëîæåíèé 1.2, 1.3.

Ïðåäëîæåíèå 6.3. 1◦. Åñëè g0 = g,ò. å. âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (1.8),
òî Λ = 0 è K0

D(ε) = 0. Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε − u0‖H1(O;Cn) 6 C0ε
1/2‖F‖L2(O;Cn), 0 < ε 6 ε1.
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2◦. Åñëè g0 = g, ò. å. âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (1.9), òî g̃ = g0. Òîãäà
ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖pε − g0b(D)u0‖L2(O;Cm) 6 C ′
0ε

1/2‖F‖L2(O;Cn), 0 < ε 6 ε1.

6.2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.1 îïèðàåòñÿ íà ðåçóëüòàòû äëÿ çàäà÷è
óñðåäíåíèÿ â Rd (òåîðåìû 1.6 è 1.10) è íà ïðèåìû ïåðåíåñåíèÿ òàêèõ
ðåçóëüòàòîâ íà ñëó÷àé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè, çàèìñòâîâàííûå èç ðàáîò
[Zh2, ZhPas].
Ôèêñèðóåì ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ

PO : H2(O; Cn) → H2(Rd; Cn) (6.9)

è ïîëîæèì ũ0 = POu0. Òîãäà

‖ũ0‖H2(Rd;Cn) 6 CO‖u0‖H2(O;Cn), (6.10)

ãäå CO � íîðìà îïåðàòîðà (6.9). Îáîçíà÷èì

v(1)
ε (x) = ũ0(x) + εΛε(x)b(D)ũ0(x). (6.11)

Òîãäà v̌ε = v(1)
ε |O.

Èñïîëüçóÿ òåîðåìû 1.6 è 1.10, äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 6.4. Ïóñòü u0 � ðåøåíèå çàäà÷è (4.18), à ôóíêöèÿ v̌ε îïðåäåëåíà

â (6.2). Òîãäà ïðè 0 < ε 6 1 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖Aεv̌ε −A0u0‖H−1(O;Cn) 6 C4ε‖u0‖H2(O;Cn). (6.12)

Ïîñòîÿííàÿ C4 çàâèñèò ëèøü îò m, d, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , îò
ïàðàìåòðîâ ðåø¼òêè Γ, îò ‖Λ‖L∞ è îò îáëàñòè O.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå äëÿ îãðàíè÷åííîé

îáëàñòè âûâîäèòñÿ èç ïîäîáíîãî íåðàâåíñòâà â Rd. Ïóñòü v(1)
ε îïðåäåëåíî

â (6.11). Äîêàæåì, ÷òî

‖Aεv(1)
ε −A0ũ0‖H−1(Rd;Cn) 6 C̃4ε‖ũ0‖H2(Rd;Cn), 0 < ε 6 1. (6.13)

ßñíî, ÷òî

F̃ := A0ũ0 + ũ0 ∈ L2(Rd; Cn). (6.14)
Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå è (1.3), (1.10), ïîëó÷àåì

‖F̃‖2
L2(Rd) =

∫
Rd

∣∣(b(ξ)∗g0b(ξ) + 1)û0(ξ)
∣∣2 dξ

6
∫

Rd

(α1|g0||ξ|2 + 1)2|û0(ξ)|2 dξ 6 (max {α1‖g‖L∞ , 1})2 ‖ũ0‖2
H2(Rd).

(6.15)
Çäåñü û0(ξ) � Ôóðüå-îáðàç ôóíêöèè ũ0(x).
Ïóñòü sε ∈ H1(Rd; Cn) � îáîáùåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

Aεsε + sε = F̃. (6.16)

Ïðèìåíèìû òåîðåìû 1.6 è 1.10, â ñèëó êîòîðûõ ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

‖sε − ũ0‖L2(Rd;Cn) 6 C1ε‖F̃‖L2(Rd;Cn), 0 < ε 6 1, (6.17)
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‖sε − v(1)
ε ‖H1(Rd;Cn) 6 C3ε‖F̃‖L2(Rd;Cn), 0 < ε 6 1. (6.18)

Ñ ó÷¼òîì (6.14) è (6.16) èìååì:

Aεv(1)
ε −A0ũ0 = Aε(v(1)

ε − sε) +Aεsε −A0ũ0 = Aε(v(1)
ε − sε)− (sε − ũ0).

Ñëåäîâàòåëüíî,

‖Aεv(1)
ε −A0ũ0‖H−1(Rd) 6 ‖Aε(v(1)

ε −sε)‖H−1(Rd)+‖sε−ũ0‖H−1(Rd). (6.19)

Äàëåå, ñ ó÷åòîì (1.3) ïîëó÷àåì

‖Aε(v(1)
ε − sε)‖H−1(Rd) = sup

0 6=η∈H1(Rd;Cn)

∣∣∣∣(gεb(D)(v(1)
ε − sε), b(D)η

)
L2(Rd)

∣∣∣∣
‖η‖H1(Rd)

6 α1‖g‖L∞‖v(1)
ε − sε‖H1(Rd).

Îòñþäà è èç (6.17)�(6.19) âûòåêàåò, ÷òî

‖Aεv(1)
ε −A0ũ0‖H−1(Rd) 6 (C1+C3α1‖g‖L∞)ε‖F̃‖L2(Rd), 0 < ε 6 1. (6.20)

Òåïåðü èç (6.15) è (6.20) ñëåäóåò (6.13) ñ ïîñòîÿííîé

C̃4 = (C1 + C3α1‖g‖L∞)max {α1‖g‖L∞ , 1} .

Âîçâðàùàÿñü ê ñëó÷àþ îãðàíè÷åííîé îáëàñòè, îòìåòèì, ÷òî åñëè f ∈
H−1(O; Cn) è f̃ ∈ H−1(Rd; Cn), ïðè÷¼ì f̃ |O = f , òî

‖f‖H−1(O) = sup
0 6=ϕ∈C∞0 (O)

∣∣∫
O 〈f ,ϕ〉 dx

∣∣
‖ϕ‖H1(O)

= sup
0 6=ϕ∈C∞0 (O)

∣∣∣∫Rd〈f̃ ,ϕ〉 dx
∣∣∣

‖ϕ‖H1(Rd)

6 sup
0 6=ϕ∈C∞0 (Rd)

∣∣∣∫Rd〈f̃ ,ϕ〉 dx
∣∣∣

‖ϕ‖H1(Rd)

= ‖f̃‖H−1(Rd).

Ñëåäîâàòåëüíî,

‖Aεv̌ε −A0u0‖H−1(O) 6 ‖Aεv(1)
ε −A0ũ0‖H−1(Rd).

Îòñþäà ñ ó÷åòîì (6.13) è (6.10) ïîëó÷àåì

‖Aεv̌ε −A0u0‖H−1(O) 6 C̃4ε‖ũ0‖H2(Rd) 6 C̃4COε‖u0‖H2(O).

Ýòèì äîêàçàíî íåðàâåíñòâî (6.12) ïðè C4 = C̃4CO. •
6.3. Ïåðâîå ïðèáëèæåíèå v̌ε ê ðåøåíèþ uε, îïðåäåëåííîå â (6.2), íå óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèþ Äèðèõëå íà ∂O. Ðàññìîòðèì ”ïîïðàâêó“ w̌ε � îáîá-
ùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è

Aεw̌ε = 0 â O, w̌ε|∂O = v̌ε|∂O = εΛεb(D)u0|∂O. (6.21)

Óðàâíåíèå çäåñü ïîíèìàåòñÿ â ñëàáîì ñìûñëå: ôóíêöèÿ w̌ε ∈ H1(O; Cn)
óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó∫

O
〈gε(x)b(D)w̌ε, b(D)η〉 dx = 0, ∀η ∈ H1

0 (O; Cn).
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Êðàåâîå óñëîâèå â (6.21) ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå òåîðåìû î ñëåäàõ: êàê óæå
îòìå÷àëîñü, â óñëîâèÿõ òåîðåìû 6.1 âûïîëíåíî Λεb(D)u0 ∈ H1(O; Cn),
à òîãäà Λεb(D)u0|∂O ∈ H1/2(∂O; Cn).
Â ñèëó (4.2) è (4.18) èìååì: Aε(uε−v̌ε) = A0u0−Aεv̌ε. Ñëåäîâàòåëüíî,

ñ ó÷åòîì (6.21), ôóíêöèÿ uε − v̌ε + w̌ε ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé
çàäà÷è Äèðèõëå

Aε(uε − v̌ε + w̌ε) = A0u0 −Aεv̌ε â O, (uε − v̌ε + w̌ε)|∂O = 0.

Ïðàâàÿ ÷àñòü â óðàâíåíèè ïðèíàäëåæèò H−1(O; Cn). Òîãäà, ïðèìåíÿÿ
ëåììû 4.1 è 6.4, ïðè 0 < ε 6 1 ïîëó÷àåì îöåíêó

‖uε − v̌ε + w̌ε‖H1(O;Cn) 6 Ĉ‖A0u0 −Aεv̌ε‖H−1(O;Cn) 6 ĈC4ε‖u0‖H2(O;Cn).

Ñ ó÷åòîì (4.19) îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

‖uε − v̌ε + w̌ε‖H1(O;Cn) 6 ĈC4ĉ ε‖F‖L2(O;Cn), 0 < ε 6 1. (6.22)

Ïîýòîìó äîêàçàòåëüñòâî îöåíêè (6.3) èç òåîðåìû 6.1 ñâîäèòñÿ ê îöåíè-
âàíèþ ïîïðàâêè w̌ε â H1(O; Cn).
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî 0 < ε 6 ε1, ãäå ε1 ∈ (0, 1] � ÷èñëî èç ëåììû 5.2.

Ôèêñèðóåì ãëàäêóþ ñðåçêó θε(x) â Rd, ñîñðåäîòî÷åííóþ â ε�îêðåñòíîñòè
ãðàíèöû ∂O, òàêóþ ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ

θε ∈ C∞
0 (Rd), supp θε ⊂ (∂O)ε, 0 6 θε(x) 6 1,

θε(x)|∂O = 1, ε |∇θε(x)| 6 κ = const.
(6.23)

Ðàññìîòðèì â Rd ôóíêöèþ

φ̌ε(x) = εθε(x)Λε(x)b(D)ũ0(x). (6.24)

Òîãäà φ̌ε ∈ H1(Rd; Cn), ïðè÷åì φ̌ε|∂O = εΛεb(D)u0|∂O. Çàäà÷ó (6.21)
ìîæíî çàïèñàòü èíà÷å: Aεw̌ε = 0 â O, w̌ε|∂O = φ̌ε|∂O, è ïðèìåíèòü
ëåììó 4.3. Òîãäà

‖w̌ε‖H1(O;Cn) 6 γ0‖φ̌ε‖H1(O;Cn). (6.25)

Òåì ñàìûì âîïðîñ î ïîëó÷åíèè îöåíêè äëÿ íîðìû w̌ε â H1(O; Cn) ñâåäåí
ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.

Ëåììà 6.5. Ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðåìû 6.1. Ïóñòü
0 < ε 6 ε1, ãäå ÷èñëî ε1 ∈ (0, 1] îïðåäåëåíî â ëåììå 5.2. Ïóñòü ôóíê-

öèÿ φ̌ε îïðåäåëåíà â ñîîòâåòñòâèè ñ (6.23), (6.24). Òîãäà ñïðàâåäëèâà

îöåíêà

‖φ̌ε‖H1(O;Cn) 6 C5ε
1/2‖F‖L2(O;Cn), 0 < ε 6 ε1. (6.26)

Ïîñòîÿííàÿ C5 çàâèñèò ëèøü îò m, d, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , îò
‖Λ‖L∞ è îò îáëàñòè O.
Äîêàçàòåëüñòâî. Íîðìà φ̌ε â L2(O; Cn) îöåíèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ óñëî-
âèÿ 1.9 è ñîîòíîøåíèé (4.17), (6.8) è (6.23):

‖φ̌ε‖L2(O) 6 ε‖Λεb(D)u0‖L2(O) 6 ε‖Λ‖L∞‖b(D)u0‖L2(O)

6 εα
1/2
1 ‖Λ‖L∞‖u0‖H1(O) 6 εĈα

1/2
1 ‖Λ‖L∞‖F‖L2(O).

(6.27)



28

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîäíûå

∂φ̌ε

∂xj
= ε

∂θε

∂xj
Λεb(D)ũ0 + θε

(
∂Λ
∂xj

)ε

b(D)ũ0

+εθεΛε(b(D)∂jũ0), j = 1, . . . , d.

Òîãäà

‖Dφ̌ε‖2
L2(O) 6 3ε2

∫
O
|∇θε|2|Λεb(D)u0|2 dx + 3

∫
O
|(DΛ)ε|2|θεb(D)ũ0|2 dx

+ 3ε2
d∑

j=1

∫
O
|θε|2|Λεb(D)Dju0|2 dx.

(6.28)
Îáîçíà÷èì ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè (6.28) ÷åðåç I1, I2, I3 ñîîòâåòñòâåí-
íî.
Ïðîùå âñåãî îöåíèòü I3. Ñ ó÷åòîì (6.23), óñëîâèÿ 1.9 è (1.2), (2.6),

ïîëó÷àåì

‖θεΛεb(D)Dju0‖2
L2(O) 6 ‖Λ‖2

L∞α1d
d∑

l=1

‖DlDju0‖2
L2(O).

Îòñþäà è èç (4.19) ñëåäóåò îöåíêà

I3 6 3ε2‖Λ‖2
L∞α1d‖u0‖2

H2(O) 6 γ3ε
2‖F‖2

L2(O), (6.29)

ãäå γ3 = 3ĉ 2α1d‖Λ‖2
L∞

.
Äëÿ îöåíêè ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé ÷àñòè (6.28) èñïîëüçóåì

(6.23), óñëîâèå 1.9 è ëåììó 5.1. Èìååì:

I1 6 3κ2‖Λ‖2
L∞

∫
Bε

|b(D)u0|2 dx

6 3κ2‖Λ‖2
L∞βε‖b(D)u0‖H1(O)‖b(D)u0‖L2(O).

Ñ ó÷åòîì (4.17), (4.19), (6.8) è îöåíêè

‖b(D)u0‖H1(O) =
∥∥ d∑

l=1

blDlu0

∥∥
H1(O)

6 α
1/2
1 d1/2‖u0‖H2(O),

ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

I1 6 3εκ2‖Λ‖2
L∞βα1d

1/2‖u0‖H1(O)‖u0‖H2(O) 6 γ1ε‖F‖2
L2(O), (6.30)

ãäå γ1 = 3ĉĈκ2‖Λ‖2
L∞

βα1d
1/2.
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Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (6.28). Âîñ-
ïîëüçóåìñÿ ñëåäñòâèåì 2.4:

I2 6 3
∫

Rd

|(DΛ)ε|2|θεb(D)ũ0|2 dx

6 3β1 ‖θεb(D)ũ0‖2
L2(Rd) + 3β2‖Λ‖2

L∞ε2

∫
Rd

d∑
l=1

∣∣∣∣ ∂

∂xl
(θεb(D)ũ0)

∣∣∣∣2 dx.

(6.31)
Ïîñêîëüêó

∂

∂xl
(θεb(D)ũ0) =

∂θε

∂xl
b(D)ũ0 + θε

∂

∂xl
(b(D)ũ0),

òî â ñèëó (6.23) è (6.31) èìååì:

I2 6 3
(
β1 + 2β2‖Λ‖2

L∞κ2
) ∫

(∂O)ε

|b(D)ũ0|2 dx

+ 6β2‖Λ‖2
L∞ε2

∫
Rd

d∑
l=1

|b(D)Dlũ0|2 dx.

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 5.2 è óñëîâèå (1.3), îòñþäà ïîëó÷àåì

I2 6 3
(
β1 + 2β2‖Λ‖2

L∞κ2
)
β0ε‖b(D)ũ0‖H1(Rd)‖b(D)ũ0‖L2(Rd)

+ 6β2‖Λ‖2
L∞ε2α1‖ũ0‖2

H2(Rd)

6 3ε
(
β1 + 2β2‖Λ‖2

L∞κ2
)
β0α1‖ũ0‖H2(Rd)‖ũ0‖H1(Rd)

+ 6ε2β2‖Λ‖2
L∞α1‖ũ0‖2

H2(Rd).

(6.32)

Ñ ó÷åòîì (4.19) è (6.10) èç (6.32) âûòåêàåò îöåíêà

I2 6 γ2ε‖F‖2
L2(O), (6.33)

ãäå γ2 = 3(ĉCO)2
((

β1 + 2β2‖Λ‖2
L∞

κ2
)
β0α1 + 2β2α1‖Λ‖2

L∞

)
.

Òåïåðü èç (6.28)�(6.30) è (6.33) ñëåäóåò, ÷òî∥∥Dφ̌ε

∥∥2

L2(O)
6 I1 + I2 + I3 6 ε(γ1 + γ2 + γ3)‖F‖2

L2(O), 0 < ε 6 ε1. (6.34)

Â èòîãå, (6.27) è (6.34) ïðèâîäÿò ê îöåíêå (6.26) ïðè C5 =(
Ĉ2α1‖Λ‖2

L∞
+ γ1 + γ2 + γ3

)1/2
. •

Òåïåðü ëåãêî çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.1. Èç (6.22),
(6.25) è (6.26) ñëåäóåò, ÷òî

‖uε−v̌ε‖H1(O;Cn) 6 ĈC4ĉε‖F‖L2(O;Cn)+γ0C5ε
1/2‖F‖L2(O;Cn), 0 < ε 6 ε1,

îòêóäà âûòåêàåò (6.3) ïðè C0 = ĈC4ĉ + γ0C5.
Îñòàåòñÿ äîêàçàòü îöåíêó (6.4). Èç (6.3) ñ ó÷åòîì (1.2) è (2.6) ñëåäóåò,

÷òî
‖pε − gεb(D)u0 − gεb(D)(εΛεb(D)u0)‖L2(O)

6 ‖g‖L∞α
1/2
1 d1/2C0ε

1/2‖F‖L2(O), 0 < ε 6 ε1.
(6.35)
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Èç (1.2) è îïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû g̃ âèäíî, ÷òî

gεb(D)u0+gεb(D)(εΛεb(D)u0) = g̃εb(D)u0+εgε
d∑

l=1

blΛεb(D)Dlu0. (6.36)

Ïðèìåíÿÿ óñëîâèå 1.9 è ñîîòíîøåíèÿ (1.2), (2.6) è (4.19), ïîëó÷àåì

∥∥εgε
d∑

l=1

blΛεb(D)Dlu0

∥∥
L2(O)

6 ε‖g‖L∞‖Λ‖L∞α1dĉ‖F‖L2(O). (6.37)

Òåïåðü èç (6.35)�(6.37) âûòåêàåò (6.4) ñ ïîñòîÿííîé C ′
0 =

‖g‖L∞α
1/2
1 d1/2C0 + ‖g‖L∞‖Λ‖L∞α1dĉ. •

�7. Ðåçóëüòàòû â îáùåì ñëó÷àå

7.1. Òåïåðü ìû îòêàçûâàåìñÿ îò ïðåäïîëîæåíèÿ îá îãðàíè÷åííîñòè ìàò-
ðèöû Λ(x). Òîãäà â êîððåêòîð ïðèõîäèòñÿ âêëþ÷àòü ñãëàæèâàþùèé îïå-
ðàòîð.
Ïóñòü PO � îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ (6.9), à Sε � ñãëàæèâàþùèé îïå-

ðàòîð ïî Ñòåêëîâó, îïðåäåëåííûé â (3.1). ×åðåç RO îáîçíà÷èì îïåðàòîð
ñóæåíèÿ ôóíêöèé â Rd íà îáëàñòü O. Ïîëîæèì

KD(ε) = RO[Λε]Sεb(D)PO(A0
D)−1. (7.1)

Îïåðàòîð b(D)PO(A0
D)−1 íåïðåðûâíî ïåðåâîäèò L2(O; Cn) â H1(Rd; Cm).

Êàê îòìå÷àëîñü â ï. 3.2, îïåðàòîð [Λε]Sε íåïðåðûâåí èç H1(Rd; Cm) â
H1(Rd; Cn). Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð (7.1) íåïðåðûâåí èç L2(O; Cn) â
H1(O; Cn).
Ïóñòü uε � ðåøåíèå çàäà÷è (4.2) è u0 � ðåøåíèå çàäà÷è (4.18). Êàê

è âûøå, èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå ũ0 = POu0. Îïðåäåëèì â Rd ôóíêöèþ

v(2)
ε (x) = ũ0(x) + εΛε(x)(Sεb(D)ũ0)(x),

è ïîëîæèì vε := v(2)
ε |O. Òîãäà

vε = (A0
D)−1F + εKD(ε)F. (7.2)

Íàø îñíîâíîé ðåçóëüòàò â îáùåì ñëó÷àå � ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 7.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî O ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ

ãðàíèöåé êëàññà C2, à ìàòðèöà g(x) è ÄÎ b(D) óäîâëåòâîðÿþò óñëî-

âèÿì ïóíêòà 1.2. Ïóñòü uε � ðåøåíèå çàäà÷è (4.2) è u0 � ðåøåíèå

çàäà÷è (4.18) ïðè F ∈ L2(O; Cn). Ïóñòü ôóíêöèÿ vε îïðåäåëåíà â (7.1),
(7.2). Òîãäà ñóùåñòâóåò ÷èñëî ε2 ∈ (0, 1], çàâèñÿùåå îò îáëàñòè O è

ðåøåòêè Γ, òàêîå ÷òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε − vε‖H1(O;Cn) 6 Cε1/2‖F‖L2(O;Cn), 0 < ε 6 ε2, (7.3)

èëè, â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,

‖A−1
D,ε − (A0

D)−1 − εKD(ε)‖L2(O;Cn)→H1(O;Cn) 6 Cε1/2.
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Äëÿ ïîòîêà pε := gεb(D)uε ñïðàâåäëèâà àïïðîêñèìàöèÿ

‖pε − g̃εSεb(D)ũ0‖L2(O;Cm) 6 C ′ε1/2‖F‖L2(O;Cn), 0 < ε 6 ε2, (7.4)

ãäå g̃(x) := g(x)(b(D)Λ(x) + 1m). Ïîñòîÿííûå C, C ′ çàâèñÿò ëèøü îò

m, d, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , îò ïàðàìåòðîâ ðåø¼òêè Γ è îò îáëàñòè

O.
Çàãðóáëÿÿ ðåçóëüòàò òåîðåìû 7.1, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäå-

íèþ.

Ñëåäñòâèå 7.2. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 7.1 ïðè 0 < ε 6 ε2 ñïðàâåäëèâà

îöåíêà

‖uε − u0‖L2(O;Cn) 6 C̃ε1/2‖F‖L2(O;Cn), (7.5)

èëè, â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ,

‖A−1
D,ε − (A0

D)−1‖L2(O;Cn)→L2(O;Cn) 6 C̃ε1/2.

Ïîñòîÿííàÿ C̃ çàäàíà ñîîòíîøåíèåì

C̃ = C + CO ĉm1/2(2r0)−1α
−1/2
0 α

1/2
1 ‖g‖1/2

L∞
‖g−1‖1/2

L∞
,

ãäå ĉ � ïîñòîÿííàÿ èç (4.19), CO � íîðìà îïåðàòîðà ïðîäîëæåíèÿ PO,

à r0 � ðàäèóñ øàðà, âïèñàííîãî â clos Ω̃.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (7.2) è (7.3) ñëåäóåò, ÷òî

‖uε − u0‖L2(O) 6 Cε1/2‖F‖L2(O) + ε‖ΛεSεb(D)ũ0‖L2(O). (7.6)

Â ñèëó (3.9) è (1.3) èìååì:

‖ΛεSεb(D)ũ0‖L2(O) 6 ‖ΛεSεb(D)ũ0‖L2(Rd)

6 M‖b(D)ũ0‖L2(Rd) 6 Mα
1/2
1 ‖ũ0‖H1(Rd).

(7.7)

Ñ ó÷åòîì (4.19) è (6.10)

‖ũ0‖H1(Rd) 6 ‖ũ0‖H2(Rd) 6 CO‖u0‖H2(O) 6 CO ĉ‖F‖L2(O). (7.8)

Òåïåðü èç (7.6)�(7.8) ñëåäóåò, ÷òî

‖uε − u0‖L2(O) 6 Cε1/2‖F‖L2(O) + εMα
1/2
1 CO ĉ‖F‖L2(O),

îòêóäà ñ ó÷åòîì âûðàæåíèÿ äëÿ M (ñì. (3.8)) âûòåêàåò (7.5). •
7.2. Ïðèñòóïèì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 7.1. Ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé
àíàëîã ëåììû 6.4.

Ëåììà 7.3. Ïóñòü u0 � ðåøåíèå çàäà÷è (4.18), à ôóíêöèÿ vε îïðåäåëåíà

â (7.1), (7.2). Òîãäà ïðè 0 < ε 6 1 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖Aεvε −A0u0‖H−1(O;Cn) 6 C6ε‖u0‖H2(O;Cn).

Çäåñü ïîñòîÿííàÿ C6 = CO(C1 + C̃2α1‖g‖L∞) max{α1‖g‖L∞ , 1} çàâèñèò
ëèøü îò m, d, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , îò ïàðàìåòðîâ ðåø¼òêè Γ è îò

îáëàñòè O.
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 7.3 âïîëíå àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû
6.4. Åäèíñòâåííîå îòëè÷èå � âìåñòî òåîðåìû 1.10 òåïåðü íóæíî èñïîëü-
çîâàòü òåîðåìó 3.3. •
Äàëåå, ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû 6.1 ðàññìîòðèì ”ïî-

ïðàâêó“ wε ∈ H1(O; Cn) � îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è

Aεwε = 0 â O, wε|∂O = vε|∂O = εΛε(Sεb(D)ũ0)|∂O. (7.9)

Óðàâíåíèå â (7.9) ïîíèìàåòñÿ â ñëàáîì ñìûñëå, à êðàåâîå óñëîâèå
� â ñìûñëå òåîðåìû î ñëåäàõ. Ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî Λε(Sεb(D)ũ0) ∈
H1(O; Cn).
Â ñèëó (4.2), (4.18) è (7.9) ôóíêöèÿ uε − vε + wε ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

ñëåäóþùåé çàäà÷è

Aε(uε − vε + wε) = A0u0 −Aεvε â O, (uε − vε + wε)|∂O = 0.

Ïðèìåíÿÿ ëåììû 4.1 è 7.3, ïðè 0 < ε 6 1 ïîëó÷àåì

‖uε − vε + wε‖H1(O;Cn) 6 Ĉ‖A0u0 −Aεvε‖H−1(O;Cn) 6 ĈC6ε‖u0‖H2(O;Cn).

Ñ ó÷åòîì (4.19) îòñþäà ñëåäóåò îöåíêà

‖uε − vε + wε‖H1(O;Cn) 6 ĈC6ĉε‖F‖L2(O;Cn), 0 < ε 6 1. (7.10)

7.3. Â ñèëó (7.10) âîïðîñ î äîêàçàòåëüñòâå îöåíêè (7.3) ñâîäèòñÿ ê ïî-
ëó÷åíèþ îöåíêè äëÿ H1-íîðìû ôóíêöèè wε. Êàê è â ï. 6.3, ôèêñèðóåì
ñðåçêó θε(x), óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì (6.23). Ïðè ýòîì ñ÷èòàåì, ÷òî
0 < ε 6 ε2, ãäå ε2 ∈ (0, 1] � ÷èñëî èç ëåììû 5.3. Ðàññìîòðèì â Rd

ôóíêöèþ

φε(x) = εθε(x)Λε(x)(Sεb(D)ũ0)(x). (7.11)

Àíàëîãè÷íî (6.25) â ñèëó ëåììû 4.3 èìååì:

‖wε‖H1(O;Cn) 6 γ0‖φε‖H1(O;Cn), (7.12)

Òåì ñàìûì âîïðîñ ñâîäèòñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 7.4. Ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðåìû 7.1. Ïóñòü
0 < ε 6 ε2, ãäå ÷èñëî ε2 ∈ (0, 1] îïðåäåëåíî â ëåììå 5.3. Ïóñòü ôóíê-

öèÿ φε îïðåäåëåíà â ñîîòâåòñòâèè ñ (6.23), (7.11). Òîãäà ñïðàâåäëèâà

îöåíêà

‖φε‖H1(O;Cn) 6 C7ε
1/2‖F‖L2(O;Cn), 0 < ε 6 ε2. (7.13)

Ïîñòîÿííàÿ C7 çàâèñèò ëèøü îò m, d, α0, α1, ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , îò
ïàðàìåòðîâ ðåøåòêè Γ è îò îáëàñòè O.
Äîêàçàòåëüñòâî. Íà÷íåì ñ îöåíêè íîðìû ôóíêöèè (7.11) â L2(O; Cn).
Â ñèëó (1.3), (3.9), (6.23) è (7.8) âûïîëíåíà îöåíêà

‖φε‖L2(O) 6 ε‖Λε(Sεb(D)ũ0)‖L2(Rd) 6 εMα
1/2
1 ‖ũ0‖H1(Rd)

6 εMα
1/2
1 CO ĉ‖F‖L2(O).

(7.14)



33

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîäíûå

∂φε

∂xj
= ε

∂θε

∂xj
Λε(Sεb(D)ũ0) + θε

(
∂Λ
∂xj

)ε

(Sεb(D)ũ0)

+ εθεΛε(Sεb(D)∂jũ0), j = 1, . . . , d.

Òîãäà

‖Dφε‖2
L2(O) 6 3ε2

∫
O
|∇θε|2|Λε(Sεb(D)ũ0)|2 dx

+ 3
∫
O
|(DΛ)ε|2|θε(Sεb(D)ũ0)|2 dx + 3ε2

d∑
j=1

∫
O
|θε|2|Λε(Sεb(D)Djũ0)|2 dx.

(7.15)
Îáîçíà÷èì ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè (7.15) ÷åðåç J1, J2, J3 ñîîòâåò-
ñòâåííî.
Ïðîùå âñåãî îöåíèòü J3. Ñ ó÷åòîì (1.3), (3.9) è (6.23) ïîëó÷àåì

J3 6 3ε2
d∑

j=1

‖Λε(Sεb(D)Djũ0)‖2
L2(Rd) 6 3ε2M2α1‖ũ0‖2

H2(Rd).

Îòñþäà è èç (4.19) è (6.10) ñëåäóåò îöåíêà

J3 6 γ̂3ε
2‖F‖2

L2(O), (7.16)

ãäå γ̂3 = 3M2α1(CO ĉ)2.
Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (7.15) îöåíèì ñ ïîìîùüþ (6.23) è

ëåììû 5.3. Ïðè 0 < ε 6 ε2 èìååì:

J1 6 3κ2

∫
(∂O)ε

|Λε (Sεb(D)ũ0) |2 dx

6 3κ2β∗ε|Ω|−1‖Λ‖2
L2(Ω)‖b(D)ũ0‖H1(Rd)‖b(D)ũ0‖L2(Rd).

Îòñþäà ñ ïîìîùüþ (1.3), (4.19), (6.10) è îöåíêè (2.14) âûòåêàåò íåðàâåí-
ñòâî

J1 6 γ̂1ε‖F‖2
L2(O), (7.17)

ãäå γ̂1 = 3κ2β∗(CO ĉ)2m(2r0)−2α−1
0 α1‖g‖L∞‖g−1‖L∞ .

Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (7.15). Ñ ó÷å-
òîì (6.23)

J2 6 3
∫

(∂O)ε

|(DΛ)ε|2|Sεb(D)ũ0|2 dx.

Ïðèìåíèì ëåììó 5.3. Òîãäà ïðè 0 < ε 6 ε2 âûïîëíåíà îöåíêà

J2 6 3β∗ε|Ω|−1‖DΛ‖2
L2(Ω)‖b(D)ũ0‖H1(Rd)‖b(D)ũ0‖L2(Rd).

Îòñþäà ñ ïîìîùüþ (1.3), (2.15), (4.19) è (6.10) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

J2 6 γ̂2ε‖F‖2
L2(O), 0 < ε 6 ε2, (7.18)

ãäå γ̂2 = 3β∗(CO ĉ)2mα−1
0 α1‖g‖L∞‖g−1‖L∞ .
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Â èòîãå èç (7.15)�(7.18) ñëåäóåò, ÷òî

‖Dφε‖2
L2(O) 6 J1 + J2 + J3 6 (γ̂1 + γ̂2 + γ̂3)ε‖F‖2

L2(O), 0 < ε 6 ε2.

Âìåñòå ñ (7.14) ýòî âëå÷åò (7.13) ïðè C7 = (M2α1(CO ĉ)2 + γ̂1 + γ̂2 + γ̂3)1/2.
•
Òåïåðü ëåãêî çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 7.1. Èç (7.10),

(7.12) è (7.13) ïîëó÷àåì, ÷òî

‖uε−vε‖H1(O;Cn) 6 ĈC6ĉε‖F‖L2(O;Cn)+γ0C7ε
1/2‖F‖L2(O;Cn), 0 < ε 6 ε2.

Îòñþäà âûòåêàåò (7.3) ïðè C = ĈC6ĉ + γ0C7.
Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü (7.4). Èç (7.3) ñ ó÷åòîì (1.2) è (2.6) ñëåäóåò,÷òî

‖pε − gεb(D)u0 − gεb(D)(εΛεSεb(D)ũ0)‖L2(O)

6 ‖g‖L∞α
1/2
1 d1/2Cε1/2‖F‖L2(O), 0 < ε 6 ε2.

(7.19)

Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 3.1 è ñîîòíîøåíèé (1.3), (4.19) è (6.10) ïîëó÷àåì:

‖gεb(D)u0 − gεSεb(D)ũ0‖L2(O) 6 ‖g‖L∞‖b(D)ũ0 − Sεb(D)ũ0‖L2(Rd)

6 εr1‖g‖L∞α
1/2
1 ‖ũ0‖H2(Rd) 6 εr1‖g‖L∞α

1/2
1 CO ĉ‖F‖L2(O).

(7.20)
Èç (1.2) è îïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû g̃ âèäíî, ÷òî

gεSεb(D)ũ0 + gεb(D)(εΛεSεb(D)ũ0)

= g̃εSεb(D)ũ0 + εgε
d∑

l=1

blΛεSεb(D)Dlũ0.
(7.21)

Ó÷èòûâàÿ (1.3), (2.6), (3.9), (4.19) è (6.10), ïîëó÷àåì

∥∥εgε
d∑

l=1

blΛεSεb(D)Dlũ0

∥∥
L2(O)

6 ε‖g‖L∞Mα1d
1/2‖ũ0‖H2(Rd)

6 ε‖g‖L∞Mα1d
1/2CO ĉ‖F‖L2(O).

(7.22)

Òåïåðü èç (7.19)�(7.22) âûòåêàåò (7.4) ñ ïîñòîÿííîé C ′ =
‖g‖L∞α

1/2
1 d1/2C + ‖g‖L∞CO ĉ(r1α

1/2
1 + Mα1d

1/2). •
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