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1 Ââåäåíèå. Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ

Ìû ðàññìàòðèâàåì ãðàôû áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ð¼áåð. Â ðàáîòå áó-
äóò èñïîëüçîâàòüñÿ ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ. Ìíîæåñòâî âåðøèí
ãðàôà G ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç V (G), ïóñòü v(G) = |V (G)|.
Ìíîæåñòâî ð¼áåð ãðàôà G ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç E(G).

Äëÿ E ⊂ E(G) ÷åðåç G−E áóäåì îáîçíà÷àòü ãðàô, ïîëó÷åííûé
èç G â ðåçóëüòàòå óäàëåíèÿ ð¼áåð ìíîæåñòâà E. Äëÿ V ⊂ V (G) ìû
áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç G−V ãðàô, ïîëó÷åííûé èç G â ðåçóëüòàòå
óäàëåíèÿ âåðøèí ìíîæåñòâà V è âñåõ èíöèäåíòíûõ èì ð¼áåð.

×åðåç dG(x) îáîçíà÷èì ñòåïåíü âåðøèíû x â ãðàôå G, ìèíè-
ìàëüíóþ ñòåïåíü âåðøèíû ãðàôà G, êàê îáû÷íî, îáîçíà÷èì ÷åðåç
δ(G). Îêðåñòíîñòü âåðøèíû x ∈ V (G) (òî åñòü, ìíîæåñòâî âñåõ
âåðøèí ãðàôà G, ñìåæíûõ c x) îáîçíà÷èì ÷åðåç NG(x).

Äëÿ ðåáðà e ∈ E(G) ÷åðåç G·e ìû îáîçíà÷èì ãðàô, ïîëó÷åííûé
â ðåçóëüòàòå ñòÿãèâàíèÿ ðåáðà e (êîíöû ðåáðà e ñòÿãèâàþòñÿ â
íîâóþ âåðøèíó, êîòîðîé áóäóò èíöèäåíòíû â G · e âñå âåðøèíû,
èíöèäåíòíûå â G õîòÿ áû îäíîìó èç êîíöîâ ðåáðà e).

Îïðåäåëåíèå 1. Äëÿ ñâÿçíîãî ãðàôà G îáîçíà÷èì ÷åðåç u(G)
ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî âèñÿ÷èõ âåðøèí â îñòîâíîì
äåðåâå ãðàôà G.

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè F � äåðåâî, òî íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî u(F ) �
êîëè÷åñòâî åãî âèñÿ÷èõ âåðøèí.

Ñ 1981 ãîäà, êîãäà Ñòîðåð [1] ïðåäïîëîæèë, ÷òî ïðè δ(G) ≥ 3

âûïîëíÿåòñÿ u(G) > v(G)
4 áûëî îïóáëèêîâàíî íåìàëî ðàáîò îá

îöåíêàõ u(G). Ïîäðîáíåå îá èñòîðèè âîïðîñà ìîæíî ïðî÷èòàòü
â [11]. Ìû æå ïðèâåäåì ëèøü ðåçóëüòàòû è ïðåäïîëîæåíèÿ, íåïî-
ñðåäñòâåííî ñâÿçàííûå ñ íàøåé ðàáîòîé.

Â 1981 ãîäó Ëèíèàë âûñêàçàë ãèïîòåçó: u(G) ≥ δ(G)−2
δ(G)+1 + c ïðè

δ(G) ≥ 3, ãäå êîíñòàíòà c > 0 çàâèñèò òîëüêî îò δ(G). Ýòà ãèïîòåçà
ïîÿâèëàñü íå íà ïóñòîì ìåñòå: äëÿ ëþáîãî d ≥ 3 ëåãêî ïðèäóìàòü
áåñêîíå÷íóþ ñåðèþ ïðèìåðîâ ãðàôîâ ñ ìèíèìàëüíîé ñòåïåíüþ d,
äëÿ êîòîðûõ u(G)

v(G) ñòðåìèòñÿ ê d−2
d+1 . Èç ðàáîòû Àëîíà ([4], 1990)

ñëåäóåò, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ d ãèïîòåçà Ëèíèàëà íåâåðíà.
Îäíàêî, íàì èíòåðåñíû êàê ðàç ñëó÷àè ìàëûõ d.

Â 1991 ãîäó Êëåéòìàí è Âåñò [2] äîêàçàëè, ÷òî u(G) ≥ 1
4 ·v(G)+2

ïðè δ(G) ≥ 3 è u(G) ≥ 2
5 ·v(G)+ 8

5 ïðè δ(G) ≥ 4. Â 1996 ãîäó Ãðèããñ
è Âó [3] åùå ðàç äîêàçàëè óòâåðæäåíèå äëÿ δ(G) ≥ 4 è äîêàçàëè,
÷òî u(G) ≥ 1

2 · v(G) + 2 ïðè δ(G) ≥ 5. Äëÿ d > 5 âîïðîñ îñòàåòñÿ
îòêðûòûì.

Â ðàáîòå [2] ñêàçàíî î åùå îäíîé, áîëåå ñèëüíîé ãèïîòåçå Ëè-

íèàëà: u(G) ≥
∑

x∈V (G)
dG(x)−2
dG(x)+1 äëÿ ñâÿçíîãî ãðàôà G ñ δ(G) ≥ 2.
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Ïîíÿòíî, ÷òî ðàç äëÿ áîëüøèõ ñòåïåíåé íåâåðíà áîëåå ñëàáàÿ ãè-
ïîòåçà, òî íåâåðíà è ýòà. Îäíàêî, îíà ñòèìóëèðóåò ïîïûòêè ïîëó-
÷èòü îöåíêó íà u(G), â êîòîðóþ êàæäàÿ âåðøèíà âíîñèò âêëàä,
çàâèñÿùèé îò åå ñòåïåíè.

Â ðàáîòå [13] àâòîð äîêàçàë, ÷òî äëÿ ñâÿçíîãî ãðàôà ñ áîëåå, ÷åì
îäíîé âåðøèíîé, s âåðøèíàìè ñòåïåíè 3 è t âåðøèíàìè ñòåïåíè íå
ìåíåå 4 èìååò ìåñòî îöåíêà u(G) ≥ 2

5 t+
1
5s+2 (êðîìå òð¼õ ãðàôîâ-

èñêëþ÷åíèé). Â ýòîé ðàáîòå äîïóñêàåòñÿ íàëè÷èå â ãðàôå âåðøèí
ñòåïåíè 1 è 2. Ïðèâåäåíà áåñêîíå÷íàÿ ñåðèÿ ïðèìåðîâ ãðàôîâ, äëÿ
êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî.

Â ðàáîòàõ [11, 12] äîêàçàíû îöåíêè íà u(G), â êîòîðûõ ó÷èòû-
âàþòñÿ âåðøèíû ñòåïåíè 1. Ïóñòü G � ñâÿçíûé ãðàô, â êîòîðîì
áîëåå îäíîé âåðøèíû è s âåðøèíàìè ñòåïåíè, îòëè÷íîé îò 2. Â [11]
àâòîð ñîâìåñòíî ñ À.Â.Áàíêåâè÷åì äîêàçàëè, ÷òî u(G) ≥ 1

4s + 3
2 ,

à â [12] À.Â.Áàíêåâè÷ äîêàçàë, ÷òî u(G) ≥ 1
3s + 4

3 äëÿ ãðàôà G
áåç òðåóãîëüíèêîâ. Âñå ýòè îöåíêè òî÷íûå, ÷òî ïîäòâåðæäåíî áåñ-
êîíå÷íûìè ñåðèÿìè ïðèìåðîâ.

Íà ýòîì ôîíå åñòåñòâåííî âîçíèêàåò îñíîâíîé ðåçóëüòàò íàøåé
ðàáîòû.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü G � ñâÿçíûé ãðàô c áîëåå ÷åì îäíîé âåðøèíîé,

s � êîëè÷åñòâî åãî âåðøèí ñòåïåíåé 1 è 3, à t � êîëè÷åñòâî åãî

âåðøèí ñòåïåíè íå ìåíåå 4. Òîãäà u(G) ≥ 1
3 t+ 1

4s+ 3
2 .

Îòìåòèì, ÷òî ýòà îöåíêà îïòèìàëüíà ïî âñåì òð¼ì êîíñòàí-
òàì. Ñóùåñòâóþò áåñêîíå÷íûå ñåðèè ïðèìåðîâ ãðàôîâ, äëÿ êîòî-
ðûõ îöåíêà äîñòèãàåòñÿ. Â êîíöå ðàáîòû ìû ïðèâåä¼ì ñåðèþ ïðè-
ìåðîâ, â êîòîðîé ãðàôû ñîäåðæàò òîëüêî âåðøèíû ñòåïåíåé 1, 3
è 4.

Íàøå äîêàçàòåëüñòâî èñïîëüçóåò öåëûé ðÿä ìåòîäîâ ïîñòðîå-
íèÿ îñòîâíîãî äåðåâà ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì âèñÿ÷èõ âåðøèí. Èñ-
ïîëüçóåòñÿ ðåäóêöèîííàÿ òåõíèêà, ðàçðàáîòàííàÿ â [11]. Â ñëó÷àå
R6 ìû ïðèìåíÿåì â ðåäóêöèîííîì ïåðåõîäå òåõíèêó óäàëåíèÿ èç
ãðàôà ð¼áåð íåêîòîðîãî ìàðøðóòà, ïðèäóìàííóþ À.Â.Áàíêåâè÷åì
â [12]. Âïðî÷åì, ìåòîäû ïðèõîäèòñÿ ñóùåñòâåííî èçìåíèòü, ÷òîáû
îíè ïîçâîëÿëè îòäåëüíî ó÷èòûâàòü âåðøèíû ñòåïåíè 4 è áîëåå.
Ê ñîæàëåíèþ, òîëüêî ðåäóêöèîííûìè ìåòîäàìè, êàê â [11, 12], â
íàøåì ñëó÷àå îáîéòèñü íå óäà¼òñÿ.

Â îñòàâøèõñÿ ïîñëå ðåäóêöèè ñëó÷àÿõ ìû èñïîëüçóåì êëàññè-
÷åñêèé ìåòîä ì¼ðòâûõ âåðøèí [2, 3, 13]. Îäíàêî, ýòîò ìåòîä íå
ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü â îöåíêå âåðøèíû ñòåïåíè 1, èìåííî ïîýòîìó
íàì íóæíî âñå òàêèå âåðøèíû âêëþ÷èòü â áàçó ïîñòðîåíèÿ. Ïîýòî-
ìó áàçîâîå ïîñòðîåíèå áóäåò íå äåðåâîì, êàê â óêàçàííûõ ðàáîòàõ,
à ëåñîì. Òàêóþ èäåþ ìîæíî óâèäåòü â ðàáîòå [9] Í.Â. Ãðàâèíà, íî
â ñî÷åòàíèè ñ äðóãèì ìåòîäîì.
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2 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1

Êàê âñåãäà, ïðè ïîñòðîåíèè èñêîìîãî îñòîâíîãî äåðåâà äëÿ ãðàôà
G ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ âñåõ ìåíüøèõ ãðàôîâ òåîðåìà óæå
äîêàçàíà. Ïóñòü S(G) � ìíîæåñòâî âåðøèí ñòåïåíåé 1 è 3, à T (G)
� ìíîæåñòâî âåðøèí ñòåïåíè íå ìåíåå 4 â ãðàôå G, s(G) = |S(G)|,
t(G) = |T (G)|.

Îïðåäåëåíèå 2. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî öåíà âåðøèíû x ∈ T (G) �
ýòî cG(x) = 1

3 , öåíà âåðøèíû x ∈ S(G) � ýòî cG(x) = 1
4 , öåíà ëþáîé

äðóãîé âåðøèíû 0. Ñòîèìîñòüþ ãðàôà G íàçîâ¼ì âåëè÷èíó

c(G) =
1

3
t(G) +

1

4
s(G) =

∑
x∈V (G)

cG(x).

Äëÿ ëþáîãî ïîäãðàôà F ãðàôà G îïðåäåëèì åãî ñòîèìîñòü â

ãðàôå G, êàê

cG(F ) =
∑

x∈V (F )

cG(x).

Ìû õîòèì äîêàçàòü íåðàâåíñòâî u(G) ≥ c(G) + 3
2 .

2.1 Ðåäóêöèÿ

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìû áóäåì ñâîäèòü çàäà÷ó ê ìåíüøåìó ãðà-
ôó. Ýòà ÷àñòü èäåéíî ïîâòîðÿåò èçëîæåííîå â ðàáîòå [11] ñ îäíîé
äåòàëüþ: òåïåðü íàì íóæíî îòäåëüíî ó÷èòûâàòü âåðøèíû ñòåïåíè
4 è áîëåå, êîòîðûå ñòîÿò äîðîæå âåðøèí ñòåïåíè 1 è 3. Îïèøåì
ðåäóêöèîííûå ïðàâèëà. Â êàæäîì ñëåäóþùåì ïóíêòå ìû ñ÷èòàåì,
÷òî íå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ íè îäíîãî èç ïðåäûäóùèõ.

Ñôîðìóëèðóåì äâå ëåììû èç ðàáîòû [11], êîòîðûå íàì ïîíàäî-
áÿòñÿ.

Ëåììà 1. Ïóñòü G1 è G2 � ãðàôû ñ V (G1) ∩ V (G2) = ∅ è âè-

ñÿ÷èìè âåðøèíàìè x1 è x2. Ïóñòü G � ãðàô, ïîëó÷åííûé èç G1

è G2 ñêëåèâàíèåì ïî âåðøèíàì x1 è x2 è ïîñëåäóþùèì ñòÿãè-

âàíèåì íåñêîëüêèõ ìîñòîâ, íå èíöèäåíòíûõ âèñÿ÷èì âåð. Òîãäà

u(G) = u(G′1) + u(G′2)− 2.

Ëåììà 2. Ïóñòü a, b ∈ V (G) � ñìåæíûå âåðøèíû, à ïîäãðàô G′

� êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ãðàôà G − a, ñîäåðæàùàÿ âåðøèíó b.
Òîãäà, åñëè b � òî÷êà ñî÷ëåíåíèÿ ãðàôà G′, òî u(G) ≥ u(G′) + 1.

R1. Â ãðàôå G åñòü âåðøèíà a ñòåïåíè 2.
Åñëè a � òî÷êà ñî÷ëåíåíèÿ, òî, ñòÿíóâ å¼, ìû ïîëó÷èì ìåíüøèé
ãðàô G′ ñ c(G′) = c(G) è u(G′) = u(G).
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Åñëè æå a � íå òî÷êà ñî÷ëåíåíèÿ, òî èíöèäåíòíîå åé ðåáðî ab
� íå ìîñò è ìû ðàññìîòðèì ñâÿçíûé ãðàô G′ = G− ab. Î÷åâèäíî,
cG′(a)−cG(a) = 1

4 è cG(b)−cG′(b) ≤ 1
4 , ïîýòîìó c(G

′) ≥ c(G). Òàê êàê
ëþáîå îñòîâíîå äåðåâî ãðàôà G′ ÿâëÿåòñÿ îñòîâíûì äåðåâîì ãðàôà
G, ìû èìååì u(G′) ≤ u(G). Â îáîèõ ñëó÷àÿõ óòâåðæäåíèå òåîðåìû
äëÿ ãðàôà G ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû äëÿ ìåíüøåãî ãðàôà
G′.

Çàìå÷àíèå 2. Äàëåå ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå âåðøèíû ãðàôà
G èìåþò ñòåïåíü íå 2.

Ïóñòü U � ìíîæåñòâî âñåõ âèñÿ÷èõ âåðøèí ãðàôà G. Ìû áó-
äåì ñ÷èòàòü, ÷òî U 6= ∅ (ñëó÷àé ãðàôà áåç âèñÿ÷èõ âåðøèí ìû
ðàçáåð¼ì â ñëåäóþùåì ðàçäåëå).

Åñëè êàêèå-òî äâå âåðøèíû èç U ñìåæíû, òî â ãðàôå åñòü òîëü-
êî ýòè äâå âåðøèíû, à äëÿ ãðàôà èç äâóõ âåðøèí óòâåðæäåíèå
òåîðåìû 1 î÷åâèäíî. Äàëåå ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ãðàôå áîëåå

äâóõ âåðøèí, ïîýòîìó íèêàêèå äâå âåðøèíû èç U íå ñìåæíû.

ÏóñòüW ⊂ V (G) � ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí, ñìåæíûõ ñ âèñÿ÷è-
ìè, à X ⊂ V (G) � ìíîæåñòâî âñåõ íå âîøåäøèõ â U è W âåðøèí,
ñìåæíûõ ñ W .

Ïóñòü H = G− U . Ïîíÿòíî, ÷òî ãðàô H ñâÿçåí.

b

G G1 2

a
b

G1

a
b

b

G2

a
b

x x1 2’

G

’

Ðèñ. 1: Ðåäóêöèÿ R2

R2. Ãðàô H íå äâóñâÿçåí.

Ïóñòü a � òî÷êà ñî÷ëåíåíèÿ ãðàôà H. Òîãäà a � òî÷êà ñî÷ëå-
íåíèÿ ãðàôà G è ñóùåñòâóþò òàêèå ñâÿçíûå ãðàôû G1 è G2, ÷òî

V (G1)∪V (G2) = V (G), V (G1)∩V (G2) = {a} è v(G1), v(G2) > 2.

Äëÿ i ∈ {1, 2} ðàññìîòðèì ãðàô G′i, ïîëó÷åííûé èç Gi ïðèñîåäè-
íåíèåì íîâîé âèñÿ÷åé âåðøèíû xi ê âåðøèíå a (ñì. ðèñóíîê 1).
Òîãäà ãðàô G ïîëó÷àåòñÿ èç G′1 è G

′
2 ñêëåéêîé âåðøèí x1 è x2 â

îäíó âåðøèíó x è ïîñëåäóþùèì ñòÿãèâàíèåì äâóõ èíöèäåíòíûõ x
ìîñòîâ (ïðè ýòîì äâå êîïèè âåðøèíû a â ãðàôàõ G′1 è G

′
2 ñêëåÿò-

ñÿ â âåðøèíó a ãðàôà G). Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ
ëåììû 1 è ìû èìååì u(G) = u(G′1) + u(G′2)− 2.

Ïîñêîëüêó dG(a) = dG′
1
(a) +dG′

2
(a)− 2, òî íåñëîæíî ïðîâåðèòü,

÷òî cG(a) ≤ cG′
1
(a) + cG′

2
(a). Òàê êàê âåðøèíû x1 ∈ V (G′1) è x2 ∈
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V (G′2) (êîòîðûå ñòîÿò ïî
1
4) íå ïðèíàäëåæàò V (G), à âñå îòëè÷íûå

îò a âåðøèíû ãðàôà G âõîäÿò ðîâíî â îäèí èç ãðàôîâ G′1 è G
′
2 è

èìåþò â ýòîì ãðàôå òàêóþ æå ñòåïåíü, êàê â ãðàôå G, ìû èìååì
c(G) ≤ c(G′1) + c(G′2)− 2 · 14 .

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî v(G′1) < v(G) è v(G′2) < v(G). Òîãäà
ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ u(G′1) ≥ c(G′1) + 3

2 è u(G′2) ≥
c(G′2) + 3

2 . Òàêèì îáðàçîì,

u(G) = u(G′1) + u(G′2)− 2 ≥ c(G′1) + c(G′2)−
1

2
+

3

2
≥ c(G) +

3

2
,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Çàìå÷àíèå 3. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ãðàôåH íåò
òî÷åê ñî÷ëåíåíèÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñå òî÷êè ñî÷ëåíåíèÿ ãðàôà
G � ýòî âåðøèíû ìíîæåñòâà W (êàæäàÿ òàêàÿ âåðøèíà îòäåëÿåò
ñìåæíûå ñ íåé âèñÿ÷èå âåðøèíû îò îñòàëüíûõ âåðøèí ãðàôà).

R3. Ñóùåñòâóþò òàêèå ñìåæíûå âåðøèíû x, y ∈ V (G), ÷òî
dG(x) ≥ 5 è dG(y) ≥ 5.
Òîãäà ðàññìîòðèì ãðàô G′ = G− xy. Èç äâóñâÿçíîñòè ãðàôà H =
G−U î÷åâèäíî ñëåäóåò ñâÿçíîñòü ãðàôà G′, äëÿ íåãî óòâåðæäåíèå
òåîðåìû óæå äîêàçàíî. Ïîíÿòíî, ÷òî c(G′) = c(G), à îñòîâíîå äåðå-
âî ãðàôà G′ ÿâëÿåòñÿ îñòîâíûì äåðåâîì G, ïîýòîìó óòâåðæäåíèå
äîêàçàíî è äëÿ G.

R4. Ñóùåñòâóþò òàêèå ñìåæíûå âåðøèíû a, b ∈ V (G), ÷òî b
� òî÷êà ñî÷ëåíåíèÿ â ñîäåðæàùåé åå êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè G′

ãðàôà G− a è c(G′) ≥ c(G)− 1.
Òàê êàê âåðøèíà b ∈ NG′(a) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñî÷ëåíåíèÿ ãðàôà G′,
ïî ëåììå 2 ìû èìååì u(G) ≥ u(G′) + 1. Äëÿ ìåíüøåãî ãðàôà G′

óòâåðæäåíèå óæå äîêàçàíî, ïîýòîìó

u(G) ≥ u(G′) + 1 ≥ c(G′) + 1 +
3

2
≥ c(G) +

3

2
,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ëåììà 3. Eñëè ãðàô óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç ñëåäóþùèõ óñëî-

âèé, òî ìîæíî ïðîâåñòè ðåäóêöèþ R4.
1◦ Ñóùåñòâóþò òàêèå ñìåæíûå âåðøèíû a, b ∈ V (G), ÷òî b

� òî÷êà ñî÷ëåíåíèÿ â ñîäåðæàùåé åå êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè G′

ãðàôà G− a è dG(a) ≥ 3.
2◦ Cóùåñòâóåò ñìåæíàÿ ñ w ∈W âåðøèíà x 6∈ U òàêàÿ, ÷òî

dG(x) ≤ 3.
3◦ Cóùåñòâóþò äâå âåðøèíû x, y ∈ U , ñìåæíûå ñ îäíîé âåð-

øèíîé w ∈W .
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4◦ Ñóùåñòâóåò ñìåæíàÿ ñW âåðøèíà x òàêàÿ, ÷òî dG(x) ≤ 6
è x ñìåæíà íå áîëåå, ÷åì ñ îäíîé âåðøèíîé èç S(G).

5◦ Ñóùåñòâóåò ñìåæíàÿ ñW âåðøèíà x òàêàÿ, ÷òî dG(x) = 4
è x ñìåæíà íå áîëåå, ÷åì ñ äâóìÿ âåðøèíàìè èç S(G).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1◦ Èç äâóñâÿçíîñòè H ñëåäóåò, ÷òî â G′ âõîäÿò
âñå âåðøèíû ãðàôà G− a, êðîìå ñìåæíûõ ñ a âèñÿ÷èõ âåðøèí
(â ñëó÷àå a ∈ W ). Îò óìåíüøåíèÿ ñòåïåíè íà 1 öåíà âåðøèíû
óìåíüøàåòñÿ íå áîëåå, ÷åì íà 1

4 , ïîýòîìó

c(G)− c(G′) ≤ cG(a) +
∑

v∈NG(a)

(cG(v)− cG′(v)) ≤ 4 · 1

4
= 1

è óñëîâèå R4 äëÿ âåðøèí a è b âûïîëíåíî.
2◦ è 3◦. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ðàññìîòðèì êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè G′

ãðàôà G − x, ñîäåðæàùóþ w. Î÷åâèäíî, w � òî÷êà ñî÷ëåíåíèÿ
ãðàôà G′, òàê êàê îòäåëÿåò ñìåæíóþ ñ íåé âèñÿ÷óþ âåðøèíó (îò-
ëè÷íóþ îò x) îò îñòàëüíûõ âåðøèí ãðàôà G. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðàô
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 1◦ äëÿ a = x è b = w.

4◦ è 5◦. Ïóñòü w ∈W � âåðøèíà, ñìåæíàÿ ñ x. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ
ðàññìîòðèì êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè G′ ãðàôà G−x, ñîäåðæàùóþ w.
Êàê è âûøå íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî G′ ñîäåðæèò âñå âåðøèíû ãðà-
ôà G−x, êðîìå ñìåæíûõ ñ x âèñÿ÷èõ âåðøèí, à w � òî÷êà ñî÷ëå-
íåíèÿ ãðàôà G′.

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî c(G) − c(G′) ≤ 1. Îò óìåíüøåíèÿ ñòå-
ïåíè íà 1 öåíà âåðøèíû èç S(G) óìåíüøàåòñÿ íà 1

4 , à öåíà ëþáîé
äðóãîé âåðøèíû � íå áîëåå, ÷åì íà 1

3 −
1
4 = 1

12 . Íàïèøåì îöåíêó
äëÿ ñëó÷àÿ 4◦:

c(G)− c(G′) ≤ cG(x) +
∑

y∈NG(x)

(cG(y)− cG′(y)) ≤ 1

3
+

1

4
+ 5 · 1

12
≤ 1.

Àíàëîãè÷íàÿ îöåíêà âåðíà è â ñëó÷àå 5◦:

c(G)−c(G′) ≤ cG(x)+
∑

y∈NG(x)

(cG(y)−cG′(y)) ≤ 1

3
+2 · 1

4
+2 · 1

12
≤ 1.

Òåïåðü ìû âèäèì, ÷òî óñëîâèÿ R4 äëÿ a = x è b = w âûïîëíåíû.

Çàìå÷àíèå 4. Â äàëüíåéøåì ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ãðàô íå óäîâëåòâî-
ðÿåò íè îäíîìó èç óñëîâèé 1◦ − 5◦ ëåììû 3.

Ëåììà 4. Åñëè íåëüçÿ ïðèìåíèòü ïðàâèëà R1−R5, òî íèêàêèå
äâå âåðøèíû èç W íå ñìåæíû â ãðàôå G.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òîãäà ãðàô íå óäî-
âëåòâîðÿåò íè îäíîìó èç óñëîâèé ëåììû 3. Ïóñòü ñóùåñòâóþò äâå
ñìåæíûå âåðøèíû w,w′ ∈ W , dG(w) ≤ dG(w′). Òîãäà dG(w) ≤ 4
(èíà÷å ìîæíî áûëî áû âûïîëíèòü R3). Áîëåå òîãî, dG(w) = 4 (èíà-
÷å w è w′ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ 2◦ ëåììû 3). Âñå ñìåæíûå ñ w
âåðøèíû, êðîìå îäíîé âèñÿ÷åé, èìåþò ñòåïåíü íå ìåíåå 4, èíà-
÷å ãðàô óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç óñëîâèé 2◦ èëè 3◦ ëåììû 3. Íî
â òàêîì ñëó÷àå ñ âåðøèíà w óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 4◦ ëåììû 3,
ïðîòèâîðå÷èå.

Çàìå÷àíèå 5. Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ âåðøèíà w ∈ W ñìåæíà
ñ îäíîé âåðøèíîé èç U è dG(w) − 1 âåðøèíîé ìíîæåñòâà X. Â
÷àñòíîñòè, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî X 6= ∅. Òàê êàê íåëüçÿ âûïîëíèòü
R4, âñå âåðøèíû ìíîæåñòâà X èìåþò â ãðàôå G ñòåïåíü õîòÿ áû
4.

R5. Ñóùåñòâóåò âåðøèíà x ∈ X, ñìåæíàÿ ñ âåðøèíàìè w,w′,
ïðè÷¼ì w ∈W , dG(w) = dG(w′) = 3 è â NG(w′) íå áîëåå îäíîé âåð-

øèíû èç S(G).

Çàìå÷àíèå 6. Òàê êàê X ∩ S = ∅, â ñëó÷àå w′ ∈ W óñëîâèå R5
âûïîëíåíî.

Ïóñòü NG(w) = {x, y, u}, ãäå u ∈ U . Ïî çàìå÷àíèþ 5, ìû èìå-
åì dG(y) ≥ 4.

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ãðàô G′ = G · wx ñâÿçåí. Ïóñòü âåðøèíà
x′ ∈ V (G′) îáðàçîâàíà ïðè ñòÿãèâàíèè x è w (ñì. ðèñóíîê 2). Òîãäà
ëþáàÿ òî÷êà ñî÷ëåíåíèÿ v 6= x′ ãðàôà G′ ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñî÷ëå-

íåíèÿ ãðàôà G è äåëèò ãðàô íà òàêèå æå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè

(òîëüêî âåðøèíà x′ ∈ V (G′) ïåðåõîäèò â äâå ñìåæíûå âåðøèíû

x,w ∈ V (G)).

G

b

b

b

b

b

b

b

y

w

x

w’
u

G

b

b

b

b

b

b

y

w’u

’

x’

Ðèñ. 2: Ãðàôû G è G′.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè w′ 6∈W ãðàô G′ −w′ ñâÿçåí, à ïðè w′ ∈W
ãðàô G′−w′ ñîñòîèò èç äâóõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, îäíà èç êîòîðûõ
ñîñòîèò èç âèñÿ÷åé âåðøèíû ãðàôà G, ñìåæíîé ñ w′.

Âåðøèíà x′ � òî÷êà ñî÷ëåíåíèÿ ãðàôà G′ (ñ íåé ñìåæíà âèñÿ-
÷àÿ âåðøèíà u), ïîýòîìó â ñèëó ëåììû 2

u(G) ≥ u(G′) ≥ u(G′ − w′) + 1 ≥ c(G′ − w′) + 1 +
3

2
.
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Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî c(G′−w′) ≥ c(G)−1. Îòìåòèì, ÷òî dG′(x′) ≥
4, ïîýòîìó cG′(x′) = 1

3 = cG(x). Ïðè ñòÿãèâàíèè ðåáðà xw ñòåïåíü
îòëè÷íîé îò x è w âåðøèíû ìîãëà óìåíüøèòüñÿ òîëüêî íà 1 (â
ñëó÷àå, êîãäà ýòà âåðøèíà ñìåæíà â ãðàôå G è ñ x, è ñ w). Òà-
êîé âåðøèíîé ìîæåò áûòü òîëüêî y, ïîýòîìó cG′(y) ≥ cG(y) − 1

12 ,
ñòåïåíè îñòàëüíûõ âåðøèí â ãðàôàõ G è G′ îäèíàêîâû. Ñëåäîâà-
òåëüíî, c(G′) ≥ c(G)− 1

3 . Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî â NG(w′) íå áîëåå
îäíîé âåðøèíû èç S(G), ïîýòîìó, êàê íåòðóäíî ïîíÿòü, â NG′(w′)
íå áîëåå îäíîé âåðøèíû èç S(G′). Ñëåäîâàòåëüíî,

c(G′ − w′) = c(G′)− cG′(w′)−
∑

v∈NG′ (w′)

(cG′(v)− cG′−w′(v)) ≥

≥ c(G′)− 1

4
−
(

1

4
+ 2 · 1

12

)
= c(G′)− 2

3
≥ c(G)− 1,

÷òî äëÿ íàñ äîñòàòî÷íî.

R6. Ñóùåñòâóåò âåðøèíà x ∈ X, dG(x) ≤ 6.
Ìû âûáåðåì òàêóþ âåðøèíó x íàèìåíüøåé ñòåïåíè. Òàê êàê âåð-
øèíà x íå äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ 5◦ ëåììû 3, òî îíà ñìåæ-
íà õîòÿ áû ñ äâóìÿ âåðøèíàìè èç S(G). Òàê êàê x 6∈ W , îáå ýòè
âåðøèíû èìåþò ñòåïåíü 3. Ïîñêîëüêó íåëüçÿ âûïîëíèòü R5, òî
õîòÿ áû îäíà èç ýòèõ äâóõ âåðøèí y 6∈W .

Ïóñòü âåðøèíà w ∈ W ñìåæíà ñ x. Íà ýòîò ðàç dG(x) > 3.
Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

R6.1. dG(x) = 4, dG(w) ≥ 4.
Ïóñòü NG(x) = {w, y, y1, y2}. Òîãäà dG(y) = dG(y1) = dG(y2) = 3,
èíà÷å âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 5◦ ëåììû 3.

Íàøà ïåðâàÿ öåëü � ïîñòðîèòü â ãðàôå G ïðîñòîé ïóòü P
îò âåðøèíû y äî íåêîòîðîé âåðøèíû q (ãäå q 6∈ S(G)∪NG(x) èëè
q ∈ {y1, y2}), âñå âíóòðåííèå âåðøèíû êîòîðîãî ëåæàò â S(G) è
íå ëåæàò â NG(x), à ãðàô G− E(P )− x ñâÿçåí.

Ðàññìîòðèì z ∈ NG(y), z 6= x. Òàê êàê dG(y) = 3 è z ñìåæíà
ñ y, òî z /∈ {x,w}. Åñëè ðåáðî yz � ìîñò â G− x, òî x � òî÷êà
ñî÷ëåíåíèÿ â ãðàôå G− y è âûïîëíåíî óñëîâèå 1◦ ëåììû 3 äëÿ
âåðøèí y è x, ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, ìîæíî íà÷àòü ïóòü P ñ ðåáðà
yz. Ìû çíàåì, ÷òî y 6∈W , ïîýòîìó dG(z) ≥ 3.

Áóäåì ñòðîèòü ïóòü P , ïîêà ýòî âîçìîæíî. Ïóñòü â íåêîòîðûé
ìîìåíò ïîñòðîåí ïóòü P ′ îò y äî t, ïðè÷¼ì ãðàô G−E(P ′)−x ñâÿ-
çåí, dG(t) ≥ 3 è t 6= w (â ñëó÷àå t = z âñå ýòè óñëîâèÿ âûïîëíåíû).
Ïîíÿòíî, ÷òî t ∈ S(G) (òî åñòü, dG(t) = 3) è t /∈ {y1, y2}, èíà÷å ýòîò
ïóòü íàì ïîäõîäèò.

Ïóñòü NG(t) = {t′, v1, v2}, ãäå t′ � ïðåäûäóùàÿ âåðøèíà ïóòè
P . Òîãäà dG(t′) = 3. Ïîïðîáóåì ïðîäëèòü ïóòü P ′ íà îäíî ðåáðî.
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Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî v1 6= w. Ïóñòü tv1
� ìîñò ãðàôà G − E(P ′) − x. Òîãäà t � òî÷êà ñî÷ëåíåíèÿ ãðàôà
G − E(P ′) − x − t′ (êîòîðûé, î÷åâèäíî, ñâÿçåí, òàê êàê ïîëó÷åí
èç ñâÿçíîãî ãðàôà G − E(P ′) − x óäàëåíèåì âèñÿ÷åé âåðøèíû t′).
Òîãäà

u(G) ≥ u(G− E(P ′)) ≥ u(G− E(P ′)− x− t′) + 2

(â îñòîâíîå äåðåâî ãðàôà G − E(P ′) − x − t′ äîáàâèì äâå íîâûå
âèñÿ÷èå âåðøèíû: x ïðèñîåäèíèì ê òî÷êå ñî÷ëåíåíèÿ w, à t′ � ê
òî÷êå ñî÷ëåíåíèÿ t).

b

b

b

b

w

x

b b

y

y
y
1

2
z

b b

b

b

b

t’

t

v1
bb q

Ðèñ. 3: ðåäóêöèÿ R6.1, ïóòü P .

Îöåíèì c(G) − c(G − E(P ′) − x − t′). Èñ÷åçëè âåðøèíû x è t′

ñóììàðíîé ñòîèìîñòüþ 1
3 + 1

4 . Òàê êàê öåíà âåðøèí ñòåïåíè 1 è
3 îäèíàêîâà, òî öåíà îòëè÷íûõ îò t′ è t âåðøèí ïóòè P ′ íå èçìå-
íèëàñü. Òîãäà öåíà ìîãëà èçìåíèòüñÿ ëèøü ó òðåõ îòëè÷íûõ îò y
âåðøèí èç NG(x) è äâóõ âåðøèí èç NG(t′), ÷òî äàåò íàì ìàêèñìóì
5
4 . Çíà÷èò, c(G − E(P ′) − x − t′) ≥ c(G) − 1

3 −
6
4 > c(G) − 2 è ïî

èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ èìååì

u(G) ≥ u(G−E(P ′)−x−t′)+2 ≥ c(G−E(P ′)−x−t′)+2+
3

2
> c(G)+

3

2
.

Â ýòîì ñëó÷àå òåîðåìà äîêàçàíà.
Îñòàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà tv1 � íå ìîñò ãðàôà G − E(P ′) − x.

Òîãäà dG−E(P ′)(v1) ≥ 2, ñëåäîâàòåëüíî, v1 6∈ V (P ′) è dG(v1) ≥ 3.
Ìû ïðîäëèì ïóòü P ′ íà ðåáðî tv1 è ïðîäîëæèì ðàññóæäåíèÿ ñ
âåðøèíîé v1. Ðàíî èëè ïîçäíî ïðîöåññ ââèäó êîíå÷íîñòè ãðàôà
çàêîí÷èòñÿ è ìû ïîëó÷èì èñêîìûé ïóòü P .

Òåïåðü ðàññìîòðèì ãðàôG−E(P )−x. Àíàëîãè÷íî äîêàçàííîìó
âûøå, u(G) ≥ u(G − E(P ) − x) + 1 è íàì îñòàåòñÿ ëèøü îöåíèòü
c(G)− c(G− E(P )− x). Ìû óäàëèëè âåðøèíó x öåíîé 1

3 . Ïðè q /∈
{y1, y2} ìû óìåíüøèëè öåíó òðåõ îòëè÷íûõ îò y âåðøèí èç NG(x)
(ìàêñèìóì íà 2 · 14 + 1

12 , òàê êàê w 6∈ S) è âåðøèíû q (íà 1
12).

Ïðè q ∈ {y1, y2} ìû óìåíüøèëè öåíó òîëüêî äâóõ îòëè÷íûõ îò y, q
âåðøèí èç NG(x), ìàêñèìóì íà 1

4 + 1
12 . Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷àåì
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c(G)− c(G− E(P )− x) ≤ 1 è

u(G) ≥ u(G−E(P )− x) + 1 ≥ c(G−E(P )− x) + 1 +
3

2
≥ c(G) +

3

2
.

R6.2. Âûïîëíåíî îäíî èç äâóõ óñëîâèé:
� dG(x) = 4 è dG(w) = 3;
� dG(x) > 4.

Êàê è â ïóíêòå R5, ìû ðàññìîòðèì ãðàô G′ = G ·xw è ïîëó÷åííóþ
ïðè ñòÿãèâàíèè x è w âåðøèíó x′ ∈ V (G′) (ñì. ðèñóíîê 2). Ïîíÿòíî,
÷òî x′ � òî÷êà ñî÷ëåíåíèÿ ãðàôà G′, îíà îòäåëÿåò îò îñòàëüíûõ
âåðøèí âèñÿ÷óþ âåðøèíó. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî dG′(x′) ≥ dG(x) ≥
4: âåðøèíà x′ ñìåæíà â ãðàôå G ñî âñåìè âåðøèíàìè èç NG(x),
êðîìå w è, êðîìå òîãî, ñ âèñÿ÷åé âåðøèíîé èç NG(w).

Åñëè dG(w) = 3, òî c(G′) ≥ c(G)− 1
3 , êàê äîêàçàíî â ïóíêòå R5.

Ïóñòü dG(x) > 4, òîãäà â X íåò âåðøèí ñòåïåíè 4.
Ïðè ñòÿãèâàíèè ðåáðà xw óìåíüøàþòñÿ, ïðè÷åì ðîâíî íà 1,

ëèøü ñòåïåíè âåðøèí, âõîäÿùèõ â òðåóãîëüíèê ñ w è x, à òàêèå
âåðøèíû ïðèíàäëåæàò X (â ñèëó ëåììû 4), à ñëåäîâàòåëüíî, èìå-
þò â ãðàôå G ñòåïåíü íå ìåíåå dG(x) ≥ 5. Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì
ñëó÷àå c(G)− c(G′) = cG(w) ≤ 1

3 .

Çàìå÷àíèå 7. Ïðè ñòÿãèâàíèè ðåáðà xw óìåíüøèëàñü ëèøü ñòå-
ïåíü âåðøèí, âõîäÿùèõ â òðåóãîëüíèê ñ x è w, à ëþáàÿ òàêàÿ âåð-
øèíà â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïðèíàäëåæèò X è èìååò ñòåïåíü õîòÿ áû 4.
Ïîýòîìó, èç dG(a) = 3 è a 6= w ñëåäóåò, ÷òî dG′(a) = 3.

Òåïåðü ïîïðîáóåì, êàê è â ïóíêòå R5, óäàëèòü èç ãðàôà G âåð-
øèíó y (íàïîìíèì, ÷òî ýòî òàêàÿ ñìåæíàÿ ñ x âåðøèíà, ÷òî y /∈W
è dG(y) = 3). Åñëè NG(y) = {x, z, z′}, òî ðàññóæäåíèå èç R5 íå
ïðîéä¼ò ëèøü ïðè z, z′ ∈ S(G), èìåííî ýòîò ñëó÷àé ìû è áóäåì
ðàññìàòðèâàòü. Òàê êàê y 6∈ W , ìû èìååì dG(z) = dG(z′) = 3, îò-
êóäà dG′(z) = 3 ïî çàìå÷àíèþ 7. Îòìåòèì, ÷òî NG′(y) = {x′, z, z′}.

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïóíêòó, ìû áóäåì ñòðîèòü â ãðà-

ôå G′ ïðîñòîé ïóòü P îò âåðøèíû z äî íåêîòîðîé âåðøèíû q
(ãäå q 6∈ S(G′)∪NG(y) èëè q = z′), âñå âíóòðåííèå âåðøèíû êîòî-

ðîãî ëåæàò â S(G′) è íå ëåæàò â NG′(x′) è ãðàô G′ − E(P ) − y
ñâÿçåí.

Ïóñòü v ∈ NG′(z), v 6∈ {y, x′}. Åñëè ðåáðî zv � ìîñò â G′ − y,
òî z � òî÷êà ñî÷ëåíåíèÿ â G′ − y (à çíà÷èò, è â G − y), òîãäà
âåðøèíû y è z óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ 1◦ ëåììû 3, ïðîòèâîðå÷èå.
Çíà÷èò, ïóòü P ìîæíî íà÷àòü ñ ðåáðà zv è dG′(v) ≥ 3.

Áóäåì ñòðîèòü ïóòü P , ïîêà ýòî âîçìîæíî. Ïóñòü â íåêîòîðûé
ìîìåíò ïîñòðîåí ïðîñòîé ïóòü P ′ îò z äî t, ïðè÷¼ì ãðàôG−E(P ′)−
y ñâÿçåí, t 6= {x′, z} è dG′(t) ≥ 3. Ïîíÿòíî, ÷òî t ∈ S(G′), èíà÷å ýòîò
ïóòü íàì ïîäõîäèò, à çíà÷èò, dG′(t) = 3.
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Ïîïðîáóåì ïðîäëèòü ïóòü P íà îäíî ðåáðî. Ïóñòü NG′(t) =
{t′, v1, v2}, ãäå t′ � ïðåäøåñòâóþùàÿ t âåðøèíà ïóòè P ′ è v1 6= x′.
Òîãäà dG′(t′) = 3.

b

b b

b

b

bt’

t

v
1

bb

q
bb

b

b y z
z’

v
x’

Ðèñ. 4: ðåäóêöèÿ R6.2, ïóòü P .

Ïóñòü tv1 � ìîñò ãðàôà G′ −E(P ′)− y. Òîãäà t � òî÷êà ñî÷ëå-
íåíèÿ ñâÿçíîãî ãðàôà G′ − E(P ′) − y − t′ (ýòîò ãðàô ñâÿçåí, òàê
êàê ïîëó÷åí èç ñâÿçíîãî ãðàôà G′ − E(P ′)− y óäàëåíèåì âèñÿ÷åé
âåðøèíû t′). Êàê è â ïðåäûäóùåì ïóíêòå,

u(G) ≥ u(G′) ≥ u(G′ − E(P ′)) ≥ u(G′ − E(P ′)− y − t′) + 2.

Îöåíèì c(G)− c(G− E(P ′)− y − t′). Êàê ìû çíàåì,

c(G)− c(G′) ≤ 1

3
.

Èç ãðàôà G′ èñ÷åçëè âåðøèíû y è t′ ñóììàðíîé ñòîèìîñòüþ 1
2 . Ïðè

óäàëåíèè èç G′ âåðøèí y è t′ öåíà ìîãëà èçìåíèòüñÿ ó äâóõ ñîñåäåé
y è äâóõ ñîñåäåé t′ (ñòåïåíè ñîñåäåé y è t′, ëåæàùèõ ìåæäó íèìè
íà ïóòè P ′, èçìåíèëèñü ñ 3 íà 1, ÷òî íå ìåíÿåò öåíó âåðøèíû), ÷òî
äàåò íàì ìàêèñìóì 4 · 14 . Çíà÷èò, c(G

′ −E(P ′)− y− t′) ≥ c(G)− 11
6

è ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ èìååì

u(G) ≥ u(G′−E(P ′)−y−t′)+2 ≥ c(G′−E(P ′)−y−t′)+2+
3

2
> c(G)+

3

2
.

Â ýòîì ñëó÷àå òåîðåìà äîêàçàíà.
Îñòàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà tv1 � íå ìîñò ãðàôà G−E(P ′)−y. Òîãäà

dG′−E(P ′)(v1) ≥ 2, ïîýòîìó v1 íå âõîäèò â ïóòü P ′ è íå ÿâëÿåòñÿ
âèñÿ÷åé âåðøèíîé ãðàôà G′. Ïîýòîìó dG′(v1) ≥ 3. Ìû ïðîäëèì
ïóòü P ′ íà ðåáðî tv1 è ïðîäîëæèì ðàññóæäåíèÿ ñ âåðøèíîé v1.
Ðàíî èëè ïîçäíî ïðîöåññ ââèäó êîíå÷íîñòè ãðàôà çàêîí÷èòñÿ è
ìû ïîëó÷èì èñêîìûé ïóòü P .

Òåïåðü ðàññìîòðèì ãðàô G′ − E(P ) − y. Àíàëîãè÷íî äîêàçàí-
íîìó âûøå, u(G) ≥ u(G′) ≥ u(G′ − E(P ) − y) + 1 è íàì îñòàåòñÿ
äîêàçàòü, ÷òî c(G′ −E(P )− y) ≥ c(G′)− 2

3 ≥ c(G)− 1. Íà ýòîò ðàç
ìû óäàëèëè èç G′ âåðøèíó y öåíîé 1

4 . Ïðè q 6= z′ ìû óìåíüøèëè
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öåíó äâóõ îòëè÷íûõ îò z âåðøèí èç NG(y) (ìàêñèìóì íà 1
4 + 1

12 ,
òàê êàê x 6∈ S) è âåðøèíû q (íà 1

12). Ïðè q = z′ ìû óìåíüøèëè
òîëüêî öåíó âåðøèíû x′, ïðè÷åì íå áîëåå, ÷åì íà 1

12 . Â îáîèõ ñëó-
÷àÿõ ïîëó÷àåì c(G′) − c(G′ − E(P ) − x) ≤ 2

3 , ÷òî è òðåáîâàëîñü
äîêàçàòü.

Ëåììà 5. Åñëè â ñâÿçíîì ãðàôå G áîëåå äâóõ âåðøèí, åñòü âè-

ñÿ÷èå âåðøèíû è íåâîçìîæíî âûïîëíèòü íè îäèí èç ïóíêòîâ

R1−R6, òî ãðàô óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì.

1◦ Âåðøèíû ìíîæåñòâà X ïîïàðíî íåñìåæíû è èìåþò ñòå-

ïåíü õîòÿ áû 7.
2◦ Âåðøèíû ìíîæåñòâà W ïîïàðíî íåñìåæíû è èìåþò ñòå-

ïåíü íå áîëåå 4.
2◦ Êàæäàÿ âèñÿ÷åé âåðøèíîé ãðàôà G ñìåæíà ñ âåðøèíà ìíî-

æåñòâà W . Êàæäàÿ âåðøèíà ìíîæåñòâà W ñìåæíà ðîâíî ñ îä-

íîé âèñÿ÷åé âåðøèíîé ãðàôà G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê â ãðàôå õîòÿ áû äâå âåðøèíû, òî íèêà-
êèå äâå åãî âèñÿ÷èå âåðøèíû íå ñìåæíû. Çíà÷èò, êàæäàÿ âèñÿ÷àÿ
âåðøèíà ñìåæíà ñ âåðøèíîé èç W .

Òàê êàê íåâîçìîæíî âûïîëíèòü R6, âñå âåðøèíû ìíîæåñòâà
X èìåþò ñòåïåíü õîòÿ áû 7 è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîïàðíî íåñìåæíû.
Ïî ëåììå 4 âåðøèíû ìíîæåñòâà W ïîïàðíî íåñìåæíû è, êàê ìû
çíàåì, îíè èìåþò ñòåïåíü õîòÿ áû 3. Çíà÷èò, êàæäàÿ âåðøèíà ìíî-
æåñòâà W ñìåæíà ñ ìíîæåñòâîì X. Òàê êàê ñòåïåíè âñåõ âåðøèí
èç X õîòÿ áû 7 è íåâîçìîæíî âûïîëíèòü R3, òî ñòåïåíè âåðøèí
ìíîæåñòâà W íå ïðåâîñõîäÿò 4.

2.2 Ìåòîä ì¼ðòâûõ âåðøèí

Ïóñòü íåâîçìîæíî ïðèìåíèòü íè îäíî èç ïðàâèë ðåäóêöèè R1−R8.
Â ýòîìó ñëó÷àå ìû ïîñòðîèì èñêîìîå îñòîâíîå äåðåâî â ãðàôå G ñ
ïîìîùüþ ìåòîäà ì¼ðòâûõ âåðøèí (ñì. [2, 3, 13]).

Íàøà ìîäèôèêàöèÿ áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò ñòàíäàðòíîãî ìåòîäà:
ìû íà÷íåì ïîñòðîåíèå ñ ëåñà (íå îáÿçàòåëüíî äåðåâà). Ìû áóäåì
ïîñëåäîâàòåëüíî, ïî øàãàì äîáàâëÿòü ê íåìó âåðøèíû è óìåíü-
øàòü êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè.

Ïóñòü ïîñëå íåñêîëüêèõ øàãîâ ïåðâîãî ýòàïà ïîñòðîåíèÿ ìû ïî-
ëó÷èëè ëåñ F ñ k êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè (V (F ) ⊂ V (G), E(F ) ⊂
E(G)).

Îïðåäåëåíèå 3. Âèñÿ÷óþ âåðøèíó x ëåñà F íàçîâåì ìåðòâîé,
åñëè âñå âåðøèíû ãðàôà G, ñìåæíûå c x, âõîäÿò â ëåñ F , ïðè÷¼ì
â òó æå êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè, ÷òî è x.
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Äëÿ ëåñà F ÷åðåç b(F ) îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî åãî ì¼ðòâûõ âåð-
øèí.

Çàìå÷àíèå 8. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ìåðòâûå âåðøèíû îñòà-
íóòñÿ ìåðòâûìè âèñÿ÷èìè âåðøèíàìè íà âñåõ ïîñëåäóþùèõ ýòà-
ïàõ ïîñòðîåíèÿ. Ïî îêîí÷àíèè ïîñòðîåíèÿ, êîãäà áóäåò ïîñòðîåíî
îñòîâíîå äåðåâî, âñå åãî âèñÿ÷èå âåðøèíû ñòàíóò ì¼ðòâûìè.

Äëÿ âåðøèíû v ∈ S(G) îïðåäåëèì åå öåíó êàê c(v) = 1
4 , à

äëÿ âåðøèíû v ∈ T (G) îïðåäåëèì åå öåíó êàê cG(v) = 1
3 . Ïî-

ëîæèì c(G) =
∑

v∈V (G) cG(v) = 1
3 |T (G)| + 1

4 |S(G)|. Äëÿ ëþáîãî

ïîäãðàôà G′ ãðàôà G ïîëîæèì cG(G′) =
∑

v∈V (G′) c(v). Â ýòîì
ðàçäåëå áóäåò ãîâîðèòüñÿ òîëüêî î öåíå âåðøèí â ãðàôå G, ïîýòî-
ìó äëÿ êðàòêîñòè ìû áóäåì îáîçíà÷àòü öåíó âåðøèíû x ∈ V (G)
ïðîñòî c(x).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ T = T (G) è S = S(G). Â íàøåì ñëó÷àå
V (G) = S ∪ T .

2.2.1 Íà÷àëî ïîñòðîåíèÿ

Îòäåëüíî îïèøåì íà÷àëî ïîñòðîåíèÿ. Äëÿ ëåñà F ìû îïðåäåëèì

α(F ) =
5

6
u(F ) +

1

6
b(F )− cG(F ).

Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ïðè ïîäñ÷åòå α ìû áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî âåðøèíû,
ïðî êîòîðûå íè÷åãî íå èçâåñòíî, ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó T , ýòî
ïðåäïîëîæåíèå ëèøü óâåëè÷èâàåò èõ öåíó è, òåì ñàìûì, óìåíüøà-
åò α.

B1. Â ãðàôå G íåò âèñÿ÷èõ âåðøèí.

Â ýòîì ñëó÷àå ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ãðàôå åñòü âåðøèíà a
ñ dG(a) ≥ 4, èíà÷å íàøà òåîðåìà ñëåäóåò èç òåîðåìû 1 ðàáîòû [11].
Ìû íà÷í¼ì ïîñòðîåíèå ñ áàçîâîãî äåðåâà F ′, â êîòîðîì a ñîåäèíåíà
ñ 4 âåðøèíàìè èç å¼ îêðåñòíîñòè. Òîãäà α(F ′) ≥ 5

6 · 4−
1
3 · 5 = 5

3 .

B2. Â ãðàôå G åñòü âèñÿ÷èå âåðøèíû.

Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ñ÷èòàòü âûïîëíÿåòñÿ óòâåðæäåíèå ëåììû 5.
Ïóñòü Y ⊂ V (G) � ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí, ñìåæíûõ ñ X è íå

âîøåäøèõ â W . Ðàññìîòðèì ãðàô G∗ íà âåðøèíàõ W ∪X ∪U ∪Y ,
âñå ð¼áðà êîòîðîãî � ýòî ð¼áðà ãðàôà G, èíöèäåíòíûå W èëè X.
Èç ëåììû 5 ïîíÿòíî, ÷òî G∗ � äâóäîëüíûé ãðàô ñ äîëÿìè W ∪ Y
è X ∪ U .

Ïóñòü G′ � êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ãðàôà G∗. Ìû ïîñòðîèì â G′

îñòîâíîå äåðåâî F ′ ñ α(F ′) ≥ 2. Äëÿ íà÷àëà ðàññìîòðèì ïîäãðàô
G′′ = G′ − Y , ïóñòü â ýòîì ïîäãðàôå k êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè. Ðàç-
ëè÷íûå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðàôà G′′ ìîãóò ñîåäèíÿòüñÿ äðóã
ñ äðóãîì ÷åðåç âåðøèíû ìíîæåñòâà Y (ñì. ðèñóíîê 5).
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Ïóñòü W ′ = W ∩ V (G′), X ′ = X ∩ V (G′), Y ′ = Y ∩ V (G′),
U ′ = U ∩ V (G′), x = |X ′|. Êàæäàÿ âåðøèíà ìíîæåñòâà X ′ ñìåæíà
õîòÿ áû ñ 7 âåðøèíàìè èçW ′∪Y ′. Êàæäàÿ âåðøèíà ìíîæåñòâàW ′
ñìåæíà ðîâíî ñ îäíîé âåðøèíîé èç U è, ñëåäîâàòåëüíî, ñ 2 èëè 3
âåðøèíàìè èç X ′. Îáîçíà÷èì ÷åðåçW ′2 èW

′
3 ìíîæåñòâà âåðøèí èç

W ′, ñìåæíûõ ñ 2 è 3 âåðøèíàìè èç X ′ ñîîòâåòñòâåííî. Ïîíÿòíî,
÷òî W ′2 ⊂ S è W ′3 ⊂ T .

XU

W

Y

X XU U

W W

Ðèñ. 5: áàçà B2, ãðàô G′.

Êàæäàÿ âåðøèíà ìíîæåñòâà Y ′ ñìåæíà ñ âåðøèíàìè ìíîæå-
ñòâà X ′, èìåþùèìè ñòåïåíü õîòÿ áû 7. Òàê êàê íåëüçÿ âûïîëíèòü
R3, âåðøèíû èç Y ′ èìåþò ñòåïåíü íå áîëåå 4, òî åñòü, êàæäàÿ èç
íèõ ñìåæíà íå áîëåå, ÷åì ñ 4 âåðøèíàìè èç X ′. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
Y ′4 ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí èç Y ′, ñìåæíûõ ñ 4 âåðøèíàìè èç X ′,
ïóñòü Y ′3 = Y ′ \ Y ′4 . Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ w2 = |W ′2|, w3 = |W ′3|,
y3 = |Y ′3 |, y4 = |Y ′4 |. Òîãäà

|U ′| = w2 + w3, x ≤ 2w2 + 3w3 + 3y3 + 4y4
7

. (1)

Âûäåëèì â ãðàôå G′ îñòîâíûé ëåñ F ′, ïîäâåñèâ ê W ′ ∪X ′ âåð-
øèíû èç Y ′∪U ′ (ýòè âåðøèíû áóäóò âèñÿ÷èìè). Íåòðóäíî ïîíÿòü,
÷òî â òàêîì ëåñó w2 +w3 + y3 + y4 âèñÿ÷èõ âåðøèí è k êîìïîíåíò
ñâÿçíîñòè (ñòîëüêî æå, ñêîëüêî â ãðàôå G′′ = G′ − Y ). Ïîñòðîèì
îñòîâíîå äåðåâî T ′ ãðàôà G′, ñâÿçàâ ýòè k êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè â
îäíó, äëÿ ÷åãî ïðîâåä¼ì íîâûå ð¼áðà ìåæäó Y ′ è X ′. Â ðåçóëüòàòå
êîëè÷åñòâî âèñÿ÷èõ âåðøèí óìåíüøèòñÿ íå áîëåå, ÷åì íà k − 1 è
ïîëó÷èòñÿ

u(T ′) ≥ w2 + w3 + y3 + y4 − k + 1.

Îöåíèì α(T ′). Ñòîèìîñòü

cG(T ′) ≤ 1

4
· (2w2 + w3) +

1

3
· (w3 + x+ y3 + y4).

Âñå âåðøèíû èç U ′, î÷åâèäíî, ÿâëÿþòñÿ ì¼ðòâûìè âåðøèíàìè äå-
ðåâà T ′. Ïîñêîëüêó êàæäàÿ âåðøèíà èç Y èìååò ñòåïåíü íå áîëåå 4,
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òî òå âåðøèíû èç Y ′4 , êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ âèñÿ÷èìè âåðøèíàìè â
äåðåâå T ′ � ì¼ðòâûå âåðøèíû ýòîãî äåðåâà. Òàêèì îáðàçîì, ìåíü-
øå âñåãî ì¼ðòâûõ âåðøèí ó äåðåâà T ′ â ñëó÷àå, êîãäà âñå âèñÿ÷èå
âåðøèíû ëåñà F ′, ïðîïàâøèå ïðè ñêëåéêå êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè,
ëåæàëè â Y ′4 è ìû èìååì

b(T ′) ≥ |U ′|+ y4 − k + 1 = w2 + w3 + y4 − k + 1.

Ó÷èòûâàÿ ïîëó÷åííûå âûøå íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì

α(T ′) ≥ w2 + w3 + y4 +
5

6
y3 − cG(T ′)− k + 1 ≥

w2 ·
1

2
+ w3 ·

5

12
+ y3 ·

1

2
+ y4 ·

2

3
− x · 1

3
− k + 1. (2)

Äàëåå íàì íóæíî îöåíèòü k. Ðàññìîòðèì êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè
G0 ãðàôà G

′′. Â G0 åñòü âåðøèíà v ∈ W ′2 ∪W ′3. Åñëè v ∈ W ′2, òî â
G0 õîòÿ áû äâå âåðøèíû èç X ′, à åñëè v ∈ W ′3 � òî õîòÿ áû òðè
âåðøèíû èç X ′. Òàêèì îáðàçîì,

2k ≤ x. (3)

Ïóñòü k2 � êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðàôà G′′, ñîäåðæà-
ùèõ ïî äâå âåðøèíû èç X ′. Â êàæäîé òàêîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè
îáÿçàòåëüíî åñòü âåðøèíà èç W ′2, ïîýòîìó k2 ≤ w2. Ñ äðóãîé ñòî-
ðîíû,

x ≥ 3(k − k2) + 2k2 = 3k − k2 ≥ 3k − w2,

÷òî ìû ïåðåïèøåì â âèäå

3k ≤ x+ w2. (4)

Ñëîæèâ óìíîæåííîå íà 3
2 íðàâåíñòâî (3) è íåðàâåíñòâî (4) è ñî-

êðàòèâ íà 6, ïîëó÷èì

k ≤ 5

12
x+

1

6
w2. (5)

Îòìåòèì, ÷òî X ′ 6= ∅, à êàæäàÿ âåðøèíà èç X ′ ñìåæíà õîòÿ
áû ñ 7 âåðøèíàìè èç W ′ ∪ Y ′. Ïîýòîìó

w2 + w3 + y3 + y4 ≥ 7. (6)

Òåïåðü ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.

B2.1. W ′3 = ∅.
Âåðí¼ìñÿ ê íåðàâåíñòâó (2). C ó÷åòîì w3 = 0 è íåðàâåíñòâà (3)
ïîëó÷àåì

α(T ′) ≥ w2 ·
1

2
+ y3 ·

1

2
+ y4 ·

2

3
− x ·

(
1

3
+

1

2

)
+ 1.
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Ïîäñòàâèâ îöåíêó íà x èç (1) è ó÷èòûâàÿ (6), ïîëó÷èì

α(T ′) ≥ w2 ·
11

42
+ y3 ·

1

7
+ y4 ·

4

21
+ 1 ≥ (w2 + y3 + y4) ·

1

7
+ 1 ≥ 2,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

B2.2. W ′2 = ∅, k = 1.
Òîãäà èç íåðàâåíñòâà (2), w2 = 0 è k = 1 ïîëó÷àåì

α(T ′) ≥ w3 ·
5

12
+ y3 ·

1

2
+ y4 ·

2

3
− x · 1

3
.

Ïîäñòàâèâ îöåíêó íà x èç (1), ïîëó÷èì

α(T ′) ≥ w3 ·
23

84
+ y3 ·

5

14
+ y4 ·

10

21
≥ w3 ·

23

84
+ (y3 + y4) ·

5

14
.

Åñëè y3 = y4 = 0, òî âñå âèñÿ÷èå âåðøèíû äåðåâà T ′ � ì¼ðòâûå,
òî åñòü, G = G′. Â ýòîì ñëó÷àå èç (6) èìååì w3 ≥ 7 è

u(G) ≥ u(T ′) ≥ c(G) +
23

12
,

òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà. Åñëè æå y3 + y4 ≥ 1, òî ìû èìååì

α(T ′) ≥ 6 · 23

84
+

5

14
= 2,

÷òî íàc óñòðàèâàåò.

B2.3. k ≥ 2.
Â îñòàâøèìñÿ ñëó÷àå ìîæíî ñ÷èòàòü w3 6= 0, èíà÷å ìîæíî âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ ïóíêòîì B2.1. Â ãðàôå G′′ õîòÿ áû äâå êîìïîíåíòû
ñâÿçíîñòè. Ñðåäè íèõ åñòü êîìïîíåíòà, êîòîðàÿ ñîäåðæèò âåðøè-
íû èç W ′3, â íåé õîòÿ áû 3 âåðøèíû èç X ′. Â äðóãîé êîìïîíåíòå
ñâÿçíîñòè íå ìåíåå, ÷åì 2 âåðøèíû èç X ′. Òàêèì îáðàçîì, x ≥ 5.
Âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì (2) è îöåíêîé íà k èç (5):

α(T ′) ≥ w2 ·
1

2
+ w3 ·

5

12
+ y3 ·

1

2
+ y4 ·

2

3
− x · 3

4
− w2 ·

1

6
+ 1.

Âîñïîëüçîâàâøèñü äâà ðàçà îöåíêîé íà x èç (1) è òåì, ÷òî x ≥ 5,
ïîëó÷èì

α(T ′) ≥ w2 ·
5

42
+ w3 ·

2

21
+ y3 ·

5

28
+ y4 ·

5

21
+ 1 ≥ x · 2

9
+ 1 > 2.

Äåéñòâóÿ òàêèì îáðàçîì, ìû âûäåëèì â ãðàôå G∗ îñòîâíûé
ëåñ, â êîòîðîì êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè T ′ èìååò α(T ′) ≥ 2.
Îòìåòèì, ÷òî â ýòîò ëåñ âîøëè âñå âèñÿ÷èå âåðøèíû ãðàôà G.
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2.2.2 Øàã ïîñòðîåíèÿ

×åðåç ∆u è ∆b ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ïðèðîñò êîëè÷åñòâà âèñÿ÷èõ
âåðøèí è êîëè÷åñòâà ìåðòâûõ âèñÿ÷èõ âåðøèí â ëåñó F ñîîòâåò-
ñòâåííî, à ÷åðåç ∆k � óìåíüøåíèå êîëè÷åñòâà êîìïîíåíò ñâÿçíî-
ñòè ëåñà F íà î÷åðåäíîì øàãå àëãîðèòìà. ×åðåç ∆t è ∆s � êîëè-
÷åñòâî âîøåäøèõ â ëåñ F âåðøèí èç T è èç S ñîîòâåòñòâåííî íà
î÷åðåäíîì øàãå àëãîðèòìà.

Íàçîâ¼ì äîõîäîì øàãà A âåëè÷èíó

p(A) =
5

6
∆u+

1

6
∆b+ 2∆k − 1

3
∆t− 1

4
∆s.

Ìû áóäåì âûïîëíÿòü òîëüêî øàãè, äëÿ êîòîðûõ äîõîä íåîòðèöà-
òåëåí.

Çàìå÷àíèå 9. Ïóñòü ìû íà÷àëè ïîñòðîåíèå ñ ëåñà F ′ (ïîñòðî-
åííîãî â áàçå) è íà íàñòîÿùèé ìîìåíò ïîcòðîèëè ëåñ F c u âè-
ñÿ÷èìè âåðøèíàìè è b ì¼ðòâûìè âåðøèíàìè, òîãäà 5

6u + 1
6b ≥

cG(F ) + α, ãäå α ðàâíÿåòñÿ ñóììå α(F ′) è äîõîäîâ âñåõ øàãîâ. Òî-
ãäà èõ ñâîéñòâ áàçîâîãî ëåñà F ′ è îïðåäåëåíèÿ äîõîäà øàãîâ ìîæíî
ñäåëàòü âûâîä, ÷òî α ≥ 5

3 , åñëè ãðàô F ñâÿçåí è α ≥ 2k, åñëè k > 1
� êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðàôà F .

Îïèøåì âñå âîçìîæíûå øàãè. Äëÿ óäîáñòâà ìû â îïèñàíèè øà-
ãà áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âåðøèí, íå âîøåäøèõ â ëåñ F ,
÷åðåç Z. Âåðøèíû ìíîæåñòâà Z, ñìåæíûå õîòÿ áû ñ îäíîé èç
âåðøèí V (F ), íàçîâåì âåðøèíàìè óðîâíÿ 1. Äëÿ êàæäîé âåðøè-
íû x ∈ Z ÷åðåç P (x) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí èç V (F ),
ñìåæíûõ ñ x.

Ìû áóäåì ïûòàòüñÿ âûïîëíèòü î÷åðåäíîé øàã àëãîðèòìà, ïå-
ðåõîäÿ ê ñëåäóþùåìó âàðèàíòó òîëüêî êîãäà íåâîçìîæíî âûïîë-
íèòü íè îäèí èç ïðåäûäóùèõ. Äîïîëíèòåëüíî îá ýòîì óïîìèíàòü
â îïèñàíèè øàãîâ ìû íå áóäåì.

Îòìåòèì, ÷òî âñå íå âîøåäøèå â F âåðøèíû ïðèíàäëåæàò S ∪
T è èìåþò ñòåïåíü íå ìåíåå 3. Ïðè âû÷èñëåíèè äîõîäà øàãà ìû

áóäåì ñ÷èòàòü, åñëè íå ñêàçàíî îáðàòíîå, ÷òî âñå äîáàâëåííûå

âåðøèíû ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó T . Åñëè êàêàÿ-òî äîáàâëåííàÿ
âåðøèíà, ó÷òåííàÿ êàê âåðøèíà èç T íå ïðèíàäëåæèò T , òî äîõîä
øàãà óâåëè÷èòñÿ íà 1

12 .

S1. Ñóùåñòâóåò ðåáðî xy, êîíöû êîòîðîãî � âåðøèíû ðàçíûõ

êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ëåñà F .
Äîáàâèì â F ðåáðî xy, òåì ñàìûì óìåíüøèâ êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò
ñâÿçíîñòè íà 1. Òàêèì îáðàçîì, ∆k ≥ 1 è ∆u ≥ −2. Ïîëó÷àåì

p(S1) ≥ −2 · 5

6
+ 2 ≥ 1

3
.
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S2. Â F åñòü íåâèñÿ÷àÿ âåðøèíà x, ñìåæíàÿ ñ âåðøèíîé y íå

èç V (F ).
Ïðèñîåäèíèì y ê x. Â ýòîì ñëó÷àå ∆u = 1 è

p(S2) ≥ 5

6
− 1

3
≥ 1

2
.

Çàìå÷àíèå 10. Äàëåå ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íå âõîäÿùèå â ëåñ
F ð¼áðà íå ìîãóò âûõîäèòü èç íåâèñÿ÷èõ âåðøèí F è íå ìîãóò
ñîåäèíÿòü ðàçíûå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ëåñà F .

S3. Ñóùåñòâóåò âåðøèíà x ∈ V (F ), ñìåæíàÿ ñ äâóìÿ âåðøè-

íàìè èç Z.
Äîáàâèì ýòè äâå âåðøèíû â äåðåâî, ïðèñîåäèíèâ èõ ê âåðøèíå x.
Òîãäà ∆u = 1, còîèìîñòü äâóõ äîáàâëåííûõ âåðøèí íå áîëåå 2

3 è

p(S3) ≥ 5

6
− 2

3
≥ 1

6
.

S4. Ñóùåñòâóåò âåðøèíà x ∈ Z, ñìåæíàÿ ñ âåðøèíàìè õîòÿ

áû äâóõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ëåñà F .
Òîãäà ñîåäèíèì ýòè äâå êîìïîíåíòû ÷åðåç x, ïðîâåäÿ îò êàæäîé èç
íèõ ïî îäíîìó ðåáðó ê x. Ïîëó÷èì ∆u = −2, ∆k = 1 è, ïîñêîëüêó
c(x) ≤ 1

3 , òî p(S4) ≥ −2 · 56 + 2− 1
3 ≥ 0.

S5. Ñóùåñòâóåò âåðøèíà x ∈ Z, ñìåæíàÿ ñ m ≥ 3 âåðøèíàìè

èç V (F ).
Òàê êàê íåâîçìîæíî âûïîëíèòü S4, âåðøèíà x ñìåæíà ñ òðåìÿ
âåðøèíàìè îäíîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ëåñà F . Ïðèñîåäèíèì x ê
îäíîé èç ýòèõ âåðøèí, äâå äðóãèå ñòàíóò ì¼ðòâûìè. Òîãäà ∆u = 0,
∆b ≥ 2 è, òàê êàê c(x) ≤ 1

3 , ìû ïîëó÷àåì p(S5) ≥ 2 · 16 −
1
3 = 0.

Çàìå÷àíèå 11. Äàëåå ìû ñ÷èòàåì, ÷òî êàæäàÿ âèñÿ÷àÿ âåðøèíà
ëåñà F ñìåæíà ðîâíî ñ îäíîé âåðøèíîé èç Z è íå ñìåæíà ñ äðóãèìè
êîìïîíåòàìè ñâÿçíîñòè ëåñà F . Êàæäàÿ âåðøèíà óðîâíÿ 1 ñìåæíà
íå áîëåå, ÷åì ñ äâóìÿ âåðøèíàìè èç V (F ) è, åñëè òàêèõ âåðøèí
äâå, òî îíè ïðèíàäëåæàò îäíîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ëåñà F .

S6. Ñóùåñòâóåò âåðøèíà x ∈ T óðîâíÿ 1.
Ïî çàìå÷àíèþ 11 âåðøèíà x ñìåæíà íå áîëåå, ÷åì ñ äâóìÿ âåðøè-
íàìè èç V (F ). Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

S6.1. Âåðøèíà x ñìåæíà ñ îäíîé âåðøèíîé èç V (F ).
Òîãäà x ñìåæíà ñ òðåìÿ âåðøèíàìè, íå âîøåäøèìè â F , äîáàâèì
x è ýòè òðè âåðøèíû â F . Ïîëó÷èì ∆u = 2, ñòîèìîñòü ÷åòûð¼õ
äîáàâëåííûõ âåðøèí íå áîëåå 4 · 13 , ïîýòîìó p(S6.1) ≥ 2 · 56 −

4
3 = 1

3 .
S6.2. Âåðøèíà x ñìåæíà ñ äâóìÿ âåðøèíàìè èç V (F ).

Òîãäà x ñìåæíà ñ äâóìÿ âåðøèíàìè y1, y2 ∈ Z, äîáàâèì x, y1, y2
â äåðåâî è ïîëó÷èì ∆u = 1. Äâå ñìåæíûå ñ x âåðøèíû èç V (F )
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ïðèíàäëåæàò îäíîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè, ïîýòîìó ∆b ≥ 1. Còîè-
ìîñòü òð¼õ äîáàâëåííûõ â F âåðøèí íå áîëåå 3 · 13 = 1 è ìû èìååì
p(S6.2) ≥ 5

6 + 1
6 − 1 = 0.

S7. Ñóùåñòâóåò âåðøèíà x ∈ S óðîâíÿ 1, ñìåæíàÿ ñ îäíîé

âåðøèíîé èç V (F ).
Òîãäà x ñìåæíà ñ äâóìÿ íå âîøåäøèìè â F âåðøèíàìè y1, y2, äî-
áàâèì x, y1, y2 â äåðåâî è ïîëó÷èì ∆u = 1. Ðàçáåð¼ì íåñêîëüêî
ñëó÷àåâ.

S7.1. y1, y2 ∈ S.
Òîãäà ñòîèìîñòü òð¼õ äîáàâëåííûõ âåðøèí íå áîëåå 3 · 14 è â ðå-
çóëüòàòå p(S7.1) ≥ 5

6 − 3 · 14 ≥
1
12 , ÷òî íàñ óñòðàèâàåò.

S7.2. y1 ∈ T .
Òîãäà ñòîèìîñòü òð¼õ äîáàâëåííûõ â F âåðøèí íå áîëåå 1

4 + 2 · 13 =
11
12 .

Ïóñòü äåðåâî F ′ � êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ëåñà F , ñ êîòîðîé
ñìåæíà âåðøèíà x. Äîáàâèì â äåðåâî F ′ âåðøèíû x, y1, y2, â ðå-
çóëüòàòå ïîëó÷èì

p(S7.2) ≥ 5

6
− 11

12
≥ − 1

12
,

÷òî íàì íå ïîäõîäèò. Ðàçáåð¼ì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ, ñ ÷åì ìîæåò
áûòü ñìåæíà âåðøèíà y1 è â êàæäîì èç íèõ ïðîäîëæèì øàã.

S7.2.1. Âåðøèíà y1 ñìåæíà ñ z ∈ V (F ′).
Òîãäà z â ðåçóëüòàòå ñäåëàííîãî øàãà ñòàëà ì¼ðòâîé âåðøèíîé (ñì.
ðèñóíîê 6a). Òîãäà ∆b ≥ 1 è ìû èìååì p(S7.2.1) ≥ p(S7.2)+ 1

6 = 1
12 ,

â ýòîì ñëó÷àå øàã âûïîëíåí.

S7.2.2. Âåðøèíà y1 ñìåæíà ñ z ∈ V (F ) \ V (F ′).
Òîãäà äîáàâèì â F ðåáðî zy1, ñîåäèíèâ äâå ðàçëè÷íûå êîìïîíåí-
òû ñâÿçíîñòè ëåñà F â îäíó, ôàêòè÷åñêè âûïîëíèâ øàã S1 (ñì.
ðèñóíîê 6b). Â ðåçóëüòàòå p(S7.2.2) ≥ p(S7.2) + p(S1) ≥ 1

4 .

b

b b

b

x

y y
1 2

z

b

b b

x

y y
1 2

b b
F’ F’F*

b

b

b b

x

y y
1 2

b
F’

b

b

z

z
1

2
a b c

Ðèñ. 6: øàã S7.2.

21



S7.2.3. Âåðøèíà y1 íåñìåæíà ñ V (F ).
Òàê êàê dG(y1) ≥ 4, âåðøèíà y1 ñìåæíà õîòÿ áû ñ äâóìÿ åùå íå
äîáàâëåííûìè â F âåðøèíàìè z1, z2. Äîáàâèì èõ â F , ôàêòè÷åñêè
âûïîëíèâ øàã S3 (ñì. ðèñóíîê 6ñ) è ïîëó÷èì p(S7.2.3) ≥ p(S7.2)+
p(S3) ≥ 1

12 .

S8. Ñóùåñòâóåò âåðøèíà x ∈ S óðîâíÿ 1, ñìåæíàÿ ñ äâóìÿ

âåðøèíàìè èç V (F ).
Îáå âåðøèíû èç P (x), êàê îòìå÷àëîñü ðàíåå, ëåæàò â îäíîé êîì-
ïîíåíòå ñâÿçíîñòè F ′ ëåñà F . Äîáàâèì x â äåðåâî, â ðåçóëüòàòå
îäíà èç âåðøèí P (x) ñòàíåò ì¼ðòâîé. Ïîêà ÷òî ìû èìååì ∆s = 1,
∆b = 1.

Âåðøèíà x ñìåæíà ðîâíî ñ îäíîé âåðøèíîé èç Z, ïóñòü ýòî
âåðøèíà y. Äîáàâèì y â äåðåâî. Ïîëó÷àåòñÿ

p(S8) ≥ 1

6
− 1

4
− c(y) ≥ − 1

12
− c(y).

Ðàçáåð¼ì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ, áóäåì ïðîäîëæàòü øàã äî òåõ ïîð,
ïîêà äîõîä íå ñòàíåò íåîòðèöàòåëüíûì.

S8.1. Âåðøèíà y ñìåæíà ñ V (F ).
Ïîñêîëüêó íåâîçìîæíî âûïîëíèòü øàãè S1− S7 ñ âåðøèíîé y, òî
y ∈ S è y ñìåæíà ñ äâóìÿ âåðøèíàìè îäíîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè
F ∗ ëåñà F . Ó÷èòûâàÿ äàííûå î âåðøèíå y, ìû ïîëó÷èì c(y) = 1

4 è
p(S8) ≥ −1

3 . Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

S8.1.1. F ∗ = F ′.
Òîãäà îáå âåðøèíû èç P (y) è ñàìà âåðøèíà y ñòàíóò ì¼ðòâûìè
(ñì. ðèñóíîê 7à) è ìû èìååì p(S8.1.1) ≥ p(S8) + 3 · 16 = 1

6 .

bb

b

xy

b b

F’ F’F*
b

a b

b
b

bb xy

b

Ðèñ. 7: øàã S8.1.

S8.1.2. F ∗ 6= F ′.
Òîãäà ñîåäèíèì ýòè äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè, äîáàâèâ ðåáðî ìåæ-
äó y è îäíîé èç âåðøèí P (y), ôàêòè÷åñêè âûïîëíèâ øàã S1 (ñì.
ðèñóíîê 7b). Ïîëó÷èì p(S8.1.2) ≥ p(S8) + p(S1) ≥ 0.

S8.2. Âåðøèíà y íåñìåæíà ñ V (F ).
Òîãäà âñå ñìåæíûå ñ y âåðøèíû, êðîìå x, åùå íå âîøëè â F . Ðàç-
áåð¼ì äâà ñëó÷àÿ.
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S8.2.1. y ∈ T .
Òîãäà ìû ìîæåì äîáàâèòü â äåðåâî F ′ òðè ñìåæíûå ñ y âåðøèíû,
ôàêòè÷åñêè âûïîëíèâ øàã S3 è øàã S2 (ñì. ðèñóíîê 8a). Ó÷è-
òûâàÿ, ÷òî c(y) = 1

3 , ïîëó÷èì p(S8) ≥ − 5
12 è p(S8.2.1) ≥ p(S8) +

p(S3) + p(S2) ≥ 1
4 .

S8.2.2. y ∈ S.
Â ýòîì ñëó÷àå ìû ìîæåì äîáàâèòü â äåðåâî F ′ òîëüêî äâå ñìåæíûå
ñ y âåðøèíû z1, z2. Äîáàâèì èõ â äåðåâî F ′, â ðåçóëüòàòå âûïîëíèâ
øàã S3 (ñì. ðèñóíîê 8b). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî c(y) = 1

4 , ïîëó÷èì p(S8) ≥
−1

3 è p(S8.2.2) ≥ p(S8) + p(S3) ≥ −1
6 . Ïðîäîëæèì ðàññìàòðèâàòü

âàðèàíòû.
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Ðèñ. 8: øàã S8.2.

S8.2.2.1. z1, z2 ∈ S
Òîãäà äâå äîáàâëåííûå â ïîñëåäíþþ î÷åðåäü âåðøèíû ñòîÿò 2 · 14 , à
íå 2 · 13 , êàê áûëî ïîñ÷èòàíî âûøå è p(S8.2.2.1) ≥ p(S8.2.2)+ 1

6 ≥ 0,
÷òî íàñ óñòðàèâàåò.

S8.2.2.2. Âåðøèíà z1 ∈ T ñìåæíà ñ ëåñîì F .
Åñëè z1 ñìåæíà ñ äåðåâîì F ′ (ñì. ðèñóíîê 8c), òî ê øàãó S8.2.2
äîáàâëÿåòñÿ åùå îäíà ì¼ðòâàÿ âåðøèíà è p(S8.2.2.2) ≥ p(S8.2.2) +
1
6 ≥ 0.

Ïóñòü z1 ñìåæíà ñ äåðåâîì F ∗ 6= F ′. Òîãäà ïðîâåä¼ì ðåáðî,
ñîåäèíÿþùåå F ∗ ñ z1 (ñì. ðèñóíîê 8d), óìåíüøèâ ÷èñëî êîìïî-
íåíò ñâÿçíîñòè ëåñà F è ôàêòè÷åñêè âûïîëíèâ øàã S1. Ïîëó÷èì
p(S8.2.2.2) ≥ p(S8.2.2) + p(S1) ≥ 1

6 .

S8.2.2.3. Âåðøèíà z1 ∈ T íåñìåæíà ñ ëåñîì F .
Òàê êàê dG(z1) ≥ 4, âåðøèíà z1 ñìåæíà õîòÿ áû ñ äâóìÿ åùå íå
äîáàâëåííûìè â F âåðøèíàìè. Äîáàâèì èõ â F (ñì. ðèñóíîê 8e),
ôàêòè÷åñêè âûïîëíèâ øàã S3 è ïîëó÷èì p(S8.2.2.3) ≥ p(S8.2.2) +
p(S3) ≥ 0.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.

Ëåììà 6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåâîçìîæíî âûïîëíèòü íè îäèí

èç îïèñàííûõ âûøå øàãîâ. Òîãäà F � îñòîâíîå äåðåâî, ïðè÷¼ì

u(F ) ≥ c(G) + 5
3 .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íå âñå âåðøèíû ãðàôàG âî-
øëè â F . Òîãäà ñóùåñòâóåò íå âîøåäøàÿ â F âåðøèíà, ñìåæíàÿ
ñ F . Ïî ïîñòðîåíèþ, åå ñòåïåíü õîòÿ áû 3, à çíà÷èò, ìîæíî âû-
ïîëíèòü îäèí èç øàãîâ, ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò,F � îñòîâíûé ëåñ
ãðàôà G.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàô F íåñâÿçåí. Òîãäà êàêèå-òî äâå åãî
êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè äîëæíû áûòü ñîåäèíåíû ðåáðîì â ãðàôå G
è ìîæíî âûïîëíèòü øàã A1. Çíà÷èò, F ñâÿçåí, òî åñòü, ýòî îñòîâíîå
äåðåâî. Òîãäà âñå âèñÿ÷èå âåðøèíû äåðåâà F � ì¼ðòâûå, â äåðåâå F
ðîâíî îäíà êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè è ïî çàìå÷àíèþ 9 ìîæíî ñäåëàòü
ñëåäóþùèé âûâîä: u(F ) = 5

6u(F ) + 1
6b(F ) ≥ cG(F ) + 5

3 .

3 Ýêñòðåìàëüíûå ïðèìåðû.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîìîæåò íàì ñêëåèâàòü áîëüøèå ýêñòðåìàëü-
íûå ïðèìåðû ê îöåíêå èç òåîðåìû 1 èç ìàëåíüêèõ. Ãëàâíîå òðå-
áîâàíèå ê îáúåêòàì ñêëåéêè � íàëè÷èå âèñÿ÷èõ âåðøèí. Èäåéíî
ëåììà ïîâòîðÿåò äîêàçàííîå â [11], òîëüêî ñ äðóãîé öåíîâîé ôóíê-
öèåé c(G). Äîêàçàòåëüñòâî ïðîéä¼ò äëÿ ëþáîé öåíîâîé ôóíêöèè,
â êîòîðîé âèñÿ÷èå âåðøèíû ó÷èòûâàþòñÿ ñ êîýôôèèöèåíòîì 1

4 .

Ëåììà 7. Ïóñòü G1 è G2 � ãðàôû ñ V (G1)∩V (G2) = ∅ è âèñÿ÷è-

ìè âåðøèíàìè x1 è x2. Ïóñòü G � ãðàô, ïîëó÷åííûé èç G1 è G2

ñêëåèâàíèåì ïî âåðøèíàì x1 è x2 è ïîñëåäóþùèì ñòÿãèâàíèåì

îäíîãî ìîñòà. Ïóñòü u(G1) = c(G1)+ 3
2 è u(G2) = c(G2)+ 3

2 . Òîãäà

u(G) = c(G) + 3
2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì, ÷òî v(G) = v(G1) + v(G2) − 2. Äåé-
ñòâèòåëüíî, äâå âåðøèíû x1 è x2 ìû ñêëåèëè â îäíó âåðøèíó x,
ïîñëå ÷åãî ñòÿãèâàíèå îäíîãî ðåáðà óìåíüøèëî ÷èñëî âåðøèí åùå
íà îäíó. Êàê ìû çíàåì, cG1(x1) = cG2(x2) = 1

4 . Òàê êàê âåðøèíû
x1 ∈ V (G1) è x2 ∈ V (G2) íå ïðèíàäëåæàò V (G), à âñå îòëè÷íûå îò
íèõ âåðøèíû ãðàôà G âõîäÿò ðîâíî â îäèí èç ãðàôîâ G1 è G2 è
èìåþò â ýòîì ãðàôå òàêóþ æå ñòåïåíü, êàê â ãðàôå G, ìû èìååì
c(G) ≤ c(G1) + c(G2)− 2 · 14 .

Îñòà¼òñÿ ëèøü âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåììîé 1 è íàïèñàòü öåïî÷êó
íåðàâåíñòâ:

u(G) = u(G1) + u(G2)− 2 = c(G1) + c(G2) + 1 = c(G) +
3

2
,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Îñòàåòñÿ ïðèâåñòè ýêñòðåìàëüíûé ïðèìåð ê òåîðåìå 1, â êî-
òîðîì õîòÿ áû äâå âèñÿ÷èõ âåðøèíû è åñòü âåðøèíû ñòåïåíè íå
ìåíåå 4, ÷òîáû îöåíêà èç òåîðåìû áûëà îñìûñëåííîé.
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Òàêîé ãðàô ìû âèäèì íà ðèñóíêå 9a. Â ýòîì ãðàôå G ïî 3 âåð-
øèíû ñòåïåíåé 1,3 è 4, à çíà÷èò, c(G) = 3 · 13 + 6 · 14 = 5

2 . Íåòðóäíî
ïîíÿòü, ÷òî u(G) = 4 (â îñòîâíîì äåðåâå ìîãóò áûòü âèñÿ÷èìè
âåðøèíàìè 3 âèñÿ÷èõ âåðøèíû ãðàôà G è íå áîëåå, ÷åì îäíà èç
âåðøèí ñòåïåíè 4). Òàêèì îáðàçîì, u(G) = 4 = c(G) + 3

2 . Òîãäà ïî
ëåììå 7 ìû ìîæåì ñêëåèòü èç òàêèõ ãðàôîâ ñêîëü óãîäíî äëèííûå
öåïî÷êè (ñì. ðèñóíîê 9b) è íà ýòèõ ãðàôàõ áóäåò äîñòèãàòüñÿ îöåí-
êà íà êîëè÷åñòâî âèñÿ÷èõ âåðøèí â îñòîâíîì äåðåâå èç òåîðåìû 1.

b b
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b b

b b
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b

b

b
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b
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Ðèñ. 9: Ýêñòðåìàëüíûå ïðèìåðû.
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