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âèñÿ÷èõ âåðøèí: íîâûå îöåíêè ÷åðåç êîëè÷åñòâî
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Àííîòàöèÿ

Â ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ó ñâÿçíîãî ãðàôà G, â êîòîðîì s
âåðøèí ñòåïåíè 3 è t âåðøèí ñòåïåíè íå ìåíåå 4, ñóùåñòâóåò îñòîâ-
íîå äåðåâî, â êîòîðîì íå ìåíåå 2

5 t + 1
5s + α âèñÿ÷èõ âåðøèí, ãäå

α ≥ 8
5 . Äîêàçàíî, ÷òî äëÿ âñåõ ãðàôîâ, êðîìå òð¼õ èñêëþ÷åíèé,

α ≥ 2. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿþò åäèíñòâåííûé ðåãóëÿðíûé ãðàô
ñòåïåíè 4 íà 6 âåðøèíàõ è äâà ðåãóëÿðíûõ ãðàôà ñòåïåíè 4 íà 8
âåðøèíàõ (â êîòîðûõ êàæäîå ðåáðî âõîäèò â òðåóãîëüíèê).

Ïðèâîäèòñÿ áåñêîíå÷íàÿ ñåðèÿ ïðèìåðîâ ãðàôîâ, ñîäåðæàùèõ
òîëüêî âåðøèíû ñòåïåíåé 3 è 4, äëÿ êîòîðûõ ìàêñèìàëüíîå êîëè-
÷åñòâî âèñÿ÷èõ âåðøèí â îñòîâíîì äåðåâå ðàâíî 2

5 t + 1
5s + 2. Òåì

ñàìûì, äîêàçàíà òî÷íîñòü âñåõ îöåíîê.

1Èññëåäîâàíèÿ âûïîëíåíû ïðè ïîääåðæêå ïðîãðàììû ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäî-

âàíèé ÎÌÍ ÐÀÍ, ãðàíòà Ïðåçèäåíòà ÐÔ ÍØ-5282.2010.1 è ãðàíòà ÐÔÔÈ � 11-01-

00760-à.
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1 Ââåäåíèå. Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ

Ìû ðàññìàòðèâàåì ãðàôû áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ð¼áåð. Â ðàáîòå
áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ. Ìíîæåñòâî âåð-
øèí ãðàôà G ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç V (G), ìíîæåñòâî ð¼áåð
� ÷åðåç E(G), äëÿ êîëè÷åñòâà âåðøèí è ð¼áåð áóäåì èñïîëüçîâàòü
îáîçíà÷åíèÿ v(G) è e(G) ñîîòâåòñòâåííî. Âåçäå â ðàáîòå ãðàôû íå
ñîäåðæàò ïåòåëü è êðàòíûõ ð¼áåð.

×åðåç dG(x) îáîçíà÷èì ñòåïåíü âåðøèíû x â ãðàôå G, ìèíè-
ìàëüíóþ ñòåïåíü âåðøèíû ãðàôà G, êàê îáû÷íî, îáîçíà÷èì ÷åðåç
δ(G). Îêðåñòíîñòü âåðøèíû x ∈ V (G) (òî åñòü, ìíîæåñòâî âñåõ
âåðøèí ãðàôà G, ñìåæíûõ c x) îáîçíà÷èì ÷åðåç NG(x).

Äëÿ ðåáðà e ∈ E(G) ÷åðåç G·e ìû îáîçíà÷èì ãðàô, ïîëó÷åííûé
â ðåçóëüòàòå ñòÿãèâàíèÿ ðåáðà e (êîíöû e ñòÿãèâàþòñÿ â íîâóþ
âåðøèíó, êîòîðîé áóäóò èíöèäåíòíû â G · e âñå âåðøèíû, èíöè-
äåíòíûå â G õîòÿ áû îäíîìó èç êîíöîâ ðåáðà e).

Îïðåäåëåíèå 1. Äëÿ ñâÿçíîãî ãðàôà G îáîçíà÷èì ÷åðåç u(G)
ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî âèñÿ÷èõ âåðøèí â îñòîâíîì
äåðåâå ãðàôà G.

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè F � äåðåâî, òî íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî u(F ) �
êîëè÷åñòâî åãî âèñÿ÷èõ âåðøèí.

Îïóáëèêîâàíî íåìàëî ðàáîò îá îöåíêàõ u(G). Ïîäðîáíåå îá èñ-
òîðèè âîïðîñà ìîæíî ïðî÷èòàòü â [12]. Ìû æå ïðèâåäåì ëèøü ðå-
çóëüòàòû è ïðåäïîëîæåíèÿ, íåïñðåäñòâåííî ñâÿçàííûå ñ íàøåé ðà-
áîòîé.

Â 1981 ãîäó Ëèíèàë âûñêàçàë ãèïîòåçó: u(G) ≥ δ(G)−2
δ(G)+1 + c ïðè

δ(G) ≥ 3, ãäå êîíñòàíòà c > 0 çàâèñèò òîëüêî îò δ(G). Ýòà ãèïîòåçà
ïîÿâèëàñü íå íà ïóñòîì ìåñòå: äëÿ ëþáîãî d ≥ 3 ëåãêî ïðèäóìàòü
áåñêîíå÷íóþ ñåðèþ ïðèìåðîâ ãðàôîâ ñ ìèíèìàëüíîé ñòåïåíüþ d,
äëÿ êîòîðûõ u(G)

v(G) ñòðåìèòñÿ ê d−2
d+1 . Èç ðàáîòû Àëîíà ([4], 1990)

ñëåäóåò, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ d ãèïîòåçà Ëèíèàëà íåâåðíà.
Îäíàêî, íàì èíòåðåñíû êàê ðàç ñëó÷àè ìàëûõ d.

Â 1991 ãîäó Êëåéòìàí è Âåñò [2] äîêàçàëè, ÷òî u(G) ≥ 1
4 ·v(G)+2

ïðè δ(G) ≥ 3 è u(G) ≥ 2
5 ·v(G)+ 8

5 ïðè δ(G) ≥ 4. Â 1996 ãîäó Ãðèããñ
è Âó [3] åùå ðàç äîêàçàëè óòâåðæäåíèå äëÿ δ(G) ≥ 4 è äîêàçàëè,
÷òî u(G) ≥ 1

2 · v(G) + 2 ïðè δ(G) ≥ 5. Äëÿ d > 5 âîïðîñ îñòàåòñÿ
îòêðûòûì. Â îáåèõ ðàáîòàõ ïðèìåíÿëñÿ ìåòîä ì¼ðòâûõ âåðøèí,
êîòîðûé ïðèìåíÿåòñÿ è â íàñòîÿùåé ðàáîòå. Ïîäðîáíîå îïèñàíèå
ìåòîäà äàíî â ñëåäóþùåé ÷àñòè.

Â ðàáîòå [2] ñêàçàíî î åùå îäíîé, áîëåå ñèëüíîé ãèïîòåçå Ëè-

íèàëà: u(G) ≥
∑

x∈V (G)
dG(x)−2
dG(x)+1 äëÿ ñâÿçíîãî ãðàôà G ñ δ(G) ≥ 2.
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Ïîíÿòíî, ÷òî ðàç äëÿ áîëüøèõ ñòåïåíåé íåâåðíà áîëåå ñëàáàÿ ãè-
ïîòåçà, òî íåâåðíà è ýòà. Ìû ïðèâåä¼ì áåñêîíå÷íóþ ñåðèþ ñâÿçíûõ
ãðàôîâ, âñå âåðøèíû êîòîðûõ èìåþò ñòåïåíè 3 è 4, îïðîâåðãàþ-
ùèõ ýòó ãèïîòåçó. Òàêèì îáðàçîì, ãèïîòåçà íåâåðíà íå òîëüêî äëÿ
íåîñÿçàåìûõ áîëüøèõ ñòåïåíåé, ïðèõîäÿùèõ ê íàì èç âåðîÿòíîñò-
íûõ ìåòîäîâ, íî äàæå äëÿ ñòåïåíåé 3 è 4.

Îäíàêî, ñèëüíàÿ ãèïîòåçà Ëèíèàëà ñòèìóëèðóåò ïîïûòêè ïî-
ëó÷èòü îöåíêó íà u(G), â êîòîðóþ êàæäàÿ âåðøèíà âíîñèò âêëàä,
çàâèñÿùèé îò åå ñòåïåíè. Âîçíèêàåò âîïðîñ: êàêîé âêëàä äîëæíà
âíîñèòü âåðøèíà ñòåïåíè d?

Í.Â. Ãðàâèí â ðàáîòå [10] äîêàçàë, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñâÿç-
íîãî ãðàôà G, â êîòîðîì v3 âåðøèí ñòåïåíè 3 è v4 âåðøèí ñòåïåíè
õîòÿ áû 4, u(G) ≥ 2

5 ·v4+ 2
15 ·v3. Â ýòîé ðàáîòå äîïóñêàåòñÿ íàëè÷èå

â ãðàôå âåðøèí ñòåïåíè 1 è 2. Òî÷íîñòü êîíñòàíòû 2
5 íå âûçûâàåò

ñîìíåíèé, à âîò êîíñòàíòó 2
15 ìîæíî çàìåíèòü íà áîëüøóþ, êàê

ïîêàçûâàåò îñíîâíîé ðåçóëüòàò íàøåé ðàáîòû.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü G � ñâÿçíûé ãðàô ñ áîëåå, ÷åì îäíîé âåðøè-

íîé, s � êîëè÷åñòâî åãî âåðøèí ñòåïåíè 3, à t � êîëè÷åñòâî åãî

âåðøèí ñòåïåíè íå ìåíåå 4. Òîãäà u(G) ≥ 2
5 t+ 1

5s+ α, ãäå α ≥ 8
5 .

Áîëåå òîãî, α ≥ 2, êðîìå òð¼õ ãðàôîâ-èñêëþ÷åíèé: C2
6 , C

2
8 (êâàä-

ðàòû öèêëîâ íà 6 è 8 âåðøèíàõ) è ðåãóëÿðíîãî ãðàôà G8 ñòåïåíè

4 íà 8 âåðøèíàõ, èçîáðàæåííîãî íà ðèñóíêå 1.

b

b

b

b

b

b b b

b

b

b b

b

b

b b

b b b

b b

b

C2
C

2
6 8 G 8

a
1

a
2

r rr
r
31 2

b
1 b3

b
2

Ðèñ. 1: Ãðàôû-èñêëþ÷åíèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî ýòà îöåíêà îïòèìàëüíà ïî âñåì òð¼ì êîíñòàíòàì.
Ñóùåñòâóþò áåñêîíå÷íûå ñåðèè ïðèìåðîâ, ãäå îöåíêà äîñòèãàåòñÿ.
Ìû ïðèâåä¼ì ñåðèþ ïðèìåðîâ, â êîòîðîé ãðàôû ñîäåðæàò òîëüêî
âåðøèíû ñòåïåíåé 3 è 4.

Äîêàçàòåëüñòâî áûëî áû ãîðàçäî êîðî÷å, åñëè èñêëþ÷èòü èç
òåîðåìû ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå. Èíòåðåñ ê ïîèñêó òî÷íîé àääè-
òèâíîé êîíñòàíòû îáîñíîâàí æåëàíèåì íàéòè òî÷íóþ îöåíêó, êî-
òîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ êðàåâûì ýôôåêòîì. Âåäü α = 8

5 äîñòèãàåòñÿ
òîëüêî íà ãðàôå C2

6 ! À áåñêîíå÷íûå ñåðèè ïðèìåðîâ ñóùåñòâóþò
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òîëüêî äëÿ α = 2, è èìåííî òàêàÿ àääèòèâíàÿ êîíñòàíòà ôèãóðè-
ðóåò â îöåíêàõ äëÿ ñëó÷àÿ ìèíèìàëüíûõ ñòåïåíåé 3 è 5. Âîçìîæíî,
ïîýòîìó Êëåéòìàí è Âåñò [2] ïðåäïîëîæèëè, ÷òî ñóùåñòâóþò òîëü-
êî äâà ñâÿçíûõ ãðàôà c δ(G) ≥ 2, äëÿ êîòîðûõ íå ïðîõîäèò îöåíêà
u(G) ≥ 2

5v(G)+2: ýòî C2
6 èC

2
8 . Áîëåå òîãî, â ðàáîòå [2] äîêàçàíî, ÷òî

ãðàô-èñêëþ÷åíèå äîëæåí áûòü 4-ðåãóëÿðíûì è êàæäîå åãî ðåáðî
äîëæíî âõîäèòü â òðåóãîëüíèê.

Â ñâîåì ïðåäïîëîæåíèè î ãðàôàõ-èñêëþ÷åíèÿõ Êëåéòìàí è
Âåñò îêàçàëèñü ïî÷òè ïðàâû, íå çàìåòèâ òîëüêî ãðàô íà 8 âåðøè-
íàõ ñ ðèñóíêà 1. Îäíàêî èõ ìåòîä íå äàåò âîçìîæíîñòü äîêàçàòü
äàæå êîíå÷íîñòü ìíîæåñòâà ãðàôîâ-èñêëþ÷åíèé. Â òåîðåìå 1 ìû
äîêàæåì àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äàæå äëÿ áîëåå îáùåé çàäà÷è.

2 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1

Êàê âñåãäà, ïðè ïîñòðîåíèè èñêîìîãî îñòîâíîãî äåðåâà äëÿ ãðàôà
G ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ âñåõ ìåíüøèõ ãðàôîâ òåîðåìà óæå
äîêàçàíà. ×åðåç s(H) îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî âåðøèí ñòåïåíè 3 â
ãðàôå H, à ÷åðåç t(H) � êîëè÷åñòâî âåðøèí ñòåïåíè íå ìåíåå 4 â
ãðàôå H.

Ïóñòü S � ìíîæåñòâî âåðøèí ñòåïåíè 3, à T � ìíîæåñòâî âåð-
øèí ñòåïåíè íå ìåíåå 4 â ãðàôå G.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî öåíà âåðøèíû x ∈ T � ýòî 2
5 , öåíà âåðøèíû

x ∈ S � ýòî 1
5 , öåíà ëþáîé äðóãîé âåðøèíû 0. Ñòîèìîñòüþ ãðàôà

H íàçîâ¼ì âåëè÷èíó c(H) = 2
5 t(H) + 1

5s(H).
Ìû õîòèì äîêàçàòü íåðàâåíñòâî u(G) ≥ c(G)+α, ãäå êîíñòàíòà

α ïî÷òè äëÿ âñåõ ãðàôîâ íå ìåíåå 2.

2.1 Ðåäóêöèîííûå ïðàâèëà

Ñíà÷àëà ìû èçìåíèì ãðàô òàê, ÷òîáû ñ íèì áûëî óäîáíåå ðàáî-
òàòü. Îïèøåì äâà ðåäóêöèîííûõ ïðàâèëà.

R1. Ïóñòü x ∈ V (G), dG(x) = 2, NG(x) = {a, b}, ïðè÷¼ì a è b
íåñìåæíû.

Ïîñòðîèì ãðàô G′ = G− x+ ab. Î÷åâèäíî, c(G′) = c(G).

b

b

b b b
b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

x

a b ba a aa
1 2

R R1 2

Ðèñ. 2: ðåäóêöèîííûå ïðàâèëà
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R2. Ïóñòü a1, a2 ∈ S � ñìåæíûå âåðøèíû, NG(a1)∩NG(a2) =
∅.
Ïóñòü G′ = G ·a1a2, ïðè÷¼ì a � âåðøèíà, ïîëó÷åííàÿ ïðè ñêëåéêå
a1 è a2. Ïîíÿòíî, ÷òî dG′(a) = 4, à òîãäà c(G′) = c(G).

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ åñëè ìû ïîñòðîèì â ãðàôå G′ îñòîâíîå äåðåâî
F ′ c u(F ′) = u(G′) ≥ c(G′) + α, ìû áåç òðóäà ñìîæåì ïðåîáðàçî-
âàòü ýòî äåðåâî â îñòîâíîå äåðåâî F ãðàôà G c íåìåíüøèì ÷èñëîì
âèñÿ÷èõ âåðøèí è òåì ñàìûì äîêàæåì îöåíêó äëÿ ãðàôà G c àä-
äèòèâíîé êîíñòàíòîé, íå ìåíüøåé, ÷åì α.

Çàìå÷àíèå 2. Äàëåå ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ãðàô óäîâëåòâîðÿåò
ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1◦ ëþáàÿ âåðøèíà ñòåïåíè 2 âõîäèò â òðåóãîëüíèê ñ äâóìÿ âåð-
øèíàìè ñâîåé îêðåñòíîñòè;

2◦ íåò äâóõ ñìåæíûõ âåðøèí ñòåïåíè 3, îêðåñòíîñòè êîòîðûõ
íå ïåðåñåêàþòñÿ.

2.2 Îáùåå îïèñàíèå ìåòîäà ì¼ðòâûõ âåðøèí

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ìû ïîñòðîèì èñêîìîå îñòîâíîå äåðå-
âî, èñïîëüçóÿ ìåòîä ì¼ðòâûõ âåðøèí.

Ìû áóäåì âûäåëÿòü â ãðàôå G îñòîâíîå äåðåâî ïîñëåäîâàòåëü-
íî, ïî øàãàì äîáàâëÿÿ ê íåìó âåðøèíû. Ïîäðîáíåå îñòàíîâèìñÿ
íà øàãå àëãîðèòìà.

Ïóñòü ïîñëå íåñêîëüêèõ øàãîâ ïîñòðîåíèÿ ìû ïîëó÷èëè äåðå-
âî F (åñòåñòâåííî V (F ) ⊂ V (G), E(F ) ⊂ E(G)).

Îïðåäåëåíèå 2. Âèñÿ÷óþ âåðøèíó x äåðåâà F íàçîâåì ìåðò-

âîé, åñëè âñå âåðøèíû ãðàôà G, ñìåæíûå c x, âõîäÿò â äåðåâî F .
Îñòàëüíûå âèñÿ÷èå âåðøèíû ìû áóäåì íàçûâàòü æèâûìè.

Çàìå÷àíèå 3. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ìåðòâûå âåðøèíû îñòà-
íóòñÿ ìåðòâûìè âèñÿ÷èìè âåðøèíàìè íà âñåõ ïîñëåäóþùèõ ýòà-
ïàõ ïîñòðîåíèÿ. Ïî îêîí÷àíèè ïîñòðîåíèÿ, êîãäà áóäåò ïîñòðîåíî
îñòîâíîå äåðåâî, âñå åãî âèñÿ÷èå âåðøèíû áóäóò ì¼ðòâûìè.

×åðåç ∆u è ∆b ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ïðèðîñò êîëè÷åñòâà âèñÿ-
÷èõ âåðøèí è êîëè÷åñòâà ìåðòâûõ âèñÿ÷èõ âåðøèí â äåðåâå F íà
î÷åðåäíîì øàãe àëãîðèòìà, ÷åðåç ∆t è ∆s � êîëè÷åñòâî âîøåäøèõ
â äåðåâî F âåðøèí èç T è èç S ñîîòâåòñòâåííî.

Íàçîâ¼ì äîõîäîì øàãà A âåëè÷èíó

p(A) =
13

15
∆u+

2

15
∆b− 2

5
∆t− 1

5
∆s.

Ìû áóäåì âûïîëíÿòü òîëüêî øàãè, äëÿ êîòîðûõ äîõîä íåîòðèöà-
òåëåí.
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Ïóñòü ìû íà÷àëè ïîñòðîåíèÿ ñ áàçîâîãî äåðåâà c u′ âèñÿ÷èìè
âåðøèíàìè, b′ ì¼ðòâûìè âèñÿ÷èìè âåðøèíàìè, s′ âåðøèíàìè ìíî-
æåñòâà S è t′ âåðøèíàìè ìíîæåñòâà T , ïðè÷¼ì u′ · 1315 + b′ · 2

15 − t
′ ·

2
5 − s

′ · 15 = α′.
Ïóñòü ïîñëå íåñêîëüêèõ øàãîâ ìû ïîcòðîèëè äåðåâî F . Òîãäà

u(F ) íå ìåíüøå ñîâîêóïíîé ñòîèìîñòè âñåõ âåðøèí èç V (F ), óâå-
ëè÷åííîé íà êîíñòàíòó α, êîòîðàÿ åñòü ñóììà α′ è äîõîäîâ âñåõ
âûïîëíåííûõ øàãîâ. Â ÷àñòíîñòè, åñëè F � îñòîâíîå äåðåâî ãðà-
ôà G, òî u(F ) ≥ c(G) + α.

Ñíà÷àëà ìû îïèøåì âñå âîçìîæíûå øàãè, à ïîòîì ðàñcìîòðèì
íà÷àëî ïîñòðîåíèÿ è îöåíèì êîíñòàíòó α.

Äëÿ óäîáñòâà ìû â îïèñàíèè øàãà áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæå-
ñòâî âåðøèí, íå âîøåäøèõ â äåðåâî F , ÷åðåç W . Âåðøèíû ìíî-
æåñòâà W , ñìåæíûå õîòÿ áû ñ îäíîé èç âåðøèí V (F ), íàçîâåì
âåðøèíàìè óðîâíÿ 1. Íå âîøåäøèå â óðîâåíü 1 âåðøèíû èç W ,
ñìåæíûå õîòÿ áû ñ îäíîé âåðøèíîé óðîâíÿ 1, íàçîâåì âåðøèíàìè

óðîâíÿ 2.
Äëÿ êàæäîé âåðøèíû x èçW ÷åðåç P (x) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî

âñåõ âåðøèí èç V (F ), ñìåæíûõ ñ x.

2.3 Øàã àëãîðèòìà

Ìû áóäåì ïûòàòüñÿ âûïîëíèòü î÷åðåäíîé øàã àëãîðèòìà, ïåðåõî-
äÿ ê ñëåäóþùåìó âàðèàíòó òîëüêî êîãäà íåâîçìîæíî âûïîëíèòü
íè îäèí èç ïðåäûäóùèõ. Äîïîëíèòåëüíî îá ýòîì óïîìèíàòü â îïè-
ñàíèè øàãîâ ìû íå áóäåì. Íà÷íåì ñ øàãà, êîòîðûé òàêîâûì ôàê-
òè÷åñêè íå ÿâëÿåòñÿ, íî ïîìîæåò íàì â îïèñàíèè äðóãèõ øàãîâ.

Z0. Âèñÿ÷àÿ âåðøèíà u, ïîñ÷èòàííàÿ ðàíåå êàê æèâàÿ, îêàçà-

ëàñü ì¼ðòâîé.

Î÷åâèäíî, ∆u = 0, ∆b = 1, p(Z0) = 2
15 .

Çàìå÷àíèå 4. 1) Ïðè îïèñàíèè øàãîâ ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå
âèñÿ÷èå âåðøèíû, ïðî êîòîðûå íå ñêàçàíî, ÷òî îíè ì¼ðòâûå � æè-
âûå. Äîáàâëåíèå ëèøíåé ì¼ðòâîé âåðøèíû áóäåò îôîðìëåíî, êàê
øàã Z0.

2) Ïðè âû÷èñëåíèè äîõîäà øàãà ìû áóäåì ñ÷èòàòü, åñëè íå ñêà-
çàíî îáðàòíîå, ÷òî âñå äîáàâëåííûå âåðøèíû ïðèíàäëåæàò ìíî-
æåñòâó T , Åñëè êàêàÿ-òî äîáàâëåííàÿ âåðøèíà, ó÷òåííàÿ êàê âåð-
øèíà èç T íå ïðèíàäëåæèò T , òî äîõîä øàãà óâåëè÷èòñÿ õîòÿ áû
íà 1

5 .

Íà÷íåì ñ áîëåå ïðîñòûõ øàãîâ. Â ïåðâûõ ÷åòûð¼õ âàðèàíòàõ â
äåðåâî äîáàâëÿþòñÿ íîâûå âèñÿ÷èå âåðøèíû.

A1. Â äåðåâå F åñòü íåâèñÿ÷àÿ âåðøèíà x, ñìåæíàÿ ñ âåðøè-

íîé y ∈W .
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Òîãäà ïðèñîåäèíèì y ê x. Î÷åâèäíî,

∆u = 1, ∆b = 0, p(A1) ≥ 13

15
− 2

5
≥ 7

15
.

A2. Â äåðåâå F åñòü âåðøèíà x, ñìåæíàÿ ñ k ≥ 2 âåðøèíàìè

èç W .

Òîãäà ïðèñîåäèíèì ê x äâå ñìåæíûå ñ íåé âåðøèíû èç W . Î÷å-
âèäíî,

∆u = 1, ∆b = 0, p(A2) ≥ 13

15
− 2 · 2

5
=

1

15
.

A3. Ñóùåñòâóåò âåðøèíà x óðîâíÿ 1, ñìåæíàÿ c k ≥ 3 âåð-

øèíàìè èç W .

Òîãäà ïðèñîåäèíèì ê äåðåâó F âåðøèíó x è çàòåì òðè ñìåæíûõ ñ
x âåðøèíû ìíîæåñòâà W . Â ýòîì ñëó÷àå ∆t ≤ 4,

∆u = 2, ∆b = 0, p(A3) ≥ 2 · 13

15
− 4 · 2

5
≥ 2

15
.

Çàìå÷àíèå 5. Äàëåå ìû ñ÷èòàåì, ÷òî íåâèñÿ÷èå âåðøèíû äåðåâà
F íå ñìåæíû ñ âåðøèíàìè èçW , êàæäàÿ âèñÿ÷àÿ âåðøèíà ñìåæíà
ðîâíî ñ îäíîé âåðøèíîé èç W è, íàêîíåö, êàæäàÿ âåðøèíà óðîâíÿ
1 ñìåæíà íå áîëåå, ÷åì ñ äâóìÿ âåðøèíàìè èç W .

Â ÷àñòíîñòè, åñëè x ∈ T � âåðøèíà óðîâíÿ 1, òî |P (x)| ≥ 2 è
ïðè ïðèñîåäèíåíèè âåðøèíû x ê äåðåâó õîòÿ áû îäíà èç âåðøèí
ìíîæåñòâà P (x) ñòàíåò ì¼ðòâîé.

b

b b

b

b

b b b

x

x

F
b

b

b b b

b b b b b

b

b

b b b

xx
y y

FF

A3
A2

A4.1 A4.2

Ðèñ. 3: Øàãè À

A4. Ñóùåñòâóåò âåðøèíà x ∈ S óðîâíÿ 1, ñìåæíàÿ ðîâíî ñ

îäíîé âåðøèíîé èç W , ïðè÷¼ì ýòà âåðøèíà � y ∈ T óðîâíÿ 2.
Ïðèñîåäèíèì ê äåðåâó F âåðøèíû x, y è òðè îòëè÷íûå îò x âåð-
øèíû èç W , ñìåæíûe ñ y (âåðøèíà y íå ñìåæíà ñ äåðåâîì F ).
Òîãäà

∆u = 2, ∆b = 1, p(A4) ≥ 2 · 13

15
+

2

15
− 1

5
− 4 · 2

5
=

1

15
.
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Äàëåå ìû ðàñìîòðèì ãîðàçäî áîëåå ñëîæíûé ñëó÷àé. Â çàâè-
ñèìîñòè îò êîíôèãóðàöèè, áóäóò âûïîëåíû ðàçëè÷íûå âàðèàíòû
øàãà.

M. Âåðøèíà x ∈ T óðîâíÿ 1 ñìåæíà ñ äâóìÿ âåðøèíàìè èç W .

Ìû ïðèñîåäèíèì ê äåðåâó âåðøèíó x. Öåíà ýòîé âåðøèíû ñîñòàâ-
ëÿåò 2

5 . Ïðèñîåäèíèì äâå ñìåæíûå ñ x âåðøèíû y1, y2 ∈ W , ôàê-
òè÷åñêè âûïîëíèâ øàã A2. Ìû ïîëó÷èì

∆u = 1, ∆b = 1, p(M) =
2

15
− 2

5
+

1

15
≥ − 3

15
.

N. Âåðøèíà x ∈ S óðîâíÿ 1 ñìåæíà ñ äâóìÿ âåðøèíàìè èç W .

Ìû ïðèñîåäèíèì ê äåðåâó âåðøèíó x è äâå ñìåæíûå ñ x âåðøèíû
y1, y2 ∈W è ïîëó÷èì äîõîä

∆u = 1, ∆b = 0, p(N) = −1

5
+

1

15
≥ − 2

15
.

Øàãè M è N ìû íå ñ÷èòàåì çàêîí÷åííûìè. Ïîñëå èõ âûïîë-

íåíèÿ ìû èìååì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:

� êàæäàÿ âèñÿ÷àÿ âåðøèíà èç V (F ) ñìåæíà íå áîëåå ÷åì ñ

îäíîé âåðøèíîé èç W ;

�êàæäàÿ âåðøèíà ïåðâîãî óðîâíÿ ñìåæíà íå áîëåå ÷åì ñ äâóìÿ

âåðøèíàìè èç W .

Ìû äîáàâèëè â äåðåâî âåðøèíû x, y1, y2, îäíàêî, ïóñòü F ïî-

êà ÷òî îáîçíà÷àåò äåðåâî, ïîñòðîåííîå ïîñëå ïðåäûäóùåãî çàêîí-

÷åííîãî øàãà. Òðåáóåòñÿ âûïîëíèòü øàã ñ äîõîäîì íå ìåíåå 3
15 .

Ïðèñòóïèì ê ðàçáîðó ñëó÷àåâ.

b

b

b b

b b

b

b b

x xy
1 y

1

y
2

y
2

F F

N

b

b b

b b b

x
y
1

2

b

b b

x y
2

y
1

b

b b
bF

3.1 3.2M

b

b

b b

x y
2

y
1

b

b

bF b

y
2

Ðèñ. 4: Øàãè M , N , 2 è 3

1. y1, y2 6∈ T .
Ýòè âåðøèíû ñòîÿò äåøåâëå, ÷åì áûëî ïîñ÷èòàíî, ÷òî äîáàâëÿåò
äîõîä õîòÿ áû 2

5 ïîëó÷àåì

∆u = ∆b = 0, p(1) ≥ 6

15
.

Çàìå÷àíèå 6. Äàëåå ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî y1 ∈ T , òî åñòü,
dG(y1) ≥ 4.
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2. Îäíà èç âåðøèí y1 èëè y2 ñìåæíà ñ k ≥ 3 âåðøèíàìè èç W .

Ïðèñîåäèíèì ê äåðåâó òðè èç ýòèõ âåðøèí, ôàêòè÷åñêè âûïîëíèâ
øàã A2 è øàã A1. Ïîëó÷àåì

∆u = 2, ∆b = 0, p(2) = p(A1) + p(A2) =
8

15
.

3. Êàæäàÿ èç âåðøèí y1, y2 ñìåæíà íå áîëåå, ÷åì ñ îäíîé âåð-

øèíîé èç W \ {x, y1, y2}.
Òàê êàê dG(y1) ≥ 4, òî y1 � âåðøèíà óðîâíÿ 1, à çíà÷èò, |P (y1)| ≥ 2,
÷òî äîáàâèò íàì õîòÿ äâå ì¼ðòâûõ âåðøèíû.

3.1. Åñëè y2 ∈ T , òî ýòî äîáàâèò íàì åùå äâå ì¼ðòâûå âåðøèíû.
Â ýòîì ñëó÷àå

∆u = 0, ∆b = 4, p(3.1) = 4 · 2

15
=

8

15
.

3.2. Åñëè y2 6∈ T , òî ýòî äîáàâèò íàì õîòÿ áû 1
5 . Â ýòîì ñëó÷àå

∆u = 0, ∆b = 2, p(3.2) =
1

5
+ 2 · 2

15
≥ 7

15
.

4. Âåðøèíà y1 ñìåæíà ðîâíî ñ äâóìÿ âåðøèíàìè z1, z2 ∈W .

Ïðèñîåäèíèì ê äåðåâó âåðøèíû z1 è z2 (÷åðåç y1), âûïîëíèâ øàã
A1 è ïîëó÷èì p(4) = 1

15 , ýòîãî íåäîñòàòî÷íî. Ïðîäîëæèì ðàçáè-
ðàòü ñëó÷àè.

4.1. Ñðåäè âåðøèí y2, z1, z2 åñòü âåðøèíà, ñìåæíàÿ ñ äåðåâîì

F .
Ïóñòü, íàïðèìåð, âåðøèíà z1 ñìåæíà ñ äåðåâîì F , òî åñòü, âõîäèò
â óðîâåíü 1. Äëÿ îñòàëüíûõ âåðøèí ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû.

4.1.1. Åñëè z1 ∈ T , òî ïî çàìå÷àíèþ 5, âåðøèíà z1 äîëæíà áûòü
ñìåæíà õîòÿ áû ñ äâóìÿ âåðøèíàìè äåðåâà F , ÷òî äîáàâèò íàì äâå
ì¼ðòâûå âåðøèíû è îáåñïå÷èò

∆u = 1, ∆b = 2, p(4.1.1) =
1

15
+ 2 · 2

15
=

5

15
.

4.1.2. Åñëè z1 6∈ T , òî âåðøèíà z1 ñòîèò äåøåâëå ìèíèìóì íà
1
5 , íî äîáàâëÿåò ëèøü îäíó ì¼ðòâóþ âåðøèíó. Ïîýòîìó

∆u = 1, ∆b = 1, p(4.1.2) =
1

15
+

1

5
+

2

15
=

6

15
.

4.2. Ñðåäè âåðøèí y2, z1, z2 åñòü âåðøèíà íå èç ìíîæåñòâà T .
Ýòî óâåëè÷èò äîõîä íà 1

5 , â ðåçóëüòàòå

∆u = 1, ∆b = 0, p(4.2) =
1

15
+

1

5
=

4

15
.
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4.3. NG(y2) = {x, y1, z1, z2}.
Òîãäà âåðøèíà y2 îêàçûâàåòñÿ ì¼ðòâîé, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ

∆u = 1, ∆b = 1, p(4.3) =
1

15
+

2

15
=

3

15
.

Çàìå÷àíèå 7. Èòàê, ïîäâåä¼ì èòîãè. Â îñòàâøèõñÿ ñëó÷àÿõ âåð-
øèíû y1, y2, z1, z2 ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó T è óðîâíþ 2. Êàæäàÿ
èç âåðøèí y1, y2 ñìåæíà ðîâíî ñ äâóìÿ âåðøèíàìè èçW\{x, y1, y2},
à çíà÷èò, âåðøèíû y1 è y2 ñìåæíû, dG(y1) = dG(y2) = 4.

Âåðøèíà y2 íå ñìåæíà õîòÿ áû ñ îäíîé èç âåðøèí z1, z2. Íå
óìàëÿÿ îáùíîñòè ïîëîæèì, ÷òî y2 íå ñìåæíà ñ z1. Òîãäà z1 ñìåæíà
õîòÿ áû ñ äâóìÿ âåðøèíàìè èç W \ {x, y1, y2, z1, z2}.

4.4. Âåðøèíà z1 ñìåæíà ñ k ≥ 3 âåðøèíàìè èçW\{x, y1, y2, z1, z2}.
Ïðèñîåäèíèì òðè èç ýòèõ âåðøèí â äåðåâî, ñäåëàâ øàã A2 è øàã
A1. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

∆u = 3, ∆b = 0, p(4.4) =
1

15
+

8

15
≥ 9

15
.

4.5. Òàêèì îáðàçîì, âåðøèíà z1 ñìåæíà ðîâíî ñ äâóìÿ âåðøè-

íàìè èç W \ {x, y1, y2, z1, z2}.
Îáîçíà÷èì ýòè äâå âåðøèíû ÷åðåç p1 è p2 è äîáàâèì â äåðåâî
(ñì. ðèñ. 6), ôàêòè÷åñêè âûïîëíèâ åùå îäèí øàã A2. Â ðåçóëüòà-
òå ïîëó÷èì p(4.5) = 1

15 + 1
15 ≥

2
15 . Ýòîãî íå õâàòàåò, ïðîäîëæèì

ðàçáîð ñëó÷àåâ.

4.5.1. Ñðåäè âåðøèí p1, p2 åñòü âåðøèíà, ïðèíàäëåæàùàÿ ìíî-

æåñòâó T è ñìåæíàÿ ñ äåðåâîì F .
Ïóñòü ýòî âåðøèíà p1. Ïî çàìå÷àíèþ 5 îíà ñìåæíà õîòÿ áû ñ äâóìÿ
âåðøèíàìè äåðåâà F , ÷òî äîáàâèò íàì äâå ì¼ðòâûå âåðøèíû è
îáåñïå÷èò

∆u = 2, ∆b = 2, p(4.5.1) =
2

15
+ 2 · 2

15
≥ 6

15
.

4.5.2. Ñðåäè âåðøèí p1, p2 åñòü âåðøèíà íå èç ìíîæåñòâà T .

b

b b

b b

x
yy

z z

1

1

2

2

b

b b

b b

x
yy

z z

1

1

2

24

b
b
F

b

b b

b b

x
yy

z z

1

1

2

2

b F b

b b

b b

x
yy

z z

1

1

2

2

4.1.1 4.1.2 4.3

b b

Ðèñ. 5: Øàãè 4, 4.1.1, 4.1.2 è 4.3

11



Ýòî óâåëè÷èò äîõîä íà 1
5 , ïîëó÷èòñÿ

∆u = 2, ∆b = 0, p(4.5.2) ≥ 2

15
+

3

15
≥ 5

15
.

4.5.3. Ñðåäè âåðøèí y2, z2, p1, p2 åñòü âåðøèíà, íå ñìåæíàÿ ñ

âåðøèíàìè èç W ′ = W \ {x, y1, y2, z1, z2, p1, p2}.
Òîãäà â ïîñòðîåííîì äåðåâå ýòà âåðøèíà � ì¼ðòâàÿ, ÷òî óâåëè÷è-
âàåò äîõîä îò øàãà íà 2

15 . Ïîýòîìó

∆u = 2, ∆b = 1, p(4.5.3) ≥ 2

15
+

2

15
≥ 4

15
.

Çàìå÷àíèå 8. Òàêèì îáðàçîì, âñå âåðøèíû y1, y2, z1, z2, p1, p2 ∈ T
è íå ñìåæíû ñ äåðåâîì F . Êàæäàÿ èç âåðøèí y2, z2, p1, p2 ñìåæíà
õîòÿ áû ñ îäíîé âåðøèíîé èç W ′.

4.5.4. Îäíà èç âåðøèí p1 è p2 ñìåæíà ñ k ≥ 2 âåðøèíàìè íå

èç W ′.
Äîáàâèì äâå èç ýòèõ âåðøèí q1 è q2 â äåðåâî, âûïîëíèâ øàã A2.
Ïîëó÷èòñÿ

∆u = 3, ∆b = 0, p(4.5.4) ≥ 2

15
+

1

15
≥ 3

15
.

4.5.5. Êàæäàÿ èç âåðøèí p1 è p2 ñìåæíà ðîâíî ñ îäíîé âåð-

øèíîé èç W ′.
Òîãäà âåðøèíà p1 ñìåæíà õîòÿ áû ñ äâóìÿ èç âåðøèí p2, y2, z2, à
âåðøèíà p2 ñìåæíà õîòÿ áû ñ äâóìÿ èç âåðøèí p1, y2, z2. Íàïîìíèì,
÷òî ïî çàìå÷àíèþ 7 âåðøèíû y1 è y2 cìåæíû è dG(y1) = dG(y2) = 4.
Ïîñêîëüêó y2 ñìåæíà õîòÿ áû ñ îäíîé âåðøèíîé íå èç W ′, òî y2 íå
ìîæåò áûòü ñìåæíà è ñ p1, è ñ p2. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè ïîëîæèì,
÷òî p1 íå ñìåæíà ñ y2. Òîãäà dG(p1) = 4, âåðøèíà p1 ñìåæíà ñ p2
è z2.

Çàìåòèì, ÷òî âåðøèíà z2 íå ìîæåò áûòü ñìåæíà ñ p2. (Èíà÷å z2
áûëà áû ñìåæíà ñ òðåìÿ âåðøèíàìè èç W \ {x, y1, y2, z1, z2}: ýòî

b

b b

b b

x
yy

z z
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1

2

2
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b b

b b

x

yy

z z
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2

b b b b b
pp
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b

r

4.5.5

bF

Ðèñ. 6: Øàãè 4.4, 4.5, 4.5.1 è 4.5.5
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p1, p2 è âåðøèíà èç W
′. Òîãäà ìîæíî áûëî áû âûïîëíèòü øàã 4.4,

äîáàâèâ ýòè òðè âåðøèíû ê z2.) Çíà÷èò, âåðøèíà p2 ñìåæíà ñ y2
è dG(p2) = 4.

Êðîìå òîãî, y2 ñìåæíà ðîâíî ñ äâóìÿ âåðøèíàìè èçW\{x, y1, y2}.
Òàê êàê y2 ñìåæíà ñ p2 è âåðøèíîé èç W ′, îíà íå ñìåæíà íè ñ z1,
íè ñ z2. Òîãäà z1 ñìåæíà ñ z2 è dG(z1) = dG(z2) = 4.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç r åäèíñòâåííóþ ñìåæíóþ ñ y2 âåðøèíó èç
ìíîæåñòâà W ′. Ìîæíî ïðîâåñòè àíàëîãè÷íûå ñäåëàííûì âûøå
äëÿ y1 ðàññóæäåíèÿ øàãà 4 äëÿ âåðøèíû y2. Îêàæåòñÿ, ÷òî ñìåæ-
íûå ñ y2 âåðøèíû r è p2 ñìåæíû äðóã ñ äðóãîì è, êðîìå òî-
ãî, dG(r) = 4.

Ïðîäîëæàÿ ýòè ðàññóæäåíèÿ äëÿ âåðøèíû p2 è ñìåæíûõ ñ
íåé p1 è z1 ìû óáåäèìñÿ, ÷òî îäíà èç âåðøèí p1 è z1 äîëæíà áûòü
ñìåæíà ñ r. Ïîñêîëüêó z1 íå ìîæåò áûòü ñìåæíà ñ r, òî âåðøèíû p1
è r ñìåæíû.

Òåïåðü ïîíÿòíî, ÷òî z2 äîëæíà áûòü ñìåæíà ðîâíî ñ äâóìÿ âåð-
øèíàìè èç W \ {x, y1, y2, z1, z2} è ýòè äâå âåðøèíû ñìåæíû äðóã
ñ äðóãîì. (Â íàøåì ñëó÷àå ìîæíî âìåñòî âåðøèíû z1 â ïîâåäåí-
íûõ âûøå ðàññóæäåíèÿõ ðàññìîòðåòü z2.) Òàê êàê îäíà èç äâóõ
ðàññìàòðèâàåìûõ ñìåæíûõ ñ z2 âåðøèí � ýòî p1, à âòîðàÿ ëåæèò
â W ′, òî âòîðàÿ âåðøèíà � ýòî r. Ìû ïîëó÷èëè êîíôèãóðàöèþ,
èçîáðàæåííóþ íà ðèñóíêå 6.

Äîáàâèì â äåðåâî âåðøèíó r, ïðèñîåäèíèâ åå ê îäíîé èç ñìåæ-
íûõ ñ íåé. Îòìåòèì, ÷òî íè îäíà èç äîáàâëåííûõ â äåðåâî âåðøèí
â ýòîì ñëó÷àå íå èìååò ñìåæíûõ âåðøèí âíå äåðåâà. Ïðîèçâåä¼ì
ïîäñ÷¼ò ïàðàìåòðîâ ýòîãî øàãà: ∆t = 5, ∆u = 2, ∆b = 4, ∆t = 5.
Òàêèì îáðàçîì,

∆u = 2, ∆b = 4, p(4.5.5) ≥ 2 · 13

15
+ 4 · 2

15
− 5 · 2

5
=

4

15
.

Çàìå÷àíèå 9. 1) Îêàçàëîñü, ÷òî â ïðîäîëæåíèè øàãîâ M è N
âñåãäà ìîæíî âûïîëíèòü øàã ñ äîõîäîì íå ìåíåå 3

15 , ÷òî â ñóììå
äàåò íåîòðèöàòåëüíûé äîõîä. Ïîñëå øàãîâ M è N ìû îáÿçàòåëüíî
áóäåì âûïîëíÿòü îïèñàííûå âûøå øàãè, äàþùèå â ñóììå íåíóëå-
âîé äîõîä. Îáîçíà÷åíèåM4.2 áóäåò îçíà÷àòü øàã, ñîñòîÿùèé èçM
è 4.2, àíàëîãè÷íî ñ îñòàëüíûìè øàãàìè.

Íóëåâîé äîõîä ïîëó÷èëñÿ òîëüêî â øàãàõ M4.3 è M4.5.4. Â
îñòàëüíûõ øàãàõ äîõîä íå ìåíåå 1

15 . Âñå øàãè, êðîìå M4.5.5 è
N4.5.5, íå ìîãóò áûòü ïîñëåäíèìè, òàê êàê äîáàâëÿþò õîòÿ áû
îäíó æèâóþ âåðøèíó.

2) Îñòàþòñÿ ëèøü âàðèàíòû, â êîòîðûõ êàæäàÿ âåðøèíà óðîâ-
íÿ 1 èìååò åäèíñòâåííóþ ñìåæíóþ âåðøèíó â ìíîæåñòâå W , à â
óðîâíå 2 íåò âåðøèí ìíîæåñòâà T .
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Â ñëåäóþùèõ âàðèàíòàõ â äåðåâî íå äîáàâëÿåòñÿ íîâûõ âèñÿ÷èõ
âåðøèí, íî óâåëè÷èâàåòñÿ êîëè÷åñòâî ì¼ðòâûõ âåðøèí.

Z1. Ñóùåñòâóåò âåðøèíà óðîâíÿ 1, íå ñìåæíàÿ ñ âåðøèíàìè

èç W .

Ïóñòü ýòî âåðøèíà w. Òîãäà NG(w) = P (w). Äîáàâèì âåðøèíó w â
äåðåâî, â ðåçóëüòàòå âñå âåðøèíû èç NG(w), êðîìå îäíîé, ñòàíóò
ì¼ðòâûìè, òàê æå êàê è âåðøèíà w. Ìû èìååì ∆b = dG(w).

Z1.1. Ïðè w ∈ T ïîëó÷àåòñÿ

∆u = 0, ∆b = 4, p(Z1.1) = 4 · 2

15
− 2

5
=

2

15
.

Z1.2. Ïðè w ∈ S ïîëó÷àåòñÿ

∆u = 0, ∆b = 3, p(Z1.2) = 3 · 2

15
− 1

5
=

3

15
.

Z1.3. Ïðè w 6∈ S ∪ T ïîëó÷àåòñÿ p(Z1.3) = ∆b · 2
15 , ýòîò øàã

ìîæíî íå ðàññìàòðèâàòü, ýôôåêò îò íåãî òîò æå ñàìûé, ÷òî îò ∆b
øàãîâ Z0. Â ìîìåíò ïåðåáîðà êîíôèãóðàöèé-èñêëþ÷åíèé ýòîò øàã
áóäåò íåâîçìîæåí.

Z2. Ñóùåñòâóåò äâå ñìåæíûå âåðøèíû v, w ïåðâîãî óðîâíÿ.

Ïóñòü ýòî âåðøèíû v, w. Òîãäà îñòàëüíûå ñìåæíûå ñ v, w âåðøèíû
� ýòî âèñÿ÷èå âåðøèíû äåðåâà F . Î÷åâèäíî, v, w ∈ S ∪ T (åñëè,
íàïðèìåð, dG(v) = 2 è NG(v) = {x,w}, òî x ñìåæíà ñ w è ìû
ìîæåì âûïîëíèòü øàã A2). Ñëó÷àé v, w ∈ S íåâîçìîæåí, â íåì ìû
áû ïðèìåíèëè ðåäóêöèîííîå ïðàâèëî R2. Äîáàâèì âåðøèíû w è v
â äåðåâî, ïðèñîåäèíèâ ê ñìåæíûì ñ íèìè âåðøèíàì, â ðåçóëüòàòå
v è w ñòàíóò ì¼ðòâûìè è ∆b = dG(w) + dG(v)− 2.

Z2.1. Åñëè îäíà èç âåðøèí v, w ëåæèò â S, à äðóãàÿ � â T , òî

∆u = 0, ∆b = 5, p(Z2.1) = 5 · 2

15
− 1

5
− 2

5
=

1

15
.

Z2.2. Ïðè v, w ∈ T ïîëó÷àåòñÿ

∆u = 0, ∆b = 6, p(Z2.2) = 6 · 2

15
− 2 · 2

5
= 0.

Z3. Âåðøèíà w óðîâíÿ 1 ñìåæíà ñ v 6∈ S ∪ T .
Äîáàâèì âåðøèíû w è v â äåðåâî. Â ðåçóëüòàòå âåðøèíà v ñòàíåò
ì¼ðòâîé (òàê êàê ïðè dG(v) = 2 ìû èìååì NG(v) ⊂ NG(w)) è
∆b = dG(w)− 1 > 0.

Z3.1. Ïðè w ∈ S ïîëó÷àåòñÿ

∆u = 0, ∆b = 2, p(Z3.1) = 2 · 2

15
− 1

5
=

1

15
.
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Z3.2. Ïðè w ∈ T ïîëó÷àåòñÿ

∆u = 0, ∆b = 3, p(Z3.2) = 3 · 2

15
− 2

5
= 0.

Çàìå÷àíèå 10. Ïóñòü w � âåðøèíà óðîâíÿ 1. Òàê êàê íåëüçÿ
âûïîëíèòü ïðåäûäóùèå øàãè, îíà ñìåæíà ñ âåðøèíîé v óðîâíÿ 2.
Ïîñêîëüêó íåëüçÿ âûïîëíèòü øàã A4, òî v ∈ T . Ïîñêîëüêó íåëüçÿ
âûïîëíèòü ðåäóêöèþ R2, òî w ∈ T ∪ S.

b b b b b

b bw v

b b b b b

b bw v

bF F

Z2.1 Z2.2

b b b b b b b b b

b b b

F

G2
w w

w21 n

Z4

Ðèñ. 7: Øàãè Z.

Z4. Ñóùåñòâóåò íå âîøåäøàÿ â äåðåâî âåðøèíà.

Ïóñòü w1, . . . , wn � âñå âåðøèíû óðîâíÿ 1. Òîãäà êàæäàÿ èç íèõ
ñìåæíà ñ òðåìÿ âèñÿ÷èìè âåðøèíàìè äåðåâà F , âñåãî èìååì 3n
ðàçëè÷íûõ âåðøèí, è ýòî âñå æèâûå âèñÿ÷èå âåðøèíû äåðåâà F ,
èíà÷å áûëî áû ìîæíî âûïîëíèòü îäèí èç ïðåäûäóùèõ øàãîâ. Ðàç-
ðåæåì âñå ð¼áðà, âåäóùèå îò w1, . . . , wn ê äåðåâó F , â ðåçóëüòàòå
ãðàô G ðàñïàä¼òñÿ íà G1 = G(V (F )) è ãðàô G2. Îòìåòèì, ÷òî
c(G2) ìåíüøå ñîâîêóïíîé ñòîèìîñòè âåðøèí V (G2) â ãðàôå G íà
n · 25 . Ïðè ýòîì, â äåðåâå F äîáàâèòñÿ 3n ì¼ðòâûõ âåðøèí, ÷òî
ïðèíåñ¼ò ðàâíûé óáûòêó äîõîä â 3n · 2

15 .
Îòìåòèì, ÷òî ãðàô G2 ìîæåò áûòü íåñâÿçíûì, íî â êàæäîé

åãî êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè åñòü õîòÿ áû ÷åòûðå âåðøèíû è ñðåäè
íèõ åñòü âèñÿ÷àÿ (îäíà èç w1, . . . , wn) è ïîòîìó ê êàæäîé êîìïî-
íåíòå ñâÿçíîñòè ãðàôà G2 ìîæíî ïðèìåíèòü óòâåðæäåíèå íàøåé
òåîðåìû (îíà íå ÿâëÿåòñÿ èñêëþ÷åíèåì è ñîäåðæèò ìåíüøå âåð-
øèí, ÷åì ãðàô G). Ïóñòü â ãðàôå G2 ðîâíî k êîìïîíåíò ñâÿçíî-
ñòè. Òîãäà ìû ìîæåì ïîñòðîèòü â íåì îñòîâíûé ëåñ F ′ èç k äåðå-
âüåâ ñ u(F ′) = c(G′) + 2. Ïðèñîåäèíèì ê F êàæäóþ èç k êîìïîíåíò
ñâÿçíîñòè ëåñà F ′ ïðîèçâîëüíûì ðåáðîì, â ðåçóëüòàòå êîëè÷åñòâî
âèñÿ÷èõ âåðøèí óìåíüøèòñÿ íà 2k è ïîëó÷èòñÿ îñòîâíîå äåðåâî T
ãðàôà G ñ u(T ) = u(F ) +u(F ′)− 2k = c(G) +α, ãäå α � êîíñòàíòà,
íàêîïëåííàÿ íà ïðåäûäóùèõ øàãàõ ïîñòðîåíèÿ îñòîâíîãî äåðåâà.

2.4 Íà÷àëî ïîñòðîåíèÿ è îöåíêà α

Èòàê, ïóñòü ìû íà÷àëè ïîñòðîåíèÿ ñ áàçîâîãî äåðåâà c u′ âèñÿ÷è-
ìè âåðøèíàìè, b′ ì¼ðòâûìè âèñÿ÷èìè âåðøèíàìè, s′ âåðøèíàìè

15



ìíîæåñòâà S è t′ âåðøèíàìè ìíîæåñòâà T , ïðè÷¼ì

u′ · 13

15
+ b′ · 2

15
− t′ · 2

5
− s′ · 1

5
= α′.

Ìû ïîñòàðàåìñÿ íà÷àòü ïîñòðîåíèå äåðåâà òàê, ÷òîáû êîíñòàíòà
α′ áûëà êàê ìîæíî áîëüøå. Â èòîãå ïîëó÷èòñÿ îñòîâíîå äåðåâî F ,
äëÿ êîòîðîãî u(F ) ≥ c(G) + α, ãäå α åñòü ñóììà α′ è äîõîäîâ âñåõ
ñäåëàííûõ øàãîâ.

Ðàçáåð¼ì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ, â êàæäîì èç íèõ áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî óñëîâèÿ âñåõ ïðåäûäóùèõ ñëó÷àåâ íå âûïîëíÿåòñÿ. Íà÷íåì ñî
ñëó÷àåâ, â êîòîðûõ óäàåòñÿ ïîñòðîèòü áàçîâîå äåðåâî ñ α′ ≥ 2 è
òåì ñàìûì çàêîí÷èòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

B1. Â ãðàôå åñòü äâå ñìåæíûå âåðøèíû a, a′ ∈ T , ó êîòîðûõ

NG(a) ∩NG(a′) = ∅.
Ìû íà÷í¼ì ïîñòðîåíèå ñ áàçîâîãî äåðåâà, â êîòîðîì a è a′ ñîåäè-
íåíû äðóã ñ äðóãîì è ñî âñåìè âåðøèíàìè èç èõ îêðåñòíîñòåé. Â
òàêîì äåðåâå u′ ≥ 6, t′ ≤ u′+2 è α′ = u′ · 1315−(u′+2)· 25 = 7u′−12

15 ≥ 2.

B2. Â ãðàôå åñòü âåðøèíà a ∈ T , ñìåæíàÿ ñ âåðøèíîé ñòåïå-

íè íå áîëåå 2.
Ïóñòü v ∈ NG(a), dG(v) ≤ 2. Ìû íà÷í¼ì ïîñòðîåíèå ñ áàçîâîãî
äåðåâà, â êîòîðîì a ñîåäèíåíà ñî âñåìè âåðøèíàìè èç å¼ îêðåñò-
íîñòè. Åñëè dG(v) = 1, òî âåðøèíà v, î÷åâèäíî, ì¼ðòâàÿ. Åñëè
æå dG(v) = 2, òî, òàê êàê íåâîçìîæíî âûïîëíèòü ðåäóêöèþ R1,
âåðøèíû a è v âõîäÿò â òðåóãîëüíèê, òðåòüÿ âåðøèíà êîòîðîãî,
î÷åâèäíî, ëåæèò â NG(a). Çíà÷èò, è â ýòîì ñëó÷àå âåðøèíà v �
ì¼ðòâàÿ.

Òàêèì îáðàçîì, u′ = dG(a) ≥ 4, b′ = 1, t′ + s′ = u′ è α′ ≥
u′ · 1315 + 2

15 − u
′ · 25 = 7u′+2

15 ≥ 2.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü íà÷àëà ïîñòðîåíèÿ,

â êîòîðûõ α′ < 2. Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ îöåíêè α ≥ 2 ìû îáðàòèì

âíèìàíèå íà êîíåö ïîñòðîåíèÿ.

Ëåììà 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ãðàôå íåò êîíôèãóðàöèé, îïè-

ñàííûõ â ñëó÷àÿõ B1 è B2. Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåð-

æäåíèÿ.

1) Åñëè õîòÿ áû îäèí ðàç âûïîëíÿëñÿ øàã Z4, òî ñóùåñòâóåò
áàçîâîå äåðåâî ñ α′ ≥ 2.

2) Åñëè íå âûïîëíÿëñÿ øàã Z4, òî ïîñëåäíèé øàã íå äîáàâëÿåò

æèâûõ âèñÿ÷èõ âåðøèí è äà¼ò äîõîä íå ìåíåå 1
15 .

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Âåðí¼ìñÿ ê øàãó Z4 è îòðåçàííîìó îò çà-
ãîòîâêè äåðåâà F ãðàôó G2 (ñì. ðèñ 7), òî÷íåå ê îäíîé èç åãî
êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè G′. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè ïîëîæèì, ÷òî â G′
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ïîïàëè âåðøèíû w1, . . . , wk è íå ïîïàëè âåðøèíû wk+1, . . . , wn. Òàê
êàê G′ � ìåíüøèé ãðàô ñ âèñÿ÷èìè âåðøèíàìè, â íåì åñòü îñòîâ-
íîå äåðåâî T ′ c u(T ′) ≥ c(G′) + 2. Ïåðåíåñ¼ì ýòî äåðåâî â ãðàô
G. Ê ñîæàëåíèþ, âåðøèíû w1, . . . , wk ñòîÿò â ãðàôå G íå ïî 0,
êàê â ãðàôå G′, à ïî 2

5 . Ê òîìó æå, òåïåðü ýòè âèñÿ÷èå âåðøè-
íû äåðåâà T ′ � íå ì¼ðòâûå, íà ÷åì ìû òåðÿåì åùå ïî 2

15 . Òåì
ñàìûì, â ãðàôå G ïîñòðîåííîå äåðåâî T ′ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
13
15u
′ + 2

15b
′ ≥ 2

5 t
′ + 1

5s
′ + 2− 8

15n.
Âñïîìíèì øàã Z4 è ïðè âñåõ i ∈ {1, . . . , k} âûäåëèì äëÿ êàæäîé

âåðøèíû wi òðè ñìåæíûå ñ íåé âåðøèíû xi1, x
i
2, x

i
3 ∈ V (F ). Òàêèå

òðîéêè äëÿ ðàçíûõ âåðøèí íå ïåðåñåêàþòñÿ, âñå èõ âåðøèíû íå
âõîäÿò â äåðåâî T ′. Âûïîëíèì k ðàç � ïî î÷åðåäè ñî âñåìè âåðøè-
íàìè w1, . . . , wk � øàã A2 è øàã A1, ïðèñîåäèíèâ ê wi âåðøèíû
xi1, x

i
2, x

i
3. Â ñóììå ìû ïîëó÷èì äîõîä k · 8

15 è ïîñòðîèì áàçîâîå
äåðåâî F ′ ñ êîíñòàíòîé α′ = 2.

2) Ðàññìîòðèì ïîñëåäíèé øàã. Ýòî ìîã áûòü øàã, íå äîáàâëÿ-
þùèé æè âûõ âèñÿ÷èõ âåðøèí, à èìåííî, îäèí èç øàãîâ Z0, Z1.1,
Z1.2, Z2.1, Z3.1, N4.5.5 è M4.5.5. Ëþáîé èç íèõ äà¼ò äîõîä õîòÿ
áû 1

15 .

Òàêèì îáðàçîì, â äàëüíåéøåì íàì äîñòàòî÷íî äîêàçûâàòü, ÷òî
øàãè, íà êîòîðûõ äîáàâëÿþòñÿ æèâûå âèñÿ÷èå âåðøèíû, îáåñïå÷àò
α′ ≥ 29

15 . Ïðîäîëæèì ðàçáîð ñëó÷àåâ.

B3. Â ãðàôå åñòü âåðøèíà a ñòåïåíè íå ìåíåå 5.
Íà÷í¼ì ïîñòðîåíèå ñ áàçîâîãî äåðåâà, â êîòîðîì a ñîåäèíåíà ñî
âñåìè âåðøèíàìè èç å¼ îêðåñòíîñòè. Î÷åâèäíî, u′ = dG(a) ≥ 5,
t′ + s′ ≤ u′ + 1 è α′ = u′ · 1315 − (u′ + 1) · 25 = 7u′−6

15 ≥ 29
15 , ÷òî íàì è

íóæíî.

B4. Â ãðàôå åñòü âåðøèíà x ∈ S, ñìåæíàÿ ñ âåðøèíîé ñòåïå-

íè íå áîëåå 2.
Ïóñòü v ∈ NG(x), dG(v) ≤ 2, NG(x) = {v, y1, y2}. Ìû íà÷í¼ì ïîñòðî-
åíèå ñ áàçîâîãî äåðåâà, â êîòîðîì a ñîåäèíåíà ñî âñåìè âåðøèíàìè
èç å¼ îêðåñòíîñòè. Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ B2, âåðøèíà v áóäåò ì¼ðò-
âîé. Òàêèì îáðàçîì, u′ = 3, b′ = 1. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé y1, y2 ∈ T .
Òîãäà s′ = 1, t′ = 2 è α′ = 3 · 1315 + 2

15 −
1
5 − 2 · 25 = 26

15 .
Åñëè õîòÿ áû îäíà èç âåðøèí y1, y2 6∈ S∪T , òî î÷åâèäíî α′ ≥ 2.

Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ âåðøèíû y1, y2 � æèâûå. Íàì íå õâàòàåò 4
15 .

Ïðè ðàçáîðå ñëó÷àåâ M è N ìû ðåøàëè àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó î
íåäîñòàòêå äîõîäà â 3

15 (äàæå ñ òåìè æå îáîçíà÷åíèÿìè x, y1, y2).
Ïîâòîðèâ ýòè ðàññóæäåíèÿ è øàãè, ìû îáåñïå÷èì α′ ≥ 29

15 . Áîëåå
òîãî, α′ < 2 ìû ïîëó÷èì òîëüêî â êîíôèãóðàöèÿõ M4.3 è M4.5.4,
íî â ýòèõ ñëó÷àÿõ â ïîñòðîåííûõ äåðåâüÿõ åñòü æèâûå âåðøèíû è
ïî ëåììå 1 ïîñëåäíèé øàã ïîñòðîåíèÿ äàñò äîïîëíèòåëüíûé äîõîä
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â 1
15 è îáåñïå÷èò α ≥ 2.

Øàã ∆u−∆b 15·äîõîä
A1 1 7

A2, A4, M4.2, N4.3, M4.5.3 1 1

A3, N4.2, M4.5.2, N4.5.3 2 2

M1, M4.1.2, M4.5.1, N4.1.1 0 3

N1, N4.1.2, N4.5.1 1 4

M2 2 5

N2, M4.4 3 6

M3.1 −4 5

N3.1 −3 6

M3.2 −2 4

N3.2 −1 5

M4.1.1, N4.5.5, Z0 −1 2

M4.3 0 0

N4.4 4 7

N4.5.2 3 3

M4.5.4 3 0

N4.5.4 4 1

M4.5.5 −2 1

Z1.1 −4 2

Z1.2 −3 3

Z2.1 −5 1

Òàáëèöà 1.

Äàëåå ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé, êîãäà â ãðàôå ñòåïåíè âñåõ

âåðøèí ðàâíû 3 è 4. Â òàáëèöå 1 ïðèâåäåíà ñâîäêà äàííûõ ïî âñåì

âîçìîæíûì øàãàì. Ìû ó÷ëè íåâîçìîæíîñòü øàãîâ Z2.2, Z3 è Z4
â ñâÿçè ñ íåâîçìîæíîñòüþ êîíôèãóðàöèé èç ðàçîáðàííûõ áàçîâûõ
ñëó÷àåâ. Äëÿ ïðîñòîòû âîñïðèÿòèÿ äîõîäû âñåõ øàãîâ óìíîæåíû
íà 15.

Ñ òàêèì áîëüøèì êîëè÷åñòâîì øàãîâ íåóäîáíî ðàáîòàòü è ñëå-
äóþùåé ëåììîé ìû çíà÷èòåëüíî ñîêðàòèì êîëè÷åñòâî âîçìîæíûõ
øàãîâ.

Ëåììà 2. Åñëè â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ îñòîâíîãî äåðåâà (ñ íåêî-

òîðûì áàçîâûì äåðåâîì) õîòÿ áû ðàç âûïîëíÿëñÿ îäèí èç óêàçàí-

íûõ øàãîâ, òî ìîæíî ïîñòðîèòü îñòîâíîå äåðåâî ñ α ≥ 2.
1) Øàã N4.2, N4.3, N4.4, N4.5.2, N4.5.3, N4.5.5 èëè îäèí èç

øàãîâ N1, N2, N4.5.4, íà êîòîðîì âñå äîáàâëåííûå âåðøèíû, êðî-

ìå x, íå ñìåæíû ñ äåðåâîì F .
2) Øàã M4.2, M4.3, M4.4, M4.5.2, M4.5.3, M4.5.5 èëè îäèí
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èç øàãîâ M1, M2, M4.5.4, íà êîòîðîì âñå äîáàâëåííûå âåðøèíû,

êðîìå x, íå ñìåæíû ñ äåðåâîì F .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì, ÷òî âî âñåõ óêàçàííûõ â óñëîâèè øà-
ãàõ âñå äîáàâëÿåìûå â ïîñòðîåííîå ðàíåå äåðåâî F âåðøèíû, êðîìå
x, íå ñìåæíû ñ V (F ).

1) Ïóñòü ïåðåä øàãîì áûëî ïîñòðîåíî îñòîâíîå äåðåâî F , ê
êîòîðîìó ÷åðåç âåðøèíó x ∈ S óðîâíÿ 1 äîáàâèëè ïîääåðåâî F0

èç íåñêîëüêèõ âåðøèí, ïðè÷¼ì äîõîä øàãà ðàâåí p. Èç òàáëèöû 1
âèäíî, ÷òî p ≥ 1

15 . Âåðøèíà x ñìåæíà ñ åäèíñòâåííîé âåðøèíîé
a ∈ V (F ). Âçÿâ çà áàçîâîå äåðåâî F0, ìû áû ïîëó÷èëè α′ = p +
13
15 ≥

14
15 (äîõîä øàãà áûë óìåíüøåí íà 13

15 , êîòîðûå ìû âû÷ëè ïðè
ïðèñîåäèíåíèè F0 çà òî, ÷òî a ïåðåñòàëà áûòü âèñÿ÷åé âåðøèíîé.)

Î÷åâèäíî, NG(a) ∩ NG(x) = ∅, ïîýòîìó â ñèëó çàìå÷àíèÿ 2
ìû èìååì a ∈ T . Ñëåäîâàòåëüíî, a ñìåæíà ñ òðåìÿ âåðøèíàìè
b1, b2, b3 ∈ V (F ), ýòè âåðøèíû íå âîøëè â äåðåâî F0. Ïîñòðîèì
íîâîå áàçîâîå äåðåâî F ′, ïðèñîåäèíèâ ê F0 âåðøèíû a, b1, b2, b3
(ñì. ðèñ. 8, 1). Îò ýòîé îïåðàöèè ìû ïîëó÷èì äîõîä íå ìåíåå, ÷åì
3 · 1315−4 · 25 = 1, â ðåçóëüòàòå α′ ≥ 29

15 , ÷òî ââèäó ëåììû 1 äîñòàòî÷íî
äëÿ α ≥ 2.

b b b

b

b

F
0

x

a b

bb

F
0

x

a b

b b bb
1 2 V(F)

V(F)

1 2a

b

b

b

F
0

x

b

b b

bb1
2

V(F)cc
1 2

1
a

2
ba

1
a

2

2b

Ðèñ. 8: Äåðåâî F0.

2) Îïèøåì îáùèé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ áàçîâîãî äåðåâà äëÿ

øàãîâ òèïà M .

Ïóñòü ïåðåä øàãîì áûëî ïîñòðîåíî îñòîâíîå äåðåâî F , ê êîòîðîìó
÷åðåç âåðøèíó x ∈ T ïðèñîåäèíåíî ïîääåðåâî F0 èç íåñêîëüêèõ
âåðøèí, ïðè÷¼ì äîõîä øàãà ðàâåí p. Âåðøèíà x ñìåæíà ñ äâóìÿ
âåðøèíàìè a1, a2 ∈ V (F ). Âçÿâ çà áàçîâîå äåðåâî F0, ìû áû ïî-
ëó÷èëè α′ = p + 11

15 (äîõîä øàãà áûë óìåíüøåí íà 13
15 , êîòîðûå ìû

âû÷ëè ïðè ïðèñîåäèíåíèè F0 çà òî, ÷òî îäíà èç âåðøèí ìíîæå-
ñòâà P (x) = {a1, a2} ïåðåñòàëà áûòü âèñÿ÷åé âåðøèíîé è óâåëè÷åí
íà 2

15 , ïðèáàâëåííûå çà òî, ÷òî äðóãàÿ âåðøèíà èç P (x) ñòàëà ì¼ðò-
âîé.)
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Ïîñòðîèì íîâîå áàçîâîå äåðåâî F ′, ïðèñîåäèíèâ ê x âåðøèíû
a1, a2 ∈ V (F ). Çà ýòîò øàã ìû ïîëó÷èëè äîõîä 2 · (1315 −

2
5) = 14

15 ,
òåïåðü ìû èìååì α′ ≥ 25

15 + p. Ïðè a1, a2 6∈ T ìû âûèãðàåì õîòÿ áû
2
5 è ïîëó÷èì α′ ≥ 31

15 , ÷òî íàì äîñòàòî÷íî.
Ïóñòü a1 ∈ T , òîãäà dG(a1) = 4. Îòìåòèì, ÷òî a1 � âèñÿ÷àÿ

âåðøèíà äåðåâà F , è ïîòîìó íå ñìåæíà ñ îòëè÷íûìè îò x âåðøè-
íàìè èç W , à çíà÷èò, ñìåæíà õîòÿ áû ñ äâóìÿ îòëè÷íûìè îò a1
âåðøèíàìè èç V (F ). Ýòèõ âåðøèí íåò â F ′, äîáàâèì èõ â äåðå-
âî. Åñëè ìû äîáàâèëè áîëåå äâóõ âåðøèí, òî ïîëó÷èëè äîõîä õîòÿ
áû 8

15 è α′ > 2. Îñòàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà òàêèõ âåðøèí äâå, ïóñòü
ýòî b1, b2. Îòìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå âåðøèíû a1 è a2 ñìåæíû.
Äîáàâèì b1 è b2 â äåðåâî T ′ è ïîëó÷èì äîõîä 1

15 è α′ ≥ 26
15 + p.

Ïðè p ≥ 3
15 ýòîãî ââèäó ëåììû 1 äîñòàòî÷íî. Äëÿ îñòàøèõñÿ øà-

ãîâ ìû ðàçáåð¼ì äâà ñëó÷àÿ: a2 � ì¼ðòâàÿ (ñì. ðèñ. 8, 2à) è æèâàÿ
(ñì. ðèñ. 8, 2b) âåðøèíà äåðåâà F ′ ñîîòâåòñòâåííî.

a. Ïóñòü a2 � ì¼ðòâàÿ âåðøèíà äåðåâà F ′.
Ýòî óâåëè÷èâàåò äîõîä íà 2

15 è îáåñïå÷èâàåò α ≥
28
15 +p. Ïðè p ≥ 1

15
ýòîãî äîñòàòî÷íî, îñòàþòñÿ ëèøü øàãè ñ íóëåâûì äîõîäîì M4.5.4
è M4.3.

a1. Øàã M4.5.4.
Ðàññìîòðèì äàëüíåéøåå ïîñòðîåíèå îñòîâíîãî äåðåâà óêàçàííûì
âûøå àëãîðèòìîì. Ó äåðåâà F ′ ðîâíî 7 æèâûõ âèñÿ÷èõ âåðøèí,
ñëåäîâàòåëüíî, â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ ñòàëè ì¼ðòâûìè íå ìåíåå 7
æèâûõ âèñÿ÷èõ âåðøèí, ÷òî äà¼ò äîõîä õîòÿ áû 2

15 (ñì. òàáëèöó 1)
è α ≥ 2.

a2. Øàã M4.3.
Ðàññìîòðèì äàëüíåéøåå ïîñòðîåíèå îñòîâíîãî äåðåâà óêàçàííûì
âûøå àëãîðèòìîì. Ó äåðåâà F ′ ðîâíî 4 æèâûõ âèñÿ÷èõ âåðøèíû,
ñëåäîâàòåëüíî, â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ ñòàëè ì¼ðòâûìè íå ìåíåå 4
æèâûõ âèñÿ÷èõ âåðøèí. Íàì íóæíî îáåñïå÷èòü ñóììàðíûé äîõîä
îñòàâøèõñÿ øàãîâ íå ìåíåå 2

15 . Åäèíñòâåííîå êîëè÷åñòâî æèâûõ
âåðøèí, çà óìåðòâëåíèå êîòîðûõ ìû ïîëó÷èì ìåíåå 2

15 � ýòî 5.
Íî äëÿ ïîëó÷åíèÿ 5 æèâûõ âåðøèí íóæíî äîáàâèòü ðîâíî îäíó
æèâóþ âåðøèíó, à çà ýòó îïåðàöèþ ìû ïîëó÷àåì äîõîä íå ìåíåå
1
15 . Â ëþáîì ñëó÷àå, ìû ïîëó÷èì α ≥ 2.

á. Ïóñòü a2 � æèâàÿ âåðøèíà äåðåâà F ′.
Òàê êàê a2 ñìåæíà ñ a1, â ýòîì ñëó÷àå õîòÿ áû îäíà èç âåðøèí
b1, b2 (ïóñòü b1) íåñìåæíà ñ a2. Åñëè b1 6∈ T , òî äîõîä óâåëè÷èëñÿ
íà 1

5 , â ðåçóëüòàòå α
′ ≥ 29

15 è ïî ëåììå 1 ìû èìååì α ≥ 2. Çíà÷èò,
b1 ∈ T . Âèñÿ÷èå âåðøèíû äåðåâà F ′ íå ñìåæíû ñ b ∈ V (F ), ïîýòîìó
b1 ñìåæíà õîòÿ áû ñ äâóìÿ âåðøèíàìè íå èç V (F ′), êîòîðûå ìû è
äîáàâèì â äåðåâî F ′ (ñì. ðèñ. 8, 2á). Òàêèõ âåðøèí ðîâíî äâå (ïóñòü
ýòî c1, c2), èíà÷å α

′ > 2.
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Âûïîëíèâ ýòîò øàã A2, ìû ïîëó÷èëè äîõîä 1
15 è α′ ≥ 27

15 . Ïðè
p ≥ 2

15 ìû èìååì α′ ≥ 29
15 è ïî ëåììå 1 ìû ïîëó÷èì α ≥ 2. Îñòàþòñÿ

ëèøü øàãè ñ äîõîäîì ìåíåå 2
15 , ýòî M4.5.4, M4.3 (ñ äîõîäîì 0),

M4.2, M4.5.3, M4.5.5 (ñ äîõîäîì 1
15).

á1. Øàã M4.5.4.
Â ýòîì ñëó÷àå â äåðåâå F ′ ðîâíî 9 æèâûõ âåðøèí. Ðàññìîòðèì
äàëüíåéøåå ïîñòðîåíèå îñòîâíîãî äåðåâà óêàçàííûì âûøå àëãî-
ðèòìîì. Çà óìåðòâëåíèå îäíèì øàãîì ëþáîãî êîëè÷åñòâà âèñÿ÷èõ
âåðøèí, êðîìå 5, ìû ïîëó÷àåì äîõîä íå ìåíåå 2

15 (ìîæíî óìåðò-
âèòü çà øàã 1, 2, 3, 4 èëè 5 âèñÿ÷èõ âåðøèí). Ïîýòîìó åäèíñòâåí-
íîå êîëè÷åñòâî óìåðòâëåííûõ âåðøèí, íå ìåíüøåå 9, çà êîòîðîå
äîõîä ìîæåò áûòü ìåíåå 3

15 � ýòî 10 (äîõîä 2
15). Íî äëÿ ïîëó÷åíèÿ

10 âåðøèí íóæíî äîáàâèòü ðîâíî îäíó æèâóþ âåðøèíó, à çà ýòó
îïåðàöèþ ìû ïîëó÷àåì äîõîä íå ìåíåå 1

15 . Â ëþáîì ñëó÷àå, ìû
ïîëó÷èì α ≥ 2.

Çàìå÷àíèå 11. Òåïåðü ñëó÷àè øàãîâ M4.5.4 è N4.5.4 â ëåììå 2
ïîëíîñòüþ ðàçîáðàíû. Ïóñòü â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ îñòîâíîãî äå-
ðåâà (ñ íåêîòîðûì áàçîâûì äåðåâîì) îêàçàëîñü, ÷òî α < 2 è âû-
ïîëíÿëñÿ øàã M4.5.4 èëè N4.5.4.

Ìû äîêàçàëè, ÷òî îäíà èç äîáàâëåííûõ âåðøèí íà ýòîì øàãå
äîëæíà áûòü ñìåæíà ñ äåðåâîì F . Ýòî ìîæåò áûòü òîëüêî îäíà èç
äâóõ äîáàâëåííûõ âèñÿ÷èõ âåðøèí, ñìåæíûõ ñ p1 (èíà÷å áûë áû
âûïîëíåí îäèí èç ïðåäûäóùèõ øàãîâ), íàçîâ¼ì ýòó âåðøèíó q.

Åñëè q ∈ T (â ýòîì ñëó÷àå ìû íàçîâ¼ì øàãèM4.5.4.1 èN4.5.4.1),
òî q ñìåæíà ñ äâóìÿ âåðøèíàìè èç V (F ) (ïî çàìå÷àíèþ 5), ÷òî äî-
áàâëÿåò íàì äâå ì¼ðòâûå âåðøèíû. Òàêèì îáðàçîì,

p(M4.5.4.1) ≥ 4

15
, ∆u = 4, ∆b = 3,

p(N4.5.4.1) ≥ 5

15
, ∆u = 4, ∆b = 2.

Åñëè q 6∈ T (â ýòîì ñëó÷àå ìû íàçîâ¼ì øàãèM4.5.4.2 èN4.5.4.2),
òî äîáàâëÿåòñÿ îäíà ì¼ðòâàÿ âåðøèíà è åùå íå ìåíåå 1

5 â äîõîä,
òàê êàê öåíà âåðøèíû q óìåíüøàåòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå

p(M4.5.4.2) ≥ 5

15
, ∆u = 4, ∆b = 2,

p(N4.5.4.2) ≥ 6

15
, ∆u = 4, ∆b = 1.

Òåïåðü ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ëþáîé óâåëè÷èâàþùèé ÷èñ-

ëî æèâûõ âèñÿ÷èõ âåðøèí øàã ïðèíîñèò äîõîä õîòÿ áû 1
15 . Ýòî

îáñòîÿòåëüñòâî ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü â ïîñëåäóþùèõ ðàññóæ-

äåíèÿõ.
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Ïðîäîëæèì äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.

á2. Øàã M4.3.
Â ýòîì ñëó÷àå â äåðåâå F ′ ðîâíî 6 æèâûõ âåðøèí. Çà óìåðòâëåíèå
ëþáîãî êîëè÷åñòâà æèâûõ âèñÿ÷èõ âåðøèí, áîëüøåãî 5, ìû ïîëó-
÷àåì äîõîä íå ìåíåå 2

15 , ïðè÷¼ì çà 6 âåðøèí ìû ïîëó÷àåì õîòÿ áû
3
15 . À ïðè óâåëè÷åíèè êîëè÷åñòâà æèâûõ âåðøèí ïîëó÷èì äîïîë-
íèòåëüíûé äîõîä íå ìåíåå 1

15 . Â ëþáîì ñëó÷àå, ìû ïîëó÷èì α ≥ 2.

á3. Øàãè M4.2, M4.5.3, M4.5.5.
Â ýòèõ ñëó÷àÿõ α′ ≥ 28

15 . Ïî÷òè â ëþáîì èç ñëó÷àåâ, ñäåëàâ âñå
æèâûå âåðøèíû ì¼ðòâûìè, ìû ïîëó÷èì äîõîä íå ìåíåå 2

15 è â
ðåçóëüòàòå α ≥ 2. Ìåíåå, ÷åì 2

15 ìû ìîæåì ïîëó÷èòü òîëüêî çà
�óìåðòâëåíèå� 5 æèâûõ âåðøèí. Â äåðåâå F ′ ìû èìååì 4 æèâûõ
âåðøèíû äëÿ øàãà M4.5.5 è ïî 7 æèâûõ âåðøèí â îñòàëüíûõ ñëó-
÷àÿõ.

Â ýòèõ ñëó÷àÿõ óìåðòâèòü îäíèì øàãîì 5 æèâûõ âåðøèí ìîæ-
íî åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì: ê 4 æèâûì âåðøèíàì íóæíî îäíó äî-
áàâèòü, íî çà ýòî ïîëó÷àåòñÿ äîïîëíèòåëüíûé äîõîä õîòÿ áû 1

15 è
îïÿòü æå α ≥ 2.

Òåïåðü â íàøåé òàáëèöå øàãîâ ïðîèçîøëè áîëüøèå èçìåíåíèÿ,
íèæå ïðèâåä¼ì îáíîâëåííûé âàðèàíò � òàáëèöó 2.

Øàã ∆u−∆b 15·äîõîä
A1 1 7

A2, A4 1 1

A3 2 2

M1, M4.1.2, M4.5.1, N4.1.1 0 3

N1, N4.1.2, N4.5.1, M4.5.4.1 1 4

M2, N4.5.4.1, M4.5.4.2 2 5

N2, N4.5.4.2 3 6

M3.1 −4 5

N3.1 −3 6

M3.2 −2 4

N3.2 −1 5

M4.1.1, Z0 −1 2

Z1.1 −4 2

Z1.2 −3 3

Z2.1 −5 1

Òàáëèöà 2.

Çàìå÷àíèå 12. Àíàëèçèðóÿ òàáëèöó 2, ëåãêî ñäåëàòü ñëåäóþùèå
âûâîäû.
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1) Çà ëþáîé øàã ìû ïîëó÷àåì äîõîä õîòÿ áû 1
15 .

2) Çà îäèí èëè íåñêîëüêî øàãîâ, óâåëè÷èâàþùèõ êîëè÷åñòâî
æèâûõ âèñÿ÷èõ âåðøèí íà 2 èëè 5, ìû ïîëó÷àåì äîõîä õîòÿ áû 2

15 .
3) Øàã, íå ìåíÿþùèé êîëè÷åñòâà æèâûõ âåðøèí, ïðèíîñèò äî-

õîä õîòÿ áû 3
15 .

Ïðîäîëæèì ðàññìîòðåíèå ñëó÷àåâ â ïîñòðîåíèè áàçîâîãî äåðå-
âà.

B5. Â ãðàôå åñòü äâå ñìåæíûå âåðøèíû a ∈ T , a′ ∈ S ó êîòî-

ðûõ NG(a) ∩NG(a′) = ∅.
Ìû íà÷í¼ì ïîñòðîåíèå ñ áàçîâîãî äåðåâà, â êîòîðîì a è a′ ñîåäè-
íåíû äðóã ñ äðóãîì è ñî âñåìè âåðøèíàìè èç èõ îêðåñòíîñòåé. Â
òàêîì äåðåâå u′ = 5, s′ = 1, t′ = 6 è α′ = 5 · 1315 −

1
5 − 6 · 25 = 26

15 . Åñëè
õîòÿ áû îäíà èç âèñÿ÷èõ âåðøèí ïîñòðîåííîãî äåðåâà íå ïðèíàäëå-
æèò ìíîæåñòâó T , ýòî óâåëè÷èò äîõîä íà 1

5 è ñäåëàåò α′ ≥ 29
15 , ÷òî

ñ ó÷¼òîì ëåììû 1 äëÿ íàñ äîñòàòî÷íî. Îñòà¼òñÿ ñëó÷àé, êîãäà âñå
ýòè âåðøèíû � èç T , òî åñòü, èìåþò ñòåïåíü 4. Áóäåì äîñòðàèâàòü
äåðåâî ïî íàøåìó àëãîðèòìó. Ðàññìîòðèì äâà âàðèàíòà.

B5.1. Â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ óâåëè÷èâàëîñü êîëè÷åñòâî æè-

âûõ âåðøèí.

Èçíà÷àëüíî ýòî êîëè÷åñòâî ðàâíî 5. Çà �óìåðòâëåíèå� ëþáîãî êî-
ëè÷åñòâà æèâûõ âèñÿ÷èõ âåðøèí, áîëüøåãî 5, ìû ïîëó÷èì õîòÿ áû
2
15 , ïðè÷¼ì ðîâíî 2

15 ìîæíî ïîëó÷èòü òîëüêî çà 7 èëè 10 âåðøèí.
Äëÿ îñòàëüíûõ êîëè÷åñòâ ìû ïîëó÷èì çà óìåðòâëåíèå äîõîä õîòÿ
áû 3

15 è åùå õîòÿ áû 1
15 çà óâåëè÷åíèå êîëè÷åñòâà æèâûõ âåðøèí.

Ïóñòü êîëè÷åñòâî æèâûõ âåðøèí óâåëè÷èëîñü äî 7 èëè 10. Ïî
çàìå÷àíèþ 12, ìû íà ýòîì ïîëó÷èëè äîõîä õîòÿ áû 2

15 , ïîñëå ÷åãî
åùå 2

15 çà �óìåðòâëåíèå� æèâûõ âåðøèí. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷à-
åòñÿ α ≥ 2.

B5.2. Â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ íå óâåëè÷èâàëîñü êîëè÷åñòâî æè-

âûõ âåðøèí.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî áûë âûïîëíåí êàêîé-òî øàã, íå èçìåíèâøèé
êîëè÷åñòâî æèâûõ âåðøèí. Ïî çàìå÷àíèþ 12, åãî äîõîä áûë õîòÿ
áû 3

15 è α′ ≥ 29
15 . Êàê ìû çíàåì ïî ëåììå 1, ýòîãî äîñòàòî÷íî äëÿ

α ≥ 2.
Îñòà¼òñÿ ñëó÷àé, êîãäà ñ áàçîâûì äåðåâîì ïðîèçâîäèëèñü òîëü-

êî øàãè, óìåíüøàþùèå êîëè÷åñòâî æèâûõ âåðøèí. Íóæíî óìåðò-
âèòü 5 æèâûõ âåðøèí. Ëþáîé ñïîñîá ñäåëàòü ýòî, êðîìå øàãà Z2.1,
äàñò äîõîä õîòÿ áû 4

15 è îáåñïå÷èò α ≥ 2. Çíà÷èò, âûïîëíåí øàã
Z2.1, äîáàâèâøèé äâå ñìåæíûå âåðøèíû a′ ñòåïåíè 4 è b′ ñòåïåíè
3.

Òàêèì îáðàçîì, íàø ãðàô ñîñòîèò èç 9 âåðøèí: â íåì åñòü äâå
êîïèè äåðåâà F ′ (ñ öåíòðàìè a, b è a′, b′) ñ ïÿòüþ îáùèìè âèñÿ÷èìè
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âåðøèíàìè x1, x2, x3 ∈ NG(a) è y1, y2 ∈ NG(b). Òàê êàê dG(x1) =
dG(x2) = dG(x3) = dG(y1) = dG(y2) = 4, òî G({x1, x2, x3, y1, y2})
� îäíîðîäíûé ãðàô ñòåïåíè 2, òî åñòü, öèêë èç ïÿòè âåðøèí. Â
ëþáîì ñëó÷àå, ñóùåñòâóþò äâà íåçàâèñèìûõ ðåáðà, ñîåäèíÿþùèõ
x1, x2, x3 ñ y1, y2. Ïóñòü ýòî áóäóò ð¼áðà x1y1 è x2y2.

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî x1 è y2 � íåñîñåäíèå âåðøèíû ýòîãî öèêëà
èç 5 âåðøèí. Òîãäà a, b, x2, x3, y1 ∈ NG(x1) ∪ NG(y2), ïðè÷¼ì îäíà
èç âåðøèí x2, x3, y1 âõîäèò â NG(x1) ∩NG(y2).

a

a’

b

b’

x y1
2

a b

b

b

b

b

b

b

b
b

b

a

a’

b

b’

x y1
2b

b

b

b b

b
b

bzb

Ðèñ. 9: Ñëó÷àé B5.2.

Åñëè a′ ∈ NG(x1) ∩ NG(y2), òî ïîñòðîèì îñòîâíîå äåðåâî, ñî-
åäèíèâ a′ ñ x1 è y2 è ïðèñîåäèíèâ ê íèì âñå îñòàëüíûå âåðøè-
íû (âåðøèíó b′ ïðèñîåäíèì ê a′, ñì. ðèñ. 9a). Àíàëîãè÷íî â ñëó÷àå
b′ ∈ NG(x1) ∩ NG(y2). Îñòà¼òñÿ ñëó÷àé, êîãäà îäíà èç âåðøèí a′ è
b′ ñìåæíà ñ x1, à äðóãàÿ � ñ y2. Òîãäà ñîåäèíèì x1 è y2 ñ âåðøèíîé
èç NG(x1) ∩ NG(y2) (âûøå ñêàçàíî, ïî÷åìó òàêàÿ åñòü � íàçîâ¼ì
åå âåðøèíîé z) è ïðèñîåäèíèì ê ýòèì äâóì âåðøèíàì âñå îñòàëü-
íûå (ñì. ðèñ. 9b). Â èòîãå ïîëó÷èòñÿ îñòîâíîå äåðåâî ñ 6 âèñÿ÷èìè
âåðøèíàìè. Îñòàåòñÿ ëèøü îòìåòèòü, ÷òî 6 > 2

5 · 7 + 1
5 · 2 + 2.

Çàìå÷àíèå 13. Â ðàññìàòðèâàåìûõ äàëåå ñëó÷àÿõ íå âûïîëíÿ-
þòñÿ øàãè Z2.1 è A4.

B6. Â ãðàôå íåò âåðøèí ñòåïåíè 4.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî G � ðåãóëÿðíûé ãðàô ñòåïåíè 3. Â ðàáîòå [2] äî-
êàçàíî, ÷òî â òàêîì ãðàôå u(G) ≥ s· 14 +2, îòêóäà ñëåäóåò ðåçóëüòàò
íàøåé òåîðåìû.

Ëåììà 3. Â ëþáîì èç øàãîâM1, N1,M2, N2,M3.1, N3.1,M3.2,
N3.2, M4.1.1, N4.1.1, M4.1.2, N4.1.2, M4.5.1, N4.5.1, M4.5.4.1,
N4.5.4.1,M4.5.4.2, N4.5.4.2 äîëæíà áûòü äîïîëíèòåëüíàÿ (ïî îò-

íîøåíèþ ê òàáëèöå 2) ì¼ðòâàÿ âåðøèíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â êàæäîì èç ýòèõ øàãîâ îäíà èç äîáàâëåííûõ
âèñÿ÷èõ âåðøèí áûëà ñìåæíà ñ V (F ) (äëÿ øàãîâ M1, N1, M2,
N2, M4.5.5.1, N4.5.4.1, M4.5.4.2, N4.5.4.2 ýòî áûëî óñòàíîâëåíî â
ëåììå 2, äëÿ øàãîâ M3.1, N3.1, M3.2, N3.2 ýòî óñòàíîâëåíî ïðè
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îïèñàíèè äåòàëåé øàãà, äëÿ îñòàëüíûõ øàãîâ � ñëåäóåò èç èõ îïè-
ñàíèÿ). Ïóñòü ýòà âåðøèíà � v, a w � å¼ ïðåäîê â äîáàâëåííîì ïîä-
äåðåâå. Îòìåòèì, ÷òî v, w ∈ S ∪T è w ∈W . Ââèäó óñòàíîâëåííîãî
âûøå, NG(v) ∩NG(w) 6= ∅.

Ïóñòü x � âåðøèíà, ñìåæíàÿ è ñ v, è c w. Ïîíÿòíî, ÷òî x 6∈
V (F ). Ïî ïîñòðîåíèþ, âñå ñìåæíûå ñ w âåðøèíû ëåæàò â V (F )
èëè óæå äîáàâëåíû â äåðåâî F , òî åñòü, v èìååò äâå ñìåæíûå âåð-
øèíû èç W = V (G) \ V (F ), âîøåäøèå â äåðåâî. Êàê ìû çíàåì ïî
çàìå÷àíèþ 5, âåðøèíà v ∈ W íå ìîæåò áûòü ñìåæíà áîëåå ÷åì
ñ äâóìÿ âåðøèíàìè èç W , ïîýòîìó v ïîñëå îêîí÷àíèÿ øàãà áóäåò
ì¼ðòâîé âåðøèíîé, êîòîðàÿ íå ó÷òåíà â ïàðàìåòðàõ øàãà.

Øàã ∆u−∆b 15·äîõîä
A1 1 7

A2 1 1

A3 2 2

M1, M4.1.2, M4.5.1, N4.1.1 −1 5

N1, N4.1.2, N4.5.1, M4.5.4.1 0 6

M2, N4.5.4.1, M4.5.4.2 1 7

N2, N4.5.4.2 2 8

M3.1 −5 7

N3.1 −4 8

M3.2 −3 5

N3.2 −2 6

M4.1.1 −2 4

Z0 −1 2

Z1.1 −4 2

Z1.2 −3 3

Òàáëèöà 3.

Ïåðåä ïîñëåäíèì è ñàìûì ñëîæíûì ñëó÷àåì ïåðåïèøåì íàøó
òàáëèöó øàãîâ, äîáàâèâ â óêàçàííûå â ëåììå 3 øàãè ïî ì¼ðòâîé
âåðøèíå è äîõîä çà íåå. Êðîìå òîãî, óáåðåì øàãè Z2.1 è A4, íåâîç-
ìîæíûå ââèäó òîãî, ÷òî îêðåñòíîñòè ëþáûõ äâóõ ñìåæíûõ âåðøèí
v, w ∈ S ∪ T òåïåðü ïåðåñåêàþòñÿ.

B7. Ãðàô íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ íè îäíîãî èç ïðåäûäóùèõ

ñëó÷àåâ.

Òîãäà â ãðàôå åñòü âåðøèíà a ñòåïåíè 4. Åñëè ñîåäèíèòü a ñ âåð-
øèíàìè èç åå îêðåñòíîñòè, ïîëó÷èòñÿ äåðåâî F ′ ñ 4 âèñÿ÷èìè âåð-
øèíàìè b1, b2, b3, b4 è α

′ = 4 · 1315−5 · 25 = 22
15 . Ïðîäîëæèì ïîñòðîåíèå

ïî íàøåìó àëãîðèòìó. Ïîäñ÷èòàåì ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî ïðèáà-
âîê æèâûõ âèñÿ÷èõ âåðøèí íà øàãàõ, êîãäà èõ èçìåíåíèå ïîëîæè-
òåëüíî è îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç `. Óìåíüøàþùèå êîëè÷åñòâî æèâûõ
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âåðøèí øàãè äîëæíû óìåðòâèòü `+4 âåðøèíû. Ðàçáåð¼ì íåñêîëü-
êî ñëó÷àåâ.

B7.1. ` ≥ 2.
Èç òàáëèöû 3 âèäíî, ÷òî äîáàâèâ ` æèâûõ âåðøèí ìû ïîëó÷èëè
äîõîä íå ìåíåå `

15 . Ïðè ` = 2 ìû äîëæíû óìåðòâèòü 6 æèâûõ
âåðøèí, ìèíèìàëüíûé äîõîä çà ýòî ðàâåí 6

15 , ïîëó÷àåì α ≥ 2.
Ïðè ` = 3 ìû äîëæíû óìåðòâèòü 7 æèâûõ âåðøèí, ìèíèìàëü-

íûé äîõîä çà ýòî ðàâåí 5
15 , ïîëó÷àåì α ≥ 2.

Ïðè ` ≥ 4 ìû äîëæíû óìåðòâèòü íå ìåíåå 8 æèâûõ âåðøèí,
ìèíèìàëüíûé äîõîä çà ýòî íå ìåíåå 4

15 , ïîëó÷àåì α ≥ 2.

B7.2. ` = 0.
Ïîñëåäíèé øàã äîáàâëÿåò â äîõîä íå ìåíåå 2

15 . Åñëè áûë ñäåëàí
øàã, íå èçìåíÿþùèé êîëè÷åñòâî æèâûõ âåðøèí, çà íåãî ïîëó÷åí
äîõîä íå ìåíåå 6

15 , òîãäà α ≥ 2. Çíà÷èò, âûïîëíÿëèñü òîëüêî øàãè,
óìåíüøàþùèå êîëè÷åñòâî æèâûõ âåðøèí. Èç òàáëèöû 3 âèäíî, ÷òî
ñóùåñòâóþò òðè ñïîñîáà óìåðòâèòü 4 æèâûõ âåðøèíû, çàðàáîòàâ
ìåíåå 8

15 (è íå îáåñïå÷èâ α ≥ 2) � ýòî øàã Z0 âìåñòå ñ øàãîìM3.2
(ñóììàðíûé äîõîä 7

15) øàã Z0 âìåñòå ñ øàãîì Z1.2 (ñóììàðíûé
äîõîä 5

15) èëè øàã Z1.1 (äîõîä 2
15).

B7.2.1. Âûïîëíåíû øàã Z0 è øàã M3.2.
Äëÿ âûïîëíåíèÿ øàãàM3.2 íåîáõîäèìî, ÷òîáû â èìåþùåìñÿ ïåðåä
øàãîì äåðåâå F áûëî õîòÿ áû 5 âèñÿ÷èõ âåðøèí (ñì. ðèñóíîê 4:
äâå âèñÿ÷èå âåðøèíû F äîëæíû áûòü ñìåæíû ñ y1, îäíà � ñ y2 è,
òàê êàê x ∈ T äëÿ øàãà M , åùå äâå âèñÿ÷èå âåðøèíû F äîëæíû
áûòü ñìåæíû ñ x). Íî â íàøåì ñëó÷àå F = F ′, à ýòî äåðåâî èìååò
4 âèñÿ÷èõ âåðøèíû, ïðîòèâîðå÷èå.

B7.2.2. Âûïîëíåíû øàã Z0 è øàã Z1.2.
Ìû ïîëó÷àåì äîõîä 5

15 , èòîãî α ≥
27
15 . Åñëè õîòÿ áû îäíà èç âè-

ñÿ÷èõ âåðøèí äåðåâà F ′ íå èç T , äîõîä âûðàñòåò õîòÿ áû íà 3
15 ,

ïîëó÷èòñÿ α ≥ 2. Çíà÷èò, âñå ýòè âåðøèíû èç T è èìåþò ñòåïåíü
4 â ãðàôå G. Òîãäà â ãðàôå G ðîâíî 6 âåðøèí: 5 âåðøèí ñòåïåíè 4
è îäíà âåðøèíà ñòåïåíè 3 (äîáàâëåííàÿ íà øàãå Z1.2). Î÷åâèäíî,
ýòî íåâîçìîæíî.

B7.2.3. Âûïîëíåí øàã Z1.1.
Ìû ïîëó÷àåì äîõîä 2

15 , èòîãî α ≥
24
15 = 8

5 . Äîáàâëåííàÿ íà ïî-
ñëåäíåì øàãå âåðøèíà èìååò ñòåïåíü 4. Åñëè õîòÿ áû äâå èç âåð-
øèí b1, b2, b3, b4 íå ïðèíàäëåæèò T , äîõîä óâåëè÷èâàåòñÿ íà 6

15 è
α ≥ 2. Åñëè îäíà èç íèõ íå ïðèíàäëåæèò T , ìû ïîëó÷àåì ãðàô íà
5 âåðøèíàõ ñòåïåíè 4 è îäíîé âåðøèíå ñòåïåíè 3, ÷òî íåâîçìîæíî.
Çíà÷èò, α < 2 ìîæåò áûòü òîëüêî ó ðåãóëÿðíîãî ãðàôà ñòåïåíè
4 íà 6 âåðøèíàõ, íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî åäèíñòâåííûé òàêîé ãðàô
� ýòî C2

6 , êîòîðûé äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ãðàôîì-èñêëþ÷åíèåì
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(äëÿ íåãî α = 8
5).

B7.3. ` = 1.
Òî åñòü, ìû ñäåëàëè ðîâíî îäèí øàã, óâåëè÷èâàþùèé êîëè÷åñòâî
æèâûõ âåðøèí íà 1. Èç òàáëèöû 3 âèäíî, ÷òî ëèáî ýòî øàã A2, ëèáî
ìû ïîëó÷èëè äîõîä õîòÿ áû 7

15 , îòêóäà α
′ ≥ 29

15 , ÷òî äîñòàòî÷íî äëÿ
α ≥ 2.

Çíà÷èò, ìû ñäåëàëè ðîâíî îäèí øàã A2 ñ äîõîäîì 1
15 . Êàê è â

ïðåäûäóùåì ïóíêòå, åñëè ìû ñäåëàëè øàã, íå èçìåíÿþùèé êîëè÷å-
ñòâî æèâûõ âåðøèí, òî α ≥ 2. Çíà÷èò, øàã A2 áûë åäèíñòâåííûì,
êðîìå øàãîâ, óìåíüøàþùèõ ÷èñëî æèâûõ âåðøèí. Èç òàáëèöû 3
âèäíî, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ñïîñîá óìåðòâèòü 5 æèâûõ
âåðøèí, çàðàáîòàâ ìåíåå 7

15 (è íå îáåñïå÷èâ α ≥ 2) � ýòî øàã
Z0 âìåñòå ñ øàãîì Z1.1 (äîõîä 4

15 , äîáàâëÿåò âåðøèíó ñòåïåíè 4).
Ñóììàðíûé äîõîä âñåõ ýòèõ øàãîâ îáåñïå÷èâàåò α ≥ 27

15 .
Åñëè õîòÿ áû îäíà èç âåðøèí b1, b2, b3, b4 èëè äâóõ âåðøèí, äî-

áàâëåííûõ íà øàãå A2, èìååò ñòåïåíü 3, òî äîõîä óâåëè÷èâàåòñÿ
íà 3

15 è îáåñïå÷èâàåò α ≥ 2. Â îñòàâøåìñÿ ñëó÷àå G � ðåãóëÿðíûé
ãðàô ñòåïåíè 4 íà 8 âåðøèíàõ. Î÷åâèäíî, â ãðàôå-èñêëþ÷åíèè íå
äîëæíî áûòü îñòîâíîãî äåðåâà ñ 6 âèñÿ÷èìè âåðøèíàìè, à äëÿ
ýòîãî â 4-ðåãóëÿðíîì ãðàôå ëåãêî ïðèäóìàòü íåîáõîäèìîå è äîñòà-
òî÷íîå óñëîâèå � êàæäîå ðåáðî äîëæíî âõîäèòü â òðåóãîëüíèê.

Ïóñòü G � 4-ðåãóëÿðíûé ãðàô íà 8 âåðøèíàõ, ó êîòîðîãî êàæ-
äîå ðåáðî âõîäèò â òðåóãîëüíèê. Óáåäèìñÿ, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî
èçîìîðôèçìà ñóùåñòâóåò äâà 4-ðåãóëÿðíûõ ãðàôà íà 8 âåðøèíàõ,
êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ýòîìó óñëîâèþ. ÅñëèG ÿâëÿåòñÿ âåðøèííî
4-ñâÿçíûì ãðàôîì, òî âîñïîëüçóåìñÿ ðàáîòîé [5] � òàì äîêàçàíî,
÷òî G � ýòî C2

n èëè ð¼áåðíûé ãðàô 4-öèêëè÷åñêè-ñâÿçíîãî êóáè-
÷åñêîãî ãðàôà. Âòîðàÿ âîçìîæíîñòü îòïàäàåò, òàê êàê êîëè÷åñòâî
âåðøèí òàêîãî ð¼áåðíîãî ãðàôà äîëæíî äåëèòüñÿ íà 3, à ïåðâàÿ
âîçìîæíîñòü äà¼ò ãðàô C2

8 .
Ïóñòü G èìååò ðàçäåëÿþùåå ìíîæåñòâî R ìåíåå ÷åì èç 4 âåð-

øèí. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ìíîæåñòâî èç 4 − k âåðøèí íå ìîæåò
îòäåëèòü â 4-ðåãóëÿðíîì ãðàôå êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè, ñîæåðæà-
ùóþ ìåíåå k + 1 âåðøèíû, ïîýòîìó |R| ≥ 2.

Åñëè â |R| = 2, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü: ìíî-
æåñòâî R äîëæíî ðàçäåëÿòü ãðàô íà äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè
èç òð¼õ âåðøèí, ïðè÷¼ì âñå ýòè 6 âåðøèí äîëæíû áûòü ñìåæíû ñ
äâóìÿ âåðøèíàìè ìíîæåñòâà R. Òîãäà ñòåïåíè âåðøèí èç R áóäóò
ïî 6, ïðîòèâîðå÷èå.

Ïóñòü |R| = 3, R = {r1, r2, r3}. Òîãäà îäíà èç êîìïîíåíò ñâÿç-
íîñòè ñîäåðæèò äâå âåðøèíû (ïóñòü ýòî a1, a2), à äðóãàÿ � òðè
âåðøèíû (b1, b2, b3). Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî a1 è a2 ñìåæíû è êàæäàÿ
èç íèõ ñìåæíà ñ r1, r2, r3 (èíà÷å dG(ai) < 4). Îò êàæäîé èç âåðøèí
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r1, r2, r3 âûõîäèò ïî äâà ðåáðà ê b1, b2, b3, çíà÷èò, ñóììà ñòåïåíåé
âåðøèí â ãðàôå G({b1, b2, b3}) ðàâíà 6, òî åñòü, ýòî òðåóãîëüíèê.
Òåïåðü äâóäîëüíûé ãðàô ñ äîëÿìè {r1, r2, r3} è {b1, b2, b3} îïðå-
äåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî � ýòî K3,3 áåç ïàðîñî÷åòàíèÿ. Ïîëó÷åííûé
ãðàô � ýòî ãðàô G8, èçîáðàæåííûé íà ðèñóíêå 1.

2.5 Ðåäóêöèÿ è êîíòðïðèìåðû

Äîêàæåì, ÷òî åñëè ê ãðàôó G õîòÿ áû îäèí ðàç áûëî ïðèìåíåíî

ðåäóêöèîííîå ïðàâèëî R1 èëè R2, òî G � íå èñêëþ÷åíèå.

Êàê ìû çíàåì, ïðèìåíåíèå ïðàâèë R1 è R2 íå ìîæåò óìåíü-
øèòü α. Çíà÷èò, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî α ≥ 2 äëÿ ãðàôà G, èç
êîòîðîãî ñ ïîìîùüþ R1 èëè R2 ïîëó÷åí îäèí èç ãðàôîâ C2

6 , C
2
8

èëè G8. Ðàññìîòðèì 6 ñëó÷àåâ.

1. Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ R1 ïîëó÷èëñÿ ãðàô C2
6 .

Ïóñòü èç íàøåãî ãðàôà G ïîëó÷èëñÿ êâàäðàò öèêëà a1a2a3a4a5a6
ïîñëå òîãî, êàê íà îäíîì èç ð¼áåð óáðàëè âåðøèíó w ñòåïåíè 2.
Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè ïîëîæèì, ÷òî âåðøèíà w áûëà íà ðåáðå a1a2
èëè a1a3. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ëåãêî ïîñòðîèòü îñòîâíûå äåðåâüÿ ñ
5 âèñÿ÷èìè âåðøèíàìè: ñì. ðèñ. 10a è 10b. Çíà÷èò, u(G) ≥ 5 >
6 · 25 + 2.
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Ðèñ. 10: Ðåäóêöèÿ: ñëó÷àé C2
6 .

2. Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ R2 ïîëó÷èëñÿ ãðàô C2
6 .

Îáîçíà÷åíèÿ îñòàâèì, êàê â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ïóñòü ïîñëå ñêëå-
èâàíèÿ äâóõ âåðøèí v è w ñòåïåíè 3 îáðàçîâàëàñü âåðøèí a1. Ïóñòü
âåðøèíà a2 ñìåæíà â ãðàôå G ñ w. Åñëè a3 ñìåæíà â G ñ v, ìû
ïîñòðîèì îñòîâíîå äåðåâî ñ 5 âèñÿ÷èìè âåðøèíàìè, êàê íà ðèñóí-
êå 10ñ. Åñëè a3 ñìåæíà â G ñ w, òî âåðøèíà a6 ñìåæíà â ãðàôå G
ñ v è ìû ïîñòðîèì îñòîâíîå äåðåâî ñ 5 âèñÿ÷èìè âåðøèíàìè, êàê
íà ðèñóíêå 10d. Òàêèì îáðàçîì, u(G) ≥ 5.

3. Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ R1 ïîëó÷èëñÿ ãðàô C2
8 .

Ïóñòü èç íàøåãî ãðàôà G ïîëó÷èëñÿ êâàäðàò öèêëà a1a2 . . . a8 ïî-
ñëå òîãî, êàê íà îäíîì èç ð¼áåð óáðàëè âåðøèíó w ñòåïåíè 2. Íå
óìàëÿÿ îáùíîñòè ïîëîæèì, ÷òî âåðøèíà w áûëà íà ðåáðå a1a2
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èëè a1a3. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîñòðîèì îñòîâíîå äåðåâî ñ 6 âèñÿ÷è-
ìè âåðøèíàìè, êàê íà ðèñóíêå 11a, à âî âòîðîì ñëó÷àå � êàê íà
ðèñóíêå 11b. Òàêèì îáðàçîì, u(G) ≥ 6 > 8 · 25 + 2.

4. Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ R2 ïîëó÷èëñÿ ãðàô C2
8 .

Îáîçíà÷åíèÿ îñòàâèì, êàê â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ïóñòü ïîñëå ñêëå-
èâàíèÿ äâóõ âåðøèí v è w ñòåïåíè 3 îáðàçîâàëàñü âåðøèí a1. Ïóñòü
âåðøèíà a2 ñìåæíà â ãðàôå G ñ w.

Åñëè a3 ñìåæíà â G ñ v, ìû ïîñòðîèì îñòîâíîå äåðåâî ñ 6 âèñÿ-
÷èìè âåðøèíàìè, êàê íà ðèñóíêå 11c. Åñëè a3 ñìåæíà â G ñ w, òî
âåðøèíà a8 ñìåæíà â ãðàôå G ñ v è ìû ïîñòðîèì îñòîâíîå äåðå-
âî ñ 6 âèñÿ÷èìè âåðøèíàìè, êàê íà ðèñóíêå 11d. Òàêèì îáðàçîì,
u(G) ≥ 6.
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Ðèñ. 11: Ðåäóêöèÿ: ñëó÷àé C2
8 .

5. Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ R1 ïîëó÷èëñÿ ãðàô G8.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ ãðàôà G8 îáîçíà÷åíèÿ, êàê íà ðèñóíêå 1â.
Â ñèëó ñèììåòðèè äîñòàòî÷íî ðàçîáðàòü ÷åòûðå ñëó÷àÿ ðàñïîëî-
æåíèÿ âåðøèíû w â ãðàôå G íà îäíîì èç ðåáåð ãðàôà G8: íà a1a2
(îñòîâíîå äåðåâî ñ 6 âèñÿ÷èìè âåðøèíàìè èçîáðàæåíî íà ðèñóí-
êå 12a), b1b3 (ðèñóíîê 12b), r3b3 (ðèñóíîê 12c) è r3a1 (ðèñóíîê 12d).
Òåì ñàìûì, â ëþáîì ëó÷àå ïîñòðîåíî îñòîâíîå äåðåâî ãðàôà G ñ 6
âåðøèíàìè, u(G) ≥ 6.
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Ðèñ. 12: Ðåäóêöèÿ: ñëó÷àé ãðàôà G8 è ïðàâèëà R1.

6. Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ R2 ïîëó÷èëñÿ ãðàô G8.

Îáîçíà÷åíèÿ îñòàâèì, êàê â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå. Â ñèëó ñèììåò-
ðèè ãðàôà âîçìîæíû òðè ïðèíöèïèàëüíî ðàçíûõ âàðèàíòà: ïîñëå
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ñêëåèâàíèÿ äâóõ âåðøèí v è w ñòåïåíè 3 â ãðàôå G îáðàçîâàëàñü
âåðøèíà a1, b1, r1 ñîîòâåòñòâåííî.

Åñëè îáðàçîâàëàñü âåðøèíà a1, òî NG(w)∪NG(v) = {a2, r1, r2, r3}.
Ðàññìîòðèì äåðåâî F1, èçîáðàæåííîå íà ðèñóíêå 13à. Â íåì òðè
íåâèñÿ÷èõ âåðøèíû a2, r2, r3 è êàæäàÿ èç âåðøèí w è v ñìåæíà
â ãðàôå G ñ îäíîé èç íèõ. Òåì ñàìûì, F1 ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â
îñòîâíîå äåðåâî ãðàôà G ñ 6 âèñÿ÷èìè âåðøèíàìè.
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Ðèñ. 13: Ðåäóêöèÿ: ñëó÷àé ãðàôà G8 è ïðàâèëà R2.

Åñëè îáðàçîâàëàñü âåðøèíà b1, òî NG(w)∪NG(v) = {b2, b3, r1, r2}.
Ðàññìîòðèì äåðåâî F2, èçîáðàæåííîå íà ðèñóíêå 13b. Â í¼ì òðè
íåâèñÿ÷èõ âåðøèíû b2, b3, r2 è êàæäàÿ èç âåðøèí w è v ñìåæíà
ñ îäíîé èç íèõ. Òåì ñàìûì, F2 ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â îñòîâíîå
äåðåâî ãðàôà G ñ 6 âèñÿ÷èìè âåðøèíàìè.

Ïóñòü îáðàçîâàëàñü âåðøèíà r1, òîãäà NG(w)∪NG(v) = {a1, a2, b1, b2}.
Â ñèëó ñèììåòðèè âîçìîæíû äâà ïðèíöèïèàëüíî ðàçíûõ ñëó÷àÿ:

� a1, a2 ∈ NG(w), b1, b2 ∈ NG(v);
� a1, b1 ∈ NG(w), a2, b2 ∈ NG(v).

Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîñòðîèì îñòîâíîå äåðåâî ñ 6 âåðøèíàìè â ãðàôå
G, êàê íà ðèñóíêå 13ñ, à âî âòîðîì ñëó÷àå � êàê íà ðèñóíêå 13d.

Òàêèì îáðàçîì, â ëþáîì ñëó÷àå u(G) ≥ 6.

Òåïåðü ìû ïîëíîñòüþ äîêàçàëè òåîðåìó 1.

3 Ýêñòðåìàëüíûå ïðèìåðû

Ñóùåñòâóåò ìíîãî áåñêîíå÷íûõ ñåðèé ïðèìåðîâ ãðàôîâ G, ñîäåð-
æàùèõ s > 0 âåðøèí ñòåïåíè 3 è t > 0 âåðøèí ñòåïåíè áîëåå 3, äëÿ
êîòîðûõ u(G) = 2

5 t + 1
4s + 2. Ìû ïðèâåä¼ì ïðèìåð ñåðèè ãðàôîâ,

âñå âåðøèíû êîòîðûõ èìåþò ñòåïåíè 3 è 4. Òàêèì îáðàçîì, ãðàôû
ýòîé ñåðèè ÿâëÿþòñÿ òàêæå îáåùàííûìè âî ââåäåíèè êîíòðïðèìå-
ðàìè ê ñèëüíîé ãèïîòåçå Ëèíèàëà.

Ïðèñòóïèì ê ïîñòðîåíèþ. Êëþ÷åâîé äåòàëüþ íàøåãî ïîñòðîå-
íèÿ áóäåò ñëåäóþùèé ãðàô Hi: ê ãðàôó K4 íà âåðøèíàõ xi, yi, zi, vi
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äîáàâëåíû âåðøèíà ai, ñìåæíàÿ ñ xi è yi è âåðøèíà bi, ñìåæíàÿ ñ
zi è vi. Ãðàôû H1,. . . , Hn (ãäå n > 1) ìû ðàñïîëîæèì ïî öèêëó è
ñîåäèíèì ai+1 ñ bi (ìû ñ÷èòàåì, ÷òî n+ 1 = 1). Ïîëó÷åííûé ãðàô
îáîçíà÷èìGn (ñì. ðèñóíîê 14), î÷åâèäíî, c(Gn) = 2n· 15+4n· 25 = 2n.
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Ðèñ. 14: Ýêñòðåìàëüíûå ïðèìåðû.

Îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî âèñÿ÷èõ âåðøèí îñòîâíîãî äåðåâà T
íå ÿâëÿåòñÿ ðàçäåëÿþùèì â ãðàôå Gn. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ôàêòà
íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî u(Gn) = 2n+ 2.
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