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1 ÏðîáëåìàÄèàãðàììà óçëà íàçûâàåòñÿ ïàðíîé, åñëè åå ïåðåêðåñòêè ìîæíî ðàçáèòü íà ïàðûâèäàÏðè ëþáîì âûáîðå îðèåíòàöèè óçëà âåòâè â êàæäîé òàêîé ñïåöèàëüíîé ïàðå áó-äóò ïðîòèâîíàïðàâëåíû. Ïàðó, èçîáðàæåííóþ íà ðèñóíêå ñëåâà, áóäåì íàçûâàòüîòðèöàòåëüíîé, à òó, ÷òî ñïðàâà, � ïîëîæèòåëüíîé.Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî, íàïðèìåð, âñå ðàöèîíàëüíûå óçëû îáëàäàþò òàêèìè äèà-ãðàììàìè (äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ðàçëîæèòü ñîîòâåòñòâóþùåå ðàöèîíàëüíîå ÷èñ-ëî â öåïíóþ äðîáü ñ ÷åòíûìè çíàìåíàòåëÿìè). Ïàðíûìè äèàãðàììàìè îáëàäàþòè ìíîãèå äðóãèå óçëû, íàïðèìåð, òàáëè÷íûé (ñì. [Rol℄) óçåë 815:=Â 1987 ãîäó èçâåñòíûé ìàòåìàòèê Éîçå� Ïøèòûöêèé [Prz℄ âûñêàçàë ãèïîòåçó îòîì, ÷òî ñóùåñòâóþò óçëû, íå èìåþùèå ïàðíûõ äèàãðàìì. �èïîòåçà ïðîñòîÿëà24 ãîäà, íåñìîòðÿ íà ðÿä ïîïûòîê åå ðåøåíèÿ, ïðåäïðèíÿòûõ ðàçíûìè ìàòåìà-òèêàìè.Òåîðåìà. Êðåíäåëüíûé óçåë ñ ïàðàìåòðàìè (3, 3,−3)


íå îáëàäàåò ïàðíîé ïëîñêîé äèàãðàììîé.Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû îñíîâàíî íà ïîñòðîåíèè ñïåöèàëüíîé ïîâåðõíî-ñòè Çåé�åðòà ïî ïàðíîé äèàãðàììå è âûòåêàåò èç äâóõ ëåìì, êîòîðûå èçëîæåíûíèæå. Â äîêàçàòåëüñòâå íåêîòîðûõ óòâåðæäåíèé ïðèíèìàë ó÷àñòèå ìîé ó÷åíèê,ñòóäåíò 3 êóðñà Ì.Øêîëüíèêîâ, êîòîðîìó ÿ ãëóáîêî ïðèçíàòåëåí.2 Ïîñòðîåíèå ïîâåðõíîñòè Çåé�åðòà�àññìîòðèì ïàðíóþ äèàãðàììó D óçëà K. Çàìåíèì êàæäóþ ïàðó ïåðåêðåñòêîâíà äâà ïàðàëëåëüíûõ îòðåçêà, íàïðàâëåííûõ òàê æå, êàê è ñîîòâåòñòâóþùèå3







ó÷àñòêè óçëà, è ñîåäèíåííûå îáùèì ïåðïåíäèêóëÿðîì:
Ïàðàëëåëüíûå îòðåçêè ñîåäèíÿþòñÿ îñòàâøèìèñÿ �ðàãìåíòàìè äèàãðàììû âïðîñòóþ çàìêíóòóþ êðèâóþ. Åñëè ðàñïðàâèòü ýòó êðèâóþ â îêðóæíîñòü, òîóïîìÿíóòûå îáùèå ïåðïåíäèêóëÿðû ïåðåéäóò â íàáîð íåïåðåñåêàþùèõñÿ õîðä,ðàñïîëîæåííûõ ÷àñòüþ âíóòðè, à ÷àñòüþ âíå îêðóæíîñòè, íàïðèìåð, äëÿ ïðè-âåäåííîé âûøå ïàðíîé äèàãðàììû óçëà 815 ìû ïîëó÷èì:
(Âíåøíèå è âíóòðåííèå õîðäû çäåñü ïîìåíÿíû ìåñòàìè; ýòî ðàâíîñèëüíî âûâî-ðà÷èâàíèþ ïëîñêîé äèàãðàììû è íå ìåíÿåò èçîòîïè÷åñêîãî òèïà óçëà.) Õîðäûñíàáæàþòñÿ çíàêàìè, îòâå÷àþùèìè çíàêàì ñîîòâåòñòâóþùèõ ñïåöèàëüíûõ ïàð.Èñõîäíûé óçåë ëåãêî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî òàêîé îñíàùåííîé äèàãðàììå:õîðäû ñëåäóåò óäâîèòü è â ñåðåäèíó êàæäîé õîðäû âñòðîèòü ñïåöèàëüíóþ ïàðóïåðåêðåñòêîâ ñîîòâåòñòâóþùåãî çíàêà.Ïî òàêîé äèàãðàììå óçëà (ãäå ñïåöèàëüíûå ïàðû ðàçáèòû íà âíóòðåííèå èâíåøíèå) ìû ïîñòðîèì ïîâåðõíîñòü Çåé�åðòà íå ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì (÷åðåçøàõìàòíóþ ðàñêðàñêó è êðóãè Çåé�åðòà), à âîò êàê. Çàêëåèì îêðóæíîñòü õîð-äîâîé äèàãðàììû äèñêîì, âûðåæåì èç íåãî óçêèå ïîëîñêè âäîëü âíóòðåííèõõîðä, ñîåäèíèâ ïîëó÷åííûå êóñêè äâàæäû ïåðåêðó÷åííîé ëåíòî÷êîé íóæíîéîðèåíòàöèè íà ìåñòå êàæäîé âûðåçàííîé ïîëîñêè. Ñ âíåøíèìè õîðäàìè ïîñòó-ïèì ïî-äðóãîìó: çàìåíèì êàæäóþ èç íèõ íà ïîëîñêó, à ê íåé ãäå-òî ïîñåðåäèíåïðèêëåèì ïåðïåíäèêóëÿðíóþ óçêóþ ëåíòî÷êó, òàêæå ïåðåêðó÷åííóþ äâàæäûâ ñîîòâåòñòâèè ñî çíàêîì. Âîò ïðèìåð òîãî, ÷òî ïîëó÷àåòñÿ äëÿ ïðèâåäåííîéâûøå õîðäîâîé äèàãðàììû óçëà 815:
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Çäåñü ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � ýòî íàø óçåë, à ïóíêòèðîì îáîçíà÷åíû ó÷àñòêè âèäè-ìîãî êîíòóðà ïîâåðõíîñòè Çåé�åðòà, êîòîðûå íå ïðèíàäëåæàò åå êðàþ. �àçíûåîòòåíêè ñåðîãî îòâå÷àþò äâóì ñòîðîíàì ïîâåðõíîñòè.3 Ñïåöèàëüíàÿ ìàòðèöà ÀëåêñàíäåðàËåììà 1. Ìàòðèöà Çåé�åðòà äëÿ ïîâåðíîñòè, ïîñòðîåííîé âûøå, ìîæåòáûòü çàïèñàíà â âèäå (


E 0
I F


), ãäå I, 0, E, F � êâàäðàòíûå ìàòðèöû îäíîãîðàçìåðà, ïðè÷åì I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, 0 � íóëåâàÿ, à E è F � íåêîòîðûåñèììåòðè÷åñêèå öåëî÷èñëåííûå ìàòðèöû.Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ òàêîé ìàòðèöû äîñòàòî÷íî â êà÷åñòâå áàçèñ-íûõ öèêëîâ âçÿòü íàáîð ei, fi, ãäå ei � öèêë, îáõîäÿùèé ëåíòî÷êó, ïðèêëååííóþê âíåøíåé õîðäå íîìåð i, à fi � öèêë, ïðîõîäÿùèé âäîëü ñàìîé ýòîé âíåøíåéõîðäû è çàìûêàþùèéñÿ âíóòðè âíóòðåííåãî äèñêà.Íàïîìíèì, ÷òî îäíó èç ìàòðèö Àëåêñàíäåðà äàííîãî óçëà ìîæíî ïîñòðîèòüïî ìàòðèöå Çåé�åðòà S êàê A = tS−S∗, ãäå çâåçäî÷êà îáîçíà÷àåò òðàíñïîíèðî-âàíèå. Êàæäûé óçåë îáëàäàåò öåëûì êëàññîì ýêâèâàëåíòíûõ ìàòðèö Àëåêñàí-äåðà (ýêèâàëåíòíîñòü îïèñûâàåòñÿ îïðåäåëåííûì íàáîðîì ýëåìåíòàðíûõ ïðå-îáðàçîâàíèé, ñì., íàïðèìåð, [Lik℄), ïðè ýòîì îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû Àëåêñàí-äåðà (ïîëèíîì Àëåêñàíäåðà) è èäåàëû êîëüöà Z[t, t−1], ïîðîæäåííûå ìèíîðàìè�èêñèðîâàííîãî ïîðÿäêà (èäåàëû Àëåêñàíäåðà) ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè óçëà,îïðåäåëåííûìè ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà îáðàòèìûé ýëåìåíò ýòîãî êîëüöà,òî åñòü íà ±tk. Èçâåñòíî, ÷òî ïîëèíîì Àëåêñàíäåðà âñåãäà âûðàæàåòñÿ ÷åðåçïåðåìåííóþ Êîíâåÿ z2 = t + t−1
− 2. Äëÿ óçëîâ, èìåþùèõ ïàðíóþ äèàãðàììó,ìîæíî ñêàçàòü áîëüøå.Ëåììà 2. Óçåë ñ ïàðíîé äèàãðàììîé îáëàäàåò ìàòðèöåé Àëåêñàíäåðà, âñå ýëå-ìåíòû êîòîðîé âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïåðåìåííóþ Êîíâåÿ, òî÷íåå, ìàòðèöåé âè-äà I + z2B, ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, à B � ìàòðèöà, ñîñòîÿùàÿ èç öåëûõ÷èñåë.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî âçÿòü ìàòðèöó Àëåêñàíäåðà â âèäå tS − S∗, ãäåìàòðèöà Çåé�åðòà S îïèñàíà â ëåììå 1, è ïðîäåëàòü ñ íåé ðÿä ýëåìåíòàðíûõïðåîáðàçîâàíèé.Èç ýòîé ëåììû ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî âñÿêèé èäåàë Àëåêñàíäåðà óçëà, èìåþùå-ãî ïàðíóþ äèàãðàììó, îáëàäàåò ñèñòåìîé îáðàçóþùèõ â âèäå ìíîãî÷ëåíîâ îòïåðåìåííîé z2. Êàê èçâåñòíî (ñì. [Lik℄), âòîðîé èäåàë Àëåêñàíäåðà êðåíäåëü-íîãî óçëà ñ ïàðàìåòðàìè (3, 3,−3) ïîðîæäàåòñÿ â êîëüöå Z[t, t−1] ýëåìåíòàìè 3è t + 1. Íåñëîæíîå ðàññóæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòîò èäåàë íåëüçÿ ïîðîäèòüìíîãî÷ëåíàìè îò z2 = t+ t−1


− 2. Ýòî è äîêàçûâàåò òåîðåìó.5







Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[Kir℄ Rob Kirby, Open problems in low-dimensional topology, Web doument,math.berkeley.edu/~kirby/problems.ps.gz.[Lik℄ W.B.R. Likorish, An introdution to knot theory, Graduate Texts in Math.175, Springer-Verlag, New York, 1997.[Prz℄ J.H. Przytyki. t3, t4 moves onjeture for oriented links with mathed dia-grams, Math. Pro. Cambridge Phil. So., 108, 1990, 55-61.[Rol℄ D.Rolfsen, Knots and links. Publish or Perish, Berkeley, 1976.
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