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�� ���	�� � ����������
���� �������
����� ������������ ����� ����� ���	��� �� ���	�������� ���������
��	� ���	�� ! "��� �����
����� #��� ���������
� � ���� ������ � ������������
������������������� ����� � �����$� ��� ������� ��%�� �� ��
��	��� ���$�������
����� ��
����� ����� ���	��� �������� 	������ �� �
�����! � ���������� ���%�����
���������������	�& ������������������� ���'� �� ��� ���� ����� �
 ���� � 	�������
����� � ������� ������������� ���	��� �����������'(��� ���������!

�������
������ ����%������ 	��������	��� ��������������� ������� ��	����
	�	 ������� � ����������� ����� ���	��� ���� )���� ���� ���%����� � 	����
��& ���� � ��!� �������'� ������� 	������������� �����&�%���� ������� �����
����������� 	����� ������	�& ������
������ �������& �(� � *+,- 	 ��� ������� �
��	������ ����������� �! .! /�������! 0� ����%���� ��
��	�'(�� 
���� 
�����!
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����� ����	�� 	���� ���'� ����� ����� ����
�������`
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 ���	���! ^0����! G��� aaSS!` ����! )! Y��
����� 

�	
������� b��� /������ ����� �'��� W! ���	�� �	�	 �  � � H!b�	����
�� �� �'���� ����� ��� �����
������	�� ������������ �� �����	�
��! c %� � '�����
	 W����	� �������� � ��#������ $���� ��� d�� ���� � ��%� 	�	��� ������� ��� �I! W���
��	� ����X�� �����������	�� ������� ��� b��� �� �������! � ����� I! W����	� ��
�����(���� e! b������� ������� � ������	 ����	� ��� ��X��X�� ��������� f�� ���
^.�������������`� � �� ���� ������ ���
	�' ���� �� �	�
��X��� ����� ���������!
c ���������� � ���� ������� ���� �������� � ������ /������ ����!

������X��� � ��������� ���� %�
�� �!.!/������� ������ ������� 	 	���������
��	� � ���������	��� ����
��X�� ��� �(� ����X�� ���� 	�	  ����'� �(� � ����������
����� ��� ��	�� ���	�� 
������ ���� �������� ��� ��
���� �� �������� �&���� ��
	������� � ���X� �	�
���� ������ ������ � #�� ��������� ���� ���	���	� �� ��� ���
���	��' �� ����	� ��������	��!
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� ��������� ����������� ��� �!"�#� ��$�%��&
'�(%� 
�!"��)

��� �������� 	
��
� � ����� ��������� �� ��
������

������ �����

i���������� ���������
�� ���	��� 	�	 ������ �
 �������� ������	�& �������
����
���� ���� �������������� � *+� g,� ����� %� ���� ���������� 
����� � ���������� ���
���	���! "�� ����������� ����������� �� �������� ��	��	����������	��� ���������� 
���������� ������������ ����� 	�������� ��� ���	�������� ����� ���	���! � ���'
������� ����������� ��	��	����������	��� ����	� ������� 	 �������' �������������
��������� ����	� �� ���%����� ���& ������%���� ������ ��(����� ���%����� �
 �
#��������� ���� �� �����������	�� 
�	�� 	 ����������' ��������� ����	� �� ���%��
���� ���X�� ��������� 	������������ 	��� � ������ 	���������� ������& 	��������!
0� ������ � ���	���	�& ��������� ���������� #���� ����	�!

0! ����� �� � {B� +}� ����%����� ���X�� ���������� ��������� 	���! H������
���� ���������	��	����� �����%�(�� ���X��� U ������ 	�������� ��� � B� +� � � � ��
� ���
����� ����−� ���%����� ���X�� �� �−�� ���������	����- � #��& ���X�� �
	�������� ����� B � � − � ����� +! i�������� �� ����	$�� �������� �����	 ��
���& ����! ��� � � g �����	 �� �����������& ���%�����& ����� ���� ��������� � ��
���� �����	 ��	�� �B� + � �+� B ! ����� �����	 
���� �� ����−� ��� ���& � � B� + � � � ��
����� �� ������−� �� ��� ���X�� � �����	���� ��������� 	���������� � ��	�� %��
	�	 �� ���� ���X�� �
 ����−�� ������'(�&� ������������� ��������� 	���������-
���� %� ������� 	��������� � ��� ���X�� �
 ������−� ��
������ �� ����X� ��� �
	������ #�� 	��������� ����� +!

1! j� %� ����� �� ���	���	� � �����& �������& ������� ��	! _����� ���
���
���� � � � −�! H��������� ��������� ���� � ���& ��

��� ������%���� ��(����� �
������� ������������� ���%����� �
 � k � #�������� {0$1$� � � 2$ 230$ � � � 234} �
������ �� #��� ��������� �������� ��	��	����������	�� �����	l ������%����� �
����X� ������%����� 	� ���� ��	��������� ����� #������� �
 ������%����� � � ��
�&��(�� � ������%����� 	 ����X�� ��� ��	��������� ����� #������� �
 ������%��
���� 	� �� �&��(�� � ������%����� � ! 0���������� � ������ #���� ����	� ����
���%����� ����� &���	����������	�' ���	$�' �+� +� ����� � +� B� ���� B � � ��	���������
� �B� B� ����� � B� +� +���� + ! j�	�� ����
��� �� ������� ���������� ��� ���	� ���%����
���k ��� !

5! I�	���$� ^�������` ����������$� #���� ����	� ������� � �����'(��l ����

������ �������	��
�
 	����
 	�������
�� ��������� 
� �
� ������� �	
���	�� � ��
��
�� � ��
��
���
�����	�� � � �����
�� 	����� ����� �	���	 ��
������
�� ������ ��
	�! ���	��� 
�"���	� �����
��
�#
���� ������� 	�������
���� 
� ����
� ��	��	��

�! $� ��	� ��"��%�
�� � ���	�� 	����
� 	�������
��
��������& ���%�� ����� ��	���� �	� ��� �	���	�� ���������'	 	��%� �
��# � ��
���� ()* ���+� �����
,���� -�#��� (). ���+ � ��	�# � -��' ()/ ���+! 0 �����# �	���
� ��� ��"��� � 1���� ���� ���� ��������
�������	�� ���%�� ����� 1��� 2! $! 3���	�#� ��	���# 	�%� ���
� �'��� �������� � 	��%� 	��� �����������
��%���� � ����

�� �"��� ��������!
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������� ���	� 	������������� 	���� 	��������� 	��� ���������� 	�	 $���� �����
� �������� ��
��%����! ��
���� ��� ��	�& ������ � 	�����&� �����	���� ����� ����
��$ �� ����� � #��� ��
��%����! j���� #�� ����� ������� �����	 
 �� ���%�����
����������& �����& �� ��������! G��������� ��X�& ���& ��
�������& �����������
����	� ���	� ���������!

���	���	� ���� � 	������� ����������	� ���	�� ������ � ��%�� ���%�������� �
������������������' ����� � �����$� �� �� ��	�����	� ������� ���������� 	�%���
�
 ���%���� ������ ����(�& � 	�	�'����� 	������' ���X��� ����������	�!

* +�!"��� ��%���,- "./ � ��$�%��'�(%
�!"��)
H��������� ������ ���%����� ���X�� ���	������������� ���������� 	���� �!�! �����
��� ����
������� ���������l �∞ � {B- +}∞� �� ����� ��� 	����	� ��
���� ���	�����
�������� 	����! m���� ��%��& �����������	�& ����	��� �� #��� 
������������
��n�	��� �& ����
��& ����������$�� � ����& ��
��& �& ����������� �������!

���%�� ����� �� ������������� ���	������������ 	��� 	�	 	����	���' ��������
��' ������ $���& ��������	�& ����� 6�� 0� �����
��� ��� 	�	 ������ ��������������
������ ������� �� ������ g�� � ������
��� ���������' 
�����! � ��X�� �����������
$�� $���� ��������	�� ����� ���� ��%� ���	������ ����������� ������������������
����� � �����$! G���� �������� �� �∞ ����%���� ����	���� ������������ �
�����
���� ������������- ���� W������� �� ���� ���	������� ����
������� ��� �� �����%��
���& {B� +} U ����������� �+�g� +�g ! i�� ����� ������������ � ����� a���� ��
	���� 	�	 �� ������ 6�! 0�%�� ��	%� ����������� � ������ �����������	�� ���� ��
� ����
������ ��� �� + −  � B 
  
 +� ��� �%� �� ����������� �� ��X� 	��
������
������� ������������ ���%��� ��� ����� ����������� ������������ ���������
��
���	�� ! W��	������������ 	�� ����������� ���%������'�� � ������������� ����
	������& ����� ����� ���	��� ����� ���� ����� ������� � �����$� �������� ������
����� ���� � � ������ � ����� ��
���� ������������� �� ���������
�� ���	���
������������ ��%�! ��� #�� ����������$�� ��������� � ���� ���� � �� %�- �����
������� �����
�$�� � ���� �	���! I�� �� ����X�� ����� ������� �������� � ���	�����
�������� 	���- �������� ������������ �� ��� �� ����� ������� 
������!

_����� 
��������� $���� ��������	�� ����� � �����

B������ ���B+������ ���+ ∗ ∗ � B��+�� ∗ ∗�
�������
������ ������ �� �����$� � � ���������� ������ 6�� �!�! �������
������

�� � � k +� ��
������� ��&����� ���� a�����W�������� ��� ��
���'� � ������ ���
�������	�& ������ ��������� ��� ��	��
����� 	������������ ��� ����� �����
������� #��������	�� ��������
����- ��� ���	�� �����%����� ����������& ����� 
���� ������ ���& 	����� �
 �����$� �������� g�� � � + � � � ! i����� �������� ����
	����� ���%����� �� ���'�� ������� ��������� Z ⊂ 6�! i�(� ������	� ������
�������
������� ��&���'(�& ���� ���� ����	�� ����(���� �������� �*+� g, !

H��������� g�������	�' �����	� � �� ���������� ������ 6� $���& g�������	�&
�����- ��� ����$����� �����' �������� �� �∞! 0����	� � ������� ��	l ���� � � ‖�−
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�′‖ ��� ‖�‖ � g−���� ���� �	����
����� �������	���� 
���� ��� � ���� ����� ������
��������� 	��������� #������� �! 0����	� �� ��������� ����������� ������������
��������� ��� 	�	 �� ������� �� ������������ ���������
�� ���	��!

������ ������ ����������� �� 6� ∼ �∞ � {B- +}∞ �����'(�� ����
��l ��
����
���� ���X�� �����	 ���	������������� 	��� ����������� ���� � ��& �������'� ��� 	��
��������� ������ � ��	������� ����� �^�����	���� &����` � � ����� �����$ �� #����
����� � ����& ������������������� �����	���! .& ���& ��������& ���X�� ����X� ��
���������' ��� � 	������ ��������� 	������� ����
�	 ����X� � ������ �����������
������� ��X�! o�� � ���� ��%��� ��	��	���������	�� �����	 �� ���	������������
	���- ���
����� ��� ≺! Z��	� �����	�
��� ��� ��X������������ ������� ����	� ��
	������������ 	��� �� ���	������������� 	���

I�� 	�%�� ���X��� ���	������������� 	��� ��%�� �������������� 	�	 ���	��
������ ���� �� ����� ���	��! G��������� � #��� ����	� �	�
���'�� ���� �
�����	���� ^&������`� �!�! � ������� 	������������ ������ � ��	������� �����!
j�� ����� ������ �������� �����	 �� ���%����� ����� ����� ���	��!

j�� ���������� �� 	����� ��������& ����� ���� ��� ���	������� � ���� �N ���
��� �Z ������� $���l! ���	������� ����� #��� ��� �	�
������! ���� � ������������
'(�� ���X��� 	��� ��X� 	������� ����� ������ � ���	������� ������� ���� 	������
����� �����$! b� ���& ��������& ����	 ������ ����������� ����� ��� Z- ��� ������
��'� �����' ���� �� ���� W�������! 0�%�� �	�
���� ��� �� �������������� �����	
�� 	�����& ���%����� �� ��������� Z� ��� #��� ����� 	�%��� 	���� ���%����� ����
���� �� ������� ����� ������� �����������& ������%����!

	%����"���� 0� ���������� �	��	�� ����� ������������� �	� �����	����� � � ����
����
��������� ���	 � � ��! ��� ���������	"���  ����� �������#�� ��
��  �����
���������� ����� #�  ��$��� �������� $%� ������	 ≺&

b� ���& ����	� 
� ��	�'����� �������� ������ �����'(� ���	� ��(�������� � ���
���	� 
� ��	�'����� �������� ����� ���'� � �������(�' ���	�� ��#���� ��������
��
� ���	�� � �������� 	 ���� ���������� ��'�� 
� ��	�'������ �������� �����
����	 �� ������� 
� ��	�'������ ������ Z� 	�	 ��������� ������ 6�! Z��	� ������
��� �������
������ � �
������ � ��%� ���������� � ������ ��������� ��'��� 	����
�	�
����& ��	�'�����!

0 ��$�%��'�(% 
�!"��)1 "�" ��(.�2$�$ (�%��,
���%��� � ���%�$�� � !�. �-�,� ���!$����"� ��
#�.��� Z

!
j����� �� ��%�� ������� 	 ����� ���������� �����������' ������	��� ��������

��
�� ���	��! ��	�%��� ��� ���������
� ���	�� ��&����� ����! b������������
����&�� 	 �����'(�� ���	� ���� ���������	� 	�������� ����� 	��������� ��#���� ���
&������� ���� ������� �
 ����� ��� ���� W������� � �����	����� �����%������ ���

 



��������� ������������ ������� ���	������� �����������	�� ������� �������'(��
���������	��� 	��������! .
 �������(��� ���� ��� 	�%�� ������ ���������
��
���	�� ��������%�� ����� ������ ��������� � ������ ���� %� 	����� ���%����� ��
Z! ��#���� #������ � − �� � ������ ��������	�& ����� ��%�� � �������� Z ⊂ 6�� ��
�������������� ���������
� ���	�� ��%�� ����������� ����� 	�	 ��
������ 
�����
������� � ��������!

"��� � ����(�' �������& ��
��%���� ���%�������� � ��������' �� ���%�����
���� ���� ������ 6� � ��������� ����
	��� �� ���������
� ���	�� �������� � ����
���
������ ����
	�� ��������%�(�� 	 	������ ��	 ��
������&� ������& ��$��������&
����	���������!

I�%� ����� ���� ���� �������� ��	�
���'(��� 	�	�' 
����� ������� ���� ����
���� � ��������� ����� �������� ���������
� ���	��! V�	 �� ������� ���������
��
� ���	��� ���������������� ���	� �� 	�����& ���%����� �� ��������� Z �� !�!
�� ����	����& �������� ������ ���%��� ����
��!

j�� ��� ������� ����� ���������� ����� ��� ��������� � ������ *E, � ����� �������
�� ��������' � ���������
��� ���	�� ������� � ������ ��� ��������� ���������
��������' �������� ����	� � ��������� ��������� ��
��	�'(�� �
 �����
� �����
�����
�� 0����!

.
 ���������� ���������
�� ���	�� ���	� �������� ��� �� 
������ �����'(��
��������l

� �→ ��- � �B�+�07 ∗ ∗ � +�B�70 ∗ ∗� �� � � B� + � � � �

/��������
� �−� ������ 
������� � ����������� �����

�−��+�B�70 ∗ ∗ � B�+�07 ∗ ∗ �� � � B� + � � � �

����&�� �� � 	 �−� ����� ����� � � � �!� B � +! /��������
� � � ��������
	 ���� �−� ���������� �� ���& � U ���	������� ������ ����� � �����$� �!�! ��
���%����� 6�\Z! G ������ �������� ���	���	� � �� ��%�� � ��� %� 	����� ���%������
��� � �� ��%�� ��������� ���� ����� ��
����� � �� � �! ������%�� ����� � �����l

8���� 0� ���������� �	��	�� �	�	���� ������	��'

� �B�+�+B ∗ ∗ � +�B���+ ∗ ∗� �� � ≥ B�

���  
������ ������	�����'

� �g��� − g� k � � g����� k g� − + k �� �� � ≥ B� � ∈ ���������� �

����( ����������� �� ��������� �������! �� l �� → ������ � � ��� ���� ������� �
�������	���(�����! � ������ �	 ���$) � ����	)&

*����������� ������	 ��� �	���$ ���������! ��� ����)��� �� �������	 � �
	���������� �	��	�� � �	��	'

�� � � ����� ≡ �k ��� �

���

4



��� � � �� − � � +�	������B|�−�|+B∞

���
��� � g� k g� − +�

o��� ���������
� ���	�� 
���� �� �'���� #������� � ∈ 6�� � ��
��%���� 	����
���� ���� �������� +B� �!�! 
���� �� �'���� $����� ��������	��� ������ ���������
�� ����� ���� B�+∞�� ≥ B �$���& ����$��	����& ! ����������� ������� �� ��� 
���	� ������'�� �� 	�%���� �
 �������l � � � � � ≤ �!

i�������� ������ ���	$�� ���� l � �� � � ������ � ���� k�� �� ���& ����������&
� � B� +� g � � � l

���� � B� ���� � ��� � ���� � � ��− �� � � � �

� ������� �� ���� ������� �
 ����������l

8���� 1�

���� � ������� k � k ���� �

+,--.& � ���� ≡ � �������� � ������ k ��
I�

� ���� � � �� � � � � ���
 ���� ���

��#����

� ���� � � ���
 ����������

�!�! �k ������ � ����
�� k ���� k � � ����k ����  k ���� k �

j�	�� ����
���

� �� � �����−��� k � k ��−��� � · · · � �k ���� k ������� k � k ���k �����−��� k � �

p������� ��� �������� ����%�'(�� ���	$�� ���� � � � + ����
 ���	$�' ���� �
��� ���'�� 	������� ������������� &���	��� � ��� ����� �� 
����� ������� �
����
������� ���������
��! 0� ����� ������
����� ����	� ���	$�' ��� � ���� !

i���� ������ Z ⊂ 6� �������� ��� ��������� ���������
�� ���	�� ����������
�� ������� ����� ����������& ������ � 	������� ������ �����$ ��� �����l � ������
�'��� $���� ����%�������� ����� � ∈ N ��������%�� �������	������� ������ � 	���
$���� ���	�� q ������ g� − +� ��� � q ����� �����$ � �������� ��
��%���� �� � �'���
����$�������� $���� ����� ��������%�� �������	������� ������ � ��������� ���	�� q
������ −g�k+! ��� ��������� ������ � 	�	 ������� ������������ ���%����� ���'�
����	���� ��� Z!

� ��
� � �������� �� �� ��
��	��� ��%��� ������� ��������� �����l 	�	 ����
����
�'�� 	����� ���%����� �� ��������� Z� �!�! ������ ��������� ��� ���������

�



���������
�� ���	��r .���� ������ 	�	 ������� ���������	� � �→ ��� k � � 	�	
���������	� � ������ Zl

�� l � �→ ���k � � � ∈ Zr

j�	�� ����
��� ���������
� ���	�� 
����� ��������' ��������� ����������� q
� ∈ 6� ���	������' ���������	� ��� ������%�'(�' Z ������� 	�	 ������� ���%��
���� �� ��� � ���'(� ���	������� ����� ���	������& $�	���! j�� ������ �����
������ ���� �� ������ �Z ���& ���	������& ����������	 Z� 	����� ���� ����
 ����
W������� ��� ������������ 6� � � �→ �� ∈ �∞! o�� ���� ��(�������� ���������
�� ��� ����� 	����� ��
��	��� ��� ����������� �����
� �������
����� 0���� *E,
���� ���������	� �����$�	����� - �����
 #��� ���� ����������� ������� �� ��
���
��������!

i�(�� ����$��� ������� � ���� ��� ��	� 
����� ������� � ��	������ ���������
�	�� ������� � ������������ ����� ��������� ���� �� ������ ���	������& �������
����	 ������ �������� � � �������� #��� ���� ��
���'� ������ 
�	�'����� � �����
�������! .����� � #��� ������ �� �����
����� ����������	�� � ���� ��� ��������
������ � ������������ ����� ��%�� ��������������� 	�	 �������� ��������� �������
���	� �� #��� ������! I� �� #���� ���� ������� ,/./,/01/ 2134-0 � ��������� ���������
� 	������ ����
������ 
����� � 	������ ������������ ����	�����- ����� �������
�� ���������	� ���������� �� ������� �� ������! � ��X�� ������ #�� ���� ��������
��������!

3 �$�4�������) %����2 ��$�%��'�(%� 
�!"��)
� %��� 
�!"��)5
���������� ������ �������� ���������:�� ���	�� � ����� �����$�����& �������&�
� ���� ������ � ������������ �����������& ������������������� ����� � �����$ ��!�!
���� ���	������������� 	��� � ����%����� ��	������ ������ ������������ �������
������ ������! .����� #�� ������������� ����� ������
������ � �������� �������!

G����'(� ������� 
����� ���$�������' ������ ���������
�� ���	��!

9������ 0� 5�������� ��� �	����� � ∈ �� �������	���(����( �� ����! � �����"
���� 1���� #�� ���	���

�� � �� �� �� � ∈ Z�

����( �� � ���	
	�� ���$! �	���� ��	��
������ 
���	� ����#���  �����	) �&�& B ���
+& 6�� �	�$�� �	�	�� �����	�����

� l
∞∏

�

{B- +} ≡ �� → � � �
Z �

∞∏

−∞
{B- +} l

�� � � �→ � ≡ {��}�∈Z l ���� � �� �� �� � ∈ Z

5����	����� � �������� ���� 7������� � �	 �������
�������� ����  �������
�� ���� �∗� ≡  �	 ������ ����������� �������
��������� ���� 8 � �

∏∞
−∞{B- +}�

��



������ �$ �	���� ����! �	��	��& 6	��� ���	��� � ���#������� ����������
������	��� 1 ����!� �������#�! 	��������� �	��	�� � ������	���	 ���  ���
��������! ����  ������	���� � � gZ �� ��	"���	���! ����!  � �∗� &

� �������& ����� � ����� ���	�� ����������� ������%���� ���� �������������
����� 	�	 ������������������ ���X�� ����� ���	��� ������������������ �
�������
������� ����
	� � ���$���� ������	�� #���'$�� ����!

8���� 5� 9	������� ������	���	 �� �	 �	 �������	 �� ��	
����� ����! �����
���	�$ ���( ��������������� ���	�� #	� 	��������	 �	��	��& :�	
� �����' ���

�� ���	� ��
�	 ������	
�� ����	�	��	���� �� ��	
����� �������	���(�����
���$) �������	� �� ���	�� ��� ��!����� ���������(�$! �������! 	���������	
�	��	��'

� ↔ {�� �� �}�∈N

���( ����"�� ��� ��
�� ��) � ∈ ��& ;������ ���	��� �����	����� � ���( �������
���� ������	���	 �� �	 ���	�

∏
�∈N

{B� +} ��� �����	����� �&

+,--.& Z��	� ������ �
 ������� ��� ��� ���������'(�& #������� ������ 6�� �������
'(��� ��
���� � ����������� ������� � ����%��'� ������������������ �����&
	�������� �� �� �� 	������ ����� ��
������� &�� �� ���� ��
 � ��
���& � ��������
����X��� g�!

:���'����� +! b� �������� �� %� ��
������ �� ������ 	���������� ��������� ��
����� ����
�'(��!

g! 0��%������ �� 	������ ������������� ���� ���	�� ����������� ����X�� ���
����� ���! �����$� ! � ������ *++,� ���! ��	%� *f, ��	�
���� ��� ����� $�������� �
����
� �^���%�����` ���������
�� ���	�� � �!� ����� ���� ����� � ����� ���������
���	� ���f!

b� �
����� ���������
�� ���	�� ������ 	��������� $���� ��������	�� �����
�#������� 6� �� �����	� ��������� ������������������� ����� � �����$� 	�	 ��X��
�	���	� � ����(�' ������������������� ��� ����������& ����� ��	�� � �	��  � 	������
�������'�� �����'(�� ����
��l

� � �B�����+�����07B�����+�����07B�����+����� � � �  

m���� �	�� � �	�� �������'� ����� ���� �
 ����� ��	��  � �����$ ��	��  � ���(��
��%�� ���� ����������������� ��! − + �� � !�� �&�%������ ����� 07 � ��������
��
��%���� ����� �! H�
������� ������� 	��������� ���������� �������������'��
�� ������������������ ��� ��	�� � �	��  - #�� 	��������� ����� �������� ��
�����
�	��$��!

i�������� ��� ��	���� ��	�� � �	��  ����
�'� ������������������ ��� ! ��
������
��& �����	��� �������������& ��������& ��	����� �	�	 ���	$�� �� � � � �����������
��� 	�%��� ���� ��	���l

��{�	 � �� �	 � �} � g−����−��� �� � � B� +� g � � � �

��



i����������� ��X� ������%���� � l 6� → � �
∏∞

−∞{B- +} ��%�� ����������� �
����� 	��	������ �����! o�� �������� 	 �����' �����$) ���!

��������%��� ��� ����� ����� 	��������� #������� � ∈ 6� ����� ���� � � ≥
B� ���� � � ≥ B� �!�! ��������� ����
�	

� � B�+�B+ ∗ ∗�

H��������� #������� �� ��� � �� � � � � ��� � � ��
����� � ����X�� ������ 	������

���� #��& #��������! 0� ������� ����� ����� �� 	������ �� ����������' � �����
������� ������
� #������� �! I� ������������� ��������� ����'�(�� ����	$������
������� �
������ �����& 	��������!

8���� ;� <��� � � B� �� ���	� �	��	� �������	�	 =������	 �� �	��	 ����� � B
� ��� � � ���� � � ��� � � · · · � ��� �−��� � ��� �−� � +>

<��� � � B� �� ����
�� � �k +>

<��� ��� =��� � ���� � B� �� ����
�� � �� 	 ���� ���� � B� �� ����

�� �
� k �� − +&

i������ ������ "��� �� � ��
���� ����� ����� �� �����(�� �
 �����& 	��������
#�������� �� ��� � � � � ��! G��������


"�� ���� 0� ��
�� � �	� �������	���(����( �� ���� �	��	��  �������� ����
����(�� ������ ���� �����"&

b������������� � ����� �'��� #������� �6� ���	������� ����� ��
 �������'��
������ 	����������	�� � �	�� U ����
������ ����X��� 
�������� � �� ������� �����
���� ����� ����� ���������������& �����$ � ����
� ����� ����� �	�� − +!

b����� ��� �����%���� ����� ��
���'� ��������������� ������� 	���������
����
� �� 	�	 #������� � �

∏∞
−∞{B- +}! i���
 �� ���� 	��	�����$� ��������& �����

��& ���� ����������& ������������������' ��
�������& �����& 	��������
��	�� � �	��  ! ���������� ���������� �������� ����� ��������� ���������� ���	��

������ � �����! b���� ������& ���� ������ #	������$������ ������ � ������ � � ��
� �
������ ��������	� ���� ���	�� ������� 	 �
�����' ����������������� ������&
����! Z'�������� ��� 	��������� ������ ���������������� � �→ �k +� � 	������
���� � ������ �������� �� ������� +! G�������	� ���� ��%�� �
������ �� ��������
�����	�� ��������� �����(�& ������& ����� 	�%��� �
 	�����& ���������������� ��
�& ����� �������!

p��������! ��X� �� �������� � 	���������& �� � ����%��������� ��������! b�
����� ����� ������� ����	���� 	�������� � ����$��������� ��������� ���� � ���
���������� � 
��������� ��X� ����������� �� %� #������ � ����� ��	�� %� ����
���
�� ��������� ������ 	���������� ������ �������������� B � +! G ������ �������
��������� ��	�
���� ��� 	��������� � ����$�������� �������� ����
����� ��������
'�� �� ����%�������� �� ����� ���& ����	 �� ���� ���	��!

�������� ������ ������	� ���������
�� ���	�� � �	�%�� �����������'(�� �����
��� �����!

��



H��������� ������ ��������� ����	����� ��������
��� ���	��l

�� � D� �� � D� � � BBB+++07�

b���� ��������� ����� ���
�������

k+ � ��
� � Ddk+ � Dfl �−− � � �� � +++BBBB+−− �

� ��� − − � · · · − − � � �	 � BBBB++++� ���������� ��� ������� ��%�� 
� ������
��������� ����� 07 � 
���� �������� ��������! 0� �������%��� $����	� �
 Df
���������������& ����
�� ���	� � � �����$� f × f!

BBB++++B +++BBBB+ ++B+BBB+ +B++BBB+ B+++BBB+ ++BB+BB+
+B+B+BB+ B++B+BB+ +BB++BB+ B+B++BB+ BB+++BB+ ++BBB+B+
+B+BB+B+ B++BB+B+ +BB++BB+ B+B+B+B+ BB++B+B+ +BBB++B+
B+BB++B+ BB+B++B+ BBB+++B+ ++BBBB++ +B+BBB++ +BBB++B+
+BB+BB++ B+B+BB++ BBB+++B+ +BBB+B++ B+BB+B++ BB+B+B++
BBB++B++ +BBBB+++ B+BBB+++ BB+BB+++ BBB+B+++ BBBB++++

������������������ �����& 
��	�� ������������ ����
	� ����	������ �!�! �������
����� \�D�D ��	���l

�+�+�+�B�+�+�B�+�B�B�+�+�B�+�B�B�+�B�B�B�+�+�B�+�B�B�+�B�B�B�+�B�B�B�B !
G����'(�� ������ ��'� ������������� � ������������� ����������� �� ���� ���

�	�� $�������� ���� �� f �� +B! �

b���� ����� m���� ����� m���� #�������� �� ������� 0��� �����

f D d B�D+ghChEh+
+g B�DEhFfFhCg
gB B�D+gg+DCFC

E h g B�+ghFFCBFD
+h B�hDEhFgDE+
+f B�ghFFFBhfD
gh B�+CEhBChhE

C d + B�BfghFCBFD
+g B�DEhFFhgEC
+F B�gFfCfdhfD
gB B�+dfgDCddf
gC B�+BFgEhCfh

F d +B B�D+ghFhgEC
gg B�DhDEhBhfD
gh B�+CEhCCddf
gh B�BFDEDffhF
Dg B�BfgDFD+CC

+B f C B�ghFFFhgEC
g+ B�DgC++EDE+
gC B�g+CEDCddf
gF B�++DgfECFF
gC B�BdhfEggh+
Df B�BDdBhhfE

�4	� �������
�� ��������� �� ���# ������� ������
	� 5! 6�
��� � 7! 6�
���	��
��!

��



i���(��� �� ��� �������� ��
������� $�������� �� ���	���	� ������ � ������ 	��
����& ���������� $�������� �����! o�� ����(��� ��������� ��%��& �$���	 �����
���X������������ #�������� �
 ���� � ���%�� ����������� ��	�
��������� ���������
����� ���	��� ���������
�� ���	�� �� ��������������� �$�����' �*h, � ���������
���� ��%�!

��� �������� ��	������
��� �	����� ���
�
������ � 
��

�
���� ��
�����

i������� ��
������ #��� ������ � ��	�
��������� ����� ��� ���	�� ���������
��
���	�� ����� ����� ������������ ������� ��� � ������������� ���������� 	 	���
������� � ������������ #���∞� � � ���	�� ���������� ��������� $
 � ����$�����������
� ���������
��� ���	�� �� ������� $
 %�� � %��� � ����������! o�� 
����� ����
��� � ������������ ���������
�� ���	�� ���� ���������� ������� � +FCB ���� *h,�
� ��������������� ��
%� � ����� ����� *F� ++� +D� +g� +h, � ��� ��� ���� �
����� ��
�
������ ����
��� �������� ��������
��� ���	��� ����	� 
����� �� ��& ��� �� ����
��X���! i	�
������ ��� �� ��X���� ������ �����%��!

�������������� ���� ��X��� #��� 
����� ��� ��
�� � ���X������������ #�����
����� ����������� �����	 � ��! ���!*h� f, ! ���������X��� ������ ��	�
���������
������������� ���	��� ���! *h, ��� ������� �� ���� ���� ������� ����� �����������
��� ���	��� ������������ ����� ��� ���������� �'��� ���������	� ����� ����	�����
���� ���������� ��������� �����	�! �!�!� ���

65O
�→∞�−�

�−�∑

�
�

��� ��� � ��′ � &'���

�� ����� �� ���� �× � ���& ��� �� �′!
� ���������� � ������ *h, ��	�
��� �����'(� �������! b� ����� ����� ���	�� ����

������� ��������� $� � #��(�� � ������'(��� ���������
�� � ������������ Z�����
�(�� ��� � ������������� ���������� 	 	��������� ����� ������������ ����&��
���� � ����������� ����� �� �'��� ���������� ���������	�� � 	������ ����������
���������� ���������� ���X������'(� ������������������ #������� ���� �� �����
��������!

i�����	� � ���������� ������������ ��������� �� ��%��� ������ ��� �� ��������
����� ����� ����� �� �'��� ��������� ���������� �����	�� 	�	 ��	�
��� ]!������
� �!p���$	�� ���! *h, - ������������� ������������ ���������� ���� ��	�
��� ��
	����� 	����	���& � �����������& ���������& ���������	! G ������ ������� � *h,
��	�
���� ��� ���������� ����������� ���������	� ����������� ����������������
���X������'(�� ������������������ �� #�������� �!�! ���� !��� )�#������ ����
��������� ���������& ����������������� ������������ �������� 	 � ���	���������!
b� �����	 a#������ ���
	�� ��	� ��� ����� ��	�
�� � *+B,! ��#���� ��%�� ���� ��
��	�
����� ������������� ���	���� ���������� ���
� ���� #������� �����������&
����������& �����	 ��	������ �����(�� ������������������'! W���� ����� #�� ����

�1



�� ���������� ������� ����	� �� ��
��
��& ���������	� 	������ ������ ���������
���� � #��������	�� ������ �� 	�	 �����	�� � 	�	 ����
�'(�� ��
�����! I��������
��� �	������! �����������! ��
������ ���������	�� ���������� 	������� ��
���
����� ������������ � ����� �� �
������� ������%����� {*	}� ! � + � � � � �����'(��
����
��l

���� � � Æ	�� !�� � ��� !�� ������ ���%����� *	� � 	������ ��%�� ���	� �!
������ ����� ��%�� �������������� �����'(�� 	������� ������������� ���	���

��������
���!

9������ 1� *����� ����	���	 $�  �������	�(��� ���������� � �����	��	� 	�
���������	 � ������$�� ����	 � ���(�� ����	� ����	 $������� � ��� �� =��	�
�����$) �����!'

+! ������ ���������! �������(��! �	������! ������� � ���( �����	��	'

65O
�
�−�

�−�∑

�
�

��� ��� � �� � &'��� +���

g! ?�������=������� ���������! ������� ����	��
���� �	���� ��� �������(��! �	�

	�(��! �����������&

������	���� ��� ��
������� ����%��'(�� ��
��
��' �����	� � #��� ������� ���
�'�� �� ������������� ����
�'(��!

p������ �(�� ��� ������ ��
� ������������ �����%���� � ���X������������
#������� � 	�������� ���	�������� ���	���� ������ V�X�����	� � *d, � ����X�'
s�#�������!

i���	�� ������
���� �	�
����� ���� ��	�
��������� ������������� ���	��� ��	�
�� ������� �
�
� ���%����� �$���	 #������� ���! 
�������� 	 �����$�� ��X� � ���
#����- �� ������
��� 
���� ������� ����� ������� ������%���� ��X� ������� ��
���
��� � ����������!

G������ ��������� ��� �'��� #��������	�� ���������
� � ����� �������� �����
	������� 	�	 ��� ��
���'� � #��������	�� ������ ���	���� �� �
������� �������
��� I������ �
������� ������ ����	������ #������ 	����	���� �������� ������!
G ������ �������� ���� �����
����� #��� ���������
�� 	�	 ����� � ������������
�����������& �������& ������������������� �� ������ Z� �� ����� ��	� �����
�$�
{��}�� 	�	 #������ ������������ ,∞�Z � ���� ������� 	������$��� &���	�����!

�� �
∑

�

&� <t:{!-��}� {&�}� ∈ ,�- � ∈ Z�


���� -� � ��������� ���%����� ���& ����������& 
������� ��������� $� !

8���� <� ;�� ����� 
���$ ���� �  ������	���� *Z �������	���(�����! 
����
��� 	��	��� * � {+� g� � � � � ,} �� ��	"���	���! ���	��	����! ���������(��
����	� ����! � ���� 
���� ��
�
�$! ������� ����)����� � ����	��
��� 
���$ ���

�� �� ��	���	"�� {��} ∈ *Z ������( �$ ��
�� �������
������ ��� 7������
��
����"���� �	 Z �� ��	
������  *&
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o�� �������� ��
����� ���� ������� ����������� ������� ������ �������������
���	���!

9������ 5� ������������ 
�� ��� ���������� ���	�� #��� ����
���� ����������
�	������� . � {*�� � � � *} ������	���	 �(�� �  ������� ��!����� =�����
����!
	��������� � � $������� ����� #�� ������' ��	������ ��������$! ���	� 	���
�������	 � ��� ����������� / '

/ l ( � � �→ {!��� }� l ��� � �� ∈ *	�����− −−
�	� ��	$! ����  ������	���� ,∞�Z- , � �������	���(�����! �� ��	
������ {+� g � � � ,}@
��	������� ����! � ≡ /∗� 8 / ����	��� ���$ �� � ������������ 
�� ��#������
�	��! ����� ��	������ +�� 
�� �� "������$ +�� � � +� g � � � ��� ����������(�� 
���� � �
��( 
	����� ���
	� ��� "������$ ��� � ���������(�� �����

6���	 ������ ����	���	 $�  �������	�(��� ���������� � �����	��	�� ������$�
��&

+,--.& ���%�� ������ �
 ���������� ��������%��� ����	���� ��� ����� ��� �� ���� �
�����
�$�� ��!�! #������� ������������ �,∞�Z � � � �� ��'�� ����� ����������	���
��� W�
�	����� ������������������� �� Z! b������������� ����� 	�%�� �����
�$�
� ��������� ����������' ������	�'�� � $����������	��� ��%�������� �����(���
�
 ����
������ �������� ��������� ���������� �������� �������� ������� + � ���
#���� ���%�� ���� 	���������! j�� ������ ���	�� �� ����� ����� ���������� �
���� ���� ���������� �����! b� ����� ����� ��	�
���� ��� ���	������ 	���������
���� ���� ���������� ��� ���	�� �� � 	�	�� ��	���� �� ����� ����� ��������!
�������� #�� �� ����
��������� ��	������������
��� ���������:�� � ! ���������
%��� �������� ��� ��	�������������
� ����%��� ��	����
�$��� �� �������������
��
�����' ������������ �,∞�Z � � � 	������ ����%���� 	������� $����������	�� ��
�
�������� �������� ����	� �! o�� 
������ ��� ��� ����� ������ � ��
���� �� 	�������
����� ������ 	������ ����
�'� ����� �	��������� �������! j���� ���� �
 ����&
��������� �������� � ����� �����%���� ��������� ����� +�� �����(�� �
 ���������
������ +! I� ����� ����� � ������ �������� +�� ����� � � ����� ��������� 	�	 ����−��∗�
�!� � ��������� ��� − + ���
� � � ���� ����
��������� � ��X �������� �� ����������
������������������� �
�
� ������& ����
	�� ����������� ������� ������������ �
�� ��	������������
���!

b� ���������� �������������� #��� ����� �� ��	�������������
�� �� ����
�
�������� 	�������� ��
�����'� �� ������
��� ������ ��������! ���%�� ������ �'�
��� 	������� ��
������ �� ������������� �'��' ��
��
��' ���������	� �� ��%�� �	���
������ ����� �����	���������� $����������	��� ��
��������� � �������������� $��
���������	��� ���������	��� �� � � ��������� �&�������� �� ����l

��× � {��� � l |���� � − �′��� � | � )} 
 )�

G������ ��������� ��%�� ���	��� �� ���& ���������	 �� ��%�� ������� ��	���
�������� � ������ �������� ��������' 0 �� �����	� �!

H��������� ���������� #��& ���������� � ������
��� #��������	�' �������l
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|��� ��� � �� − �′�� ��� � �� | � )} 
 )�+ − ) k g0)�

���	���	� ���������� ���������� �����	 �� ���� �������� �����	�� ����� ��
����� ���& ��� �������� ��������' 0� � ���	���	� ) � ����
������� �� ����� ������
����� � �����	� � ��	%� ���� �������� �����	�! G������� ���������� ��X� ���

�������� #�� �
������ ������������� ���	��� � !

� ������ ��	�
����� ��	�� �� ��������
��� ���	�� ��%�� ���������� ��������
������& ���� � ��(���������� � ����� �'��� �� ���� ���	�� ������������������ �	���
������ ������& ����� �����$ ���� ����� ! Z'�������� ��� 
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