
 

 

 

ПРЕПРИНТЫ ПОМИ РАН 

 

 

ГЛАВНЫЙ РЕДАКТОР 

С.В. Кисляков 

 

 

 

РЕДКОЛЛЕГИЯ 

В.М.Бабич, Н.А.Вавилов, А.М.Вершик, М.А.Всемирнов, А.И.Генералов, И.А.Ибрагимов, 

Л.Ю.Колотилина, Б.Б.Лурье, Ю.В.Матиясевич, Н.Ю.Нецветаев, С.И.Репин, Г.А.Серегин  

 

 

Учредитель: Санкт-Петербургское отделение Математического института 

 им. В. А.  Стеклова Российской академии наук 

 

Свидетельство о регистрации средства массовой информации: ЭЛ №ФС 77-33560 от 16 

октября 2008 г. Выдано Федеральной службой по надзору в сфере связи и массовых 

коммуникаций 

 

 

Контактные данные: 191023, г. Санкт-Петербург, наб. реки Фонтанки, дом 27 

телефоны:(812)312-40-58; (812) 571-57-54 

e-mail: admin@pdmi.ras.ru 

http://www. pdmi.ras.ru /preprint/ 

Заведующая информационно-издательским сектором Симонова В.Н 

mailto:admin@pdmi.ras.ru


ÏÎÌÈ ÏÐÅÏÐÈÍÒ 2/2011

Îöåíêè êîëè÷åñòâà âèñÿ÷èõ âåðøèí â îñòîâíûõ äåðåâüÿõ

À.Â.Áàíêåâè÷
Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

E-mail: bantoon@mail.ru

Ä.Â.Êàðïîâ1

Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîå îòäåëåíèå
Ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà èì. Â.À. Ñòåêëîâà ÐÀÍ

E-mail: dvk0@yandex.ru

Àííîòàöèÿ
Â ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ó ñâÿçíîãî ãðàôà, â êîòîðîì s âåð-

øèí ñòåïåíè, îòëè÷íîé îò 2, ñóùåñòâóåò îñòîâíîå äåðåâî, â êîòîðîì
íå ìåíåå 1

4(s− 2) + 2 âèñÿ÷èõ âåðøèí.
Ïóñòü G � ñâÿçíûé ãðàô îáõâàòà íå ìåíåå g, â êîòîðîì äëèíà

íàèáîëüøåé öåïî÷êè ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèí¼ííûõ âåðøèí ñòåïå-
íè 2 íå ïðåâîñõîäèò k ≥ 1. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ó ãðàôà G ñóùåñòâó-
åò îñòîâíîå äåðåâî, â êîòîðîì íå ìåíåå αg,k(v(G)−k−2)+2 âèñÿ÷èx
âåðøèí, ãäå αg,k = [ g+1

2
]

[ g+1
2

](k+3)+1
ïðè k < g−2 è αg,k = g−2

(g−1)(k+2) ïðè
k ≥ g − 2.

Ïðèâîäÿòñÿ áåñêîíå÷íûå ñåðèè ïðèìåðîâ, ïîêàçûâàþùèõ òî÷-
íîñòü âñåõ äîêàçàííûõ îöåíîê.

1Àâòîðû áëàãîäàðÿò çà ïîääåðæêó èññëåäîâàíèé ÐÔÔÈ, Ïðîãðàììó ôóíäàìåí-
òàëüíûõ èññëåäîâàíèé ÎÌÍ ÐÀÍ è ãðàíò Ïðåçèäåíòà ÐÔ ÍØ-5282.2010.1.
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1 Ââåäåíèå. Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ
Â ðàáîòå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ. Ìíîæå-
ñòâî âåðøèí ãðàôà G ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç V (G), ìíîæåñòâî
ð¼áåð � ÷åðåç E(G), äëÿ êîëè÷åñòâà âåðøèí è ð¼áåð áóäåì èñïîëü-
çîâàòü îáîçíà÷åíèÿ v(G) è e(G) ñîîòâåòñòâåííî. Âåçäå â ðàáîòå
ãðàôû íå ñîäåðæàò ïåòåëü è êðàòíûõ ð¼áåð.

×åðåç dG(x) îáîçíà÷èì ñòåïåíü âåðøèíû x â ãðàôå G, ìèíè-
ìàëüíóþ ñòåïåíü âåðøèíû ãðàôà G, êàê îáû÷íî, îáîçíà÷èì ÷åðåç
δ(G). Îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà âåðøèí W ⊂ V (G) (òî åñòü, ìíîæå-
ñòâî âñåõ âåðøèí ãðàôà G, ñìåæíûõ õîòÿ áû ñ îäíîé âåðøèíîé èç
W ) îáîçíà÷èì ÷åðåç NG(W ). ×åðåç g(G) îáîçíà÷èì îáõâàò ãðàôà
G (òî åñòü, äëèíó åãî íàèìåíüøåãî öèêëà).

Îïðåäåëåíèå 1. Äëÿ ñâÿçíîãî ãðàôà G îáîçíà÷èì ÷åðåç u(G)
ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî âèñÿ÷èõ âåðøèí â îñòîâíîì
äåðåâå ãðàôà G.

Çàìå÷àíèå. Åñëè F � äåðåâî, òî íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî u(F ) �
êîëè÷åñòâî åãî âèñÿ÷èõ âåðøèí.

Îïóáëèêîâàíî íåñêîëüêî ðàáîò, â êîòîðûõ äîêàçûâàþòñÿ îöåí-
êè ñíèçó íà u(G). Òàê, â 1981 ãîäó Ñòîðåð [1] ïðåäïîëîæèë, ÷òî
u(G) > 1

4v(G) ïðè δ(G) ≥ 3. Â 1981 ãîäó Ëèíèàë âûñêàçàë áîëåå
ñèëüíóþ ãèïîòåçó: u(G) ≥ δ(G)−2

δ(G)+1 + c ïðè δ(G) ≥ 3, ãäå êîíñòàí-
òà c > 0 çàâèñèò òîëüêî îò δ(G). Ýòà ãèïîòåçà ïîÿâèëàñü íå íà
ïóñòîì ìåñòå: äëÿ ëþáîãî d ≥ 3 ëåãêî ïðèäóìàòü áåñêîíå÷íóþ
ñåðèþ ïðèìåðîâ ãðàôîâ ñ ìèíèìàëüíîé ñòåïåíüþ d, äëÿ êîòîðûõ
u(G)
v(G) ñòðåìèòñÿ ê d−2

d+1 . Òàêèì îáðàçîì, îöåíêà èç ãèïîòåçû Ëèíèàëà
àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íà â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà îíà âåðíà.

Äëÿ d = 3 óòâåðæäåíèå ãèïîòåçû äîêàçàëè Êëåéòìàí è Âåñò
([3], 1991), äëÿ d = 4 è d = 5 � Ãðèããñ è Âó ([4], 1996). Â îáåèõ
ðàáîòàõ ïðèìåíÿëñÿ ìåòîä ì¼ðòâûõ âåðøèí. Ñ ðàçâèòèåì ýòîãî
ìåòîäà äëÿ d ≥ 6 åñòü çíà÷èòåëüíûå ïðîáëåìû, äàëüíåéøèõ ðå-
çóëüòàòîâ íà íàñòîÿùèé ìîìåíò íåò. Èç ðàáîò [5, 6, 7] ñëåäóåò, ÷òî
äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ d ãèïîòåçà Ëèíèàëà íåâåðíà. Îäíàêî, äëÿ
ìàëûõ çíà÷åíèé d > 5 âîïðîñ îñòàåòñÿ îòêðûòûì.

Â ðÿäå ðàáîò ðàññìàòðèâàþòñÿ îñòîâíûå äåðåâüÿ â êëàññå ãðà-
ôîâ ñ äîïîëíèòåëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè âèäà çàïðåòà íà êàêîé-òî
ïîäãðàô. Áîëüøå âñåãî ðàáîò ïîñâÿùåíî èçó÷åíèþ îñòîâíûõ äåðå-
âüåâ â ãðàôàõ áåç K−

4 (ïîëíîãî ïîäãðàôà íà 4 âåðøèíàõ áåç îäíî-
ãî ðåáðà). Ñíà÷àëà ([2], 1989) áûëî äîêàçàíî, ÷òî u(G) ≥ v(G)+4

3
â ñâÿçíîì êóáè÷åñêîì ãðàôå áåç K−

4 . Ïîçæå Áîíñìà ([8], 2008)
äîêàçàë äâå èíòåðåñíûå îöåíêè äëÿ ñâÿçíîãî ãðàôà ñ δ(G) ≥ 3:
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u(G) ≥ v(G)+4
3 äëÿ ãðàôà áåç òðåóãîëüíèêîâ (òî åñòü, ñ g(G) ≥ 4) è

u(G) ≥ 2v(G)+12
7 äëÿ ãðàôà áåç K−

4 .
Ýòè ðåçóëüòàòû íå äàþò îòâåòà íà âîïðîñ, êàê îöåíèòü êîëè÷å-

ñòâî âèñÿ÷èõ âåðøèí â ñâÿçíîì ãðàôå ñ âåðøèíàìè ñòåïåíåé 1 è 2.
Íåäàâíî ïîÿâèëèñü ðàáîòû, â êîòîðûõ íàëè÷èå âåðøèí ñòåïåíè 1
è 2 â ãðàôå íå ìåøàåò ïîñòðîåíèþ îñòîâíîãî äåðåâà ñ äîñòàòî÷íî
áîëüøèì êîëè÷åñòâîì âèñÿ÷èõ âåðøèí. Â ðàáîòå [9] äëÿ ñâÿçíîãî
ãðàôà G ñ g(G) ≥ 4 è v3 âåðøèíàìè ñòåïåíè õîòÿ áû 3 äîêàçàíà
îöåíêà u(G) ≥ v3+4

3 (íà ñàìîì äåëå, îöåíêà äîêàçàíà äëÿ áîëåå
øèðîêîãî êëàññà ãðàôîâ). Â ðàáîòå [10] äëÿ ñâÿçíîãî ãðàôà G ñ
δ(G) ≥ 3 è v3 âåðøèíàìè ñòåïåíè 3 è v4 âåðøèíàìè ñòåïåíè õîòÿ
áû 4 äîêàçàíà îöåíêà u(G) ≥ 2v4

5 + 2v3
15 .

Åñòåñòâåííûì ïðîäîëæåíèåì ýòèõ ðàáîò áóäåò ïåðâàÿ òåîðåìà
èç íàøåé ðàáîòû, ãäå ñâîé âêëàä â îöåíêó êîëè÷åñòâà âèñÿ÷èõ âåð-
øèí îñòîâíîãî äåðåâà âíîñÿò è âèñÿ÷èå âåðøèíû èñõîäíîãî ãðàôà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü G � ñâÿçíûé ãðàô, â êîòîðîì s âåðøèí èìå-
þò ñòåïåíü, îòëè÷íóþ îò 2. Òîãäà ó ãðàôà G ñóùåñòâóåò îñòîâ-
íîå äåðåâî, â êîòîðîì íå ìåíåå 1

4(s− 2) + 2 âèñÿ÷èx âåðøèí.

Â êà÷åñòâå î÷åâèäíîãî ñëåäñòâèÿ ìû ïîëó÷àåì îöåíêó íà êîëè-
÷åñòâî âèñÿ÷èõ âåðøèí â îñòîâíîì äåðåâå ãðàôà áåç âåðøèí ñòå-
ïåíè 2.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü G � ñâÿçíûé ãðàô áåç âåðøèí ñòåïåíè 2.
Òîãäà ó ãðàôà G ñóùåñòâóåò îñòîâíîå äåðåâî, â êîòîðîì íå ìåíåå,
÷åì 1

4(v(G)− 2) + 2 âèñÿ÷èõ âåðøèí.

Îïðåäåëåíèå 2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç `(G) êîëè÷åñòâî âåðøèí â ìàê-
ñèìàëüíîé öåïî÷êå ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèí¼ííûõ âåðøèí ñòåïåíè
2 â ãðàôå G.

Â ðàáîòå [11] äëÿ ñâÿçíîãî ãðàôà G ñ `(G) ≤ k (ãäå k ≥ 1)
äîêàçàíà îöåíêà u(G) > 1

2k+4v(G). Îäíàêî äîêàçàòåëüñòâî, ïðè-
âåä¼ííîå â [11], ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàëî, ÷òî k ≥ 1. Ñëåäñòâèå
1 ïîêàçûâàåò, ÷òî è äëÿ k = 0 îöåíêà ïîëó÷àåòñÿ òàêîé æå. Ìû
óñèëèì ðåçóëüòàò ðàáîòû [11], ïîëó÷èâ íîâóþ ñåðèþ îöåíîê, êî-
òîðàÿ ñâÿçûâàåò êîëè÷åñòâî âèñÿ÷èõ âåðøèí â îñòîâíîì äåðåâå ñ
îáõâàòîì ãðàôà.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü G � ñâÿçíûé ãðàô, g(G) ≥ g, à `(G) ≤ k,
k ≥ 1. Òîãäà ó ãðàôà G ñóùåñòâóåò îñòîâíîå äåðåâî, â êîòîðîì
íå ìåíåå, ÷åì αg,k(v(G)− k − 2) + 2 âèñÿ÷èx âåðøèí, ãäå

αg,k =

{
n

n(k+3)+1 (ãäå n = [g+1
2 ]) ïðè k < g − 2,

g−2
(g−1)(k+2) ïðè k ≥ g − 2

.
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Îòìåòèì, ÷òî âîïðîñ î òàêèõ îöåíêàõ äëÿ ñëó÷àÿ k = 0 (òî åñòü,
ãðàôà áåç âåðøèí ñòåïåíè 2) îñòà¼òñÿ îòêðûòûì.

2 Îñíîâíîé èíñòðóìåíò
Â ýòîì ðàçäåëå ìû ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì ëåììó, ÿâëÿþùóþ-
ñÿ îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì âñåõ äîêàçàòåëüñòâ íàøåé ðàáîòû. Ýòà
ëåììà ïîìîæåò ðåäóöèðîâàòü äîêàçàòåëüñòâî îöåíîê â òåîðåìàõ 1
è 2 â ñëó÷àÿõ, êîãäà â ãðàôå åñòü òî÷êè ñî÷ëåíåíèÿ è, íàîáîðîò, ñî-
áèðàòü ýêñòðåìàëüíûå ïðèìåðû äëÿ íàøèõ îöåíîê, êàê èç äåòàëåé
êîíñòðóêòîðà.

Íàø ìåòîä èñïîëüçóåò òåîðèþ áëîêîâ è òî÷åê ñî÷ëåíåíèÿ. Äëÿ
óäîáñòâà ìû ïðèâåäåì îïðåäåëåíèÿ îñíîâíûõ ïîíÿòèé. Ïîäðîáíåå
êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû î áëîêàõ è òî÷êàõ ñî÷ëåíåíèÿ èçëîæåíû
â [12] è äðóãèõ êíèãàõ.

Îïðåäåëåíèå 3. Òî÷êîé ñî÷ëåíåíèÿ ñâÿçíîãî ãðàôà G íàçûâàåò-
ñÿ ëþáàÿ åãî âåðøèíà, ïðè óäàëåíèè êîòîðîé òåðÿåòñÿ ñâÿçíîñòü.
Äâóñâÿçíûì ãðàôîì íàçûâàåòñÿ íåïóñòîé ñâÿçíûé ãðàô áåç òî÷åê
ñî÷ëåíåíèÿ. Áëîê ãðàôà G � ýòî åãî ìàêñèìàëüíûé ïî âêëþ÷åíèþ
äâóñâÿçíûé ïîäãðàô.

Ìîñò ãðàôà G � ýòî ðåáðî, íå âõîäÿùåå íè â îäèí öèêë.

Îïðåäåëåíèå 4. 1) Ïóñòü äàíû äâà ãðàôà G1 è G2 c x1 ∈ V (G1) è
x2 ∈ V (G1). Ñêëåèòü ãðàôû G1 è G2 ïî âåðøèíàì x1 è x2 çíà÷èò
ñêëåèòü äâå âåðøèíû x1 è x2 â îäíó âåðøèíó x, êîòîðîé áóäóò
ïåðåäàíû âñå âûõîäÿùèå èç x1 è x2 ð¼áðà îáîèõ ãðàôîâ. Îñòàëüíûå
âåðøèíû è ð¼áðà ãðàôîâ G1 è G2 âîéäóò â ïîëó÷åííûé ïðè ñêëåéêå
ãðàô áåç èçìåíåíèé. Âñå îñòàëüíûå âåðøèíû îáîèõ ãðàôîâ ïðè
ýòîé îïåðàöèè ìû ñ÷èòàåì ðàçëè÷íûìè.

2) Äëÿ ëþáîãî ðåáðà e ∈ E(G) îïðåäåëèì ãðàô G · e, â êîòîðîì
êîíöû ðåáðà e = xy ñêëååíû â îäíó âåðøèíó, êîòîðîé ïåðåäàíû âñå
èíöèäåíòíûå x è y ð¼áðà. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãðàô G · e ïîëó÷åí
èç G â ðåçóëüòàòå ñòÿãèâàíèÿ ðåáðà e.

Çàìå÷àíèå. 1) Ïðè ñòÿãèâàíèè ìîñòîâ íå îáðàçóåòñÿ ïåòåëü è
êðàòíûõ ð¼áåð.

2) Ïóñòü ãðàô H ïîëó÷åí èç ãðàôà H ′ ñòÿãèâàíèåì íåñêîëüêèõ
ìîñòîâ. Òîãäà, î÷åâèäíî, u(H) = u(H ′).

Ëåììà 1. Ïóñòü G1 è G2 � ãðàôû ñ V (G1)∩V (G2) = ∅ è âèñÿ÷è-
ìè âåðøèíàìè x1 è x2. Ïóñòü G � ãðàô, ïîëó÷åííûé èç G1 è G2

ñêëåèâàíèåì ïî âåðøèíàì x1 è x2 è ïîñëåäóþùèì ñòÿãèâàíèåì
m′ − 1 ìîñòîâ. Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
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1) u(G) = u(G′
1) + u(G′

2)− 2.
2) Ïóñòü

u(G1) ≥ α(v(G1)−m) + 2, u(G2) ≥ α(v(G2)−m) + 2 è m′ ≥ m.
(1)

Òîãäà u(G) ≥ α(v(G) − m) + 2. Åñëè âñå òðè íåðàâåíñòâà èç (1)
îáðàùàþòñÿ â ðàâåíñòâî, òî u(G) = α(v(G)−m) + 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü G′ � ãðàô, ïîëó÷åííûé èç G′
1 è G′

2

ñêëåèâàíèåì ïî x1 è x2. Ïî çàìå÷àíèþ 2 ìû èìååì u(G′) = u(G).
Îñòà¼òñÿ äîêàçàòü, ÷òî u(G′) = u(G′

1) + u(G′
2)− 2. Ïóñòü x � âåð-

øèíà ãðàôà G′, ïîëó÷åííàÿ èç x1 è x2 â ðåçóëüòàòå ñêëåèâàíèÿ.
≥. Ðàññìîòðèì îñòîâíûå äåðåâüÿ T1 è T2 ãðàôîâ G′

1 è G′
2 c

u(T1) = u(G′
1) è u(T2) = u(G′

2). Ñêëåèâ â íèõ âèñÿ÷èå âåðøèíû
x1 è x2 â îäíó âåðøèíó x, ìû ïîëó÷èì îñòîâíîå äåðåâî T ãðàôà
G c u(T ) = u(T1) + u(T2) − 2 (âñå âèñÿ÷èå âåðøèíû äåðåâüåâ T1 è
T2, êðîìå x1 è x2, îñòàëèñü âèñÿ÷èìè â äåðåâå T ). Ñëåäîâàòåëüíî,
u(G′) ≥ u(G′

1) + u(G′
2)− 2.

≤. Òåïåðü ðàññìîòðèì îñòîâíîå äåðåâî T ′ ãðàôà G′ ñ u(T ′) =
u(G′). Âåðøèíà x ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñî÷ëåíåíèÿ ãðàôà G′ è ïîòîìó
íå ÿâëÿåòñÿ âèñÿ÷åé âåðøèíîé äåðåâà T ′, çíà÷èò, dT ′(x) = dG′(x) =
2. Î÷åâèäíî, äåðåâî T ′ ñêëååíî ïî âåðøèíàì x1 è x2 èç îñòîâíîãî
äåðåâà T ′1 ãðàôà G′

1 (â êîòîðîì âåðøèíà x1 � âèñÿ÷àÿ) è îñòîâ-
íîãî äåðåâà T ′2 ãðàôà G′

2 (â êîòîðîì âåðøèíà x2 � âèñÿ÷àÿ). Âñå
îñòàëüíûå âèñÿ÷èå âåðøèíû äåðåâüåâ T ′1 è T ′2 ÿâëÿþòñÿ âèñÿ÷èìè
âåðøèíàìè äåðåâà T ′, ïîýòîìó

u(G′) = u(T ′) = u(T ′1) + u(T ′2)− 2 ≤ u(G′
1) + u(G′

2)− 2.

2) Îòìåòèì, ÷òî v(G) = v(G′
1)+v(G′

2)−m′. Äåéñòâèòåëüíî, äâå
âåðøèíû x1 è x2 ìû ñêëåèëè â îäíó âåðøèíó x, ïîñëå ÷åãî åùå
m′− 1 âåðøèíó ñòåïåíè 2 ñòÿíóëè. Ïîñëå äîêàçàòåëüñòâà ïóíêòà 1
îñòà¼òñÿ ëèøü íàïèñàòü öåïî÷êó íåðàâåíñòâ:

u(G) = u(G′
1) + u(G′

2) ≥ α(v(G′
1)−m) + 2 + α(v(G′

2)−m) + 2− 2 =

= α((v(G′
1)+v(G′

2)−m′)−m+(m′−m))+2 ≥ α(v(G)−m)+2. (2)

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà âñå íåðàâåíñòâà èç (1) îá-
ðàùàþòñÿ â ðàâåíñòâà, âñå íåðàâåíñòâà â (2) òàêæå îáðàùàþòñÿ â
ðàâåíñòâà.
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3 Òåîðåìà 1 è ñåðèÿ ýêñòðåìàëüíûõ
ïðèìåðîâ
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ãðàôå G
åñòü âèñÿ÷èå âåðøèíû, èíà÷å ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåçóëüòàòîì
ðàáîòû [3].
Ëåììà 2. (D. J.Kleitman, D.B.West, 1991.) Ïóñòü G � ñâÿç-
íûé ãðàô, δ(G) ≥ 3. Òîãäà u(G) ≥ v(G)

4 + 2.
Ïóñòü U � ìíîæåñòâî âñåõ âèñÿ÷èõ âåðøèí ãðàôà G, W �

ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí ãðàôà G, ñìåæíûõ ñ âèñÿ÷èìè, X � ìíî-
æåñòâî âñåõ íåâèñÿ÷èõ âåðøèí ãðàôà G, ñìåæíûõ ñ âåðøèíàìè èç
W è, íàêîíåö, Y � ìíîæåñòâî âñåõ îñòàëüíûõ âåðøèí. Äëÿ ïðîèç-
âîëüíîãî ãðàôà F îáîçíà÷èì ÷åðåç S(F ) ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà,
ñòåïåíü êîòîðûõ íå ðàâíà 2, à ÷åðåç s(F ) � èõ êîëè÷åñòâî.

Ïóñòü H = G − U . Î÷åâèäíî, ãðàô H ñâÿçåí. Äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû 1 áóäåì âåñòè èíäóêöèåé ïî ðàçìåðó ãðàôà: ïðèñòóïàÿ ê
äîêàçàòåëüñòâó äëÿ ãðàôà G áóäåì ñ÷èòàòü óòâåðæäåíèå äîêàçàí-
íûì äëÿ ãðàôîâ ñ ìåíüøèì ÷èñëîì âåðøèí è ãðàôîâ ñ òàêèì æå
÷èñëîì âåðøèí, íî ìåíüøèì ÷èñëîì ð¼áåð.

Áàçó èíäóêöèè ñîñòàâèò î÷åâèäíûé ñëó÷àé, êîãäà â ãðàôå H
íå áîëåå äâóõ âåðøèí. Âñå âîçìîæíûå â ýòîì ñëó÷àå âàðèàíòû
íåòðóäíî ïåðåáðàòü.

Â èíäóêöèîííîì ïåðåõîäå ìû ðàçáåð¼ì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.
1. Â ãðàôå H åñòü âåðøèíà a ñòåïåíè 2.

Åñëè a � òî÷êà ñî÷ëåíåíèÿ, òî, ñòÿíóâ å¼, ìû ïîëó÷èì ìåíüøèé
ãðàô G′ ñ s(G′) = s(G) è u(G′) = u(G). Åñëè æå a � íå òî÷êà
ñî÷ëåíåíèÿ, òî èíöèäåíòíîå åé ðåáðî ab � íå ìîñò è ìû ðàññìîòðèì
ñâÿçíûé ãðàô G′ = G − ab. Ïîñêîëüêó a ∈ S(G′) \ S(G), S(G) \
S(G′) ⊂ {b}, òî ìû èìååì s(G′) ≥ s(G). Òàê êàê ëþáîå îñòîâíîå
äåðåâî ãðàôà G′ ÿâëÿåòñÿ îñòîâíûì äåðåâîì ãðàôà G, ìû èìååì
u(G′) ≤ u(G). Â îáîèõ ñëó÷àÿõ óòâåðæäåíèå òåîðåìû äëÿ ãðàôà G
ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû äëÿ ìåíüøåãî ãðàôà G′.

Äàëåå ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî s(G) = v(G) (òî åñòü, âñå âåð-
øèíû ãðàôà G èìåþò ñòåïåíü íå 2).

2. Ãðàô H íå äâóñâÿçåí.
Ïóñòü a � òî÷êà ñî÷ëåíåíèÿ ãðàôà H. Òîãäà a � òî÷êà ñî÷ëå-

íåíèÿ ãðàôà G, òî åñòü ñóùåñòâóþò òàêèå ñâÿçíûå ãðàôû G1 è G2,
÷òî

V (G1)∪V (G2) = V (G), V (G1)∩V (G2) = {a} è v(G1), v(G2) > 2.
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Äëÿ i ∈ {1, 2} ðàññìîòðèì ãðàô G′
i, ïîëó÷åííûé èç Gi ïðèñîåäè-

íåíèåì íîâîé âèñÿ÷åé âåðøèíû xi ê âåðøèíå a. Òîãäà ãðàô G ïî-
ëó÷àåòñÿ èç G′

1 è G′
2 ñêëåéêîé âåðøèí x1 è x2 â îäíó âåðøèíó

x è ïîñëåäóþùåãî ñòÿãèâàíèÿ äâóõ èíöèäåíòíûõ x ìîñòîâ (ïðè
ýòîì äâå êîïèè âåðøèíû a â ãðàôàõ G′

1 è G′
2 ñêëåÿòñÿ â âåðøèíó

a ãðàôà G). Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ïóíêòà 1 ëåì-
ìû 1 è ìû èìååì u(G) = u(G′

1) + u(G′
2)− 2. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî

v(G′
1) < v(G) è v(G′

2) < v(G). Òîãäà ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëî-
æåíèþ u(G′

1) ≥ s(G′1)−2
4 + 2 è u(G′

2) ≥ s(G′2)−2
4 + 2.

Îòìåòèì, ÷òî s(G) = v(G) è âñå âåðøèíû ãðàôîâ G′
1 è G′

2,
êðîìå a, èìåþò ñòåïåíü íå 2. Ïîñêîëüêó 3 ≤ dG(a) = dG′1(a) +
dG′2(a) − 2, òî âåðøèíà a èìååò ñòåïåíü íå 2 õîòÿ áû â îäíîì èç
ãðàôîâ G′

1 è G′
2. Ïîýòîìó

s(G) = v(G) = v(G′
1) + v(G′

2)− 3 ≤ s(G′
1) + s(G′

2)− 2.

Òàêèì îáðàçîì,

u(G) = u(G′
1)+u(G′

2)−2 ≥ s(G′
1)− 2
4

+
s(G′

2)− 2
4

+2 ≥ s(G)− 2
4

+2,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ãðàôå H íåò òî÷åê

ñî÷ëåíåíèÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñå òî÷êè ñî÷ëåíåíèÿ ãðàôà G �
ýòî âåðøèíû ìíîæåñòâà W (âåðøèíà w ∈ W îòäåëÿåò ñìåæíûå
ñ íåé âèñÿ÷èå âåðøèíû îò îñòàëüíûõ âåðøèí ãðàôà).

Äëÿ äàëüíåéøèõ ïðîäâèæåíèé íàì ïîòðåáóåòñÿ ëåììà.
Ëåììà 3. Ïóñòü a, b ∈ V (G) � ñìåæíûå âåðøèíû, à ïîäãðàô G′

� êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ãðàôà G − a, ñîäåðæàùàÿ âåðøèíó b.
Òîãäà, åñëè b � òî÷êà ñî÷ëåíåíèÿ ãðàôà G′, òî u(G) ≥ u(G′) + 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îñòîâíîå äåðåâî T ′ ãðàôà G′ ñ u(T ′) =
u(G′). Ïîñòðîèì îñòîâíîå äåðåâî T ãðàôà G, ïðèñîåäèíèâ âåðøèíó
a ê b è äàëåå ïðèñîåäèíèâ ê âåðøèíå a âñå îòëè÷íûå îò G′ êîì-
ïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðàôà G − a. Âåðøèíà b � òî÷êà ñî÷ëåíåíèÿ
ãðàôà G′, ïîýòîìó îíà íå ÿâëÿåòñÿ âèñÿ÷åé âåðøèíîé â äåðåâå T ′.
Ñëåäîâàòåëüíî, u(G) ≥ u(T ) ≥ u(T ′) + 1 = u(G′) + 1.

Ïðîäîëæèì ðàçáîð ñëó÷àåâ â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.
3. Ñóùåñòâóþò òàêèå ñìåæíûå âåðøèíû a, b ∈ V (G), ÷òî

dG(a) ≤ 3, à b � òî÷êà ñî÷ëåíåíèÿ ãðàôà G− a.
Ïóñòü G′ � êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ãðàôà G− a, ñîäåðæàùàÿ b. Èç
äâóñâÿçíîñòè H ïîíÿòíî, ÷òî â G′ íå ïîïàëà òîëüêî âåðøèíà a è
ñìåæíûå ñ íåé âèñÿ÷èå âåðøèíû. Òàêèì îáðàçîì,

S(G)\S(G′) ⊂ {a}∪NG(a), ïîýòîìó s(G′) ≥ s(G)−dG(a)−1 ≥ s(G)−4.

8



Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, ëåììå 3 è äîêàçàííîìó âûøå
ìû èìååì

u(G) ≥ u(G′) + 1 ≥ s(G′)− 2
4

+ 3 ≥ s(G)− 2
4

+ 2,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
4. Ñóùåñòâóþò òàêèå ñìåæíûå âåðøèíû x, y ∈ V (H), ÷òî

dG(x) ≥ 4, dG(y) ≥ 4.
Òîãäà ðàññìîòðèì ãðàô G′ = G − xy. Òàê êàê ãðàô H äâóñâÿçåí,
ãðàô G′ � ñâÿçåí è äëÿ íåãî óòâåðæäåíèå òåîðåìû óæå äîêàçàíî.
Ïîíÿòíî, ÷òî s(G′) = s(G), à îñòîâíîå äåðåâî ãðàôà G′ ÿâëÿåòñÿ
îñòîâíûì äåðåâîì G, ïîýòîìó óòâåðæäåíèå äîêàçàíî è äëÿ G.

5. Ïîäûòîæèì ðàçîáðàííûå ñëó÷àè è âûÿñíèì ñâîéñòâà, êîòî-
ðûìè òåïåðü îáëàäàåò ãðàô G.
Ëåììà 4. Åñëè ãðàô G íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ íè îäíîãî èç
ðàçîáðàííûõ ñëó÷àåâ, òî îí óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì.

1◦ Íèêàêèå äâå âåðøèíû ìíîæåñòâà W íå ñìåæíû.
2◦ Âñå âåðøèíû ìíîæåñòâà W èìåþò ñòåïåíü 3.
3◦ Ìíîæåñòâî X íå ïóñòî è ñîñòîèò èç âåðøèí ñòåïåíè áî-

ëåå 3.
4◦ Êàæäàÿ âåðøèíà ìíîæåñòâà W ñìåæíà ñ îäíîé âèñÿ÷åé

âåðøèíîé ãðàôà G è äâóìÿ âåðøèíàìè ìíîæåñòâà X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñå âåðøèíû èç W � òî÷êè ñî÷ëåíåíèÿ ãðà-
ôà G. Òàê êàê ãðàô íå áûë ðàññìîòðåí â ïóíêòå 3, äëÿ êàæäîé
âåðøèíû w ∈ W âñå ñìåæíûå ñ íåé âåðøèíû, êðîìå ðîâíî îäíîé
âèñÿ÷åé, èìåþò ñòåïåíü áîëåå òð¼õ. Òàêèì îáðàçîì, ñòåïåíè âñåõ
âåðøèí ìíîæåñòâà X áîëüøå 3.

Äîêàæåì, ÷òî W � íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî ãðàôà G. Ïóñòü
âåðøèíû w, w′ ∈ W ñìåæíû. Òîãäà õîòÿ áû îäíà èç íèõ èìååò
ñòåïåíü íå áîëåå 3, ïóñòü dG(w′) ≤ 3. Íî â ýòîì ñëó÷àå âåðøè-
íà w ∈ W ñìåæíà ñ íåâèñÿ÷åé âåðøèíîé ñòåïåíè íå áîëåå 3, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò äîêàçàííîìó âûøå.

Èòàê, W � íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî. Òîãäà X 6= ∅ è êàæäàÿ
âåðøèíà w ∈ W ñìåæíà õîòÿ áû ñ dG(w) − 1 ≥ 2 âåðøèíàìè èç
X. Òàê êàê ñòåïåíè âåðøèí ìíîæåñòâà X áîëåå 3, òî dG(w) = 3.
Òàêèì îáðàçîì, âñå óòâåðæäåíèÿ ëåììû äîêàçàíû.

Ðàññìîòðèì âåðøèíó w ∈ W è ñìåæíûå ñ íåé âåðøèíû x, x′ ∈
X. Ïóñòü a 6= w � ñìåæíàÿ ñ x âåðøèíà. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî a ∈ W
èëè a ∈ Y è dG(a) = 3.

Ïóñòü G∗ = G−x′w, à G′ � êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ãðàôà G∗−a,
ñîäåðæàùàÿ âåðøèíó w. Î÷åâèäíî, âåðøèíà x � òî÷êà ñî÷ëåíåíèÿ
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ãðàôà G′ (îòäåëÿþùàÿ w è ñìåæíóþ ñ íåé âèñÿ÷óþ âåðøèíó îò
îñòàëüíûõ âåðøèí ãðàôà), ïîýòîìó, ïðèìåíèâ ëåììó 3 ê ãðàôàì
G∗ è G′, ìû ïîëó÷èì u(G∗) ≥ u(G′) + 1.

Ãðàô G − a ñâÿçåí è âåðøèíà x íå ÿâëÿåòñÿ åãî òî÷êîé ñî÷ëå-
íåíèÿ (èíà÷å ýòî áûë áû ñëó÷àé 3), ïîýòîìó xw � íå ìîñò ãðàôà
G− a. Òàê êàê w ñìåæíà ñ âèñÿ÷åé âåðøèíîé è äâóìÿ âåðøèíàìè
x, x′ ∈ X, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî x′w � òàêæå íå ìîñò ãðàôà G − a.
Ñëåäîâàòåëüíî, â ãðàôå G− a− x′w = G∗ − a âñå âåðøèíû, êðîìå
a è � â ñëó÷àå, êîãäà a ∈ W � ñìåæíîé ñ íåé âèñÿ÷åé âåðøèíû,
âõîäÿò â êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè G′. Îòìåòèì, ÷òî åñëè x′ 6∈ NG(a),
òî dG′(x′) = dG(x′)− 1 ≥ 3. Ñëåäîâàòåëüíî,

S(G)\S(G′) ⊂ {a}∪NG(a), ïîýòîìó s(G′) ≥ s(G)−dG(a)−1 ≥ s(G)−4.

Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, u(G′) ≥ s(G′)−2
4 +2. Ó÷èòûâàÿ,

÷òî G∗ � ïîäãðàô G è äîêàçàííûå âûøå íåðàâåíñòâà, ìû èìååì

u(G) ≥ u(G∗) ≥ u(G′) + 1 ≥ s(G′)− 2
4

+ 3 ≥ s(G)− 2
4

+ 2,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

3.1 Ýêñòðåìàëüíûå ïðèìåðû
Ðàññìîòðèì äåðåâî T , â êîòîðîì åñòü òîëüêî âåðøèíû ñòåïåíè 1 è
3, ïðè÷¼ì âåðøèí ñòåïåíè 3 ðîâíî n. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êîëè÷åñòâî
âåðøèí ñòåïåíè 1 òîãäà ðàâíî n+2, à e(T ) = 2n+1. Çàìåíèì êàæ-
äóþ âåðøèíó x ñòåïåíè 3 äåðåâà T íà òðåóãîëüíèê, ïåðåäàâ êàæäîé
èç òð¼õ âåðøèí òðåóãîëüíèêà ïî îäíîìó èç ð¼áåð, èíöèäåíòíûõ â
äåðåâå T âåðøèíå x. Â ïîëó÷åííîì ãðàôå G áóäåò n + 2 âåðøèíû
ñòåïåíè 1 è n òðåóãîëüíèêîâ, èòîãî v(G) = n + 2 + 3n = 4n + 2.
Âñå íåâèñÿ÷èå âåðøèíû ãðàôà G ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ñî÷ëåíåíèÿ
è ïîòîìó íå ìîãóò áûòü âèñÿ÷èìè âåðøèíàìè îñòîâíîãî äåðåâà.
Ñëåäîâàòåëüíî, u(G) = n + 2 = v(G)−2

4 + 2.

4 Òåîðåìà 2 è ñåðèÿ ýêñòðåìàëüíûõ
ïðèìåðîâ
Ñíà÷àëà ïðèâåäåì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è ôîðìóëèðîâêó ëåì-
ìû î ðàñùåïëåíèè áîëüøèõ áëîêîâ èç ðàáîòû [11].

Îïðåäåëåíèå 5. Ãðàíèöà áëîêà B � ýòî ìíîæåñòâî âñåõ âõîäÿ-
ùèõ â íåãî òî÷åê ñî÷ëåíåíèÿ ãðàôà G (îáîçíà÷åíèå: Bound(B)).
Âíóòðåííîñòü áëîêà B � ýòî ìíîæåñòâî âåðøèí Int(B) = V (B) \
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Bound(B). Âåðøèíû èç Int(B) ìû áóäåì íàçûâàòü âíóòðåííèìè
âåðøèíàìè áëîêà B.

Áëîê íàçûâàåòñÿ ïóñòûì, åñëè ó íåãî íåò âíóòðåííèõ âåðøèí
(òî åñòü, Int(B) = ∅.) Èíà÷å áëîê íàçûâàåòñÿ íåïóñòûì.

Áëîê B íàçûâàåòñÿ áîëüøèì, åñëè êîëè÷åñòâî åãî âíóòðåííèõ
âåðøèí áîëüøå êîëè÷åñòâà åãî ãðàíè÷íûõ âåðøèí (òî åñòü, |Int(B)| >
|Bound(B)|).
Ëåììà 5. Ïóñòü G � ãðàô ñ áîëåå ÷åì äâóìÿ âåðøèíàìè. Òîãäà
ñóùåñòâóåò íàáîð ð¼áåð F ⊂ E(G), óäîâëåòâîðÿþùèé ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì:

1◦ ãðàô G− F ñâÿçåí;
2◦ ó ãðàôà G− F íåò áîëüøèõ áëîêîâ;
3◦ åñëè âåðøèíû x è y ñìåæíû â G−F è dG−F (x) = dG−F (y) =

2, òî dG(x) = dG(y) = 2.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. È íà ýòîò ðàç äîêàçàòåëüñòâî áó-
äåò èíäóêöèåé ïî êîëè÷åñòâó âåðøèí ãðàôà, òîëüêî ìû ïîìåíÿåì
ìåñòàìè áàçó è ïåðåõîä.

1. Ñïóñê.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ãðàô G′ ìåíüøå ãðàôà G åñëè u(G′) < u(G).
Â ýòîé ÷àñòè ìû ðàçáåð¼ì ñëó÷àè, êîãäà èç óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû
2 äëÿ âñåõ ìåíüøèõ ãðàôîâ ìû ìîæåì âûâåñòè óòâåðæäåíèå äëÿ
ãðàôà G.

Ïóñòü øèï � ýòî íåðàçâåòâë¼ííîå äåðåâî (âñå íåâèñÿ÷èå âåð-
øèíû êîòîðîãî èìåþò ñòåïåíü 2), ïðèñîåäèí¼ííîå çà îäíó èç ñâîèõ
âèñÿ÷èõ âåðøèí ê òî÷êå ñî÷ëåíåíèÿ a (êîòîðóþ ìû íàçîâ¼ì îñíî-
âàíèåì øèïà).

Íàçîâ¼ì òî÷êó ñî÷ëåíåíèÿ a ãðàôà G íåñóùåñòâåííîé, åñëè ó
ãðàôà G−a ðîâíî äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè, îäíà èç êîòîðûõ ÿâ-
ëÿåòñÿ øèïîì ñ îñíîâàíèåì a. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàçîâ¼ì òî÷êó
ñî÷ëåíåíèÿ ñóùåñòâåííîé.

1.1. Â ãðàôå G åñòü ñóùåñòâåííàÿ òî÷êà ñî÷ëåíåíèÿ a.
Åñëè dG(a) = 2, òî âåðøèíà a ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîé öåïî÷êå
èç ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèí¼ííûõ âåðøèí ñòåïåíè 2, ïóñòü êðàéíèå
âåðøèíû ýòîé öåïî÷êè ñìåæíû ñ âåðøèíàìè b è b′ (ñòåïåíè êîòî-
ðûõ íå ðàâíû 2). Òàê êàê a � ñóùåñòâåííàÿ òî÷êà ñî÷ëåíåíèÿ, òî
dG(b) > 2 è dG(b′) > 2, ïðè÷åì b è b′ � òàêæå ñóùåñòâåííûå òî÷êè
ñî÷ëåíåíèÿ.

Èòàê, ðàññìîòðèì ñëó÷àé dG(a) ≥ 3. Âåðøèíà a ÿâëÿåòñÿ ñóùå-
ñòâåííîé òî÷êîé ñî÷ëåíåíèÿ ãðàôà G, ïîýòîìó ñóùåñòâóþò òàêèå
ñâÿçíûå ãðàôû G1 è G2, ÷òî V (G1) ∪ V (G2) = V (G) è V (G1) ∩
V (G2) = {a}, ïðè÷¼ì íè îäèí èç ãðàôîâ G1 è G2 íå ÿâëÿåòñÿ øè-
ïîì ñ îñíîâàíèåì a.
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Ïîñòðîèì èç ãðàôà G1 ãðàô G′
1. Åñëè dG1(a) = 1, òî G′

1 = G1.
Åñëè æå dG1(a) ≥ 2, òî ïðèñîåäèíèì ê âåðøèíå a øèï èç k + 1
âåðøèíû. Òàêèì îáðàçîì `(G′

1) ≤ k, g(G′
1) ≥ g(G). Àíàëîãè÷íî

ïîñòðîèì ãðàô G′
2.

Ïîñêîëüêó 3 ≤ dG(a) = dG1(a) + dG2(a), òî dG1(a) ≥ 2 èëè
dG2(a) ≥ 2. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïîñòðîåíèè õîòÿ áû îäíîãî èç
ãðàôîâ G′

1 èëè G′
2 ìû äîáàâèëè øèï èç k +1 âåðøèíû. Ó÷èòûâàÿ,

÷òî âåðøèíà a âõîäèò â îáà ãðàôà, ìû ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

v(G′
1) + v(G′

2) ≥ v(G) + k + 2.

Ãðàô G ïîëó÷àåòñÿ èç G′
1 è G′

2 ñêëåéêîé äâóõ âèñÿ÷èõ âåðøèí
(êîíöîâ ïðèñîåäèí¼ííûõ øèïîâ) è ïîñëåäóþùèì ñòÿãèâàíèåì íå
ìåíåå, ÷åì k+1 ìîñòà (â ðåçóëüòàòå äâå êîïèè âåðøèíû a â ãðàôàõ
G′

1 è G′
2 ñêëåÿòñÿ â âåðøèíó a ãðàôà G). Ïî ïóíêòó 1 ëåììû 1 ìû

èìååì u(G) = u(G′
1) + u(G′

2) − 2. Ïîñêîëüêó ãðàôû G1 è G2 íå
ÿâëÿþòñÿ øèïàìè ñ îñíîâàíèåì a, òî u(G′

1), u(G′
2) ≥ 3 è ñëåäîâà-

òåëüíî u(G′
1) < u(G) è u(G′

2) < u(G). Òîãäà ïî èíäóêöèîííîìó
ïðåäïîëîæåíèþ ìû èìååì

u(G′
1) ≥ αg,k(v(G′

1)− k − 2) + 2, u(G′
2) ≥ αg,k(v(G′

2)− k − 2) + 2.

Òåïåðü ïî ïóíêòó 2 ëåììû 1 ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî u(G) ≥ αg,k(v(G) −
k − 2) + 2, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

1.2. Â ãðàôå G åñòü áîëüøèå áëîêè.
Ïî ëåììå 5 ìû ìîæåì âûáðàòü òàêîé íàáîð ð¼áåð F ⊂ E(G), ÷òî
ãðàô G′ = G − F ñâÿçåí, íå èìååò áîëüøèõ áëîêîâ è äëÿ ëþáûõ
äâóõ ñìåæíûõ â G′ âåðøèí x è y èç dG′(x) = dG′(y) = 2 ñëåäó-
åò dG(x) = dG(y) = 2. Òîãäà `(G′) = max(`(G), 1) ≤ k. Î÷åâèä-
íî, g(G′) ≥ g(G) = g, u(G′) ≥ u(G). Ïîýòîìó ìû ìîæåì ïðèìå-
íèòü èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå äëÿ ãðàôà G′. Òàê êàê ëþáîå
îñòîâíîå äåðåâî ãðàôà G′ ÿâëÿåòñÿ îñòîâíûì äåðåâîì ãðàôà G, òî
u(G) ≥ u(G′) ≥ αg,k(v(G)− k− 2) + 2, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

2. Áàçà.
Áóäåì óìåíüøàòü ãðàô, âûïîëíÿÿ øàãè 1.1 è 1.2 äî òåõ ïîð, ïî-
êà ýòî âîçìîæíî. Â ðåçóëüòàòå îñòàíåòñÿ ïðîâåðèòü óòâåðæäåíèå
òåîðåìû òîëüêî äëÿ ãðàôîâ G, ó êîòîðûõ íåò ñóùåñòâåííûõ òî÷åê
ñî÷ëåíåíèÿ è áîëüøèõ áëîêîâ. Òîãäà êàæäàÿ òî÷êà ñî÷ëåíåíèÿ a
ãðàôà G äåëèò åãî íà äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè, îäíà èç êîòî-
ðûõ � øèï ñ îñíîâàíèåì a. Ïóñòü H � ãðàô, ïîëó÷åííûé èç G
â ðåçóëüòàòå óäàëåíèÿ âåðøèí âñåõ ýòèõ øèïîâ Íåòðóäíî ïîíÿòü,
÷òî ãðàô H äâóñâÿçåí (ëþáàÿ òî÷êà ñî÷ëåíåíèÿ ãðàôà H áûëà áû
ñóùåñòâåííîé òî÷êîé ñî÷ëåíåíèÿ ãðàôà G).

Ïóñòü h = v(H), m � êîëè÷åñòâî òî÷åê ñî÷ëåíåíèÿ ãðàôà G.
Ïîñêîëüêó H íå ÿâëÿåòñÿ áîëüøèì áëîêîì ãðàôà G, òî m ≥ v(H)

2 .
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Êàæäàÿ èç íèõ îòäåëÿåò îò ãðàôà øèï íå áîëåå, ÷åì èç `(G)+1 ≤
k + 1 âåðøèí. Ïîýòîìó v(G) ≤ h + (k + 1)m.

Ñëó÷àé, êîãäà G � äåðåâî, ìîæíî ðàññìîòðåòü îòäåëüíî. Ëåãêî
ïðîâåðèòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå âñå îöåíêè èç òåîðåìû 2 âåðíû. Èòàê,
ïóñòü ãðàô G � íå äåðåâî, òîãäà äâóñâÿçíûé ãðàô H ñîäåðæèò
öèêë èç íå áîëåå, ÷åì v(H) âåðøèí. Ñëåäîâàòåëüíî, v(H) = h ≥
g(G) = g. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

2.1. m = h.
Òîãäà v(G) ≤ (k + 2)h, u(G) ≥ h. Íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì
ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

u(G) ≥ βh,k(v(G)− k − 2) + 2 äëÿ βh,k =
h− 2

(h− 1)(k + 2)
.

Íàì íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü, ÷òî

min
h

βh,k ≥ αg,k.

Î÷åâèäíî, βh,k âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì h, ïîýòîìó ìèíèìóì äîñòèãà-
åòñÿ ïðè h = g è ðàâåí βg,k.

2.2. m < h.
Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå áëîê H � íåïóñòîé, âûáåðåì âåðøè-
íó u ∈ Int(H). Íåñëîæíî âûäåëèòü â ãðàôå G îñòîâíîå äåðåâî, â
êîòîðîì âèñÿ÷èìè âåðøèíàìè áóäóò êîíöû âñåõ m øèïîâ è âåð-
øèíà u, ïîýòîìó u(G) ≥ m + 1. Íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì
ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî

u(G) ≥ γh,m,k(v(G)−k−2)+2 äëÿ γh,m,k =
m− 1

h + (k + 1)m− k − 2
.

Íàì íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè h ≥ g

β′h,k = min
m

γh,m,k ≥ αg,k.

Çàìåòèì, ÷òî γh,m,k âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì m, ïîýòîìó ïîäñòàâèì ìè-
íèìàëüíîå âîçìîæíîå çíà÷åíèå m = dh

2 e è ïîëó÷èì, ÷òî

β′h,k =
dh

2 e − 1

h + (k + 1)dh
2 e − k − 2

.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî β′2n−1,k > β′2n,k. Íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå
ïîêàçûâàåò, ÷òî

β′2n,k =
n− 1

(n− 1)(k + 3) + 1

âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì n. Ïîýòîìó ìèíèìóì β′h,k äîñòèãàåòñÿ ïðè h =
2dg

2e.
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Òåïåðü íàì íóæíî ñðàâíèòü ïîëó÷åííûå îöåíêè ñ αg,k. Âìåñòî
ýòîãî ìû ñðàâíèì ïîëó÷åííûå â ïóíêòàõ 2.1 è 2.2 îöåíêè äðóã ñ
äðóãîì è ïîêàæåì, ÷òî αg,k ðàâíà ìèíèìàëüíîé èç íèõ. Îòäåëüíî
ðàññìîòðèì ñëó÷àè ðàçíîé ÷åòíîñòè g.

2.3. g = 2n + 2.
Â ýòîì ñëó÷àå íàì íóæíî ñðàâíèòü β′2n+2,k è β2n+2,k. Íåñëîæíîå
âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî

β′2n+2,k =
n

n(k + 3) + 1
<

2n

(2n + 1)(k + 2)
= β2n+2,k

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà k < 2n. Èìåííî ïðè k < 2n = g− 2 ìû
èìååì αg,k = β′2n+2,k, à ïðè k ≥ g − 2 ìû èìååì αg,k = βg,k. Òàêèì
îáðàçîì, òåîðåìà â ñëó÷àå ÷åòíîãî g äîêàçàíà.

2.4. g = 2n + 1.
Â ýòîì ñëó÷àå íàì íóæíî ñðàâíèòü β′2n+2,k è β2n+1,k. Íåñëîæíîå
âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî

β′2n+2,k =
n

n(k + 3) + 1
<

2n− 1
2n(k + 2)

= β2n+1,k

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà k < 2n−1− 1
n . Èìåííî ïðè k < 2n−1 =

g − 2 ìû èìååì αg,k = β′2n,k, à ïðè k ≥ g − 2 ìû èìååì αg,k = βg,k.
Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà â ñëó÷àå íå÷åòíîãî g äîêàçàíà.

4.1 Ýêñòðåìàëüíûå ïðèìåðû
Ìû ïðèâåäåì áåñêîíå÷íóþ ñåðèþ ïðèìåðîâ ãðàôîâ, ïîäòâåðæäà-
þùóþ òî÷íîñòü îöåíêè èç òåîðåìû 2. Ëîãèêà ïîñòðîåíèÿ ïðè-
ìåðà äîñòàòî÷íî ïðîñòà: ìû ïîñòðîèì òàêîé ãðàô, äëÿ êîòîðîãî
âñå äîêàçàííûå â òåîðåìå íåðàâåíñòâà ñòàíóò ðàâåíñòâàìè. Ïóñòü
`(G) = k, g(G) = g. Ðàçáåð¼ì äâà ñëó÷àÿ.

1. k < g − 2.
Ïóñòü n = [g+1

2 ]. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå αg,k = β′2n+2,k =
n

n(k+3)+1 . Ïóñòü Bg,k � ýòî öèêë äëèíû 2n + 2, ó êîòîðîãî îòìå-
÷åíà n + 1 âåðøèíà ÷åðåç îäíó. Ê êàæäîé îòìå÷åííîé âåðøèíå
ïðèñîåäèíèì øèï èç k + 1 âåðøèíû. Îòìå÷åííûå âåðøèíû áóäóò
òî÷êàìè ñî÷ëåíåíèÿ â íàøåì ãðàôå, à íåîòìå÷åííûå � âåðøèíàìè
ñòåïåíè 2. Òàêèì îáðàçîì, íèêàêèå äâå âåðøèíû ñòåïåíè 2 ãðàôà
Bg,k íå ñìåæíû. Òîãäà v(Bg,k) = 2n+2+(n+1)(k+1) = (n+3)(k+1).

Íàéä¼ì u(Bg,k). Â îñòîâíîì äåðåâå ãðàôà Bg,k âèñÿ÷èìè âåð-
øèíàìè áóäóò âñå n + 1 âèñÿ÷èå âåðøèíû ýòîãî ãðàôà (êîíöû
øèïîâ). Òàê êàê óäàëåíèå âèñÿ÷èõ âåðøèí îñòîâíîãî äåðåâà íå
äîëæíî íàðóøàòü ñâÿçíîñòü, ê íèì ìîæíî äîáàâèòü òîëüêî îäíó
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âåðøèíó öèêëà, ê êîòîðîé íå ïðèñîåäèíåí øèï. Òàêèì îáðàçîì,
u(Bg,k) = n + 2. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî

u(Bg,k) = n + 2 = 2 +
n

n(k + 3) + 1
· (v(Bg,k)− k − 2).

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ãðàôà Bg,k îöåíêà èç òåîðåìû 2 òî÷íà.
2. k ≥ g − 2.

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå αg,k = βg,k = g−2
(g−1)(k+2) . Ïóñòü Bg,k �

ýòî öèêë äëèíû g, â êîòîðîì ê êàæäîé âåðøèíå ïðèñîåäèíåí øèï
èç k + 1 âåðøèíû. Òîãäà v(Bg,k) = g(k + 2).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âèñÿ÷èìè âåðøèíàìè â ëþáîì îñòîâíîì äåðå-
âå ýòîãî ãðàôà áóäóò êîíöû øèïîâ è òîëüêî îíè, ïîýòîìó u(Bg,k) =
g. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî

u(Bg,k) = g = 2 +
g − 2

(g − 1)(k + 2)
· (v(Bg,k)− k − 2).

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ãðàôà Bg,k îöåíêà èç òåîðåìû 2 òî÷íà.
3. Òåïåðü ïîêàæåì, êàê â îáîèõ ñëó÷àÿõ ñîáèðàòü ýêñòðåìàëü-

íûå ïðèìåðû èç ãðàôîâ Bg,k, êàê èç äåòàëåé êîíñòðóêòîðà.
Ïóñòü G � ãðàô, óäîâëåòâîðÿþùåé ñîîòíîøåíèÿì

u(G) = αg,k · (v(G)− k − 2) + 2, g(G) ≥ g, `(G) ≥ k,

èìåþùèé õîòÿ áû îäíó âèñÿ÷óþ âåðøèíó a. Ïîñòðîèì ãðàô G′:
ñêëåèì âåðøèíó a ãðàôà G ñ êîíöîì îäíîãî èç øèïîâ ãðàôà Bg,k

è ñòÿíåì ïîñëå ýòîãî k + 1 ìîñò (ð¼áðà ïðèêëååííîãî øèïà ãðàôà
Bg,k). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ ãðàô G′, óäîâëåòâîðÿþùèé ñîîòíî-
øåíèÿì

v(G′) = v(G) + v(Bg,k)− k − 2, g(G′) ≥ g, `(G′) ≥ k.

Ïî ïóíêòó 2 ëåììû 1 ìû èìååì u(G′) = αg,k · (v(G′) − k − 2) + 2,
òî åñòü, ãðàô G′ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíûì ïðèìåðîì, ïîä-
òâåðæäàþùèì òî÷íîñòü îöåíêè â òåîðåìå 2. Â êà÷åñòâå ïåðâîãî
ãðàôà ìû âîçüì¼ì G = Bg,k, ïîñëå ÷åãî ìîæåì ïîñòðîèòü ñêîëü
óãîäíî áîëüøèå ýêñòðåìàëüíûå ïðèìåðû, ïðèêëåèâàÿ êàæäûé ðàç
ïî î÷åðåäíîìó ãðàôó Bg,k.
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