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Àííîòàöèÿ
Ïóñòü H � ãèïåðãðàô ñ ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíüþ âåðøèíû ∆,

êàæäîå ãèïåððåáðî êîòîðîãî ñîäåðæèò íå ìåíåå, ÷åì δ âåðøèí. Ìû
äîêàæåì, ÷òî âåðøèíû H ìîæíî ïðàâèëüíûì îáðàçîì ïîêðàñèòü
â d2∆

δ + 1e öâåòîâ (òî åñòü òàê, ÷òîáû â êàæäîì ãèïåððåáðå áûëî
õîòÿ áû äâå ðàçíîöâåòíûõ âåðøèíû). Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ áóäåò
ïîëó÷åí ðåçóëüòàò î äèíàìè÷åñêèõ ðàñêðàñêàõ âåðøèí ãðàôà.
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1 Ââåäåíèå
Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåîðèåíòèðîâàííûå ãðàôû è ãèïåðãðà-
ôû. Ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà G ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç V (G),
ìíîæåñòâî ð¼áåð � ÷åðåç E(G). Äëÿ ëþáîé âåðøèíû v ∈ V (G) åå
ñòåïåíü â ãðàôå G áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç dG(v). Ìèíèìàëüíóþ è
ìàêñèìàëüíóþ ñòåïåíè âåðøèí ãðàôà G ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷å-
ðåç δ(G) è ∆(G) ñîîòâåòñòâåííî. Àíàëîãè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ (V (H),
E(H), dH(v), δ(H) è ∆(H)) áóäåì ïðèìåíÿòü äëÿ ãèïåðãðàôà H.

Îêðåñòíîñòü âåðøèíû v ãðàôà G (òî åñòü, ìíîæåñòâî âñåõ
ñìåæíûõ ñ v âåðøèí ãðàôà G) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç NG(v).

Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ñïîñîáîâ îáîáùàòü ïîíÿòèå ïðàâèëüíîé
ðàñêðàñêè íà ãèïåðãðàôû. Íàïðèìåð ñèëüíûå âåðøèííûå ðàñêðàñ-
êè (ñì. [3]), â êîòîðûõ âñå âåðøèíû â îäíîì ãèïåððåáðå äîëæíû
èìåòü ðàçëè÷íûå öâåòà. Ìû æå áóäåì ðàáîòàòü ñ îïðåäåëåíèåì,
ïðåäëîæåííûì â ñâîå âðåìÿ Ï.Ýðäåøåì.

Îïðåäåëåíèå 1. Ðàñêðàñêà âåðøèí ãèïåðãðàôà H íàçûâàåòñÿ
ïðàâèëüíîé, åñëè â ëþáîì ãèïåððåáðå åñòü õîòÿ áû äâå âåðøèíû
ðàçíûõ öâåòîâ.

Ïðî ðàñêðàñêè ãèïåðãðàôîâ íà ñåãîäíÿøíèé äåíü èçâåñòíî íå
òàê ìíîãî ôàêòîâ, ÷òî íå óäèâèòåëüíî â âèäó òîãî, ÷òî äàæå äëÿ
ïðàâèëüíûõ ðàñêðàñîê ïðîñòûõ ãðàôîâ äî ñèõ ïîð îñòàþòñÿ îò-
êðûòûìè ìíîãèå åñòåñòâåííûå âîïðîñû. Îäíèì èç õîðîøî èçó÷åí-
íûõ âîïðîñîâ, ïðèâëåêøèì çíà÷èòåëüíîå âíèìàíèå èññëåäîâàòå-
ëåé [6, 7, 8, 9, 10, 12, 13, 14, 15], ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ n-
îäíîðîäíîãî è íå ðàñêðàøèâàåìîãî â k öâåòîâ ãèïåðãðàôà ñ ìè-
íèìàëüíûì êîëè÷åñòâîì ãèïåððåáåð mk(n). Ñ ýòîé çàäà÷åé òåñíî
ñâÿçàíà äðóãàÿ, áîëåå êîíêðåòíàÿ çàäà÷à ïîèñêà ìèíèìàëüíîãî òà-
êîãî n, ÷òî ëþáîé n-îäíîðîäíûé è n-ðåãóëÿðíûé ãèïåðãðàô (òî
åñòü, ãèïåðãðàô, âñå ãèïåðð¼áðà êîòîðîãî ñîäåðæàò ïî n âåðøèí,
à âñå âåðøèíû èìåþò ñòåïåíü n) äîïóñêàåò ðàñêðàñêó â äâà öâåòà.
Âåðîÿòíîñòíûìè ìåòîäàìè, ñ ïîìîùüþ ëîêàëüíîé ëåììû Ëîâàñà
íåòðóäíî ïîêàçàòü (ñì. íàïðèìåð [5]), ÷òî ïðè n = 9 ëþáîé òàêîé
ãðàô áóäåò 2-ðàñêðàøèâàåì. Àëîí è Áðåãìàí â ðàáîòå [4] óñèëèëè
óòâåðæäåíèå äëÿ n = 8 è íàêîíåö Òîìàññåí [16] äîêàçàë íàëè÷èå
2-ðàñêðàñêè äëÿ âñåõ n ≥ 4.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàøåé
ñòàòüè.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü H � ãèïåðãðàô ñ ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíüþ âåð-
øèíû ∆, êàæäîå ãèïåððåáðî êîòîðîãî ñîäåðæèò íå ìåíåå, ÷åì δ
âåðøèí. Òîãäà âåðøèíû H ìîæíî ïðàâèëüíî ðàñêðàñèòü â d2∆

δ +1e
öâåòîâ.
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Ýòà òåîðåìà äàåò áîëåå ñëàáûå ðåçóëüòàòû äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà
ìèíèìàëüíûé ðàçìåð ãèïåððåáåð ñîïîñòàâèì ñ ìàêñèìàëüíîé ñòå-
ïåíüþ âåðøèí, ÷åì ïðîöèòèðîâàííûå ðàíåå ðåçóëüòàòû. Îäíàêî
äëÿ ìàëûõ îòíîñèòåëüíî ñòåïåíè ∆ çíà÷åíèé δ óòâåðæäåíèå òåî-
ðåìû ñòàíîâèòñÿ èíòåðåñíûì, à ïðè δ = 2 îöåíêà íà êîëè÷åñòâî
öâåòîâ â ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêå îêàçûâàåòñÿ òî÷íîé. Íàøå äîêàçà-
òåëüñòâî òåîðåìû èñïîëüçóåò òîëüêî êëàññè÷åñêèå êîìáèíàòîðíûå
ìåòîäû.

Èç ýòîé òåîðåìû ìû âûâåäåì ðåçóëüòàò î äèíàìè÷åñêîé ðàñ-
êðàñêå âåðøèí îáû÷íîãî ãðàôà.

Îïðåäåëåíèå 2. Ðàñêðàñêà âåðøèí ãðàôà G íàçûâàåòñÿ äèíàìè-
÷åñêîé, åñëè äëÿ ëþáîé âåðøèíû v ñòåïåíè õîòÿ áû 2 â åå îêðåñò-
íîñòè åñòü õîòÿ áû äâå âåðøèíû ðàçíûõ öâåòîâ.

Îòìåòèì, ÷òî â ðÿäå ðàáîò [11, 1, 2] èññëåäóþòñÿ äèíàìè÷å-
ñêèå ïðàâèëüíûå ðàñêðàñêè âåðøèí ãðàôà. Äîêàçûâàåòñÿ ñóùå-
ñòâîâàíèå äèíàìè÷åñêîé ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêè âåðøèí ãðàôà G
â ∆(G) + 1 öâåò [11] è, êðîìå ñåðèè ãðàôîâ-èñêëþ÷åíèé, â ∆(G)
öâåòîâ [2]. Ìû íå òðåáóåì îò ðàñêðàñêè ïðàâèëüíîñòè è ïîëó÷àåì
ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2. Ãðàô G äîïóñêàåò äèíàìè÷åñêóþ ðàñêðàñêó âåðøèí â
d2∆(G)

δ(G) + 1e öâåòîâ.

Ïåðåéä¼ì ê îñíîâíûì îïðåäåëåíèÿì è îáîçíà÷åíèÿì, êîòîðûå
ïîòðåáóþòñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàøåãî ðåçóëüòàòà. Ïóñòü G �
ãðàô. Îáîçíà÷èì ÷åðåç |G| ðàçìåð ãðàôà G, îïðåäåëÿåìûé êàê
êîëè÷åñòâî ðåáåð è âåðøèí G (òî åñòü, |G| = |V (G)|+ |E(G)|).
Îïðåäåëåíèå 3. Íàçîâåì k-ðåäóêöèåé ãðàôà G ìàêñèìàëüíûé ïî
âêëþ÷åíèþ ïîäãðàô Rk(G) ãðàôà G, â êîòîðîì ñòåïåíü ëþáîé âåð-
øèíû ïî êðàéíåé ìåðå k. Åñëè òàêîãî ïîäãðàôà íåò, òî îïðåäåëèì
ïóñòîé ãðàô êàê k-ðåäóêöèþ G. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå G áóäåò íà-
çûâàòüñÿ k-ðåäóöèðóåìûì ãðàôîì.

Çàìå÷àíèå 1. 1) k-ðåäóêöèÿ ãðàôà G îïðåäåëåíà åäèíñòâåííûì
îáðàçîì, òàê êàê îáúåäèíåíèå äâóõ ïîäãðàôîâ G ñ ìèíèìàëüíîé
ñòåïåíüþ ïî êðàéíåé ìåðå k, òàêæå áóäåò èìåòü ìèíèìàëüíóþ ñòå-
ïåíü ïî êðàéíåé ìåðå k.

2) Òàêæå ïîíÿòíî, ÷òî k-ðåäóêöèÿ Rk(G) ÿâëÿåòñÿ èíäóöèðî-
âàííûì ïîäãðàôîì ãðàôà G íà ìíîæåñòâå âåðøèí V (Rk(G)).
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2 Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî ðåçóëüòà-
òà
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ k = d2∆

δ + 1e,
V = V (H).
Îïðåäåëåíèå 4. Íàçîâåì îáðàçîì ãèïåðãðàôà H ëþáîé ãðàô G
(âîçìîæíî, ñ êðàòíûìè ð¼áðàìè), äëÿ êîòîðîãî V (G) = V (H) è
ñóùåñòâóåò òàêàÿ áèåêöèÿ ϕ : E(G) → E(H), ÷òî e ⊂ ϕ(e) äëÿ
ëþáîãî ðåáðà e ∈ E(G). Íàçîâ¼ì ϕ áèåêöèåé îáðàçà.

×òîáû äîêàçàòü òåîðåìó, äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ðàñêðàøèâàå-
ìûé â k öâåòîâ îáðàç ãèïåðãðàôà H. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêîãî
îáðàçà íå ñóùåñòâóåò è ðàññìîòðèì òîãäà îáðàç G1 ãðàôà H ñ íàè-
ìåíüøèì âîçìîæíûì |Rk(G1)|. Òàê êàê êàæäûé k-ðåäóöèðóåìûé
ãðàô k-ðàñêðàøèâàåì, Rk(G1) íå ïóñòî. Ïóñòü H1 = Rk(G1), S1 =
V (H1).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ìû ïîñòðîèì:
� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ S1 ( S2 ( . . . ( Si . . . ⊂ V ;
� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü G1, . . . , Gi, . . . îáðàçîâ ãèïåðãðàôà H;
� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðàôîâ H1, . . . , Hi, . . ., ãäå V (Hi) = Si.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Gi ìíîæåñòâî âñåõ îáðàçîâ G ãèïåðãðàôà H, äëÿ
êîòîðûõ Rk(G) = H1 è G(Sj) = Hj äëÿ âñåõ j ∈ [1, i].

Ìû áóäåì äåéñòâîâàòü òàê, ÷òîáû äëÿ âñåõ i íàøà êîíñòðóêöèÿ
óäîâëåòâîðÿëà ñëåäóþùèì óñëîâèÿì.

1◦ Gi ∈ Gi.
2◦ Íå ñóùåñòâóåò ãðàôà G ∈ G1, äëÿ êîòîðîãî G(Si) � ñîáñòâåí-

íûé ïîäãðàô Hi (òî åñòü, E(G(Si)) ) E(Hi)).
3◦ |E(Hi)| > ∆

δ |Si|.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî S1, H1 è G1 óäîâëåòâîðÿþò âñåì óñëîâèÿì

äëÿ i = 1. Òàê êàê |S`| îãðàíè÷åíî ñâåðõó, äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðîòè-
âîðå÷èÿ è çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî íàó÷èòüñÿ ïðî-
äîëæàòü êîíñòðóêöèþ íà ñëåäóþùèé ` + 1 øàã äëÿ ëþáîãî `.

Øàã ïîñòðîåíèÿ.
Èòàê, ïóñòü S1, . . . , S`; H1, . . . ,H` è G1, . . . , G` óæå ïîñòðîåíû.

1. Ïóñòü ϕ : E(G`) → E(H) � áèåêöèÿ îáðàçà. Ìû äîêàæåì,
÷òî íàéäåòñÿ òàêîå ðåáðî e ∈ E(H`) è âåðøèíà v /∈ S`, ÷òî v ∈
ϕ(e).
Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âñå ãèïåðð¼áðà ãðàôà H, ñîîò-
âåòñòâóþùèå ïðè áèåêöèè îáðàçà ϕ ð¼áðàì ãðàôà H`, ñîäåðæàòñÿ â
ìíîæåñòâå S`. Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ 3◦ ìû èìååì |E(H`)| > ∆

δ |S`|,
òî â ìíîæåñòâå S` ëåæèò áîëüøå ÷åì ∆

δ |S`| ãèïåðð¼áåð ãðàôà H,
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êàæäîå ðàçìåðà íå ìåíåå δ. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ âåðøèíà w ∈
S` ñòåïåíè dH > ∆, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ òåîðåìû.

2. Èòàê, ïóñòü e = uw ∈ E(H`), v ∈ ϕ(e) \ S`.
Âñå ãðàôû èç G` ñîäåðæàò ðåáðî e. Äëÿ êàæäîãî ãðàôà G ∈ G` ïî-
ïûòàåìñÿ çàìåíèòü e íà uv. Ïîëó÷èâøèéñÿ ãðàô Ge áóäåò îáðàçîì
H. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ϕ : E(G) → E(H) � áèåêöèÿ îáðàçà G, òî
áèåêöèåé îáðàçà Ge áóäåò ϕ′, ñîâïàäàþùàÿ ñ ϕ íà îáùèõ ðåáðàõ è
äîîïðåäåëåííàÿ êàê ϕ′(uv) = ϕ(e).

Îòìåòèì, ÷òî E(Ge(Sj)) ⊆ E(Hj) äëÿ âñåõ j ∈ [1, `], ïðè÷¼ì
äëÿ j = ` âêëþ÷åíèå áóäåò ñòðîãèì. Òàêèì îáðàçîì ïî óñëîâèþ 2◦

ïîëó÷àåì, ÷òî Rk(Ge) 6= H1.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî v /∈ V (Rk(Ge)). Òîãäà uv 6∈ E(Rk(Ge)), ïî-

ýòîìó Rk(Ge) � ïîäãðàô Rk(G) = H1. Ïîñëåäíåå íåâîçìîæíî, òàê
êàê ïî äîêàçàííîìó âûøå Rk(Ge) 6= H1 è òîãäà |Rk(Ge)| < |H1| =
|Rk(G)|, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò ìèíèìàëüíîñòè |Rk(G)|.

Ñëåäîâàòåëüíî v ∈ Rk(Ge). Äëÿ êàæäîãî ãðàôà G ∈ G` ïîëî-
æèì SG = V (Rk(Ge)) è HG = G(S`∪SG). Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì
v ∈ SG ⊂ V (HG).

3. Âûáåðåì ãðàô G èç G` ñ ìèíèìàëüíî âîçìîæíûì |HG|.
Ïîëîæèì

G`+1 = G, S`+1 = SG ∪ S`, H`+1 = HG = G(S`+1).

Âìåñòå ñ ãðàôîì H`+1 àâòîìàòè÷åñêè îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâî G`+1

îáðàçîâ ãèïåðãðàôà H. Òàê êàê v ∈ S`+1 è v /∈ S`, èìååì S` (
S`+1 ⊂ V . Ïî ïîñòðîåíèþ ñâîéñòâà 1◦ è 2◦ âûïîëíåíû äëÿ i = `+1.

Ïóñòü x ∈ SG. Òàê êàê SG = V (Rk(Ge)), ìû èìååì dRk(Ge)(x) ≥
k. Ìû çíàåì, ÷òî Rk(Ge) � èíäóöèðîâàííûé ïîäãðàô ãðàôà Ge íà
ìíîæåñòâå âåðøèí SG, à HG � èíäóöèðîâàííûé ïîäãðàô ãðàôà G
íà ìíîæåñòâå SG ∪ S`, ïðè÷¼ì ãðàôû Ge è G îòëè÷àþòñÿ îäíèì
ðåáðîì. Ñëåäîâàòåëüíî, dHG

(x) ≥ k − 1 = d2∆
δ e. Òàêèì îáðàçîì,

ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâî 3◦ äëÿ ãðàôà H`, ïîëó÷àåì

|E(H`+1)| ≥ |E(H`)|+ 1
2

∑

x∈SG\S`

dHG
(x) >

>
∆
δ
|S`|+ 1

2
d2∆

δ
e|SG \ S`| ≥ ∆

δ
|S`+1|.

Òàêèì îáðàçîì, ñâîéñòâî 3◦ âûïîëíÿåòñÿ.
Èòàê, åñëè óæå ïîñòðîåíû ìíîæåñòâà S1, . . . , S` è ãðàôû

H1, . . . , H`; G1, . . . , G`, óäîâëåòâîðÿþùèå ñâîéñòâàì 1◦−3◦, ìû ìî-
æåì âûïîëíèòü î÷åðåäíîé øàã è ïîñòðîèòü S`+1, H`+1 è G`+1. Êàê
óæå îòìå÷àëîñü, ââèäó óñëîâèÿ S` ( S`+1 ýòî ïðîòèâîðå÷èò êîíå÷-
íîñòè ãðàôà. Ñëåäîâàòåëüíî, ñäåëàííîå â íà÷àëå äîêàçàòåëüñòâà
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ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî è ñóùåñòâóåò k-ðåäóöèðóåìûé (à ñëåäî-
âàòåëüíî, äîïóñêàþùèé ïðàâèëüíóþ ðàñêðàñêó â k öâåòîâ) îáðàç
ãèïåðãðàôà H.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ãèïåðãðàô
H: ìíîæåñòâî âåðøèí V (H) ñîâïàäàåò ñ V (G), à ìíîæåñòâî ãèïåð-
ðåáåð E(H) ñîñòîèò èç îêðåñòíîñòåé NG(v) âñåõ âåðøèí v ∈ V (G).
Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ýêâèâàëåíòíî òîìó ôàêòó, ÷òî H äîïóñêà-
åò ïðàâèëüíóþ ðàñêðàñêó â k öâåòîâ. Êàæäîå ãèïåððåáðî H èìååò
ðàçìåð ïî êðàéíåé ìåðå δ(G) è êàæäàÿ âåðøèíà H ëåæèò íå áîëåå
÷åì â ∆(G) ãèïåððåáðàõ. Òåïåðü ëåãêî âèäåòü, ÷òî äîêàçûâàåìîå
óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì òåîðåìû 1.
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