
 

 

 

ПРЕПРИНТЫ ПОМИ РАН 

 

 

ГЛАВНЫЙ РЕДАКТОР 

С.В. Кисляков 

 

 

 

РЕДКОЛЛЕГИЯ 

В.М.Бабич, Н.А.Вавилов, А.М.Вершик, М.А.Всемирнов, А.И.Генералов, И.А.Ибрагимов, 

Л.Ю.Колотилина, Б.Б.Лурье, Ю.В.Матиясевич, Н.Ю.Нецветаев, С.И.Репин, Г.А.Серегин  

 

 

Учредитель: Санкт-Петербургское отделение Математического института 

 им. В. А.  Стеклова Российской академии наук 

 

Свидетельство о регистрации средства массовой информации: ЭЛ №ФС 77-33560 от 16 

октября 2008 г. Выдано Федеральной службой по надзору в сфере связи и массовых 

коммуникаций 

 

 

Контактные данные: 191023, г. Санкт-Петербург, наб. реки Фонтанки, дом 27 

телефоны:(812)312-40-58; (812) 571-57-54 

e-mail: admin@pdmi.ras.ru 

http://www. pdmi.ras.ru /preprint/ 

Заведующая информационно-издательским сектором Симонова В.Н 

mailto:admin@pdmi.ras.ru


���� ������	
 ��
����

����� ������	 
���

� 
����� ������������

��� ����� ����������

�� �� �������
��� �������	�
 ���
������ �� ������� ������	�� �� �
����
����


�� �
� ��
�� ���������
���
��� ��������������
���	

���
���

��� ���� �� 	�
� ����
 
� 	� ������� 	�� �����
� �
���
�
�� 	
�����
��	
�� ��

����
��	�

�� ��� �����
 	���
�	
��� �

�
� �
�� 	�� ��
�	 �� �
�� �� �
���
� �
�
	

	���
�� �� �	��� 	�� ��
�� 	
�����
��	
�� �
� 
	� ��
� 
���
��	
�� 
� 	�� �
��� ��

�� 
�	���
 ����
� �����
� � ���� � !" ��� �
��� 	��	 
	 ��� 	�� ���� �
�
	 ��
	
	
��

�� 	�� ����
� �����	�
� ���� �� �
�� � �
��
�� ����

�	
�� �� 	
�� ����	
	�	
�� ��

�����	�
 ��
�� �
������ 	�� ��
�� 	
�����
��	
��� #	 
� ������
��	 	� ����

��

	�
� 	
�� ����	
	�	
�� 
� 	�� ��
� �� 
����� 
��
��

�� �� 	�� �
��� Z� �
 
�

	�
�� �� 
����� 
�$�
	� ��
��	�	
��� �� 	�� �
��� Z� �� 
�	
����� 	�� ��	
��

�� ������� ���	
 �
�
�	�	���� ��
 	�� �
��� Z ���� ��
 ��� �������� �
�����" ���

��	���
��
��� ��
�� ���� 	�� ���� �
�
	 ��
	
	
��� ������ �
��	����� 
� 	�� 	
��

����	
	�	
�� �� ��� 	� ���	��
 
� ������� $�
	� ��
 �����	 ��� �
�
	� %�
 
����	 
� 	��	

��
�� 	
�����
��	
�� ��� �����	�
 �
� 
���	
����� ��� 	���
� �� 
����� 
�$�
	�

��
��	�	
��� �� 	�� �
��� Z ���� �� ��
� ����
�� �
����" 
� �&����� �	
��� 	� 	��

�
���
� 	���
� �� ��	
�� �� 	�� �
���� ��� ��
� 	��' 
� 	�
� �
�� 
� 	�� 
����	
��	
��

�� 
�$�
	� ��
��	�	
��� ��� 	�� �����
�� �� 
	 �� ���� �	���
�� �� �
���
 �
��

���

�� Z� ��� ����� �� ������� $�
	� ��
��	�	
��� 
� � ������ ����� ��
 ���� ������
��

��� ������ ����� ����� ! ���
�� "���� �	�����	�����! ���� ��
�
�! �����
�������


�
���
�� �	������� � #�� $%&'�$''(�)))$! 
�� *+�* '(�')�'',-.�
�

)



/012345 67819:;6

�� �� �����	
�

6789;007/<=

2�>�?@ABC! 3�1�2@DBEFD! 1�>�2GHIBJ! >�1�2KGLBHMFD! 1�<�/GMGH@EFD!
<�1�<AH@NBLFD! 0�O�9FEFPBEBM@! 2�3�9QAE@MFDKJ@R! S�S�9QEBI! ?�?�0QHTG!
O�2�>@PBRKGDBC! 3�O�3GUDGP@GD! V�<�6GWBM! /�1�VGHGNBM! 2�3�VQX@JFD!
;�>�YFLGMJF

$



� �������	�
��

Z� �������� �� ���
�� 
� ��
���� �� ���� ��
�
��
 �� 
 ��
�	�� ���������

��
������
����! �
��� ��� ����� ��
������
���� 
� 
 ������	�����	���� ��
��� ��������! [���� �� ��� �������� ��
���� ��
������
����� \�� �������� ��
��� ����
���� �� 
����
 	��� ! �� ] �^)! �� ��� 
������� 
��	� �� �� ����
��
� 
��� �	������ \�� �
�� ���	�� �� ��� �
��	�
���� �� 
 �
���� ����������

�� ��� ������ �� ��� �������� [���� �������� ��� ����� ��
������
����� \��
��� ������
���� �� ��� 
	���� _))! &` �� ��
� ����� �[� ��
������
����� �
��
��� �
�� ����� �
������� �� ����� �
�	�
� ��
��a
���� �� ��� ��
�� ��b ��� 
���
��� ������ �
��� _.`� c���� ��[ �� �������� ���� �� ���� �	�����	���� ��� 

��������
� �
�� �� 
	����������� [��� ��� �
�� ����� �
�������� [
� ���[��
\�� �������� 
�� ��� ����� ��
������
���� 
�� ����
�� ��� "��� 	���	�
��
����� #����� ��
� ��� ����� ��
������
���� �� 
 �[������� ���������
�� ��� ��������! 
�� �
� ������������ �
�� �� ��� ������	�! �	� 
 ����
�����
�� ���
���� ���[��� ���� [��� ������ ���
� ���� ��� ����������� �� ���
������������
 ���� �	�����	����� #
��� ! [� ����� ��
� ��� 
�� 	

��� ��
��� ����� ��"��� ����[�

�� ������� $ [� ���
�� ��� �
�� �
��� �� ����� ����� d� �e� ������� ��
�
����	�
�f! 
�� ����	�
�� ��� 
����
� ������� 
��	� �������� ���	����� ��
��
���� ����� �� ��� ����� �� �
���� ����	�
����� �� ��� �
�	�
�� �	��
����� �������� , 
�� % 
�� ������� �� ��� ����� ��
������
���� 
�� ���
��
��a
���� 
� 
� 
��� ��
������
����� \��� �������
���� 
���[� 	� �� �����
��
� ��� ����� �
�������� �� ��� �������� 
�� �� ��� ����� ��
������
����

�� ��� �
��� \�� �
�� ���	��! [���� [� ����
�� �� ������� g! �������� �� 

����������� �� ��� 
�
������ ��� ��� ���� �	�����	���� �� ����������
 �� ���
������ �� ��� �������� �� ��� ������ �� ��� ����� ��
������
����� +����� �	��
����	����� �� ��� ��� {$�� $�^)� � � � � $���−)} h �� �
���� ����� �	�����	�����
h ��
 ��� �� ���� �� ���� 
�
������� Z� ����
��a� ��� ������
 	� �� ���
���������� �� ��	� ��[ ������ �� ��
�	�� ���������
 ��
������
�����! 
��
��[ ���
��� ������ � ���� [� ��
� ��
� ��	� ��
 ��� 
��	� �� ����	�
�����
�� ��� 
��	� Z 
�� ��� ��
�� �� ����
� ������ �� Z! 
� [��� 
� ���
��
�� ��
�
�	��� �� ����� ��
���� +�� ��
����! [� ��"�� 
 ��[ ���
�������� ���[��� �[�
��
�	�� ���������
 ��
������
����� �� ���[��� �[� 
������ �� 
� 
���
���

��	� [��� ��� �
�� ����� �
�������� 
� �����[�� Z� �
 ��
� ��� 
������
	�� 	

��� �� ����� �� 
 ���� �	�����	���� �� ��� 
����� �� 
������ [���� ��
���
�� "���� [��� ��� "��� ��� �� "���� ����	�
�����! [���� �� ��� �
�� ���

����� ���� ������ �� ���� �
�� [� �
���� ���� �	�����	���� 
� �
�����
� 
��

�	

� �
��� ���� �����������
� dci+\�f� Z� ����� ��
� ��� �������� 	
� ���
����� ��	
�����	���
 	�� 	

���� ���� �������� ! ��� ������������
 ��
�	��

,



�� ��� 
��	� �� ����	�
���� �� Z �� ��������
��� �� ��� ����	�
����� [����

����� �������� �����
���
 ��j	����� �� ������
�� 
�� "���� ����	�
����� ��
������
�� ������� �� ��� ���
�� �� ������
� ��� � k ���� ���������� �
�
	

�
���� �� ��
� �� ���������
� �� ��� 
��	� Z� �� 
����
�! [� �
� �
 ��
� �������

������ ���� 	����
� �� ��� ����� Z� �	
 �� ��
������� 	� ��� ������ �� �	
���
������	���
 �� ��� 
	���	
�� �� 	� ��� ������ �� �	
��� 
�
�	� ������
�� �


��� 
	���	
�� \�� 
��	� 
��� �� ���� ��
��! 
�� ���� 
����� �� 	������
� �� ���
����� ��
� 
� 
����� d	� �� �����������f �
� �� ��
��a�� �� ���� [
 � \��
����������
 �� ��� ����� ���[ 	� ��[ ��l����� 
�� ��� �[� ��
������
�����!
��! ��[ �
���� �� ��� ����������
 �� ����� ������� \��� ����� ����	�
�� 
�� 	���	� ��� 
	����������� [��� �������� ������ d�� ����� �� ��
�	�� ���
��l������ ���[��� �����	��� 
�� ���������	��� 
	�����������f� \�� ��� 
�����
� 
�� ��
����	� ���	��	�� d�� 
��	

� �
��� ������
�f �� ��� �
�� �� ���
����� ��
������
���� �� 
��� ����������
 
� 
 ��[ ��	��� �� ��
�	��� �� ���

��	� �� ��"���� ����	�
������

\�� �����
� ��"������� �� ���
�� "���� ��m������ 
�� 
����� 
������ �
�
�� ���� ��� 
� 
�����
� 
���
��� 
��	��

� ��
��
	 ������ �� ������
� �� 
���
�� ��������

�
���

��� ����� �������  !" ��#$� ������

\�� �������� ��
���� ��
������
���� �� 	���	����� ��� $�
��� �������� d��
n
����
 �
�����of�

� � � �→ � ^ )� � ∈ ���

[���� �� �� ��� 
������� 
��	� �� $�
��� ����
��� �j	����� [��� p

� ��
�
�	�� �� ������! � �
� �������� ������	�! ���������
 ��� 
��	� �� 
�� �����
�� 	��� �� ����� $�� � ] '� ) � � � � k����	
� ��� ���	��	�� �� ���� 
	������
����� �� ��� ������! ��� ����� �
������� �� 	������
� �� ��� ��
�� �� ��
����
��
�	������������
 ��
������
�����! 
� ��������� 
�����

������� � dp� � � _,`f� ��� �	�� ������� ��	���� ��������
� ��	
�����	�

���
 � �� ��� ��	�� d���f� ����� ������ 	 ��	
�����	���
 	 �� ��� �	��
��	�� ����� �� ������	

� ���������� �� ��� $��������� � 	
� ����� �	� ���

�	�� ����� �	������
 	� � � �� ��	� � �� 	 ���� ��
�
� �� 	 

�� ] 	������

����� 
d·f �� 	 Z��	
��� ��	���	�
� ��
����
 �
 �� 	
� ���� ����	� �����

������ 	 ��	���	�
� ��
����
 �d·f ���� ��	� 	� ] �������

%



����������� ���[��� � 
�� 	 ��
�� ��� ��������� �� 
� ����������
��
�	������������
 �
� � �	�� ��
� � �� −� ] 	! � � � → �� 
�� � � ] ��
��! � � �e� �������! �
�� ��
���� 
	���������� �� ���������� �� 
� 
	���
�������� �� ��! ���������
 p

� ��
�	��! 
�� [��� ��� �
�� ����� �
�������

� ��� ���������

\�� �	������� 
d·f� �d·f 
�� �
���� ����������������
� �� !������
����
��
��! ��� �������� �
� 
 	������
� ����� �
�������� ��� ����� �
������� ��


� ��
���� ��
������
���� � �� ������
�� ���������� �� ��� ����� �
����
���� �� ��� �������� � � \��� �
������� �� 
 ��
��
�� � ����"���� ��	��
���
����
����	� ��
���� �
�������! ��
� �� ��� 	���� �� ��� �����
���
 ��
����
��j	���� �� ��� "���� $�� � ] )� � � � ����
����	� �
����������

� ��"������! ��� ����� �
������� �� ��� �������� � �� ��� �
������� ����
��� ������ �� ��� �	�
��	� Z �� ��� 
��	� ��� Z� [��� ����� ��
� �� ���������
d��� 'f [��� ��� �	�
 �	������
 h ��
� ��! ��� �
������� ���� ��� ������ ��
��� 
��	�

∑∞
� dZ
$f �� ��� 
��	�

∏∞
� dZ
$f� \���� �� 
 ��l������ ���[���

����� �[� �
������� �� ��� ��	��
��� ��� Z �	� �� ��� �
�� ��
� �������� 
��
��

���� ����
��� �����
 �� ��l����� �
�� ��
����! �
��� ��� ��
���� �� {'}∞

�� {)}∞ �� ��� 
��	� ��� ���� ��� 
��	�� �� 
��

∏∞
� dZ
$f �
 ��

�j	����� [��� p

� ��
�	���! 
�� ������ ������
�� ���������� 
� ��
�	��
��
��� [��� ����� �
��������� Z� [��� ����� ��
� ��� ����� �
������� �� ���
����� 
	���������� �� ��� 
��� ��
��a
���� 
��� ��������� d��� 'f [��� ���
�
�� �
�������! 
�� �����j	���� ����� �� 
 ���������� ���� �	�����	���� [����
����
� ��� ����� 
	���������� �� ��� ��������� \�� 
�
� �� ��� �
��� �� ��
��	� ��� 
��������� ���������� �� ��
� ���� �	�����	����! 
�� ��� ����
����
����� 
����������

��� %�!�� & ������ �' �$�� �(#��$�(�$�!�

�	����� 
 ��	��
��� 
��	� � 
��� 
� ��
�	������������
 ��
������
����� ��
��� ��
�	�� ��
�� d���f� \�� ����� �� ��� ����� � ∈ � �� ��� ��� {��b � ∈
�}� \�� �
������� �� ��� ��
�� d���f ���� ��� ������ �� ��� 
��	� � ��

��� ���� ��� 	���� �� �
� ����������
 
������ �� �
�� �
������ �
��
 
��� ���� �� �� ���
������� ��	 ������ ��� ��
��� �� ��  
����	 �� ����� �� �
� ���!������ �� �� �"��� 
� ��"
#���� �������$� ��	 �� �������  � ��� �� %�&�� �'�� (� �)*� �
� ���
��  ����	 � ��������
�
����� ��� 
���
������ ��!������ �� ����������  ���������� ��	 +� ,��������� �)� ���	
�
��� �� �
� ���� ��
��	���� ��� � ���  ���� �� &��-� �
����� ���� ����� �� �� �� �
��
����$� ��� ���� �
� �����  � �� �.�� /
� #��� ������ �� �
�� 	�������� ���  ����	 �� 0�������
��	 ����� �1� ��	 2������ 3��	���� ��	 ����� �4�5 ��� ��
�	�� �������  ��������
 �������
�� ��������� �������� 
��� � 
��� 
� ��"#���� ��� 6����7$ �����  ���������� ������ 
��
�� �
� �����  �������� 	�#��	 �� �
� �	������� /�
��
�� ���
 �
�  ������� �������� �
��

���� � �
������������  �� ���� �� �������" ��������
 ������� �� �������� 
��� ��

g



�
���� ��� ����� d�� ��
m����� f �
�������! 
�� ������� � �d�b�f �� �d�f
�� ��� 
����� 
�� ��
�� 
�� "���� �� ��� �
�� �� ��� 
��	� � ] Z! [� �
�
[���� �d� f! [���� � �� ��� 
����
��� �� ��� 
����� �� ��� 
��	� Z�

k��	�� ��
� �[� ��
�	�� ���������
 ��
���� 
	����������� � 
�� �
�� ��� i����
	� ��
�� d���f �
�� ��� �
�� ����� �
��������!

�d� f ] �d�f ] ��

q������� ��� �������
�
� �	������ 
d·f ���� 
����! ��"��� � ��� ����	�
�

�� ] � ������

[���� ������ ���
	�� �� ��� ����������� �� ����� �
��������� \�� �	������ 
 �
� → Z �� �
���� 
 ���� �����������
 �	������ ���� ��� 
	���������� � ��
��� 
	���������� � �� ��� n�	������ �� m	��� ���� � �� �o�

q������� 
��� ��� ����
��� ���� ��	
�� �	������ d�� �f �→ 
d�� �f! ��"���
� 

��� ] � ��������

�� �� �
� �� ������� ��� �	������ 
d�� �f 	���
 �
�	�� �� ��� �	������ 
d�f ��
��� �
�� ����� 
� �����[�� Z� ������ ��� �����[��
 ����	�
� ��� 
d�� �f�


d'� �f ≡ '�


d)� �f ] 
d�f�


d�� �f ]
�−�∑
���


d� ��f ��� � � '� 
��


d�� �f ] −
|�|−�∑
���


d� ��f ��� � � '�

+�� ��
����!
�−�� ] �−���−����


��

d−)� �f ] −
d�−��f�

�� �� ���
� ���� ��� ��"������ ��
� � 
�� � �
�� ��� �
�� ����� �
�������
�� ��� ��� �� �
�	�� �� �	������ 
d�� ·f [��� � �	� ���� Z ��������� [��� Z ���

����� ���� �! �� �� ����� [���� {
d���f | � ∈ Z} ] Z ��� 
�
� ��

�� �� �
�	�
� �� ���� 
� ��� �	������ 
d·� ·f 
� 
 �
� ���� � �� ��� 
��	�
�� 
�� ����	�
����� �� ��� ����
��� h SZ� Z� ������ ���� �
� � r� ! ��

r� � � �→ {� �→ 
d�� �f} ∈ SZ�

&



s������� ��� 
����� 
�� � ��� ��m������ rd�f �� Z �� 
� ������� �� SZ�
Z� [��� �
�� ��� ����	�
���� {� → 
d�� �f} ] rd�f ∈ SZ ��� ����

�����������
 ���� � �� � 	� ��� ���
� �! �� ��� ������ d�� �� �� ���
� ���� ���
������� [�
� ��� �
�� � 
�� � 
��f h ��� �����������
 	� ��� ���
� �� �� ��
������
�� ��� �� ����	�� ���� ����	�
���� [��� ��� ���� �	�����	���� 
d�f!
[���� [
� ��"��� 
����� \�� ����	�
� 
���� 
��� ��� ����� ���[��� �����
�[� ��m�����

��"�� 
 �	�
��	� S� �� ��� 
��	� SZ � 

SZ

� ⊂ SZ � SZ

� ] {� ∈ SZ | �d'f ] '}�

����� 
d'� �f ≡ '! ��� ��

� �� � 	���� ��� �
� r� ���� �� ��� �	�
��	� SZ
� �

\�	� �
�� ����� � ∈ � �� ���� �� 
� ��"���� ����	�
���� rd�f � � �→ 
d�� �f ∈
Z! 
� ������� �� ��� 
��	� SZ �� 
�� ��"���� ����	�
����� �� Z�

��"�� 
� 
����� �� ��� 
��	� Z �� SZ
� � ������
 ��� 
����
��� � �� Z


�� 
�������
 �� ��� ����	�


�d�fd�f ] �d� ^ )f− �d)f�

d� �� ��� n����"�� �����of� \�� �
� � �� 
 ��m������ �� ��� �	�
��	� SZ
�

���� ������ d�	� �� ��� 
 
��	� �����������f� \�� ������� ����	�
���� ��

�� ��� ��t������ −�� 
�� ���� "��� ������ �� ��� �
� �� Z� �
�� ��"���

� 
����� �� Z! ��
� �� 
 � �
���
� � ����! �� 
 �	���� ��

SZ

� ⊂ SZ | SZ

� ] {� ∈ SZ | �d'f ] '}�

Z� �
�� ��"��� 
 �
� ���� �	� � ���� d�����f �� ��� 
��	� SZ
� ��


�� ����	�
����� �� ��� ����
��� [��� a��� 
� 
 "��� �����!

r� � � → SZ

� �

��"��� � 
� � � �→ r� d�f ≡ {� �→ 
d�� �f | � ∈ Z}�

\�� ��

� �� ��� ��
�	�� � �� � 	���� r� �� 
 ��
�	�� r�� ] �� ��
��� 
��	� S�� Z� ��"�� 
 ��[ � �
���
� � ���� 	���
 ���� 
� �����[��

������� �� "�� �	� r� �� 	 ������������ �� ��� ������� ��	
�����

�	���
 � �� ��� ��	�� d���f �� ��� ������� ��	
�����	���
 � �
 ���

��	�� dSZ
� � �� f�

#� ��� 	
���� 	

 �	��� d�� �f ���� �� � ∈ � �� �	�� 
d·� �f �] 
d·� �f�
���
 r� �� 	
 ����������� �
�� ��� ��	�� �� ��� ����
� d�����f 	
�

dSZ

� � �� ��f�

-



\�	� [� ���
�� d�� ��� ������
����
�� �
���f 
 ��[ ����� ��� ��� ��	� 
�� ��� 
	���������� � d���
���� �� ��� 
	���������� � f� \�� ��
�	�� ��

�� ����������
 ������ 
� 
 �
�	�
� ��
���� �� 
 ��
�	�� �� ��� 
��	� �� 
��
����	�
����� �� ��� ����
��� d���� 
����
�� ! ��� 
 ��
�����! 
 ��
�	�� ��
��� 
��	� �� ����	�
����� �� �f�

��) ��� �* +� �' &$!� � ��"��$!,� �' Z

�� [�
� �����[� �� �� ���� ���������� �� ����� �� ��� ������	�����	���� ��
����� �� ����
� ������ �� Zb ���� �������� ���������
�� �� ��� ����
��� Z�
\�� ��

� �� ��� 	�	
� ����� �� ��� 
��	� Z 	���� ��� ���� �	�����	�
���� r� d�f �
� �� ����������� 
� �����[��

· · ·→ 
d−$� �f→ 
d−)� �f→ 
d'� �f]'→ 
d)� �f] 
d�f→ 
d$� �f →· · · �

\��� �� 
 
�
�	� ����� �� ���� Z �
 ��� ����� Z! ��������
 �� �� Z� [���
	�� ��� �����[��
 ���
���� ���� ������
������� � � � ��
�� ��
� � �� ���
������
�� �	������� �� �! �� � ������
��� �����[� � [��� �� ���������
��
��������� c���
 ����! [� �
� [����

· · · 
d−$� �f � 
d−)� �f � 
d'� �f ] ' � 
d�f ] 
d)� �f � 
d$� �f · · · �

q������� ��� ��
�� T �� 
�� ����
� ������ �� Z �� � �� Z! 
�� �j	�� ��
�
��
�� [��� ��� �
�	�
� [�
� ������
 
�� ������������
 ����� ���	��	���
\�� 
��	� �� ������ {	� | � ∈ Z} 
��� �� T ! 
�� [� �
� �������� ��� ������
���
��
�� ����� ��
�	��� �� ��� ��
�� T � \�� ��� �� ����
�� dT � 	� �f �� ����



�� 
 	������
� ����� �� ��
���� ����� ! 
� [
� ��� ������	� ����� �� ���

��	� �� 
�� ����	�
������ \�� ����	�
� �� ��� �����[��
 ����
 
�� ���
������
� ���[ ��[ �� ������� ���� 
������

����� �� ��� � ≥ '�


d����f ] 
d� ^ )� �f − 
d�f d]
�∑

���


d� ��ff�

��� � � '� 	
�


d����f ] 
d� − )� �f− 
d�f d] −
|�|∑
���


d�−��ff�

�������� �� 
d���f ] 
d� ^ )� �f − 
d�� �f�

(



i���
 ) ���[� ��
� ��� �����


d�� �f � 
d� ^ )� �f� � ∈ Z�

�� ���� �� ��� �����


d����f � 
d� ^ )���fd] 
d� ^ )� �f − 
d�ff� � ∈ Z�

�� ����� 

d�� �f − 
d�f � 
d� ^ )� �f− 
d�ff� � ∈ Z�

\��� ��
�� ��
� ��� ��[ ����
� ����� ���	��� � ��� 
	���������� � ��
����� ��� ����� d��
���
����f �� ��� ������	� ������ �� ��� ���	��� 
����� ��
��� 
��	� Z �� ��� ��
�� T �� ��"��� ������������ �� ��� 
	���������� �
d���
�� ��
� ��� �	������ 
d·f �
��� �� 
�� ����
�� �
�	��f� \�	� ��� 	����


�� Z �
 ��� ��	�� �� 
�
�	� ������ T �� ����
� ��� 	����
 �� ��� ������� \��
	�	
� ����� � � �^)� � ∈ Z 
�� ��� �������� ����� � � �− )� � ∈ Z 
�� "���
������ �� ���� 
������

Z� 
�� ���������� �� ��� �������
�	��	
� ��	����� �
 T � +�� 
 
����

	���������� � [� �
� ������� �
�� 
	���������� � [���� �
� ��� �
��
����� �
������� 
� � [��� ��� ����� ���
��
�� ��
�	�� �� ��� ��
�� T � \���
��
�	�� �� ��������
��� �� ��� ��� �� ����������
� �� ��� ������ �� � �

\�	� 
�� ��
���� ������� d�����f 	� �� ����������� �
� �� ��
��a��

� ��� ������ dT � 	� �f! [���� 	 �� ��� ����� �� ��� ��
�� T 
�� � �� 
 �����
���
��
�� ��
�	�� �� ��� T � *������� ��
� ���� ����������� ������� ��
��� 
	���������� � ! �� ���� ����� 
� ������ �
� ��� 
��� ���
���� ���
��
���
�� � [��� ������� �� � �

�!"#�$� �� $�� ���� ��� �
	�� �� �
�	��	
� ��	����� ����
� �
 ���

	����������� �%

��- ��� !��$�! �' &�+ &&� .!$�� *���(� �$�!  !" &�+ &&� .!$��

��"��$!,

#�[ [� ��"�� 
 �����
� ��
�� �� ����	�
����� d�� ��m�������f �� ��� 
��	� Z

d
��! ���� 
����
�� ! �� ��	��
��� 
���
��� 
��	��f 
�� �� �
�
���� ���
������������
 �����
� ��
�� �� ����
� ������ �� ��� 
��	� Z�

��%	�
��	 �� &��	

� �
��� ��!�����
� 	�� ���
�� 	� ��

����

'� ( ��!�����
 � � Z → Z �� �	

�� ���
�� "���� �&�)� �� ����� ������ 	


�
���	��
� ��*��
�� �� �
����	
� �� ⊂ �� ⊂ · · · � ����⋃
�≥�

�� ] Z�

.



���� ��� �������� ��	� ��� �	�� � � ' ����� ������ � ] �d�f ���� ��	�

��� �
����	
� ��� � � � 	�� ���
�	��	
� �� �� � � '��

+� ���� ��
��	

�� 
�� � �� 	
 	�����	�� ���
�	�
� 	��
	�
� ������ 	
� � �
� → � �� 	 ��!�����
 �� � �
�� ����
�� "��
 � �� �	

�� ���
�� "���� ��

����� �� 	
 �
���	��
� ���	������ ��*��
�� �� �
��� ���� {��}�
⋃

� �� ]
�� ����� �	�� �� �� 	 �

�
��,

�� ���� ���� ���� ���� ������ �� ��
��	����

�� ��� ���� ��� �������� ��	� ��� �	�� � � ' ����� ������ ���� � ] �d�f
���� ��	� ��� 	

 � � � ��� ���� �� 	�� ���
�	��	
� �� �� ��

\�� ������� �� ����
 
 ���
�� "���� ��m������ ���� ��� ������ �� ���
������ �� 
����
���� ��� ��� 
��	�! 
�� ��� ��
�� �� ���
�� "���� ��m�������

����
��� 
 �	�
��	� �� ��� 
��	� �� 
�� ��m������� �� ��� 
��	�� \� � 
���[���
� ������
 �� ���[� 
��	� ���� �	�
��	�! 
�� �� [�	�� �� ����������

�� �������

�� ��� 
�
���
�� ���	��	�� �� ���� �	�
��	��

�� �� �
� �� 
��� ��
����� �� �������
� [���� 
�� ��� ���
�� "����! �	�
��� ���
�� "���� ��
�� �� ���� �
�	�
� �� 
�
� ���� Z� 	�� ���� ������ ��
��� �����[��
 �
�

�
���� \�� �
�
���� ��"������ ��� ����
� �������
� �� ���

��	� Z �� ��� �����[��
�

��%	�
��	 �� ( 
�
�	� ������
� ≺ �
 ��� ����� Z ��� ���� Z� �� �	

��
���
�� "�����&�-� �� ����� ������ 	
 �
���	��
� ��*��
�� �� �
��� �
����

�	
� �� ] d��� ��f�
⋃

�� ] Z� ���� 	 
�
�	� ����� ≺� �
 �	�� �� ���� ��	� ���

��

���
� ��
���

'� "�� 
�
�	� ����� dZ�≺f �� 	 
���� ���	��
�.	���
 �
 ��� 
	���	
 ��
���

�� d���≺�f ���
 � ��
�� �� �
�
����

+� ��� �	�� � � ' ����� ������ � ] �d�f ���� ��� �������� ��	� ��� � � �
��� ����������
 �� ≺� �� ��� �
����	
 ���� � � ���
����� ���� ≺� ���

	

 �
���
�� �� �� ������ � · |��|��

+�� ��� 
��	� Z ��� ������ �� ���
�� "���� �������
 �� ���������� [���
��� ��"������ �� ���
�� "���� ��m������ 
����� #
��� ! �� �� �
� �� �����
���� ��� ��"������ ��
� �� � �� 
 ���
�� "���� ��m������ ���� ��� ����

�
�� � d��
� ��! ��� ����� ��"��� � � ≺ � ⇐⇒ �−�� � �−��f �� ���
�� 
"����! 
�� ���� ����	�

�� �� ��� ��Æ�	�� �� ����� d��� _),`f ��� �����[��
 �
���

�/
�� ����� �
�� |��8����$| � �|��|�
�(� �
� ��!��� �� ���� 
��� � �����
�� ���	������ �
�� �
� ����������� �� ≺� �� �� 	�9���

���� ≺� �� ���� �� ���  ����� �� ���

)'



������� &� &�� 	 �� ������� 	����������� ����� �	� ��� �	�� ����� �	��

�����
 	� �������� "� "��
 ����� ������ ���� �����������
 �� 	
���� 	

 ������

�� � �� ��� ������ �� 	 ����� �� 
��	

� �
��� ��� 	
���� 	

 ������� "�� ������

�� ��� 
�
���� �� ��� ��������
��
� �
����	
� �� ����
�� �
 �� �	

�� ��	
� ��

	����������� 	�

*��
�� ��
� � � �e� ������� 
�� ������	� 
�������� �
�� ��
���� ��
�
�	�� ���������
 ��
������
���� �� ���������� �� 
������ ��
�	�� ���������

��
������
���� [���� �
� ��� �
�� ����� 
� �������� 
�� ��� [���� ����
�	�����	���� �� ���
�� "���� ��� 
����� 
�� �������

+�� ����� 
	���������� [� [��� ����� �	�� ���� �����
 
�������� 
��	�
���� �	�����	�����

��%	�
��	 &� /������ ��	� ��� ��� ��	���� ��������
� ������� ��	
�����	�

���
� ��� ���� ��� �	�� ������� 	
� ��� 
��	

� �
��� ���� �����������
 ����

� �� � �� ���
�� ���� ������	���
� �� �	�� �
����	
� �� � ] )� $ � � � ����

���
����
� ����� 	�� ����
��� �
 � ��� 	�� ��� �	�� ��� 	
���� 	

 �������

0� �	

 ���� ���� �����������
 	� �
�����
� 
��	

� �
��� �1&�"/� �"��� ��

��������� ��
	���
 ���� ������� �� ��� � #
 ���� �	�� �� �	� ��	� ��� 	��

	

��� ��	
�����	���
��

Z� [��� �
�� ��
� ����� 
	���������� 
�� �������� 
�� 
�����! ��� ����
�	�����	���� �
� ��� ���������
� 
��[�� �� ���
�� �� ������
� 
�� ��� "����
����	�
���� ��� �
�� ���
�� �� ��� ������
� �� �� �� �
���� ��� ����� ����	�
�
���� [���� �� ��"��� ��� �
�� ������
� �� ���
�� $�� � ] )� $ � � � 
�� �� ���
�
�� ��� 
����� 
�� �������

� ��� �������� ��� ��� ����� ���������
��

)�� ��#$� * ��$�$�! �' ��� �"������

k��	�� ��
� ��� ��
�� � �� ��! ��� ����
�� � 
��� �	����� [��� p

�
��
�	�� � 
�� � �� ��� ��
������
���� �� 
����
 	��� �� ��� 
��	� ��!

� � � → � ^ )�

#����� ��
� 
� 
 ������
��
� ��
�� d[��� ����"���� ������
 f! 
�� 
� 
 ��
�
�	�� ��
�� d[��� p

� ��
�	��f! ��� 
��	� �� �� ��� �
�� 
� ��� ��
�� ��

��	�

∏∞
� Z
$ d[��� ��� d�� �

�
�f �����	��� ��
�	��f� \�	� [� �
� ��������

��� �
�	�
� 
����� �� ��� 
��	�
∑∞

� Z
$ �� ���
i�� 	� �������� ��� ������� � ∈ �� 
� 
 ��j	���� d��� ��� � � � f [��� � ]

'� )! �� ��� � 
��� �������������� \[� ��j	����� {��}� {��} 
�� �
���� ���

�
	
 �� �� ] �� ��� 
�� � � ��d�� �f� +����� ��j	����� d��
� ��! ��j	�����

))



[���� 
�� ��"�
� [��� d'f∞ ���������� �� �
�	�
� �
����
� ����
���! ���
j	����� [���� 
�� ��"�
� �� d)f∞ ���������� �� ��

���� �
����
� ����
����
s
�� �j	��
����� ��
�� �� ��"�
� ��j	����� �� 
� ����� �� ��� 
����� �� ���

��	�

∑∞
� Z
$�

����� �� '� "�� ����� �	������
 �� �������� � �� ��� �	������
 �
�� ���
������ �� ��� �������� �� �
����� �	���
	
 
������ Z ⊂ ��� 	
� �


����� �� ��	��� �����������
 

+� "�� ����� �	������
 �d� f �� ��� �������� � �
 ��� ��� �� \Z ���
�����

���� ��� �	������
 �
�� ���
	
 �
	���� ��� ���� ��� ����� �	������
 �� ���

�����
∑∞

� Z
$� /� ����� ��� �	������
� 	�� ��� �	�� d��� 'f 

�d� f ] �d
∞∑
�

Z
$f ��� 2�

"�� �
������ Z ��
��	�� �
� � ������� ��� ��������� �
�� ��� �
	����

�� ���
	
��� 3 ���
	
 ���� d'f∞ 	
� d)f∞�

4����� �� � ∈ Z� ���� �������� � �� ] � ^ � 
�� � 
�� ��"�
�b �� � �] '!
���� � − ) 
�� � 
�� ��"�
�� q����j	���� ! �� � ∈ Z 
�� � ∈ Z! ���� � ^ �

�� � 
�� ��"�
�� �� �� � 
�� ��"�
� ���� ����� ������ � ∈ Z� �	�� ��
�
������ � ^ � ] � �� � ^ � ] �� \�� ����� Z �������� �� �[� ��
���� �� ��"�
�
��j	����� h ��� ��"�
� [��� '∞! 
�� ��� [��� d)f∞�

Z� �
� ������� � ������� �� ��� 
������ ����� � �� ��� 
��	� �� [��� ���

��	�

∑∞
� Z
$! �� �� �������� 
 ����
� ����� �� � �� Z �� ��� 
��	�

∑∞
� Z
$�

$'����� �� (
 �
�������
� ��	��
� �� ���� 
�
�����	
 
�
�	� ����� �� �� ���

��� ���
� � ] −�
� ∈ ��� ����� �	� ��	��� �����������


−�
� ] d)'f∞

���� ��
���� #�� � ������ �� ��� ��� {�
� − � | � ∈ Z}� -
 ��� ����� �	
��

��� ����� �� ��� �
	�� �� 	

 ��*��
��� ���
	
 ���� d)'f∞� �� �� �� ������
� ��
����� �� ���� Z ���� ������ �� ���� ����	 �� ���
���� ��� �����

∑
Z
$ �����

�	�	������.�� ��	� �
	�� �
 ��� 
	���	
 ��
��� ���� ��� ����� Z� "�� ��	���

�	
 �� ���� �	��
��

$'����� (� 5����� ��	� ��� ����� 	∞ 	
�� 	��� �
 ��� �����

�� 

∞∏
�

Z
$

)$



	� ����� ������	���
� �� ��� ������
	���� $������ ��� ����� �	������
 ��

�
�� ��	
 ��� �	������
 �
�� �
	���� �� ���
	
���� ��� ���� 
�� ���
���� ����

�� d��� 'f� "�� ����	

�� 4	��	
 	����������� _))` 	
�� 	��� �
 ��� ������

	
� �	� ��� �	�� ����� �	������
 	� ��� 	����
 �� 	∞� �
�
��� ���������

������

�� 
 ��
�	������������
 ��
������
���� � �� �� �
� ��� �
�� ����� �
��
������ 
� ��� �������� � ! ���� �	� ����	�
� ��� � ������� � \�� �	���
���� � � � �→ 
d�f ∈ Z ��

�� ] � ����� ] � ^ 
d�f�

d���� 
������� �� �� ��� ����� �� ��� 
��	� ��f� Z� �
� ������� �����
����	�
�� +�� ��
����!

��� ] � ������� ] � ^ 
d�� �f d��� ��f�


�� �� ���
k� ��� �
�� ����! [� ������� ��
� ��������
���� �� ��� ����� ��
������

�
���� ����[ �� 
 � ���
� ��������
���� �� ����� ����� � #
��� ! [� [���
�������� ��� [�������[� ����� � ���� ���� ��� ����� �� ���[ �� ��� � 
���
�������� d��
� ��! ��� ���
���� ���
��
���f! 
�� ��� ���� [� [��� 	�� ��� 
���
��
��a
���� �� ��� ����� 
	����������! 
�� ��� ������������
 ����� ����
�	�
����� �� ��� ����
����

)�� �� "$�$�! & "�.!$�$�! �' ��� �����  (�����*�$��

Z� ���
�� ��� ��"������ �� ��� ����� 
	����������� q������� ��� 
���
�
��� {'� )} 
�� ��"�� ��� ����� �����������
 � 

�d'f ] ')�

�d)f ] )'�

\��� �� �������� �� 
�� [���� �� ��� 
���
��� {'� )} � ����
���
����� \��
\�	�h����� ��j	���� �� 
 "��� ����� �� ��� �	�����	����!

� ] ������ · · · ] ���
�→∞ ��d'f ] '))')''))'')'))' � � � �

\�� ��j	���� � ��� � ��� �	��

�_'� $��� − )` ] �_'� $� − )` u�_'� $� − )` ��� � ≥ '�

[���� �_ � !` ] �� · · · �	 
�� u�_ � � � ` ������� ��
�
��
 ' ↔ ) ������ _ � � � `�

),



\�� ��j	���� � �� ����,��������� d�� [���� 
���
� , ����� ����
���� f!

�� �����
�� �� ����%��������� 
�� ����g���������� \�� ��j	���� �� [���
���[� �� ������
������! ��
��! 
�� � ������ � �
�����

Z� ���� ��"�� ��� ����� 
	����������� q������� ��� ��� �� 
�� �[��
����� ��"���� ��j	����� �� ��� 
���
��� {'� )}! 
�� �	��[���� �� [���� 
�� ���
�	��[���� �� ��� ��"���� �����h\�	� ��j	���� �	b ���� �� ��� �
�� ��� 
� ���
[�
� ����	�� �� ��� �[������� ������ �� ��� �����h\�	� ��j	���� �� \��� �� 

���������
��
�� ����
�� �	���� d�� ��� [�
� ������
 f M �� ��� ��
�� " ]
{'� )}Z� \�� d����f ����� �� M �� � ��"������ ��� ����� 	�����������

�� � 
� 
 ������
��
� ��
�� [��� 
����� �� Z�
Z� ���
�� ��� �
�� ���������� �� ��� ����� 
	���������� d��� ��� �
�����

�
���� ����	���
 _g`! 
�� ���� ������ ���
������ _.`f�

������� )� "�� 	����������� � �� 	 ��
��	
� �
�*��
� �������� �
��
����
� �������
�� ��	
�����	���
 �� M� "�� �������� �� ��� ��������
��
�

�
��	�� ����	��� #� �
 ��dM� �f ������ � �� ��� �
�*�� �
�	��	
� ��	�

����� �� ������ 	
� ��
�	�
� 	 �������� �	�� ����� �� ��	��� �	
� ��� �	��

	� ��� ��� $���������� 	
� 	 ��
��
���� �	�� ����� �� ��
��
	� ���� �������

�� &������� ��	�����

� ��� ����� �����������
�� ��� 
�� ���
� ����
�

�
��

-�� �"$+ �� &$/ �$�! �' ��� ����� �� !�'��� �$�!

q������� ��� 
��	� ��! ��� ����
�� 
����
� 
��	� �� ��� $�
��� ����
���
	���� 
�������� �� �� ���
� ��
� 
� 
 ��
�	�� ��
�� ���� �� ���������� �� ���
��	��
��� ����	�� �� ������ �� ��� 
��	� Z
$� ��

∼] {'� )}N� \�� ��������
��
������
���� � �� 
� 	��� ��	
�����	���
 � ��"������! [��� ������� ��
��� �
�	�
� �
���
� d������
�
����f ����� �� ��� 
��	� �� $�
��� ����
����

� � � �→ � ^ )�

Z� [
�� �� ����
�� ��� ����� 
	���������� 
�� ��� $���������� +��
���� [� 	�� ��� �� �
���� 	��� ��	
�.	���
 �� ��� ����� 
	����������� \��

����
� ��"������ �� 
� 
��� ��
������
���� ��j	���� 
� N�
�
��� 
�
�� d��
�	� �
��! 
 
�
�� [��� ��� �[� �������� ' 
�� ) �� 
�� ������! 
�� ������
��
�� ���[��� 
� �[� �������� �� 
�m
���� ������f! 
�� [��� 
 ����
� �����

�(� ��
�� ���	�� �
�� �� �
� �
��� �
��� ���
��
� ������	�� ���
 �
� ���
��
� 	�#��	
�� ��

)%



�� ��� ��� �� ��
�� [���� ��� �� 
 
���� ������� +�� ��� ��������! ��� �����
�� ��� �
�� ��� ���� ��������� 
� ��
� [���� ����� ���� ) �� 
��
��� ��
�

� ��
� [���� ���� ���� '� �� ����� �� ���
�� ��� ����� ��
������
����
[� ��	
�� ��� ����� �� ��� �����
� '� ) ����
��
� �
 ��� 
��� �����
!

' ≺� )� ) ≺� '


� �����[��
{��} ≺ {��} ⇐⇒ ∃ ! � �� ] �� ���  � !


��
{�	} ≺
 �	� [���� � ] �	�� ] �	���

\��� 
���[� 	� �� ��"�� 
 ��[ �
���
� ����� 
� ��� ������
�
���� ����� ��
��� ��"�
� ��� �� �
���! �� ������ �� �� �� ��� �� 
�� ��j	����� �� '� )�

Z� ��[ ���[ [�
� ��� ���� ����� �� �� ��� ����� �� ��� ��[ ������
�� ����� �� ��"�� ��� ���� ��j	���� �� ��� ��j	���� � ] d��� ��� � � � f ∈
��� �� ] '� )� [� 	�� ��� �����[��
 ������	���

)� ���� ����	
� ��� ��j	���� 	���� ��� "��� ���������� �� � ����� �� ]
����! ���� [��� �� ������ � � � '' �� � � � ))b

$� q�
�
� '' → )'! �� )) → ')b

,� �	�����	�� 
�� ��� ������	� ��
��� �� ����! ))))) · · · ) �� ��� "��� �
��!

�� ������������
� �� a���� ''''' · · · ' �� ��� ������ �
���

�dd')f�''∗f ] d)����'∗f�
�dd')f�)∗f ] d'��)∗f�
�dd)'f�'∗f ] d)��'∗f�

�dd)'f�))∗f ] d'����)∗f�

+�� ��
����!

�d''∗f ] )'∗�
�d')''∗f ] )))'∗�
�d'))∗f ] '')�

�d)''∗f ] ))'�

�d)'))f ] ''')

\�� �	�� ���������
 ��[ �� 
� ���� � �� �d�f �
 
��� �� ��������� 
�
�����[�� �	����� ��
� �� 
 ��j	����

�� � � ] d��� ��� � � � ��� ����� � � � f� �� ] '� )�  ] ) � � �

)g



��� "��� �[� 
�m
���� �������
��� [���� 
�� �j	
� 
�� �� ] �����
\��� ��
�� ��
� �� ] �� ] �
 ] · · · ] �� �] �� ] �	 ] � � � ��! [����

������ 
 ] $� % ] $ ^ ) �� 
 ] $ − )� % ] $ ��������
 �� ��� �
��� �� $�
�� �� ] '! ���� ��� ��j	���� �d�f �
� ��� "��� $ − ) �������
��� �j	
�

�� )! 
�� 
�� �	���j	��� �������
��� 
�� ��� ��
�
��� d)� ) � � � )� '� ∗� ∗f� ��
���� �
��! �� ��� ����	�
 �d�f ] � ^ 
d�f! [� �
�� 
d�f � '�

�� �� ] ) ���� �d�f �
� ��� "��� $ − ) �������
��� �j	
� �� '! 
�� 
��
�	���j	��� �������
��� 
�� ��� ��
�
��� d'� '� � � � '� )� ∗� ∗ � � � f� �� ���� �
��!
�� ��� ����	�
 �d�f ] � ^ 
d�f! [� �
�� 
d�f � '�

v	� 
�
������ �� ��"������ �� �d�f ���� ��� [��� �� � �
� "����� 
�
� '� �� )� �� �j	
� 
�m
���� �������
��� [��� ' 
�� )� ��"�� 
� 
�
��������
	
 ��� �� �� ��� ��	��
��� ��� �� ������ �� �� [���� � 
��� ������
�������� �
� "����� �
� 
�m
���� �
��� ��� ���� �� ��� � ��� �� ] ���� ] '

�� �� ] ���� ] )! �� d�� 
 ���� ������ �����������f ��� ��� �� ��j	�����
[���� 
�� ��"�
� �� d'f∞� d)f∞� d')f∞� d)'f∞�

������� *� "�� ����� �	������
 �� ��� ����� ��	
�����	���
 � �
 ��� 	���

��	
�.	���
 d��� 'f ���
����� ���� ��� ����� �	������
 �� ��� ��������� ����

��	��
�� ��
����� ��� � ������ �� ��� ���
� � ∈ �� ����� �	� �
�
���
� �	
�

������
	��� ���� �� ] ����� 	
� �
�
���
� �	
� '� 	
� )� ����� ������ �
 	

��� �� ��

 ��	������ "��
 ��� ����� �� � ���
����� ���� ��� ��� �� 	

 ���
��

����� 	�� ���
	
 ���� �� -
 ��� ��� �� ��������
	
 ���
�� ������ �	� $		�

��	���� '� ��� ����� �*���	
�
�� ��
	���
 �� � �� ��6���
� ���� ��� ��
	���


�� ���
	
����

4����� Z� ��
�� ��� ����� [��� 
 ������ ����
�

����� &� &�� � ∈ �� 	
� 	����� ��	� � ] {�� � � � } �� ��� ��	��� ���	
�

���
 �� �� #� ��� ���� $ �� �	�� �� ] ����� ���
 �	�� �
���
� � �� �� ���

����� �� ] ��� ) �  � $ ��
�
�� �� ��� � ������ �� ��

4����� �	����� ��
� �� ] '� \��� �� [� 
��� ��� ��"������ �� ��� �����
��
������
���� �� ��� ��j	���� [��� �������
���

�� ] �� ] · · · ] �� ] '�

[� ���
�� 
�� ����
��� '� ) � � � $� − )! �� ��� ��

���� �� � ������ �� ���
����� �� ] '� � ] ) � � � � ��������� [��� ��� ��� '� ) � � � $� − )! �����j	���� 

�� � [��� ��� ��������� �� ] ��� ) �  � $ �����
� �� ��� � ������ �� ���
����� �� �� �� ] ) ���� ��� �
�� �� ��	� �� [� ��
�� [��� 
 ��j	���� [���
�������
���

�� ] �� ] · · · ] �� ] )�

)&



*��	����
 �� ��� ����� �� \������ -! [� 	�� ��� ��������� ��
� ����� 
��
��"����� �
� � [��� �� ] ) �� ����� �� ��"�� �������� ��� �	�� d�[�������f
����� �� � d��� ��� �
�

�
�� 
���� 
��	� ���������
� ������f� #�[ �	�����
��
� �[� ������ � 
�� � 
�� ��"�
�! 
��

�� ] ��� � � ��

\��� ����� ������ $ � � �	�� ��
� �� ] ���� ] ' ��! � i���
 ,! � �����
�
�� ��� ����� �� �! ���������
 ��� ������

�� �� 
��� �������� �� ��"�� ��� ����� ��
������
���� 
� 
��� ��
������
�
���� 	���
 ��6���
��	���
 �� ���
� ��j	������ ��"�� ��� ��l������
����
����
����

� � �� → ��

� 
�d{��}∞���f ] {d���� − ��f ��� $� � ] '� )� � � � }�

Z� ���
�� ��
� ����� 
�� �� 
���! ������ n
���������o �� n
�
� ���o �������
����� ��� ��� ���
���� �� �� \�� ���� ���	�� d��� _.`f ���
��� ��� �����h\�	�
��j	���� �� ��� ����
��� ��

����� �� � ◦ � ] � ◦ ��

\��� �� 
� ������
�� ������
� �� ��� ��"������ �� � � \�� ��[ ��"������
[
� �
�� � ��� 
	���� 
� 
� ��
���� �� ��� 
��� ��
��a
���� �� ��� ��
���
����
���� d��� _&! ))`f� �� ��� 
��� ��
��a
����! ��� ����� ��
������
���� �
�� 
 $��������
 �� ��� �������� �� ��� 
�
���
�� �����

-�� 0(�* '(!+�$�! �' ��� �����  (�����*�$��	  !" �����

 �$�����$+

#�[ [� 
��� 
 ������� ���������� ��� ��� nm	����	������o 
d·f �� ��� ����
�	�
 �d�f ] �^
d�f� #����� ��
� ��� �
�	� �� ��� �	������ 
d�f ������� ��
��� "���� ��

���� �� �b ���� ��
��� ! �� ��� ��

���� d��� � � � ��f� $ ] $d�f
[���� $ ] ���{� | �� ] ����} d��� 
����f�

��"�� ��� ��j	�����

�� ]

⎧⎨
⎩

����−�
� �� $ ≡ ) d��� $f�

����−�
� �� $ ≡ ' d��� $f

��� $ ≥ '�
\�� "��� ��[ �
�	�� �� �� 
� 
 �	������ �� $ ] '� ) � � � 
�� ���[� ����[�

)-



$ ' ) $ , % g & - ( . · · ·
�� ' ) $ g )' $) %$ (g )-' ,%) · · ·

\��� ��j	���� �
���"�� ��� ���	������ ���
����

���� ] $� ^ ��−�� $ ] '� )� $ � � � �

[��� ��� �����
� ���������� �� ] '� �� ] )� k������ ������� ���
���� ��

��−� ^ �� ^ ) ] $��

Z� �����	�� ��
�
$�−� ≤ �� � $��

�� �� �
����	�
� ����� �
� ��� �� ��� �	���� �� �� ��� ������
� ���[��� �[�

�m
���� ��[��� �� $�

\�� ���	������ ���
����

��� ] $���−� ^ )b ����� ] $���� � ] )� $ � � � b �� ] '

�� 
 ������
� �� ��� ��"������� #����� ��
� ��� � 
��� ���
����� �� ������
������ �� ��� ��j	����

d')f
���
� ��� ��� $ � )


��
d)'f

�

� ��� ���� $ � '�

�� �j	��
����� 

d')f� ] ������ d)'f� ] )d')f�−� ] ����

+�� �
�� � ∈ ��! [� ��"�� $ ] $d�f �� �� ��� �����
� ����� �� ���
�������
�� ��� [���� ��� �j	
��� �� ] ���� ���	�� ��� ��� "��� ���� d���

����f� q����j	���� ! ��� 
�� � [���� �
� 
 ���������� '' �� )) [� �
�� ���
�����[��
 ���	���

������� +� '� "�� ��	
�����	���
 � �� ���
�� �
 ��� ����� �� �� $�
	��� �
������� #� �� ��
��
���� 	� 	

 ��� ��� ���
�� −�

� 	
� −�
� � "��

��	
�����	���
 � ��������� ��� $		� ��	���� �
 �� 	
� �� ������	

�

���������� �� ��� ����� 	������������

)(



+� "�� ���
���� �����
	 ��� ��� ����� ��	
�����	���
 �
 � ∈ �� ��

�d�f ]
{

� ^ ��� �� �� ] '�
� − ��� �� �� ] )�

����� $ ] $d�f�
)��� �	��� �	
 �� ��������� �
 ��� �����
	

�d�f ] � ^ d−)f����� ����� $ ] $d�f�

#� �� ����	�� ���� ���� ��� �
���	
 �����
	� �� ���	�


�d�f ] � ����� ] � ^ 
d�f�

��


d�f ] �d�f− � ] d−)f�����������

v	� ����	�
 �
� �� 
������ �� ��� ����
��� 
� �������� �� ��� 
��	� ��
� 
��� ����
��� Z ⊂ �� 
� �����[� +�� � ∈ Z! ������ � $d�f ��� �����
�
�	���� �� ��� ��
�� �� ��� � 
��� ������������� ��

� ]
∑

��$�� �� ] '� )

��� [���� ��� �
�	� ����� ] ������� ] �d�f� +�� ��
����!

$d�f ] )� �d�f ] '� �� � ≡ ' d��� %f�

$d�f ] )� �d�f ] )b �� � ≡ , d��� %f�

$d�f ] $� �d�f ] '� �� � ≡ ) d��� (f�

$d�f ] $� �d�f ] )b �� � ≡ & d��� (f�

\�� 
����
� ����	�
 ��� �� � ] )� $ � � � �� ��� �����[��
�

$d�f ] �� �d�f ] '� �� � ≡ ��−�d��� $���f


��
$d�f ] �� �d�f ] )� �� � ≡ −��−� − )d��� $���f�

\�� 
����
� ����	�
 ��� �d�f! [���� 
����
��a�� ��� ����	�
 
����! ��

�d�f ] �^ d−)f
���������

\�	� [� ���
�� ��� ����� ����� �
 ��� �
������� ��� �����[��
 �
��� ���	��
��
��� ���� ����� �� ��� ����
��	� N [���� �� �
�� ��� ����� �� ��

).



� ' ) $ , % g & - ( . )' )) )$ ), )% )g
�d�f ) , - $ g )g % & . )) ,) )' ), ( )$ )%

\�� ��������� �� ��

���� ����
��� �� 
���� � ��� ���
����

�d−�f ] −�d� − )f− )�

\��� 
��� ��� ����� �� ��� ����� �
�� ����� ������������
 �� ��

�) �$ �, �% �g �& �-
�$ �% �( �, �& �)& �g

\���� �
���� 
��� ��� ���� �	�����	���� 
� ��� ����� �� Z� �
�� ���� ���
����� ������

\�� �����[��
 ��j	����� ���[ 	� ��� ����� � �
���� �� ��� ����
���!
�
��� [�
� �� ��� ����� ����������
 �� ��� ����
����

' → ) → , → $ → - → & → % → g → )g · · · �


�� ��� ��

���� ����
����

−) → −$ → −% → −, → −( → −- → −g → −& · · · �

k� [� �
[! ��� ����
��� 
����
�� ��� ���������
� d����f������� � d���

���� 
�� ������� %�)fb �	� 
�
� �� �� �������� ���� ����������
 ��� 
������
������ 
�� �� ������� ��� ���� �	�����	����� �� 
 ���� �������� �����

� ��� ����	���� �� �
�� �����
���
���� ��
� 	���

����	�
��

#�[ [� 
�� ��
� �� 
��� ��� 
��[�� �� ��� j	������ 
��	� 
����
� ����
�	�����	����� ��� ��� ����� 
	����������� \�� "��� ���� �� ��� ��"������
�� ��� ����������
 "���� ����	�
����� d�������� �� ��� 
��	�� 	��f [����
[��� �� 	��� �� �������� ��� ����������
 �� ��� 
��	� Z! 
�� ��� ���� �	�����
�	������

1�� ��.!$�$�! �' ����� *���(� �$�!�  !" ����� ��"��

v	� "��� ������	����� �������� ���� �����
� �������� �� ��� "���� � �������

��	�� 	�� [���� [� �
�� ����� ������	���
�! 
�� ��"��� 
 ����
� ����� ��
��� ��� )� $� � � � $��

$'



+�� 
�� � � ) [� [��� ��"�� � ���	����� 
 ����	�
���� �� ∈ 	�� � �� ��
���������� ��� ���� ��"������ �� �������� ��� ������� ��� �� ����
���� {$�� $�^
)� � � � � $���−)}! �����
� �� {)� � � � $�}b �
��� [� [��� 	�� �� 
� ����	�
����� ��

� 
�����
� ����
� ������� ��� �� ����
��� �� �^)� �^$� � � � � �^$�− )� � ∈ Z

d	���
 ��� �����  →  ^ ��  ] $�� � � � $��� − )f�
p��� 
�� ���� �� ��� "��� ����	�
����� d�])!$!,f ��������� �� � ���

�����

�� � d$� ,f�

�� � d%� g� -� &f�

�� � d(� .� ))� )'� )g� )%� )$� ),f�

Z� ��"�� ��� ����� ����	�
����� ��� 
�����
� � � ���	������ �	�����
[� �
�� 
���
� ��"��� ��−�! 
� 
 ����	�
���� �� ��� ���

{$�−�� � � � � $� − )}�

\��� �� [��� �� ��"��� 
� 
 ����	�
���� �� ��� ���

{$�� � � � � $��� − )}�

\�� 
����� �� �� �� ��� "��� �
�� �� ��� ��� {$�� � � � � $�^$�−�−)} �� ��"���

� 
� n
�����o ����� �� ����	�
���� ��−� ���� $�� ���� �������� !

��d f ] ��−�d − $�−�f ^ $�−�� $� ≤  ≤ $� ^ $�−� − )

[��� ��� ������
�� ����������

��d����f ] $��� − )

d�������� ��
� $� � ���� � $���f� v� ��� ������ �
�� {$�^$�−�� � � � � $���−
)} ��� 
����� �� �� �� 
��� �
�� �� ������ �� ��� 
����� �� ��−�! �	� ���
��� 
��l������

��d f ] ��−�d − $�f ^ $��




�� [��� ��� ����������

��d$� ^ ��f ] $��

k�� ����� ����	�
����� 
�� [������"���! 
�� 
�� � ���� ����	�
�����! ����
��������� ��� "��� 
�� ������ ��
����� �
���� �� ��� ��� $� � � � $��� − ) 
��
n
����� ���
��
��o �� ��� ����� ��
� ����� �� ��� ��� ������� �� �
�� �
��
��
� �
� ��� ��

� �� ��� �������� �
���

$)



Z� [��� 	�� ��� ����� ����	�
����� �� ����� �� ��"�� ��� ����
� �����
�� ��� ���� +�� ���� [� ���� �� ���	7 ��� ���
� 	� �
� ���
�� \��� ����� [�
[��� �
�� ��� ���� d�� ��� ��
��	
f �����! 
�� ��� ������

� d�� ��� � ���f 
�
��� 
	�� d�� ��� �	���	
f ������ Z� [��� [���� ��� � ��� ���� ��� "��� �����
[��� �� �� 
���
� ���������

Z� ��[ ��"�� �[� �������� ����
� ������ �� ��� ���

{$�� $� ^ )� � � � � $��� − )}�

���
���
 ��� � ��� 
� �����[�� \�� ����� &� �
� �����
� ������� $���−) 
��
��� ������ ����� u&� �
� �����
� ������� $�� �� �� ���
� ���� ��� ��"������
��
� ��� �
���
� d�� ��� �
��f ������� �� ��� ����� &� �� ����! 
�� �� ���
����� u&� ��� �
���
� ������� �� $��� ^ $� − ���� − )� \�� ����� u&� ��
����� ��� ��

� �� &� 	���� ��t������  ↔ $��� ^ $� −  − )� *��
�� ��
�
��� � ���� � � � ��
�� ��
� � �� ���� �� � �� ��� ����� �� ��� ������

\�� ���	��	�� �� ��� ����� ����	�
���� 
�� ����� [��� �� ���� ��
���
�
���� �� [� ������ ��� ��� {$�� � � � � $��� − )} ���� 
��	�� �� ��	� ���������
Z� [��� ��� ��
� ����� 
�� �[� � ��� d& 
�� u&f �� �	�� 
��	�� [���� 
��

�����
���

$'����� ,�

&� � )g � )% � )$ � ), � ( � . � )) � )'�

u&� � ( � . � )) � )' � )g � )% � )$ � ),�

1�� � !"�� &$!� � ��"�� �! ��� ,��(* Z	  !" �$�� �(#��$�(2

�$�! '�� ��� ����� �� !�'��� �$�!

Z� [
�� �� ��"�� 
� �������� ����
� ����� �� ��� 
��	� Z ��������
 �� �
[���� ����������� �� ��� ���� �	�����	���� ���� ��� �������� �� ��� �����
��
������
�����

· · ·→ 
d−$� �f→ 
d−)� �f→ 
d'� �f]'→ 
d)� �f] 
d�f→ 
d$� �f→· · · �

[���� [� ���
�� ��
� ��� ] � ������� \�� �
�	�� �� 
d�� �f ��� 
 "��� 
������ �
�	� ���� 
�� �� ��� 
��	� Z� \�	� [� [
�� �� ������� ��� ����� �� � �� ���
����� �� � �

��%	�
��	 �� "�� ����� �	
��� ����� &d�f ���������
��
� �� ��� 
�
�

��������
	
 ���
� �� �
 ��� ����� Z �� ��� 
�
�	� ����� ���
�� ���
� ���
�	� � �→ 
d�� �f ����� ��� ] � �������� #
 ����� ������ �� �� ��� ���������
�

�� ��� � ������ �� ��� � ������ �
 ��� ����� �� ��� ���
� ��

$$



Z� [��� 
��� 
� �������� ����������� �� ��� ����� ����� d��������
 �� �f�
+����� ! [� �������� ��� ���	��	�� �� �	� 
��[��! 
�� ����
�� [�
� ��� �����
����
� ����� &d�f ����� �����

��%	�
��	 (� ( ����� ����
� ����� & �
 ��� ����� Z ��������� ��� 
�
�	�

������ �
 ��� ������� �� ���
�	�
� �	
� �
��� �
����	
� �
 Z� �	�� �� 
�
���

	 ����� �� ���� ��� �
��
 �� ����� �� ��� ���
� ������ -
 �	�� �� ��� �
���

�
����	
�� ��� 
�
�	� ����� ��

��� ��� ����� ����� ���
�� 	����� 	
� ��

�
�� ��� ���
�	�� �
���
�� ���� �	���	
 	
� ��
��	
 ���
�� �� ��� 	�!	��
�
�
����	
���

�	�� 
� �������
! 
�� �	�� 
 ������������
 ��"���� ����	�
����! �����
�
�� ��� ��
�� �� 
��	

� �
��� 
�
�	� ������
�� �� Z ��"��� �� ������� $�%� \��
����� ������� �� ��� ����� � 
�� �� ��������� �
���� 
 �	
��� ������

\�� ���
�� "���� �������
 �
� 
 � ���� �� �����
���
 ������
�� �� Z ��
���
�� $� ��� �
���	� �! 
�� [� �j	�� �
�� �� ����� [��� ��� ����� ������ k�
�
�� ��

� �� 
���
�� ��
� ��� ��� ������
� �� ����	��� �� ��� ��[ ������
��
\�� "�
� ������ �� �
�� ����
� ����� &� 
�� 
�	�� �� ��� �� ��� ��	��
� 
������ �� ��� ���� ������
�� \�� ���
�� 
�� ����� �� 
�	��
 �
��� �������
�� ��� �������������
� ����� �! ������ ��� ���	��	�� �� ��� ������	����� ��
	������
��

Z� ���� �������� �� ���� ���
�� �	�� 
 ������	������

1�) � * � ����$/ �$�! �' ��� *�$!�� $! 3�

�� �� ���������� �� �
�
������a� ��� ������ � ∈ �� 
� �����[� i�� � ]
d��� �� � � � f �� ��� � 
��� ������������� �� �� \�� ��j	���� �� �������
���
�� 
 ��j	���� �� ����������� '� ) �
��
���� [��� ����
����� d�� �

�
�f� �����
�

�� ��� �������
��� �� �! [� �������� 
�� ��� �	����� $�d�f� $�d�f · · · �� �����
���
��� ��� [���� ��� ] �����! 
�� "� 
��� ��� �
�	� ' �� ) �� ��� ] �d�f� +��

����� 
�� �������� � ��� ��j	���� {$�} �� 
� ��"���� �����
���
 ��j	����!
[���� ��
����� [��� �d�f ] '� ) ��"��� � 	��j	�� � ������! �� �� �
� �� ���
��
� �� [� ���[ {$�} 
�� �d�f ���� [� �
� ������� 
�� ��� �	���j	��� ���
�����
���
� \�� ����
�������� ���������� �� ��� �
�
������ �
� �� ���
����
���� ��� �
�� ��
� ��� p

� ��
�	�� �� ��� �����	��� ��
�	���

����� (� '� "�� ��6���
��� $��� − $� 	�� ����	

� �
����
��
� 	
�

�	�� ��� �	�� ���������	
 �����������


'$(�{$� ] �} ] $−�� � ] )� � � � �
�/
� ��!����� {����$} ��� �� ����� ����	 ������ �� ����� �� �
� 	�9����������� � ���"

���� � ���� :������ '�4� ����� ����$ �� �
�  ���� �� �
��
 �
� ��!����� �� 
�� � )�

$,



+� 8�
����� ��� ��
����
 
d�f ���� /�����
 +�+ ���� �� ] � ������ "��


'$(�{
d�f ] ±��} ≡ '$(�{rd�fd�f ] ±��} ] '$(�{$�d�f ] $} ] �
�� �

\��� ��
�� ��
� ��� �
�	�� �� 
d�f 
�� ��� 
�����
� ! 
�� �
�� ��������
��
�� �����
���
 ����
����� �

+�� �b ��� �
�� �	�� ������! ������������
 �
�
 {$�d�f ] $�}�∈N! 
�� �d�f ]
�! [� �
�� 
 ������������
 ����������
 �� ��� 
��	� Z� \�� ����� � [���
���������� �� ' �� ��� 
��	� Z! 
�� ��� �����
� ����� �� ��� 
��	� Z

����������� �� ��� � �
���� �� ��� �������� � � � ���

1�- ��!���(+�$�! �' ��� ����� &$!� � ��"��	  !" $�� �$��2

�(#��$�(�$�!�

#�[ [� �������� ��� 
�
������ [���� ��j	����
�� ������	���! ��� �
�� ��

�
���� �� � 
��� �	�����! ��� "�
� ������
� �� Z [��� ��� ������ ����
� ������

)� \�� �����
� ������
� �� ������	���� 
� �����[�� q������� $�d�f! [����
�� 
��
��� ��
� �� �j	
� �� ) � ��"������� �� $� ] )! ���� � ]
d'� '∗� ∗ � � � f �� � ] d)� )� ∗� ∗ � � � f� �� ��� "��� �
��! �� ] �� ]
d)� '� ∗� ∗ � � � f! �� ��� � ���

� �� � d�� 'f �� ��� �
�� 
� ��� � ���

�

�� �� )! ��	� ) �� � ����� �� '� �� ��� ������ �
�� �� ] �−��! ��
��
� −) �� � ����� �� '� \�	� ��� �����
� ������
� �� ������ {'� )} [���
��� 	�	
� ����
� �����! �� {−)� '} [��� ��
� ����
� ������ �	����� ��[
��
� $� ] $ � )� �� ���� �
�� ��� �����
� d$ − )f���

���� �� � �
�
�������
��� d')f�� d)'f�� )d')f� �� 'd)'f�! [���� % ] �−�

� �� % ] �−�
�

��������
 �� ��� �
��� �� $� Z� [��� �������� $� ������ ���� �� [����
�������
��� [��� ������� � � $ 
�� ��� �
�� 
� ��� �������
��� �� ��
\�� ��� �� ����� ������ �� Z �� ��� ������
� '� )� � � � $�! 
�� [� [��� �����
���� ��� �� ����� ��
� ��� ��

���� ��� � � � �� �� ��� ����� � ��
��� �� ���
��
�� �� ' �� Z� Z� ��
���
�� ��� ������
� �� ����
��� {'� ) � � � $�−)} ⊂ Z

�� ��� ������
� �� ����
���

u�� ] {−��−��−��−� ^ )� � � � '� � � � � $� − ��−� − ) ] ��}

�� �� ] '! ��

u�� ] {−���−�� ^ )� � � � � '� � � � � $� − �� − ) ] ��−�}

�� �� ] )� \���� 
�� ��� �����
� ������
�� �� �	� ������	�����! �
��� 

�� ] d−��−�� ��f

$%




��
u�� ] d−��� ��−�f�

�� ��� ������	����� [� �
�� ��� 	��� ��� ��

����

d��� ��� � � � ����f

�� ��� ����� �� Z� �	�� ��"�� 
 ��[ ����
� ����� �� ���� ��� 
�������

�� ��� 
����� �� ��� ����� ��
������
�����

$� #�[ [� 
��� ��� ����� ����� &� �� ��� ������
� �� 
�� u&� �� ���
������
� u�� ��"��� 
����! 	���
 ��� ����� �� $�� $��� − ) �� ����� �[�
������
��! 
� ��������� �� ��� ������	� ����� Z� ���
�� 
 ����
� �����
�� ��� ������
�� ��������
 �� [������ �� �� ' �� )� q
�� ��
 ���
��	��
� ������ ���� ��� ������
�

$�� � � � � $��� − )

�� ��� ������
� [���� [� ���
���� 
���� ��� �����[��
 ��	��
� ������
�� �	� ����
� ������ �����
� d�����
�f ������ 
��

−��−� ∈ d��� &d$ff�

������������
� 
��−� ∈ du��f� u&d$ff�


�� ��� �
���
� d�� �
��f ������ 
��

��−� ^ ) ∈ d��� &d$ff�

������������
� 
−��−� − ) ∈ du��� u&d$ff�

Z� �
�� ���
���� ��� �����
� ���� �� ��� ������	����� �� ��� ����
�
����� &d�f�

$'����� ��� &�� $� ] ,� "��
 � ] d'� )� '� '� ∗� � � � f �� � ] d)� '� )� )� ∗ � � � f�
	
� �
� �� ��� �
�� �� ��� �
����	
 ��

 �� �� ] g� 	
� �� ���	�
 ��� �
����	


d−$�−)� '� )� $� ,� %� gf

��� ��� ���� �	�� 	
�

d−g�−%�−,�−$�−)� '� )� $f

$g



��� ��� ����
� �	��� "�� �
���	
 ���
�� 	�� −$ 	
� ^$ 	
� ��� 
	�� ���
��

	�� , 	
� −, ��������
��
�
�� "�� 
�
�	� ������ 	�� & 	
� u& � 
	��
�

−$ → −) → ) → ' → g → % → $ → ,�

��

$ → ) → −) → ' → −g → −% → −$ → −,�

Z� �
�� 
���� 
� �������� ���� �� ��� "��� �
�� �� ��� ���� �	�����	����
��� �
�� �����! �� [� 
���
� �
�� 
� 
�
������ ��� �
��	�
���
 ��� �	������

d·f� ���
	�� ���� �	������ 	��j	�� ��"��� ��� �	������� 
d�� ·f � ���
����	�



d�� �f ]
�−�∑
���


d� ��f�

�� �� �������� �� ���� ��� 
�
������ ��� ������	����
 ��� ���� �	�����	����
����� p�[���� [� [��� 
��� 
 ������	
���� �� ����� �� �������� �� 
� 
 �
����
����������
 �� ��� [���� 
��	� Z�

d,f \�� 
����
� ���	����� ���� �
 �� ��������� 
� �����[�� �	�����
��
� [� �
�� 
���
� ���������� ��� "��� � − ) ������� �� ��� ���
j	���� $�−�d�f ≡ $�−�! 
�� ���
���� ��� ����
� ����� �� ��� �� ���
������
�� ��−�d�f ] {��−�� )�−�} �� ���
�� $��−� 
�� ����	���
 ' ∈ Z

[���� �� �j	����� [��� ��� ����� ����
� ����� &��−� �� u&��−� [���
��� �����
� ����� �� ��� ����� ��������� [��� ��� �� ��� ���������
�� ��! ������ ��−� �� )�−� ������������
� � Z� [��� ������ ��� ����
������
� ��d�f ] {��� )�} 
�� ��"�� 
 ����
� ����� �� �� �� 
� �� ���
��	�� ��−�d�f! 
�� �	�� ��
� ��� ����������� �� ��� ����
� ����� �� ��−�d�f
��������� [��� ��� �����
� ����
� ������ q������� ��� �	���� $�! ����

��� ���� 
���� $�−� [��� �j	
� �������
��� ��� ] ������ ������ ���
�
���
� ����� �� ��� ����� �� ��−� � *�−�� \���� 
�� �[� �
����

d
f �� $� ] $�−�^)! ���� ��� ] ����� 
�� �� ���� �
�� �� ] ��−�∪+ !
��� �����
� ������� �� �� �� ��� �
�� 
� �� ��−�! [���� + ��

� ������
� 
�m�����
 ��−� ���� ��� ���� [���� �� �������� �� ���
�����
� �������� \�� ����
� ����� �� �� �
� ��� �
�� � �� & �� u&

� �� ��−�� \�� ���� ������� �� ��� �
���
� ������� �� ��−�

�� �� [��� �� ��� ������ d���������
�f �������� �� ���

d�f �� $� � $�−�^) ���� ��� ������	����� ������� �� ��� �
��� �� ���
��l������ $�−$�−� � )� �� ���� ��l������ �� ���! ���� ���−� �] ���

�� ��� ����� ����� �� �� [��� ��
�
� ��� � �� �� �� �������� ��

$&



��� � �� �� ����� ��−�b �� �
����	�
� ��� �����
� ������� �� ��!
�
 ��! [��� �� �� ��� �������� ���� �� ��� �����
� ������� )�
�� ��−�� �� ��� ��l������ �� ����! ���� �����
� �������� 
��
���� � �� ���� )� #�[ ��� ������
� �� ] + ∪ ��−� ∪ + ′ [���� +� + ′


�� 
�m
���� �� ��� ��−� ������
�� �� Z� \�� ���
��� �� + 
�� �� + ′


�� �j	
� ��

|+ | ]
∑

����−��������−���≡��−����

$�b


��
|+ ′| ]

∑
����−��������−���≡����−����

$��

�� �� ���
� ��
� ��� ���
�� �� �� �� $�� � � ��"������! ��� �����������
�� ��� ����� ����� �� �� ���� ��� ������
� ��−� ��������� [��� ���
�����
� ����� �� ��−�� \�� ���� ������� �� ��� �
���
� �������
�� ��−� �� �� [��� �� ��� ������ d��������
�f �������� �� ���
������
� ���

\�� �
�������� �� ��� ������	����� 
�� �� ��� ����������
 �������� ��
��� �
���	� ������������� ��� ��� ��j	���� $�d�f 
�� ��� �
�	�� ��� � \�	�
��� ����������
 �
� �� ��l����� ��� �
���	� �
�	�� �� �� #����������� ���
���	��	�� �� ��� ��[ ������ 
�� �����
� ��� 
�� ������� #�[ �� �� ������� ��
�
��� ����
�������� ���
���� �� ��� ���
�� �� ��� ������
�� �� ������� �������� 
�� ��� ��j	���� $� 
�� ��� ��a� �� m	��� �
� 
��������
� �������	���� d���
i���
 gf� +�� ��
����! ��� ���
 m	��� �
�� ���������
�� ��
�� ����
����
�� �

(���� �	 �'������ �	- �	 �	.����� �'���	�
��	

k 
��� �������� ��
���� �� ��� �������
 �� Z �� 
���� � �
����
� d��������f
�������� �� ��� Z� [��� 
��� ��� "��� ��

���� �� ��� ����
� ����� ���


� ] d)''f∞ ] −�
� �

	/
�� �!������ �� ���� �������

�)**$∞ ; · · ·; �)**$∞︸ ︷︷ ︸

 ��
��

< �)$∞ < −)	

:������ ��
������ 
��� �
� �!�������� �*)$∞ < − �
�

 �)*$∞ < − �

�

 �))**$∞ < − �

�
��	 ��

���

$-




�� ��
�� ��� ��� ��
��� ��� �
�� ��

� ] d))''f∞ ] −�

 �

\�� ����� �� ��� ����� −�
� ] d)''f∞ �� ����������
 ���
	�� �� �� 
 
������

����� d�� ��� ����� ��
� ��� ����� �� �� � �� Zf! 
�� 
� ��� �
�� ���� ���
�
�	�� �� ��� �������
��� [���� 
�� ����
��� 
�� ��� �
��! �� ��� ] '� �� ���
�
�� �� d))''f∞ ��� ���	
���� �� ���� �������
���� ��� �
�	�� �� ��� ��
�
�

� ������

] )� ���� ] '� \�� ���������� ���� ��� 
��� 
� ������"�
�����! ��
��
����� ���� �
��� 
��� ��� �	�� ����	���

\��� �� ��� ��
�����
� ��� ���
��
�� ,$ ��
��� �� ��� ����
� ����� ��� −�
� ]

d)''f∞ 
��

{� � � |�−.�−(�−&�−-� |�−$�−,�−g�−%|� �^&�^g�^,�^%|

� − )� �' � $� �)|� �$$ � $) � ). � $'|� �)g � )& � )( � )-|� �

�- � ( � )' � .| � )% � ), � )) � )$| � � � }�

p��� � � � ��
�� ��
� �� ] � ������ ] � ��! ��� ��
���� �� 	 ] � 



�� �� 
 ] � 
�
Z� �
� ��� ��
� �� 
�� ��� ��
����� ��� ����� �	�������� d
� �
����

� |f ���� ��� ������ [��� % ������ [��� ����� d)� $� %� ,f �� d%� ,� )� $f! ����
��� % ������ 
����
�� ��� ����� �� ��� ���� �����! 
�� �� ��� �	� ��� ����
�
��� ���[��� ��� j	
��	���� d�� m	���f ������� �� �! ���� ��
��� �� ���
�	���� � �� 
�m
���� �������
��� [���� �
�� ��� �
�� �
�	�� $� ] $����

\�� �
��� � ] d'f∞� d)f∞� d')f∞� d)'f∞ ���
��� k� [� [��� ��� �� ���
���� �������! ����� 
�� ���������� ��� "��� �[� ����������! 
�� ��� ������
�[� ��
���������

1�1 �""�!"(�4 �5+�*�$�! & ��#$��

\�� ������
� ] d'f∞� /� ] d)f∞


�� ���������
�� ��� �
�� �� �	�� ������ ���
	�� ��� �
�� �� ������

���
�� ��� ���������� �� � ��"��� 
 ����
� ����� d
�� 
 ����	�
����f �� ���
����
��	� Z�! 
�� ��� ���������� �� � �����
�� ��"��� 
 ����
� ����� �� Z−
d��� ��� ����	�
� 
� ��� ��� �� ������� %�)f� \�� ������ [��� �������
��� ,

�� 
��� ���������
� 
�� ��� 
������! 
� [� �
[� \�� ����� �� ��� ����� d)'f∞

���� ��� �������� [��� 
� ����� �� ��� ��������� #�[ [� �
� ���
�� ���
�������� ����
����� �� ��� ����� �
������� �� �� ��� ��� �������� � 
�� ���
����� ��
������
���� � � Z� ���
�� ��
� ��� ��� �������� ��� ������ � ]

$(



d'f∞ 
�� � ] d)f∞ �����
 �� ��� �����! �	� ��� ��� ����� ��
������
����
���� �� ��� ��	��

q������� ��� �����[��
 ������ �� ��� �������� � �

&�� ��� ����� �� �b

&�� ��� ����� �� ����
� � � ∈ Zb

&�� ��� ����� �� ����
� � � ∈ Z�

v� ��� ����� ����! ��� ����� ��
������
���� � �
� �[� �������� �����������
d[���� �
�� �� �
��f! �
��� ��� ������ �� ��� ������ '∞ 
�� )∞! 
��
�[� ��

���� ����������� d[���� �
�� �� �	�	��f! �
��� ��� ������ �� ���
������ d')f∞ 
�� d)'f∞� Z� �
�� ���� �	���	
 ���
��! 
�� ������ ��� ��� ��
����� �[� ������ 
� �,� ] {d)'f∞� d')f∞}� Z� [��� m��� ����� ����� ������
�� ��� �������� � [��� ��	� ����������� �� � 
�� ���
�� �[� ��[ ������
�� ��� ����� 
	���������� � � ��"������� � ��� �����
� ��"������! ���
����� &� ������� ���� �[� �������� ����������� �� � h ��� ��
��� [��� ' 
��
��� ������ [��� −)� �
�� �� ����� 
�	� ������������
� [��� ������ &� 
�� &�
�� � ! 
�� ���
�� ��
� ��� ��� �����
� ��"������ �� � ��� 
�� ��� ��

����
������������ �� [� 
�	� �
�� �[� �������� ����������� �� �[� ��

���� �����
������! 
�� ���
�� �[� ��[ �	�� ������ �� � �

���
	�� ��� ��
������
���� � �� ��� ��"��� �� ����� �[� ��j	�����!
[� �
� � ��"������ ������ ��� �
�	�� 
���
 
������ �[� ��j	����� [����
��������� �
�� �� ������	���! �� ��� [���� ��� ������� �
� �−� �� ���
��"���� \���� 
�� ��� �[� �	�� ������ � ��� [���� ����� �� �� � [��� ���
������� �d�f ] �! �
��� d'f∞ ] ' ∈ Z 
�� d)f∞ ] −) ∈ Z�

Z� �
 
��	��� ��
�

�dd)'f∞f ≡ �d−�
�f ] d'f∞ ] �� �dd')f∞ ≡ �d−�

�f ] d)f∞ ] −��

p��� ��� �����
�� �	����� ������ �
����
� ����
���� ��� ∈ Z ⊂ ���
\��� 
���� 	� ��� �����[��
 ����	���

· · ·^ �
� �^

��
� �^�


� �^��
� �−��

� �−�	
� �

−�
� �−

��
� �^	

� �^
�
� �−



� �−

�
� � dwf − )�−$�−%� − ,�−( � � � b

��� ������ �� "������ [��� −�
� b 
�� [� ������
�� �� [��� '�

· · · − ��
� �^�


� �^�	
� �^��

� �^

� �^

�
� �


�� 
���	 �
� ����"����� �� � �� �
� ����"����� �� − �
�
� ��	 �
� ����"����� �� � �� − �

�
�

��� �� ��� �
��
� �
�� 
����
 �� �
� �  ����� ����

$.



−�
� �−

	
� �^

�
� �−

�
� dwf '� )� ,� $� - � � � �

k� ������������ �� ��� � ���� w �� ���� ����	��� [� �
�� ��� ������ ������
�� � ! [���� ��[ ������ ��� ��

���� ����������� �� � ! [���� [� 
�	�� ��
����
���� \�	� ��� ��
������
���� � �� ��[ ��"��� �� ��� [���� 
��	� ���
�� �
����	�
�! [� �
�� ��"��� � ��� 
�� ����
��� ���� Z�

�� �� ���
� ���� ��� ��"������ ��
�

�d−�f ] −�d� − )f− )� � ] )� � � � �

\��� ����	�
 �� �
��� ��� 
�� � ∈ �� ����� �d−�f ] −�d� − )f − )! 
�� ��
��	� ���� ��� ��� ���������
� ������ � ] −�

� 
�� � ] −�
� �����

�d−�
�f ] −�d−�

�f− )�

�� �� �
� �� ���	�� ���� ��� ��"������ �� � ��
� � �� ������	�	� �� �� \
�,�! 
�� ��
� �� �� ��� �������� �� ������ � � ������	�� �� ����� �[�
������! ���
	��! ��� ��
����! ��� ����� �� �
�� �� ��� �[� ��j	����� d)'f�d'f∞


�� d)'f�d)f∞ 
� � ����� �� ��"��� ! �� ��� �
��! �
��� d)'f∞d] −�
�f! �	�

��� �
�	�� �� � �� ��� ��j	����� ����� �� ��� "��� �
�� �� d)f∞d] −�f 
��
�� ��� ������ �
�� �� d'f∞d] �f�

\�	�! ������ ��� ����� ������ �� � d�� ��	� ����������� �� �f! 
�� ���
����� ������ 
�� ���	��
���	�� ������ �� ���� ��
������
����� \��� ����
������ ��"��� ��� 
��� ��
��a
���� �� ��� ����� ��
������
���� 
�� ��� �����
�
�������! 
� [��� 
� ��� ���� �	�����	���� �� ��� ���������

 !��	���
��

Z� 

�� 
� �������� ���� �� ��� ���� ��
�
� �� ��� ������ �� ��� ��������
�� ����� �� ���
�� ��� ����� ��
������
����� \�� 
��[�� ���[� 	� ��
�
��� ���	��	�� �� ��� ��[ �������
 �� ��� ����� �� 
��	

� �
��� �� ��� �����
[� �
�� ��"���� Z� ������ ��
� ����� ��
������
���� 
�� �������� 
��

����� �� ��� ����� �� �	� ��"������ d������� $f� \��� ���	��	�� �� ��� ����
��
�
� �����
��� ��
� ��� �[� 
	����������� 
�� ��� ��� ��l����� �� �����
�� ����� ������ d�	� ������������ �
� �
�� ��l����� ������	�f� �� �� ��������
��
� ��� �
�� ��� �
�� �
����� ��	
� �� ��� ����� �� _),`� Z�
� �
� [� �
 
���� 
����
�� 
��	� ��� ���������� �� 
	����������� [���� 
�� ���
��� � 
�	�� 
 ���� ��
�
�x +�� ��
����! �� ��� �� �����	��� [��� ��� ������ 
��� ��
�����	���x

\�� ��
�	�� �� ��� ��
�� �� ����
� ������ �� Z d�� �� ��� ��
�� �� ���
�� 
"���� ����	�
����� �� Zf [���� [� �
�� ��"��� [��� �	� 
�
������ �� �� 
��
�

,'



�������� ������� �� �� ��� ��

� �� ��� ���
��
�� ��
�	�� �� �� [��� �������
�� ��� �	������ 	{
d�� ·f}�∈Z � �� → SZ�

�� �� ����������
 
��� �� ��	� ��� ���� ��
�
� ��� ����� ��
����� ��
��
�	������������
 
	�����������! ��� ��
���� ��� ����� �	�����	����� ����
��� ����� ��
������
����! 
�� 
	���������� [��� �������� ������ � \��
��
���� �� �
���� ��"���� ����	�
����� [���� 
���
� �� ����� �
��� 
���
��[ ��
����� �� ��������
� ��
�	��� �� ��� ��"���� � ������� 
��	��

"������	��

_)` *� �������
 
� �
�������� �� i����
	� ��
�� [��� 
	������������ ��
���

(
	
� (��
� �! #�� ,! %h)& d).&(f�

_$` k� q�����! y� +����
�! �� Z����� k� 
���
��� �j	��
����� ���
���� ��

����
��� � 
 ��
�� ��
������
����� 9��� "�� :�
� /���� �! %,)h%g'
d).()f�

_,` p� � �� v� 
��	�� �� ��
�	�� ���������
 ��
������
�������! �� (����

;� �	��� +�!)).h)g. d).g.f! +(! gg)hg-& d).&,f�

_%` k� p
m
�! z� ���! �� {
�	�
��� +	�� 
��	�� 
�� ��� ������� �� � ��
(��� �	��� �*! #�� )! %(hg. d).-gf�

_g` �� {�
��� |����
��a�� ����� ��j	������ <� 0	��� =���� >��� ��! ,,gh
},g, d).&(f�

_&` k� i������! k� ~������� k��� ������ �� ��
���� ��
������
�����! ������
�
����� ! �	�����	�����! 
�� ���
��� ������! (��� /��� �	��� ,! )(gh$'%
d)..$f�

_-` y� ��� #�	�
��! *� �	��
 � v� *��
� �� v���
����� �~� (

� �	���

&*! ))&h$$. d).%,f�

_(` �� v�������! �� Z����� s�
���� ����� ��� 
�
�
��� 
��	� 
������ ��
\�� *������ ����
� )�

� (���� �	��� /��� $! #�� )! )&)h)&%d).('f�

_.` �� ����� 
� 
�� k� ~������� \�� 
��� ��
��a
���� �� ��� ����� ��
���
����
���� 
�� ��� ��������� �� ��� 
����� �� ��� ��������� ;� �	�� /���

�(, #�� &! ('.h()( d$''.f�

_)'` k� ~������� v� �
�	�
� ����������� �� ��� ��j	����� �� ��
�	�
���
�
��������� ��
��� (
	
� (��
� �! #�� ,! )-h$) d).&(f�

,)



_))` k� ~������� k ������� �� ��������
� �
���� 
�������
���� �� ��
����
����� �;� /��� �	��� �+! &&-h&-% d).(gf� s�
���� ��
���
���� �� �s��

���� ����� 
�� ���
��� ������e d~����! ).()f� �	��� ?��� ��! ).gh$'&�
k�
������~���

! ������! ).($�

_)$` k� ~������� i��
�� ��
������
� � ������ � �
����! /�� 4���������

�	��� ;� )! #�� ,! g$.hg%' d)..gf�

_),` k� ~������� +�	� ��"������� �� ��� ��
�� �� 
	������������ ��
��� (
	
�

(��
� *! #�� ,! )h)- d).-,f�

,$


