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Z� �������� �� ����� � ������ �� ���� ���
��
 ��  ���	�� ���������

������������! ���� ��� ����� ������������ �  ������	�����	���� ��
��� ��������! [���� �� ��� �������� ��
���� ������������� \�� �������� ��
��� �������� �� ����
 	��� ! �� ] �^)! �� ��� ������� 
��	� �� �� ����
��
� ��� �	������ \�� ��� ���	�� �� ��� ���	����� ��  ����� ����������

�� ��� ������ �� ��� �������� [���� �������� ��� ����� ������������� \��
��� ���������� �� ��� 	���� _))! &` �� ��� ����� �[� ������������� ���
��� ��� ����� �������� �� ����� ��	�� ����a���� �� ��� ���� ��b ��� ���
��� ������ ���� _.`� c���� ��[ �� �������� ���� �� ���� �	�����	���� ��� 
��������� ��� �� 	����������� [��� ��� ��� ����� ��������� [� ���[��
\�� �������� �� ��� ����� ������������ �� ������ ��� "��� 	���	�
������� #����� ��� ��� ����� ������������ ��  �[������� ���������
�� ��� ��������! �� �� ������������ ��� �� ��� ������	�! �	�  ����
������� ������� ���[��� ���� [��� ������ ���� ���� ��� ����������� �� ���
������������
 ���� �	�����	����� #��� ! [� ����� ��� ��� �� 	

��� ��
��� ����� ��"��� ����[�

�� ������� $ [� ����� ��� ��� ���� �� ����� ����� d� �e� ������� ��
�����	��f! �� ����	��� ��� 
����� ������� ��	� �������� ���	����� ��
��
���� ����� �� ��� ����� �� ����� ����	������ �� ��� ��	��� �	��
����� �������� , �� % �� ������� �� ��� ����� ������������ �� ���
����a���� � � ��� ������������� \��� ����������� ���[� 	� �� �����
��� ��� ����� ��������� �� ��� �������� �� �� ��� ����� ������������
�� ��� ���� \�� ��� ���	��! [���� [� ������ �� ������� g! �������� �� 
����������� �� ��� �
������ ��� ��� ���� �	�����	���� �� ����������
 �� ���
������ �� ��� �������� �� ��� ������ �� ��� ����� ������������� +����� �	��
����	����� �� ��� ��� {$�� $�^)� � � � � $���−)} h �� ����� ����� �	�����	�����
h �� ��� �� ���� �� ���� �
������� Z� ������a� ��� ������
 	� �� ���
���������� �� ��	� ��[ ������ �� ���	�� ���������
 �������������! ��
��[ ������ ������ � ���� [� ��� ��� ��	� ��
 ��� 
��	� �� ����	������
�� ��� 
��	� Z �� ��� ���� �� ����� ������ �� Z! � [��� � ������� ���
�	��� �� ����� ������ +�� ������! [� ��"��  ��[ ����������� ���[��� �[�
���	�� ���������
 ������������� �� ���[��� �[� ������ �� � ������

��	� [��� ��� ��� ����� ��������� � �����[�� Z� � ��� ��� ������
	�� 	

��� �� ����� ��  ���� �	�����	���� �� ��� ����� �� ������ [���� ��
����� "���� [��� ��� "��� ��� �� "���� ����	������! [���� �� ��� ��� ���
����� ���� ������ �� ���� ��� [� ����� ���� �	�����	���� � ������
� 
��

�	

� ���� ���� ������������ dci+\�f� Z� ����� ��� ��� �������� 	� ���
����� ��	�����	��� 	�� 	

���� ���� �������� ! ��� ������������
 ���	��

,



�� ��� 
��	� �� ����	����� �� Z �� ����������� �� ��� ����	������ [����
����� �������� ��������
 ��j	����� �� �������� �� "���� ����	������ ��
�������� ������� �� ��� ���
�� �� ������� ��� � k ���� ���������� ��
	
�
���� �� ��� �� ���������� �� ��� 
��	� Z� �� 
�����! [� �� � ��� �������

������ ���� 	����� �� ��� ����� Z� �	 �� ��������� 	� ��� ������ �� �	���
������	��� �� ��� 	���	
�� �� 	� ��� ������ �� �	��� 
��	� �������� �

��� 	���	
�� \�� 
��	� ��� �� ���� ����! �� ���� ����� �� 	������� �� ���
����� ��� � ����� d	� �� �����������f �� �� ����a�� �� ���� [ � \��
����������
 �� ��� ����� ���[ 	� ��[ ��l����� �� ��� �[� �������������!
��! ��[ ����� �� ��� ����������
 �� ����� ������� \��� ����� ����	��� 
�� 	���	� ��� 	����������� [��� �������� ������ d�� ����� �� ���	�� ���
��l������ ���[��� �����	��� �� ���������	��� 	�����������f� \�� ��� 
������ �� ��
����	� ���	��	�� d�� 
��	

� ���� �������f �� ��� ��� �� ���
����� ������������ �� ��� ����������
 �  ��[ ��	��� �� ���	��� �� ���

��	� �� ��"���� ����	�������

\�� ������ ��"������� �� ����� "���� ��m������ �� ����� ������ ��
�� ���� ��� � ������ ������ 
��	��

� ����
	 ������ �� ������
� �� 
���
�� ��������

�
���

��� ����� �������  !" ��#$� ������

\�� �������� ��
���� ������������ �� 	���	����� ��� $���� �������� d��
n����
 ������of�

� � � �→ � ^ )� � ∈ ���

[���� �� �� ��� ������� 
��	� �� $���� ����
��� �j	����� [��� p� ���
�	�� �� ������! � �� �������� ������	�! ���������
 ��� 
��	� �� �� �����
�� 	��� �� ����� $�� � ] '� ) � � � � k����	
� ��� ���	��	�� �� ���� 	������
����� �� ��� ������! ��� ����� �������� �� 	������� �� ��� ���� �� ��
����
���	������������
 �������������! � ��������� �����

������� � dp� � � _,`f� ��� �	�� ������� ��	���� ��������� ��	�����	�

��� � �� ��� ��	�� d���f� ����� ������ 	 ��	�����	��� 	 �� ��� �	��
��	�� ����� �� ������	

� ���������� �� ��� $��������� � 	� ����� �	� ���

�	�� ����� �	������ 	� � � �� ��	� � �� 	 ���� ���
� �� 	 

�� ] 	������

����� 
d·f �� 	 Z��	
��� ��	���	�
� ������ � �� 	� ���� ����	� �����

������ 	 ��	���	�
� ������ �d·f ���� ��	� 	� ] �������

%



����������� ���[��� � �� 	 ���� ��� ��������� �� � ����������
���	������������
 �� � �	�� ��� � �� −� ] 	! � � � → �� �� � � ] ��
��! � � �e� �������! ��� ��
���� 	���������� �� ���������� �� � 	���
�������� �� ��! ���������
 p� ���	��! �� [��� ��� ��� ����� ��������
� ��� ���������

\�� �	������� 
d·f� �d·f �� ����� ����������������� �� !������������
��! ��� �������� ��  	������� ����� ��������� ��� ����� �������� ��

� ��
���� ������������ � �� �������� ���������� �� ��� ����� �����
���� �� ��� �������� � � \��� �������� ��  ������ � ����"���� ��	�����
����
����	� ��
���� ��������! ��� �� ��� 	���� �� ��� ��������
 ��
����
��j	���� �� ��� "���� $�� � ] )� � � � ����
����	� �����������

� ��"������! ��� ����� �������� �� ��� �������� � �� ��� �������� ����
��� ������ �� ��� �	�
��	� Z �� ��� 
��	� ��� Z� [��� ����� ��� �� ���������
d��� 'f [��� ��� �	�
 �	������ h ��� ��! ��� �������� ���� ��� ������ ��
��� 
��	�

∑∞
� dZ$f �� ��� 
��	�

∏∞
� dZ$f� \���� ��  ��l������ ���[���

����� �[� �������� �� ��� ��	����� ��� Z �	� �� ��� ��� ��� �������� ��
��
���� ����
��� �����
 �� ��l����� ��� ������! ���� ��� ������ �� {'}∞
�� {)}∞ �� ��� 
��	� ��� ���� ��� 
��	�� �� ��

∏∞
� dZ$f � ��

�j	����� [��� p� ���	���! �� ������ �������� ���������� � ���	��
����� [��� ����� ���������� Z� [��� ����� ��� ��� ����� �������� �� ���
����� 	���������� �� ��� ��� ����a���� ��� ��������� d��� 'f [��� ���
��� ��������! �� �����j	���� ����� ��  ���������� ���� �	�����	���� [����
����
� ��� ����� 	���������� �� ��� ��������� \�� 
�� �� ��� ���� �� ��
��	� ��� ��������� ���������� �� ��� ���� �	�����	����! �� ��� ��������
����� ����������

��� %�!�� & ������ �' �$�� �(#��$�(�$�!�

�	�����  ��	����� 
��	� � ��� � ���	������������
 ������������� ��
��� ���	�� ���� d���f� \�� ����� �� ��� ����� � ∈ � �� ��� ��� {��b � ∈
�}� \�� �������� �� ��� ���� d���f ���� ��� ������ �� ��� 
��	� � ��

��� ���� ��� 	���� �� �
� ���������� 
������ �� �
�� �
������ �
��
 ��� ���� �� �� ���
������� ��	 ������ ��� ��
��� �� ��  
����	 �� ����� �� �
� ���!������ �� �� �"��� 
� ��"
#���� �������$� ��	 �� �������  � ��� �� %�&�� �'�� (� �)*� �
� ���
��  ����	 � ��������
�
����� ��� 
��������� ��!������ �� ����������  ���������� ��	 +� ,��������� �)� ���	
�
��� �� �
� ���� ����	���� ��� � ���  ���� �� &��-� �
����� ���� ����� �� �� �� �
��
����$� ��� ���� �
� �����  � �� �.�� /
� #��� ������ �� �
�� 	�������� ���  ����	 �� 0�������
��	 ����� �1� ��	 2������ 3��	���� ��	 ����� �4�5 ��� ���	�� �������  �������� �������
�� ��������� �������� ��� � 
��� 
� ��"#���� ��� 6����7$ �����  ���������� ������ 
��
�� �
� �����  �������� 	�#��	 �� �
� �	������� /���
�� ���
 �
�  ������� �������� �
��
���� � �
������������  �� ���� �� �������" �������� ������� �� �������� ��� ��

g



����� ��� ����� d�� ��m����� f ��������! �� ������� � �d�b�f �� �d�f
�� ��� ����� �� ���� �� "���� �� ��� ��� �� ��� 
��	� � ] Z! [� ��
[���� �d� f! [���� � �� ��� 
������� �� ��� ����� �� ��� 
��	� Z�

k��	�� ��� �[� ���	�� ���������
 ��
���� 	����������� � �� �
�� ��� i����
	� ���� d���f ��� ��� ��� ����� ���������!

�d� f ] �d�f ] ��

q������� ��� ��������
� �	������ 
d·f ���� ����! ��"��� � ��� ����	��

�� ] � ������

[���� ������ ���	�� �� ��� ����������� �� ����� ���������� \�� �	������ 
 �
� → Z �� �����  ���� ����������� �	������ ���� ��� 	���������� � ��
��� 	���������� � �� ��� n�	������ �� m	��� ���� � �� �o�

q������� ��� ��� ����
��� ���� ��	�� �	������ d�� �f �→ 
d�� �f! ��"���
� 

��� ] � ��������

�� �� �� �� ������� ��� �	������ 
d�� �f 	���
 ��	�� �� ��� �	������ 
d�f ��
��� ��� ����� � �����[�� Z� ������ ��� �����[��
 ����	�� ��� 
d�� �f�


d'� �f ≡ '�


d)� �f ] 
d�f�


d�� �f ]
�−�∑
���


d� ��f ��� � � '� ��


d�� �f ] −
|�|−�∑
���


d� ��f ��� � � '�

+�� ������!
�−�� ] �−���−����

��

d−)� �f ] −
d�−��f�

�� �� ���� ���� ��� ��"������ ��� � �� � ��� ��� ��� ����� ��������
�� ��� ��� �� ��	�� �� �	������ 
d�� ·f [��� � �	� ���� Z ��������� [��� Z ���
����� ���� �! �� �� ����� [���� {
d���f | � ∈ Z} ] Z ��� �� ��

�� �� ��	�� �� ���� � ��� �	������ 
d·� ·f �  �� ���� � �� ��� 
��	�
�� �� ����	������ �� ��� ����
��� h SZ� Z� ������ ���� �� � r� ! ��

r� � � �→ {� �→ 
d�� �f} ∈ SZ�

&



s������� ��� ����� �� � ��� ��m������ rd�f �� Z �� � ������� �� SZ�
Z� [��� ��� ��� ����	����� {� → 
d�� �f} ] rd�f ∈ SZ ��� ����

����������� ���� � �� � 	� ��� ���� �! �� ��� ������ d�� �� �� ���� ���� ���
������� [�� ��� ��� � �� � ��f h ��� ����������� 	� ��� ���� �� �� ��
�������� ��� �� ����	�� ���� ����	����� [��� ��� ���� �	�����	���� 
d�f!
[���� [� ��"��� ����� \�� ����	�� ���� 
��� ��� ����� ���[��� �����
�[� ��m�����

��"��  �	�
��	� S� �� ��� 
��	� SZ � 

SZ

� ⊂ SZ � SZ

� ] {� ∈ SZ | �d'f ] '}�

����� 
d'� �f ≡ '! ��� ��
� �� � 	���� ��� �� r� ���� �� ��� �	�
��	� SZ
� �

\�	� ��� ����� � ∈ � �� ���� �� � ��"���� ����	����� rd�f � � �→ 
d�� �f ∈
Z! � ������� �� ��� 
��	� SZ �� �� ��"���� ����	������ �� Z�

��"�� � ����� �� ��� 
��	� Z �� SZ
� � ������
 ��� 
������� � �� Z

�� �������
 �� ��� ����	�

�d�fd�f ] �d� ^ )f− �d)f�

d� �� ��� n����"�� �����of� \�� �� � ��  ��m������ �� ��� �	�
��	� SZ
�

���� ������ d�	� �� ���  
��	� �����������f� \�� ������� ����	����� ��
�� ��� ��t������ −�� �� ���� "��� ������ �� ��� �� �� Z� ��� ��"���
� ����� �� Z! ��� ��  � ����� � ����! ��  �	���� ��

SZ

� ⊂ SZ | SZ

� ] {� ∈ SZ | �d'f ] '}�

Z� ��� ��"���  �� ���� �	� � ���� d�����f �� ��� 
��	� SZ
� ��

�� ����	������ �� ��� ����
��� [��� a��� �  "��� �����!

r� � � → SZ

� �

��"��� � 
� � � �→ r� d�f ≡ {� �→ 
d�� �f | � ∈ Z}�

\�� ��
� �� ��� ���	�� � �� � 	���� r� ��  ���	�� r�� ] �� ��
��� 
��	� S�� Z� ��"��  ��[ � ����� � ���� 	���
 ���� � �����[��

������� �� "�� �	� r� �� 	 ������������ �� ��� ������� ��	�����

�	��� � �� ��� ��	�� d���f �� ��� ������� ��	�����	��� � � ���

��	�� dSZ
� � �� f�

#� ��� 	
���� 	

 �	��� d�� �f ���� �� � ∈ � �� �	�� 
d·� �f �] 
d·� �f�
��� r� �� 	 ����������� ��� ��� ��	�� �� ��� ����
� d�����f 	�

dSZ

� � �� ��f�

-



\�	� [� ����� d�� ��� ������
������ ����f  ��[ ����� ��� ��� ��	� 
�� ��� 	���������� � d������� �� ��� 	���������� � f� \�� ���	�� ��

�� ����������
 ������ �  ��	�� ������ ��  ���	�� �� ��� 
��	� �� ��
����	������ �� ��� ����
��� d���� 
������ ! ���  �������!  ���	�� ��
��� 
��	� �� ����	������ �� �f�

��) ��� �* +� �' &$!� � ��"��$!,� �' Z

�� [�� �����[� �� �� ���� ���������� �� ����� �� ��� ������	�����	���� ��
����� �� ����� ������ �� Zb ���� �������� ����������� �� ��� ����
��� Z�
\�� ��
� �� ��� 	�	� ����� �� ��� 
��	� Z 	���� ��� ���� �	�����	�
���� r� d�f �� �� ����������� � �����[��

· · ·→ 
d−$� �f→ 
d−)� �f→ 
d'� �f]'→ 
d)� �f] 
d�f→ 
d$� �f →· · · �

\��� ��  
��	� ����� �� ���� Z � ��� ����� Z! ��������
 �� �� Z� [���
	�� ��� �����[��
 ������� ���� ������������� � � � ���� ��� � �� ���
�������� �	������� �� �! �� � ��������� �����[� � [��� �� �����������
��������� c���
 ����! [� �� [����

· · · 
d−$� �f � 
d−)� �f � 
d'� �f ] ' � 
d�f ] 
d)� �f � 
d$� �f · · · �

q������� ��� ���� T �� �� ����� ������ �� Z �� � �� Z! �� �j	�� ���
���� [��� ��� ��	�� [�� ������
 �� ������������
 ����� ���	��	���
\�� 
��	� �� ������ {	� | � ∈ Z} ��� �� T ! �� [� �� �������� ��� ������
������� ����� ���	��� �� ��� ���� T � \�� ��� �� ����
�� dT � 	� �f �� ����

��  	������� ����� �� ��
���� ����� ! � [� ��� ������	� ����� �� ���

��	� �� �� ����	������� \�� ����	�� �� ��� �����[��
 ���� �� ���
������� ���[ ��[ �� ������� ���� ������

����� �� ��� � ≥ '�


d����f ] 
d� ^ )� �f − 
d�f d]
�∑

���


d� ��ff�

��� � � '� 	�


d����f ] 
d� − )� �f− 
d�f d] −
|�|∑
���


d�−��ff�

�������� �� 
d���f ] 
d� ^ )� �f − 
d�� �f�

(



i��� ) ���[� ��� ��� �����


d�� �f � 
d� ^ )� �f� � ∈ Z�

�� ���� �� ��� �����


d����f � 
d� ^ )���fd] 
d� ^ )� �f − 
d�ff� � ∈ Z�

�� ����� 

d�� �f − 
d�f � 
d� ^ )� �f− 
d�ff� � ∈ Z�

\��� ���� ��� ��� ��[ ����� ����� ���	��� � ��� 	���������� � ��
����� ��� ����� d���������f �� ��� ������	� ������ �� ��� ���	��� ����� ��
��� 
��	� Z �� ��� ���� T �� ��"��� ������������ �� ��� 	���������� �
d����� ��� ��� �	������ 
d·f ���� �� �� ����
�� ��	��f� \�	� ��� 	����

�� Z � ��� ��	�� �� 
��	� ������ T �� ����
� ��� 	���� �� ��� ������� \��
	�	� ����� � � �^)� � ∈ Z �� ��� �������� ����� � � �− )� � ∈ Z �� "���
������ �� ���� ������

Z� �� ���������� �� ��� ��������	��	� ��	����� � T � +��  
����
	���������� � [� �� ������� ��� 	���������� � [���� �� ��� ���
����� �������� � � [��� ��� ����� ������� ���	�� �� ��� ���� T � \���
���	�� �� ����������� �� ��� ��� �� ����������
� �� ��� ������ �� � �

\�	� �� ��
���� ������� d�����f 	� �� ����������� �� �� ����a��
� ��� ������ dT � 	� �f! [���� 	 �� ��� ����� �� ��� ���� T �� � ��  �����
������� ���	�� �� ��� T � *������� ��� ���� ����������� ������� ��
��� 	���������� � ! �� ���� ����� � ������ �� ��� 
��� ������� ��������
�� � [��� ������� �� � �

�!"#�$� �� $�� ���� ��� �
	�� �� ��	��	� ��	����� ����� � ���

	����������� �%

��- ��� !��$�! �' &�+ &&� .!$�� *���(� �$�!  !" &�+ &&� .!$��

��"��$!,

#�[ [� ��"��  ������ ���� �� ����	������ d�� ��m�������f �� ��� 
��	� Z

d��! ���� 
������ ! �� ��	����� ������ 
��	��f �� �� ������ ���
������������
 ������ ���� �� ����� ������ �� ��� 
��	� Z�

��%	�
��	 �� &��	

� ���� ��!������ 	�� ����� 	� ��

����

'� ( ��!����� � � Z → Z �� �	

�� ����� "���� �&�)� �� ����� ������ 	

����	��� ��*���� �� �����	
� �� ⊂ �� ⊂ · · · � ����⋃
�≥�

�� ] Z�

.



���� ��� �������� ��	� ��� �	�� � � ' ����� ������ � ] �d�f ���� ��	�

��� �����	
� ��� � � � 	�� ����	��	� �� �� � � '��

+� ���� ����	

�� 
�� � �� 	 	�����	�� ����	�
� 	��	�
� ������ 	� � �
� → � �� 	 ��!����� �� � ��� ����
�� "�� � �� �	

�� ����� "���� ��

����� �� 	 ����	��� ���	������ ��*���� �� ���� ���� {��}�
⋃

� �� ]
�� ����� �	�� �� �� 	 �

�
��,
�� ���� ���� ���� ���� ������ �� ����	����

�� ��� ���� ��� �������� ��	� ��� �	�� � � ' ����� ������ ���� � ] �d�f
���� ��	� ��� 	

 � � � ��� ���� �� 	�� ����	��	� �� �� ��

\�� ������� �� ����
  ����� "���� ��m������ ���� ��� ������ �� ���
������ �� 
�������� ��� ��� 
��	�! �� ��� ���� �� ����� "���� ��m�������

�������  �	�
��	� �� ��� 
��	� �� �� ��m������� �� ��� 
��	�� \� � 
���[���
� ������
 �� ���[� ��	� ���� �	�
��	�! �� �� [�	�� �� ����������

�� �������
�� ��� �
����� ���	��	�� �� ���� �	�
��	��

�� �� �� �� 
��� ������� �� �������
� [���� �� ��� ����� "����! �	�
��� ����� "���� ���� �� ���� ��	�� �� �� ���� Z� 	�� ���� ������ ��
��� �����[��
 ��
����� \�� ������ ��"������ ��� ����� �������
� �� ���

��	� Z �� ��� �����[��
�

��%	�
��	 �� ( 
��	� ������� ≺ � ��� ����� Z ��� ���� Z� �� �	

��
����� "�����&�-� �� ����� ������ 	 ����	��� ��*���� �� ���� �����

�	
� �� ] d��� ��f�
⋃

�� ] Z� ���� 	 
��	� ����� ≺� � �	�� �� ���� ��	� ���

��

���� ��
���

'� "�� 
��	� ����� dZ�≺f �� 	 
���� ���	��
�.	��� � ��� 	���	
 �����

�� d���≺�f ��� � ���� �� ������

+� ��� �	�� � � ' ����� ������ � ] �d�f ���� ��� �������� ��	� ��� � � �
��� ���������� �� ≺� �� ��� �����	
 ���� � � �������� ���� ≺� ���

	

 �
����� �� �� ������ � · |��|��

+�� ��� 
��	� Z ��� ������ �� ����� "���� �������
 �� ���������� [���
��� ��"������ �� ����� "���� ��m������ ����� #��� ! �� �� �� �� �����
���� ��� ��"������ ��� �� � ��  ����� "���� ��m������ ���� ��� ����
�
�� � d��� ��! ��� ����� ��"��� � � ≺ � ⇐⇒ �−�� � �−��f �� ����� 
"����! �� ���� ����	�

�� �� ��� ��Æ�	�� �� ����� d��� _),`f ��� �����[��
 ����

�/
�� ����� �
�� |��8����$| � �|��|�
�(� �
� ��!��� �� ���� 
��� � ������� ���	������ �
�� �
� ����������� �� ≺� �� �� 	�9���

���� ≺� �� ���� �� ���  ����� �� ���

)'



������� &� &�� 	 �� ������� 	����������� ����� �	� ��� �	�� ����� �	��

����� 	� �������� "� "�� ����� ������ ���� ����������� �� 	
���� 	

 ������

�� � �� ��� ������ �� 	 ����� �� 
��	

� ���� ��� 	
���� 	

 ������� "�� ������

�� ��� 
����� �� ��� ����������� �����	
� �� ������ � �� �	

�� ��	
� ��

	����������� 	�

*���� ��� � � �e� ������� �� ������	� �������� ��� ��
���� ���
�	�� ���������
 ������������ �� ���������� �� ������ ���	�� ���������

������������ [���� �� ��� ��� ����� � �������� �� ��� [���� ����
�	�����	���� �� ����� "���� ��� ����� �� �������

+�� ����� 	���������� [� [��� ����� �	�� ���� �����
 �������� ��	�
���� �	�����	�����

��%	�
��	 &� /������ ��	� ��� ��� ��	���� ��������� ������� ��	�����	�

���� ��� ���� ��� �	�� ������� 	� ��� 
��	

� ���� ���� ����������� ����

� �� � �� ����� ���� ������	���� �� �	�� �����	
� �� � ] )� $ � � � ����

�������� ����� 	�� ������� � � ��� 	�� ��� �	�� ��� 	
���� 	

 �������

0� �	

 ���� ���� ����������� 	� ������
� 
��	

� ���� �1&�"/� �"��� ��

��������� ��
	��� ���� ������� �� ��� � # ���� �	�� �� �	� ��	� ��� 	��

	

��� ��	�����	�����

Z� [��� ��� ��� ����� 	���������� �� �������� �� �����! ��� ����
�	�����	���� �� ��� ���������� 
��[�� �� ���
�� �� ������� �� ��� "����
����	����� ��� ��� ���
�� �� ��� ������� �� �� �� ����� ��� ����� ����	�
����� [���� �� ��"��� ��� ��� ������� �� ���
�� $�� � ] )� $ � � � �� �� ���
��� ��� ����� �� �������

� ��� �������� ��� ��� ����� ���������
��

)�� ��#$� * ��$�$�! �' ��� �"������

k��	�� ��� ��� ���� � �� ��! ��� ����
�� � ��� �	����� [��� p�
���	�� � �� � �� ��� ������������ �� ����
 	��� �� ��� 
��	� ��!

� � � → � ^ )�

#����� ��� �  ������
��� ���� d[��� ����"���� ������
 f! �� �  ���
�	�� ���� d[��� p� ���	��f! ��� 
��	� �� �� ��� ��� � ��� ���� ��

��	�

∏∞
� Z$ d[��� ��� d�� �

�
�f �����	��� ���	��f� \�	� [� �� ��������

��� ��	�� ����� �� ��� 
��	�
∑∞

� Z$ �� ���
i�� 	� �������� ��� ������� � ∈ �� �  ��j	���� d��� ��� � � � f [��� � ]

'� )! �� ��� � ��� �������������� \[� ��j	����� {��}� {��} �� ����� ���

�	
 �� �� ] �� ��� �� � � ��d�� �f� +����� ��j	����� d��� ��! ��j	�����

))



[���� �� ��"�� [��� d'f∞ ���������� �� ��	�� ������ ����
���! ���
j	����� [���� �� ��"�� �� d)f∞ ���������� �� ��
���� ������ ����
����
s�� �j	������� ���� �� ��"�� ��j	����� �� � ����� �� ��� ����� �� ���

��	�

∑∞
� Z$�

����� �� '� "�� ����� �	������ �� �������� � �� ��� �	������ ��� ���
������ �� ��� �������� �� ������ �	���	
 ������ Z ⊂ ��� 	� �

����� �� ��	��� ����������� 

+� "�� ����� �	������ �d� f �� ��� �������� � � ��� ��� �� \Z ��������

���� ��� �	������ ��� ���	
 �
	���� ��� ���� ��� ����� �	������ �� ���

�����
∑∞

� Z$� /� ����� ��� �	������� 	�� ��� �	�� d��� 'f 

�d� f ] �d
∞∑
�

Z$f ��� 2�

"�� ������� Z ����	�� �� � ������� ��� ��������� ��� ��� �
	����

�� ���	
��� 3 ���	
 ���� d'f∞ 	� d)f∞�

4����� �� � ∈ Z� ���� �������� � �� ] � ^ � �� � �� ��"��b �� � �] '!
���� � − ) �� � �� ��"��� q����j	���� ! �� � ∈ Z �� � ∈ Z! ���� � ^ �
�� � �� ��"��� �� �� � �� ��"�� ���� ����� ������ � ∈ Z� �	�� ���
������ � ^ � ] � �� � ^ � ] �� \�� ����� Z �������� �� �[� ������ �� ��"��
��j	����� h ��� ��"�� [��� '∞! �� ��� [��� d)f∞�

Z� �� ������� � ������� �� ��� 
������ ����� � �� ��� 
��	� �� [��� ���

��	�

∑∞
� Z$! �� �� ��������  ����� ����� �� � �� Z �� ��� 
��	�

∑∞
� Z$�

$'����� �� ( ��������� ��	��
� �� ���� ������	
 
��	� ����� �� �� ���

��� ���� � ] −�
� ∈ ��� ����� �	� ��	��� �����������

−�
� ] d)'f∞

���� ��
���� #�� � ������ �� ��� ��� {�
� − � | � ∈ Z}� - ��� ����� �	��

��� ����� �� ��� �
	�� �� 	

 ��*����� ���	
 ���� d)'f∞� �� �� �� ������
� ��
����� �� ���� Z ���� ������ �� ���� ����	 �� ������� ��� �����

∑
Z$ �����

�	�	������.�� ��	� �
	�� � ��� 	���	
 ����� ���� ��� ����� Z� "�� ��	���

�	 �� ���� �	��
��

$'����� (� 5����� ��	� ��� ����� 	∞ 	
�� 	��� � ��� �����

�� 
∞∏
�

Z$

)$



	� ����� ������	���� �� ��� ������	���� $������ ��� ����� �	������ ��

��� ��	 ��� �	������ ��� �
	���� �� ���	
���� ��� ���� �� ������� ����

�� d��� 'f� "�� ����	

�� 4	��	
 	����������� _))` 	
�� 	��� � ��� ������

	� �	� ��� �	�� ����� �	������ 	� ��� 	���� �� 	∞� ����� ���������

������

��  ���	������������
 ������������ � �� �� �� ��� ��� ����� ���
������ � ��� �������� � ! ���� �	� ����	�� ��� � ������� � \�� �	���
���� � � � �→ 
d�f ∈ Z ��

�� ] � ����� ] � ^ 
d�f�

d���� ������� �� �� ��� ����� �� ��� 
��	� ��f� Z� �� ������� �����
����	��� +�� ������!

��� ] � ������� ] � ^ 
d�� �f d��� ��f�

�� �� ���
k� ��� ��� ����! [� ������� ��� ������������ �� ��� ����� ��������

����� ����[ ��  � ���� ������������ �� ����� ����� � #��� ! [� [���
�������� ��� [�������[� ����� � ���� ���� ��� ����� �� ���[ �� ��� � ���
�������� d��� ��! ��� ������� ��������f! �� ��� ���� [� [��� 	�� ��� ���
����a���� �� ��� ����� 	����������! �� ��� ������������
 ����� ����
�	������ �� ��� ����
����

)�� �� "$�$�! & "�.!$�$�! �' ��� �����  (�����*�$��

Z� ����� ��� ��"������ �� ��� ����� 	����������� q������� ��� ����
��� {'� )} �� ��"�� ��� ����� ����������� � 

�d'f ] ')�

�d)f ] )'�

\��� �� �������� �� �� [���� �� ��� ������ {'� )} � ������������ \��
\�	�h����� ��j	���� ��  "��� ����� �� ��� �	�����	����!

� ] ������ · · · ] ���
�→∞ ��d'f ] '))')''))'')'))' � � � �

\�� ��j	���� � ��� � ��� �	��

�_'� $��� − )` ] �_'� $� − )` u�_'� $� − )` ��� � ≥ '�

[���� �_ � !` ] �� · · · �	 �� u�_ � � � ` ������� ���
��
 ' ↔ ) ������ _ � � � `�

),



\�� ��j	���� � �� ����,��������� d�� [���� ���� , ����� �������� f!
�� ������� �� ����%��������� �� ����g���������� \�� ��j	���� �� [���
���[� �� ������������! ��
��! �� � ������ � ������

Z� ���� ��"�� ��� ����� 	����������� q������� ��� ��� �� �� �[��
����� ��"���� ��j	����� �� ��� ������ {'� )}! �� �	��[���� �� [���� �� ���
�	��[���� �� ��� ��"���� �����h\�	� ��j	���� �	b ���� �� ��� ��� ��� � ���
[�� ����	�� �� ��� �[������� ������ �� ��� �����h\�	� ��j	���� �� \��� �� 
������������� ������ �	���� d�� ��� [�� ������
 f M �� ��� ���� " ]
{'� )}Z� \�� d����f ����� �� M �� � ��"������ ��� ����� 	�����������

�� � �  ������
��� ���� [��� ����� �� Z�
Z� ����� ��� ��� ���������� �� ��� ����� 	���������� d��� ��� ������

����� ����	���
 _g`! �� ���� ������ ��������� _.`f�

������� )� "�� 	����������� � �� 	 ����	
� ��*��
� �������� ���
����
� ��������� ��	�����	��� �� M� "�� �������� �� ��� �����������

���	�� ����	��� #� � ��dM� �f ������ � �� ��� ��*�� ��	��	� ��	�

����� �� ������ 	� ���	�� 	 �������� �	�� ����� �� ��	��� �	� ��� �	��

	� ��� ��� $���������� 	� 	 �������� �	�� ����� �� ����
	� ���� �������

�� &������� ��	�����

� ��� ����� �����������
�� ��� 
�� ���
� ����
�

�
��

-�� �"$+ �� &$/ �$�! �' ��� ����� �� !�'��� �$�!

q������� ��� 
��	� ��! ��� ������ ����� 
��	� �� ��� $���� ����
���
	���� �������� �� �� ���� ��� �  ���	�� ���� ���� �� ���������� �� ���
��	����� ����	�� �� ������ �� ��� 
��	� Z$� ��

∼] {'� )}N� \�� ��������
������������ � �� � 	��� ��	�����	��� � ��"������! [��� ������� ��
��� ��	�� ����� d������
�����f ����� �� ��� 
��	� �� $���� ����
����

� � � �→ � ^ )�

Z� [�� �� ������ ��� ����� 	���������� �� ��� $���������� +��
���� [� 	�� ��� �� ����� 	��� ��	
�.	��� �� ��� ����� 	����������� \��

����� ��"������ �� � ��� ������������ ��j	���� � N�
���� 
��� d��
�	� ���!  
��� [��� ��� �[� �������� ' �� ) �� �� ������! �� ������
��
�� ���[��� � �[� �������� �� �m���� ������f! �� [���  ����� �����

�(� ��
�� ���	�� �
�� �� �
� �
��� �
��� ������ ������	�� ���
 �
� ������ 	�#��	
�� ��

)%



�� ��� ��� �� ��
�� [���� ��� ��  
���� ������� +�� ��� ��������! ��� �����
�� ��� ��� ��� ���� ��������� � ��
� [���� ����� ���� ) �� 
����� ���
� ��
� [���� ���� ���� '� �� ����� �� ����� ��� ����� ������������
[� ��	�� ��� ����� �� ��� �����
� '� ) ������� � ��� ��� �����
!

' ≺� )� ) ≺� '

� �����[��
{��} ≺ {��} ⇐⇒ ∃ ! � �� ] �� ���  � !

��
{�	} ≺
 �	� [���� � ] �	�� ] �	���

\��� ���[� 	� �� ��"��  ��[ ����� ����� � ��� ������
����� ����� ��
��� ��"�� ��� �� ����! �� ������ �� �� �� ��� �� �� ��j	����� �� '� )�

Z� ��[ ���[ [�� ��� ���� ����� �� �� ��� ����� �� ��� ��[ ������
�� ����� �� ��"�� ��� ���� ��j	���� �� ��� ��j	���� � ] d��� ��� � � � f ∈
��� �� ] '� )� [� 	�� ��� �����[��
 ������	���

)� ���� ����	
� ��� ��j	���� 	���� ��� "��� ���������� �� � ����� �� ]
����! ���� [��� �� ������ � � � '' �� � � � ))b

$� q��
� '' → )'! �� )) → ')b

,� �	�����	�� �� ��� ������	� ��
��� �� ����! ))))) · · · ) �� ��� "��� ���!
�� ������������
� �� a���� ''''' · · · ' �� ��� ������ ����

�dd')f�''∗f ] d)����'∗f�
�dd')f�)∗f ] d'��)∗f�
�dd)'f�'∗f ] d)��'∗f�

�dd)'f�))∗f ] d'����)∗f�

+�� ������!

�d''∗f ] )'∗�
�d')''∗f ] )))'∗�
�d'))∗f ] '')�

�d)''∗f ] ))'�

�d)'))f ] ''')

\�� �	�� ���������
 ��[ �� 
� ���� � �� �d�f � ��� �� ��������� �
�����[�� �	����� ��� ��  ��j	����

�� � � ] d��� ��� � � � ��� ����� � � � f� �� ] '� )�  ] ) � � �

)g



��� "��� �[� �m���� ���������� [���� �� �j	� �� �� ] �����
\��� ���� ��� �� ] �� ] �
 ] · · · ] �� �] �� ] �	 ] � � � ��! [����

������ 
 ] $� % ] $ ^ ) �� 
 ] $ − )� % ] $ ��������
 �� ��� ���� �� $�
�� �� ] '! ���� ��� ��j	���� �d�f �� ��� "��� $ − ) ���������� �j	�

�� )! �� �� �	���j	��� ���������� �� ��� ���
��� d)� ) � � � )� '� ∗� ∗f� ��
���� ���! �� ��� ����	� �d�f ] � ^ 
d�f! [� ��� 
d�f � '�

�� �� ] ) ���� �d�f �� ��� "��� $ − ) ���������� �j	� �� '! �� ��
�	���j	��� ���������� �� ��� ���
��� d'� '� � � � '� )� ∗� ∗ � � � f� �� ���� ���!
�� ��� ����	� �d�f ] � ^ 
d�f! [� ��� 
d�f � '�

v	� �
������ �� ��"������ �� �d�f ���� ��� [��� �� � �� "����� 
�� '� �� )� �� �j	� �m���� ���������� [��� ' �� )� ��"�� � �
��������	
 ��� �� �� ��� ��	����� ��� �� ������ �� �� [���� � ��� ������
�������� �� "����� �� �m���� ���� ��� ���� �� ��� � ��� �� ] ���� ] '
�� �� ] ���� ] )! �� d��  ���� ������ �����������f ��� ��� �� ��j	�����
[���� �� ��"�� �� d'f∞� d)f∞� d')f∞� d)'f∞�

������� *� "�� ����� �	������ �� ��� ����� ��	�����	��� � � ��� 	���

��	
�.	��� d��� 'f �������� ���� ��� ����� �	������ �� ��� ��������� ����

��	��
�� ������� ��� � ������ �� ��� ���� � ∈ �� ����� �	� �����
� �	�

������	��� ���� �� ] ����� 	� �����
� �	� '� 	� )� ����� ������ � 	

��� �� ��

 ��	������ "�� ��� ����� �� � �������� ���� ��� ��� �� 	

 �����

����� 	�� ���	
 ���� �� - ��� ��� �� ��������	
 ����� ������ �	� $		�

��	���� '� ��� ����� �*���	
��� ��
	��� �� � �� ��6���� ���� ��� ��
	���

�� ���	
����

4����� Z� ���� ��� ����� [���  ������ �����

����� &� &�� � ∈ �� 	� 	����� ��	� � ] {�� � � � } �� ��� ��	��� ���	�

��� �� �� #� ��� ���� $ �� �	�� �� ] ����� ��� �	�� �
���� � �� �� ���

����� �� ] ��� ) �  � $ ��
��� �� ��� � ������ �� ��

4����� �	����� ��� �� ] '� \��� �� [� ��� ��� ��"������ �� ��� �����
������������ �� ��� ��j	���� [��� ����������

�� ] �� ] · · · ] �� ] '�

[� ����� �� ����
��� '� ) � � � $� − )! �� ��� ��
���� �� � ������ �� ���
����� �� ] '� � ] ) � � � � ��������� [��� ��� ��� '� ) � � � $� − )! �����j	���� 
�� � [��� ��� ��������� �� ] ��� ) �  � $ �����
� �� ��� � ������ �� ���
����� �� �� �� ] ) ���� ��� ��� �� ��	� �� [� ���� [���  ��j	���� [���
����������

�� ] �� ] · · · ] �� ] )�

)&



*��	����
 �� ��� ����� �� \������ -! [� 	�� ��� ��������� ��� ����� ��
��"����� �� � [��� �� ] ) �� ����� �� ��"�� �������� ��� �	�� d�[�������f
����� �� � d��� ��� ��
��� ���� ��	� ���������� ������f� #�[ �	�����
��� �[� ������ � �� � �� ��"��! ��

�� ] ��� � � ��

\��� ����� ������ $ � � �	�� ��� �� ] ���� ] ' ��! � i��� ,! � �����
�
�� ��� ����� �� �! ���������
 ��� ������

�� �� ��� �������� �� ��"�� ��� ����� ������������ � ��� ��������
����� 	���
 ��6�����	��� �� ���� ��j	������ ��"�� ��� ��l����������
��������

� � �� → ��

� 
�d{��}∞���f ] {d���� − ��f ��� $� � ] '� )� � � � }�

Z� ����� ��� ����� �� �� 
���! ������ n���������o �� n�� ���o �������
����� ��� ��� ������� �� �� \�� ���� ���	�� d��� _.`f ������ ��� �����h\�	�
��j	���� �� ��� ������� ��

����� �� � ◦ � ] � ◦ ��

\��� �� � �������� ������� �� ��� ��"������ �� � � \�� ��[ ��"������
[� ��� � ��� 	���� � � ������ �� ��� ��� ����a���� �� ��� �����
�������� d��� _&! ))`f� �� ��� ��� ����a����! ��� ����� ������������ �
��  $��������
 �� ��� �������� �� ��� �
����� �����

-�� 0(�* '(!+�$�! �' ��� �����  (�����*�$��	  !" �����

 �$�����$+

#�[ [� 
���  ������� ���������� ��� ��� nm	����	������o 
d·f �� ��� ����
�	� �d�f ] �^
d�f� #����� ��� ��� ��	� �� ��� �	������ 
d�f ������� ��
��� "���� ��
���� �� �b ���� ����� ! �� ��� ��
���� d��� � � � ��f� $ ] $d�f
[���� $ ] ���{� | �� ] ����} d��� ����f�

��"�� ��� ��j	�����

�� ]

⎧⎨
⎩

����−�
� �� $ ≡ ) d��� $f�

����−�
� �� $ ≡ ' d��� $f

��� $ ≥ '�
\�� "��� ��[ ��	�� �� �� �  �	������ �� $ ] '� ) � � � �� ���[� ����[�

)-



$ ' ) $ , % g & - ( . · · ·
�� ' ) $ g )' $) %$ (g )-' ,%) · · ·

\��� ��j	���� ����"�� ��� ���	������ �������

���� ] $� ^ ��−�� $ ] '� )� $ � � � �

[��� ��� ������ ���������� �� ] '� �� ] )� k������ ������� ������� ��

��−� ^ �� ^ ) ] $��

Z� �����	�� ���
$�−� ≤ �� � $��

�� �� �����	�� ����� �� ��� �� ��� �	���� �� �� ��� ������� ���[��� �[�
�m���� ��[��� �� $�

\�� ���	������ �������

��� ] $���−� ^ )b ����� ] $���� � ] )� $ � � � b �� ] '

��  ������� �� ��� ��"������� #����� ��� ��� � ��� �������� �� ������
������ �� ��� ��j	����

d')f
���
� ��� ��� $ � )

��
d)'f

�

� ��� ���� $ � '�

�� �j	������� 

d')f� ] ������ d)'f� ] )d')f�−� ] ����

+�� ��� � ∈ ��! [� ��"�� $ ] $d�f �� �� ��� ������ ����� �� ���
��������� ��� [���� ��� �j	��� �� ] ���� ���	�� ��� ��� "��� ���� d���
����f� q����j	���� ! ��� �� � [���� ��  ���������� '' �� )) [� ��� ���
�����[��
 ���	���

������� +� '� "�� ��	�����	��� � �� ����� � ��� ����� �� �� $�
	��� �������� #� �� �������� 	� 	

 ��� ��� ����� −�

� 	� −�
� � "��

��	�����	��� � ��������� ��� $		� ��	���� � �� 	� �� ������	

�

���������� �� ��� ����� 	������������

)(



+� "�� ���
���� �����
	 ��� ��� ����� ��	�����	��� � � ∈ �� ��

�d�f ]
{

� ^ ��� �� �� ] '�
� − ��� �� �� ] )�

����� $ ] $d�f�
)��� �	��� �	 �� ��������� � ��� �����
	

�d�f ] � ^ d−)f����� ����� $ ] $d�f�

#� �� ����	�� ���� ���� ��� ����	
 �����
	� �� ���	�

�d�f ] � ����� ] � ^ 
d�f�

��


d�f ] �d�f− � ] d−)f�����������

v	� ����	� �� �� ������ �� ��� ����
��� � �������� �� ��� 
��	� ��
� ��� ����
��� Z ⊂ �� � �����[� +�� � ∈ Z! ������ � $d�f ��� ������
�	���� �� ��� ��
�� �� ��� � ��� ������������� ��

� ]
∑

��$�� �� ] '� )

��� [���� ��� ��	� ����� ] ������� ] �d�f� +�� ������!

$d�f ] )� �d�f ] '� �� � ≡ ' d��� %f�

$d�f ] )� �d�f ] )b �� � ≡ , d��� %f�

$d�f ] $� �d�f ] '� �� � ≡ ) d��� (f�

$d�f ] $� �d�f ] )b �� � ≡ & d��� (f�

\�� 
����� ����	� ��� �� � ] )� $ � � � �� ��� �����[��
�

$d�f ] �� �d�f ] '� �� � ≡ ��−�d��� $���f

��
$d�f ] �� �d�f ] )� �� � ≡ −��−� − )d��� $���f�

\�� 
����� ����	� ��� �d�f! [���� 
������a�� ��� ����	� ����! ��

�d�f ] �^ d−)f���������

\�	� [� ����� ��� ����� ����� � ��� �������� ��� �����[��
 ���� ���	��
����� ���� ����� �� ��� ����
��	� N [���� �� ��� ��� ����� �� ��

).



� ' ) $ , % g & - ( . )' )) )$ ), )% )g
�d�f ) , - $ g )g % & . )) ,) )' ), ( )$ )%

\�� ��������� �� ��
���� ����
��� �� 
���� � ��� �������

�d−�f ] −�d� − )f− )�

\��� 
��� ��� ����� �� ��� ����� ��� ����� ������������
 �� ��

�) �$ �, �% �g �& �-
�$ �% �( �, �& �)& �g

\���� ����� 
��� ��� ���� �	�����	���� � ��� ����� �� Z� ��� ���� ���
����� ������

\�� �����[��
 ��j	����� ���[ 	� ��� ����� � ����� �� ��� ����
���!
���� [�� �� ��� ����� ����������
 �� ��� ����
����

' → ) → , → $ → - → & → % → g → )g · · · �

�� ��� ��
���� ����
����

−) → −$ → −% → −, → −( → −- → −g → −& · · · �

k� [� �[! ��� ����
��� 
������ ��� ���������� d����f������� � d���
���� �� ������� %�)fb �	� 
�� �� �� �������� ���� ����������
 ��� 
������
������ �� �� ������� ��� ���� �	�����	����� ��  ���� �������� �����

� ��� ����	���� �� �
�� �����
���
���� ��
� 	���

����	�
��

#�[ [� �� ��� �� 
��� ��� ��[�� �� ��� j	������ ��	� 
����� ����
�	�����	����� ��� ��� ����� 	����������� \�� "��� ���� �� ��� ��"������
�� ��� ����������
 "���� ����	������ d�������� �� ��� 
��	�� 	��f [����
[��� �� 	��� �� �������� ��� ����������
 �� ��� 
��	� Z! �� ��� ���� �	�����
�	������

1�� ��.!$�$�! �' ����� *���(� �$�!�  !" ����� ��"��

v	� "��� ������	����� �������� ���� ������ �������� �� ��� "���� � �������

��	�� 	�� [���� [� ��� ����� ������	����! �� ��"���  ����� ����� ��
��� ��� )� $� � � � $��

$'



+�� �� � � ) [� [��� ��"�� � ���	�����  ����	����� �� ∈ 	�� � �� ��
���������� ��� ���� ��"������ �� �������� ��� ������� ��� �� ����
���� {$�� $�^
)� � � � � $���−)}! ������ �� {)� � � � $�}b ���� [� [��� 	�� �� � ����	������ ��
� ������ ����� ������� ��� �� ����
��� �� �^)� �^$� � � � � �^$�− )� � ∈ Z

d	���
 ��� �����  →  ^ ��  ] $�� � � � $��� − )f�
p��� �� ���� �� ��� "��� ����	������ d�])!$!,f ��������� �� � ���

�����

�� � d$� ,f�

�� � d%� g� -� &f�

�� � d(� .� ))� )'� )g� )%� )$� ),f�

Z� ��"�� ��� ����� ����	������ ��� ������ � � ���	������ �	�����
[� ��� ���� ��"��� ��−�! �  ����	����� �� ��� ���

{$�−�� � � � � $� − )}�

\��� �� [��� �� ��"��� �  ����	����� �� ��� ���

{$�� � � � � $��� − )}�

\�� ����� �� �� �� ��� "��� ��� �� ��� ��� {$�� � � � � $�^$�−�−)} �� ��"���
� � n�����o ����� �� ����	����� ��−� ���� $�� ���� �������� !

��d f ] ��−�d − $�−�f ^ $�−�� $� ≤  ≤ $� ^ $�−� − )

[��� ��� �������� ����������

��d����f ] $��� − )

d�������� ��� $� � ���� � $���f� v� ��� ������ ��� {$�^$�−�� � � � � $���−
)} ��� ����� �� �� �� ��� ��� �� ������ �� ��� ����� �� ��−�! �	� ���
��� 
��l������

��d f ] ��−�d − $�f ^ $��


�� [��� ��� ����������

��d$� ^ ��f ] $��

k�� ����� ����	������ �� [������"���! �� �� � ���� ����	������! ����
��������� ��� "��� �� ������ ������� ����� �� ��� ��� $� � � � $��� − ) ��
n����� �������o �� ��� ����� ��� ����� �� ��� ��� ������� �� ��� ���
��� �� ��� ��
� �� ��� �������� ����

$)



Z� [��� 	�� ��� ����� ����	������ �� ����� �� ��"�� ��� ����� �����
�� ��� ���� +�� ���� [� ���� �� ���	7 ��� ���
� 	� �� ����� \��� ����� [�
[��� ��� ��� ���� d�� ��� ����	
f �����! �� ��� ������
� d�� ��� � ���f �
��� 
	�� d�� ��� �	���	
f ������ Z� [��� [���� ��� � ��� ���� ��� "��� �����
[��� �� �� ���� ���������

Z� ��[ ��"�� �[� �������� ����� ������ �� ��� ���

{$�� $� ^ )� � � � � $��� − )}�

������
 ��� � ��� � �����[�� \�� ����� &� �� ������ ������� $���−) ��
��� ������ ����� u&� �� ������ ������� $�� �� �� ���� ���� ��� ��"������
��� ��� ����� d�� ��� ���f ������� �� ��� ����� &� �� ����! �� �� ���
����� u&� ��� ����� ������� �� $��� ^ $� − ���� − )� \�� ����� u&� ��
����� ��� ��
� �� &� 	���� ��t������  ↔ $��� ^ $� −  − )� *���� ���
��� � ���� � � � ���� ��� � �� ���� �� � �� ��� ����� �� ��� ������

\�� ���	��	�� �� ��� ����� ����	����� �� ����� [��� �� ���� �����
����� �� [� ������ ��� ��� {$�� � � � � $��� − )} ���� 
��	�� �� ��	� ���������
Z� [��� ��� ��� ����� �� �[� � ��� d& �� u&f �� �	�� 
��	�� [���� ��
��������

$'����� ,�

&� � )g � )% � )$ � ), � ( � . � )) � )'�

u&� � ( � . � )) � )' � )g � )% � )$ � ),�

1�� � !"�� &$!� � ��"�� �! ��� ,��(* Z	  !" �$�� �(#��$�(2

�$�! '�� ��� ����� �� !�'��� �$�!

Z� [�� �� ��"�� � �������� ����� ����� �� ��� 
��	� Z ��������
 �� �
[���� ����������� �� ��� ���� �	�����	���� ���� ��� �������� �� ��� �����
�������������

· · ·→ 
d−$� �f→ 
d−)� �f→ 
d'� �f]'→ 
d)� �f] 
d�f→ 
d$� �f→· · · �

[���� [� ����� ��� ��� ] � ������� \�� ��	�� �� 
d�� �f ���  "��� 
������ �
�	� ���� �� �� ��� 
��	� Z� \�	� [� [�� �� ������� ��� ����� �� � �� ���
����� �� � �

��%	�
��	 �� "�� ����� �	��� ����� &d�f ������������ �� ��� ��

��������	
 ���� �� � ��� ����� Z �� ��� 
��	� ����� ����� ���� ���
�	� � �→ 
d�� �f ����� ��� ] � �������� # ����� ������ �� �� ��� ����������

�� ��� � ������ �� ��� � ������ � ��� ����� �� ��� ���� ��

$$



Z� [��� 
��� � �������� ����������� �� ��� ����� ����� d��������
 �� �f�
+����� ! [� �������� ��� ���	��	�� �� �	� ��[��! �� ������ [�� ��� �����
����� ����� &d�f ����� �����

��%	�
��	 (� ( ����� ����� ����� & � ��� ����� Z ��������� ��� 
��	�

������ � ��� ������� �� ����	�
� �	� ���� �����	
� � Z� �	�� �� 
����

	 ����� �� ���� ��� ��� �� ����� �� ��� ���
� ������ - �	�� �� ��� ����

�����	
�� ��� 
��	� ����� ��

��� ��� ����� ����� ����� 	����� 	� ��

�
�� ��� ����	�� �
����� ���� �	���	
 	� ����	
 ����� �� ��� 	�!	���
�����	
���

�	�� � �������
! �� �	��  ������������
 ��"���� ����	�����! �����
�
�� ��� ���� �� 
��	

� ���� 
��	� �������� �� Z ��"��� �� ������� $�%� \��
����� ������� �� ��� ����� � �� �� ��������� �����  �	��� ������

\�� ����� "���� �������
 ��  � ���� �� ��������
 �������� �� Z ��
���
�� $� ��� ����	� �! �� [� �j	�� ��� �� ����� [��� ��� ����� ������ k�
��� ��
� �� ����� ��� ��� ��� ������� �� ����	��� �� ��� ��[ ��������
\�� "�� ������ �� ��� ����� ����� &� �� 
�	�� �� ��� �� ��� ��	��� 
������ �� ��� ���� �������� \�� ���
�� �� ����� �� 
�	��
 ���� �������
�� ��� �������������� ����� �! ������ ��� ���	��	�� �� ��� ������	����� ��
	��������

Z� ���� �������� �� ���� ����� �	��  ������	������

1�) � * � ����$/ �$�! �' ��� *�$!�� $! 3�

�� �� ���������� �� ��������a� ��� ������ � ∈ �� � �����[� i�� � ]
d��� �� � � � f �� ��� � ��� ������������� �� �� \�� ��j	���� �� ����������
��  ��j	���� �� ����������� '� ) ������� [��� ��������� d�� �

�
�f� ������

�� ��� ���������� �� �! [� �������� �� ��� �	����� $�d�f� $�d�f · · · �� �����
������ ��� [���� ��� ] �����! �� "� ��� ��� ��	� ' �� ) �� ��� ] �d�f� +��
����� �� �������� � ��� ��j	���� {$�} �� � ��"���� ��������
 ��j	����!
[���� ��
����� [��� �d�f ] '� ) ��"��� � 	��j	�� � ������! �� �� �� �� ���
��� �� [� ���[ {$�} �� �d�f ���� [� �� ������� �� ��� �	���j	��� ���
��������
� \�� ������������ ���������� �� ��� �������� �� �� �������
���� ��� ��� ��� ��� p� ���	�� �� ��� �����	��� ���	���

����� (� '� "�� ��6������ $��� − $� 	�� ����	

� �������� 	�

�	�� ��� �	�� ���������	
 �����������

'$(�{$� ] �} ] $−�� � ] )� � � � �
�/
� ��!����� {����$} ��� �� ����� ����	 ������ �� ����� �� �
� 	�9����������� � ���"

���� � ���� :������ '�4� ����� ����$ �� �
�  ���� �� �
��
 �
� ��!����� �� 
�� � )�

$,



+� 8������ ��� ������ 
d�f ���� /����� +�+ ���� �� ] � ������ "��

'$(�{
d�f ] ±��} ≡ '$(�{rd�fd�f ] ±��} ] '$(�{$�d�f ] $} ] �
�� �

\��� ���� ��� ��� ��	�� �� 
d�f �� ��� ������ ! �� ��� ��������
���� ��������
 ��������� �

+�� �b ��� ��� �	�� ������! ������������
 �� {$�d�f ] $�}�∈N! �� �d�f ]
�! [� ���  ������������
 ����������
 �� ��� 
��	� Z� \�� ����� � [���
���������� �� ' �� ��� 
��	� Z! �� ��� ������ ����� �� ��� 
��	� Z

����������� �� ��� � ����� �� ��� �������� � � � ���

1�- ��!���(+�$�! �' ��� ����� &$!� � ��"��	  !" $�� �$��2

�(#��$�(�$�!�

#�[ [� �������� ��� �
������ [���� ��j	������ ������	���! ��� ��� ��
�
���� �� � ��� �	�����! ��� "�� ������� �� Z [��� ��� ������ ����� ������

)� \�� ������ ������� �� ������	���� � �����[�� q������� $�d�f! [����
�� 
����� ��� �� �j	� �� ) � ��"������� �� $� ] )! ���� � ]
d'� '∗� ∗ � � � f �� � ] d)� )� ∗� ∗ � � � f� �� ��� "��� ���! �� ] �� ]
d)� '� ∗� ∗ � � � f! �� ��� � ���
� �� � d�� 'f �� ��� ��� � ��� � ���
�
�� �� )! ��	� ) �� � ����� �� '� �� ��� ������ ��� �� ] �−��! ��
��� −) �� � ����� �� '� \�	� ��� ������ ������� �� ������ {'� )} [���
��� 	�	� ����� �����! �� {−)� '} [��� ��� ����� ������ �	����� ��[
��� $� ] $ � )� �� ���� ��� ��� ������ d$ − )f���
���� �� � ��
���������� d')f�� d)'f�� )d')f� �� 'd)'f�! [���� % ] �−�

� �� % ] �−�
�

��������
 �� ��� ���� �� $� Z� [��� �������� $� ������ ���� �� [����
���������� [��� ������� � � $ �� ��� ��� � ��� ���������� �� ��
\�� ��� �� ����� ������ �� Z �� ��� ������� '� )� � � � $�! �� [� [��� �����
���� ��� �� ����� ��� ��� ��
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 ��� ���� �	�����	����
����� p�[���� [� [��� 
���  ������	���� �� ����� �� �������� �� �  �����
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d,f \�� 
����� ���	����� ���� � �� ��������� � �����[�� �	�����
��� [� ��� ���� ���������� ��� "��� � − ) ������� �� ��� ���
j	���� $�−�d�f ≡ $�−�! �� ������� ��� ����� ����� �� ��� �� ���
�������� ��−�d�f ] {��−�� )�−�} �� ���
�� $��−� �� ����	���
 ' ∈ Z

[���� �� �j	����� [��� ��� ����� ����� ����� &��−� �� u&��−� [���
��� ������ ����� �� ��� ����� ��������� [��� ��� �� ��� ���������
�� ��! ������ ��−� �� )�−� ������������
� � Z� [��� ������ ��� ����
������� ��d�f ] {��� )�} �� ��"��  ����� ����� �� �� �� � �� ���
��	�� ��−�d�f! �� �	�� ��� ��� ����������� �� ��� ����� ����� �� ��−�d�f
��������� [��� ��� ������ ����� ������ q������� ��� �	���� $�! ����

��� ���� ���� $�−� [��� �j	� ���������� ��� ] ������ ������ ���
����� ����� �� ��� ����� �� ��−� � *�−�� \���� �� �[� �����

df �� $� ] $�−�^)! ���� ��� ] ����� �� �� ���� ��� �� ] ��−�∪+ !
��� ������ ������� �� �� �� ��� ��� � �� ��−�! [���� + ��
� ������� �m�����
 ��−� ���� ��� ���� [���� �� �������� �� ���
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d�f �� $� � $�−�^) ���� ��� ������	����� ������� �� ��� ���� �� ���
��l������ $�−$�−� � )� �� ���� ��l������ �� ���! ���� ���−� �] ���
�� ��� ����� ����� �� �� [��� ���
� ��� � �� �� �� �������� ��
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�� ��� ����� ����� �� �� ���� ��� ������� ��−� ��������� [��� ���
������ ����� �� ��−�� \�� ���� ������� �� ��� ����� �������
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��� ����������
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�� ��� ��j	���� $� �� ��� ��a� �� m	��� �� 
��������� �������	���� d���
i��� gf� +�� ������! ��� ���
 m	��� ��� ����������� ���� ��������
�� �

(���� �	 �'������ �	- �	 �	.����� �'���	�
��	

k 
��� �������� ������ �� ��� �������
 �� Z �� 
���� � ������ d��������f
�������� �� ��� Z� [��� 
��� ��� "��� ��
���� �� ��� ����� ����� ���

� ] d)''f∞ ] −�
� �

	/
�� �!������ �� ���� �������

�)**$∞ ; · · ·; �)**$∞︸ ︷︷ ︸

 ����

< �)$∞ < −)	

:������ �������� ��� �
� �!�������� �*)$∞ < − �
�

 �)*$∞ < − �

�

 �))**$∞ < − �

�
��	 ��

���

$-



�� ���� ��� ��� ����� ��� ��� ��

� ] d))''f∞ ] −�

 �

\�� ����� �� ��� ����� −�
� ] d)''f∞ �� ����������
 ���	�� �� ��  
������

����� d�� ��� ����� ��� ��� ����� �� �� � �� Zf! �� � ��� ��� ���� ���
��	�� �� ��� ���������� [���� �� ������� �� ��� ���! �� ��� ] '� �� ���
��� �� d))''f∞ ��� ���	���� �� ���� ����������� ��� ��	�� �� ��� ���
�
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Z� �� ��� ��� �� �� ��� ������� ��� ����� �	�������� d� �����

� |f ���� ��� ������ [��� % ������ [��� ����� d)� $� %� ,f �� d%� ,� )� $f! ����
��� % ������ 
������ ��� ����� �� ��� ���� �����! �� �� ��� �	� ��� ����
���� ���[��� ��� j	��	���� d�� m	���f ������� �� �! ���� ����� �� ���
�	���� � �� �m���� ���������� [���� ��� ��� ��� ��	�� $� ] $����

\�� ���� � ] d'f∞� d)f∞� d')f∞� d)'f∞ ������ k� [� [��� ��� �� ���
���� �������! ����� �� ���������� ��� "��� �[� ����������! �� ��� ������
�[� ��
���������
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�� ����������� ��� ��� �� �	�� ������ ���	�� ��� ��� �� ������
���
�� ��� ���������� �� � ��"���  ����� ����� d��  ����	�����f �� ���
����
��	� Z�! �� ��� ���������� �� � ������� ��"���  ����� ����� �� Z−
d��� ��� ����	�� � ��� ��� �� ������� %�)f� \�� ������ [��� ���������� ,
�� ��� ���������� �� ��� 
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 �� ��� �����! �	� ��� ��� ����� ������������
���� �� ��� ��	��

q������� ��� �����[��
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&�� ��� ����� �� �b

&�� ��� ����� �� ����
� � � ∈ Zb

&�� ��� ����� �� ����
� � � ∈ Z�

v� ��� ����� ����! ��� ����� ������������ � �� �[� �������� �����������
d[���� ��� �� ���f! ���� ��� ������ �� ��� ������ '∞ �� )∞! ��
�[� ��
���� ����������� d[���� ��� �� �	�	��f! ���� ��� ������ �� ���
������ d')f∞ �� d)'f∞� Z� ��� ���� �	���	
 �����! �� ������ ��� ��� ��
����� �[� ������ � �,� ] {d)'f∞� d')f∞}� Z� [��� m��� ����� ����� ������
�� ��� �������� � [��� ��	� ����������� �� � �� ����� �[� ��[ ������
�� ��� ����� 	���������� � � ��"������� � ��� ������ ��"������! ���
����� &� ������� ���� �[� �������� ����������� �� � h ��� ����� [��� ' ��
��� ������ [��� −)� ��� �� ����� 
�	� ������������
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 ������ �[� ��j	����� [����
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��"���� \���� �� ��� �[� �	�� ������ � ��� [���� ����� �� �� � [��� ���
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�� ��� ������ ��� �� d'f∞d] �f�
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����� ������ �� ���	�����	�� ������ �� ���� ������������� \��� ����
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