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Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ ìèíèìàëüíûå è ìèíèìàëüíûå ïî ñòÿãèâàíèþ
5 è 6-ñâÿçíûå ãðàôû. Äëÿ íèõ äîêàçûâàâàþòñÿ íèæíèå îöåíêè íà äîëþ
âåðøèí ñòåïåíåé 5 è 6 â îáùåì ÷èñëå âåðøèí, ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëó÷åííûå
îöåíêè: 4/7 äëÿ 5-ñâÿçíûõ ãðàôîâ è 1/2 äëÿ 6-ñâÿçíûõ.
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1 Âñòóïëåíèå

Èíòåðåñ ê ìèíèìàëüíûì è ìèíèìàëüíûì ïî ñòÿãèâàíèþ ãðàôàì âîçíèê
ïîñëå ðàáîòû Â. Òàòòà [3], â êîòîðîé áûëî äàíî ïîëíîå îïèñàíèå ñòðóêòóðû
3-ñâÿçíîãî ãðàôà â òåðìèíàõ óäàëåíèÿ è ñòÿãèâàíèÿ ðåáåð. Âîïðîñ î òîì,
êàêîâà ñòðóêòóðà ìèíèìàëüíîãî è ìèíèìàëüíîãî ïî ñòÿãèâàíèþ k-ñâÿçíîãî
äëÿ k áîëüøèõ 3 áûë ðàññìîòðåí â ñòàòüå Ð. Õàëèíà [1]. Â ýòîé æå ñòàòüå
áûë çàäàí âîïðîñ î òîì, êàêîâà êîíñòàíòà c, òàêàÿ ÷òî êîëè÷åñòâî âåðøèí
ñòåïåíè k â ìèíèìàëüíîì è ìèíèìàëüíîì ïî ñòÿãèâàíèþ k-ñâÿçíîì ãðàôå
ðàâíî ïî êðàéíåé ìåðå c|V |. Â äàëüíåéøåì èññëåäîâàëèñü â îñíîâíîì k-
ñâÿçíûå ãðàôû îáëàäàþùèå òîëüêî îäíèì èç äâóõ ñâîéñòâ - ìèíèìàëüíîñòü
èëè ìèíèìàëüíîñòü ïî ñòÿãèâàíèþ. Íàèáîëüøåå ïðîäâèæåíèå â ïåðâîì èç
ýòèõ íàïðàâëåíèé áûëî ïîëó÷åíî Â. Ìàäåðîì â ñòàòüå [6] (ñì. òåîðåìó
2.1). Îáùèõ ðåçóëüòàòîâ âî âòîðîì íàïðàâëåíèè ïîëó÷åíî íå áûëî, íî
ñóùåñòâóþò ïðîäâèæåíèÿ â èçó÷åíèè 4, 5, 6 è 7-ñâÿçíûõ ãðàôîâ. Ñëó÷àé
4-ñâÿçíûõ ãðàôîâ ïîëíîñòüþ îïèñàí â ðàáîòàõ Ì. Ôîíòå [4] è Í. Ìàðòèíîâà
[5], äëÿ 4-ñâÿçíûõ ãðàôîâ òàêæå ïîëó÷åíî, ÷òî èç ìèíèìàëüíîñòè ïî
ñòÿãèâàíèþ ñëåäóåò ìèíèìàëüíîñòü è äîêàçàíî c = 1. Äëÿ ãðàôîâ áîëåå
âûñîêîé ñâÿçíîñòè ñóùåñòâóþò ïðèìåðû ìèíèìàëüíûõ ïî ñòÿãèâàíèþ,
íî íå ìèíèìàëüíûõ ãðàôîâ, è, òàêèì îáðàçîì, ðàññìîòðåíèå ãðàôîâ,
îáëàäàþùèõ îáîèìè ñâîñòâàìè, ñòàíîâèòñÿ ñîäåðæàòåëüíûì. Còðóêòóðà
ìèíèìàëüíûõ ïî ñòÿãèâàíèþ 5-ñâÿçíûõ ãðàôîâ íàèáîëåå ïîäðîáíî èçó÷åíà
â ñåðèè ñòàòåé Ê. Àíäî è äð., çàâåðøàþùåéñÿ ñòàòüåé [7] (ñì. òåîðåìó 2.2). Â
èçó÷åíèè ãðàôîâ ñâÿçíîñòè âûøå 7 ñóùåñòâåííûõ ïðîäâèæåíèé ïîëó÷åíî íå
áûëî. Â íàøåé ñòàòüå äîêàçûâàþòñÿ îöåíêè íà êîëè÷åñòâî âåðøèí ñòåïåíè
5 è 6 â 5 è 6-ñâÿçíûõ ãðàôàõ ñîîòâåòñòâåííî.

2 Îïðåäåëåíèÿ.

Ïîä ãðàôîì â äàííîé ðàáîòå ïîíèìàåòñÿ êîíå÷íûé íåîðèåíòèðîâàííûé
ãðàô áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ðåáåð. Ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà G òðàäèöèîííî
îáîçíà÷àåòñÿ V (G), à ìíîæåñòâî ðåáåð � E(G). Ñòåïåíü âåðøèíû v
îáîçíà÷àåòñÿ d(v). Ïîäãðàô, èíäóöèðîâàííûé ìíîæåñòâîì âåðøèí A, �
G(A). Êîëè÷åñòâî âåðøèí ãðàôà G ìû áóäåì îáîçíà÷àòü |G|.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïóñòü A � ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà âåðøèí ãðàôà G.
Òîãäà ÷åðåç NG(A) áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà âåðøèí
ãðàôà G, ñîñòîÿùåå èç âñåõ òåõ âåðøèí, êîòîðûå ñìåæíû õîòÿ áû ñ îäíîé
âåðøèíîé èç A è íå ëåæàò â A.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Åñëè A ⊂ V (G), òî ÷åðåç G − A îáîçíà÷àåòñÿ ãðàô
ñ óäàëåííûì ìíîæåñòâîì âåðøèí A è ìíîæåñòâîì ðåáåð, èíöèíäåíòíûì
âåðøèíàì èç ìíîæåñòâà A.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Ïóñòü A � ïîäãðàô ãðàôà G. Òîãäà ÷åðåç A îáîçíà÷èì
ïîäãðàô G(V (G) \ (V (A) ∪NG(A))) ãðàôà G.
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Îïðåäåëåíèå 2.4. Âåðøèííîé ñâÿçíîñòüþ ãðàôà G (îáîçíà÷àåìîé κ(G))
íàçûâàåòñÿ ìîùíîñòü íàèìåíüøåãî ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà âåðøèí ãðàôà
G òàêîãî, ÷òî ïðè åãî óäàëåíèè G ñòàíîâèòñÿ íåñâÿçíûì èëè òðèâèàëüíûì
(òî åñòü ñîñòîÿùèì èç îäíîé âåðøèíû). Ïðè ýòîì, ãðàô G íàçûâàåòñÿ k-
ñâÿçíûì, åñëè κ(G) ≥ k.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ãðàô G � k-ñâÿçíûé, òî d(v) ≥ k äëÿ âñåõ âåðøèí
ãðàôà G.

Îïðåäåëåíèå 2.5. Ðàçäåëÿþùåå ìíîæåñòâî � ýòî ìíîæåñòâî âåðøèí,
ïðè óäàëåíèè êîòîðûõ òåðÿåòñÿ ñâÿçíîñòü. Ñîîòâåòñòâåííî, k-ðàçäåëÿþùåå
ìíîæåñòâî � ðàçäåëÿþùåå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç k âåðøèí.

Îïðåäåëåíèå 2.6. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðàçäåëÿþùåå ìíîæåñòâî T
îòäåëÿåò íåêîòîðûé ïîäãðàô B ãðàôà G, åñëè ïîäãðàô B ïðåäñòàâëÿåòñÿ
â âèäå îáúåäèíåíèÿ íå ìåíåå ÷åì îäíîé, íî íå âñåõ, êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè,
ïîëó÷àþùèõñÿ ïîñëå óäàëåíèÿ ðàçäåëÿþùåãî ìíîæåñòâà T .

Ëåììà 2.1 (ñì. [8]). Ïóñòü ðàçäåëÿþùåå ìíîæåñòâî R îòäåëÿåò îò k-
ñâÿçíîãî ãðàôà G êîìïîíåíòó G1. Òîãäà êàæäàÿ èç âåðøèí ìíîæåñòâà R
ñìåæíà ñ îäíîé èç âåðøèí êîìïîíåíòû G1.

Îïðåäåëåíèå 2.7. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðàçäåëÿþùåå ìíîæåñòâî R ãðàôà
G ðàçäåëÿåò íàáîð âåðøèí X, åñëè ïðè óäàëåíèè ìíîæåñòâà R íå âñå
íåóäàëåííûå âåðøèíû íàáîðà X îêàæóòñÿ â îäíîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 2.8. Íàçîâåì ðàçäåëÿþùèå ìíîæåñòâà R è T ãðàôà G
íåçàâèñèìûìè, åñëè R íå ðàçäåëÿåò T , è T íå ðàçäåëÿåò R. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå ìû áóäåì íàçûâàòü ýòè ìíîæåñòâà çàâèñèìûìè.

Ëåììà 2.2 (ñì. [8]). Ïóñòü ðàçäåëÿþùèå ìíîæåñòâà R, T ∈ T(G) òàêîâû,
÷òî R íå ðàçäåëÿåò T . Òîãäà T íå ðàçäåëÿåò R (òî åñòü ýòè ìíîæåñòâà
íåçàâèñèìû).

Îïðåäåëåíèå 2.9. Ðåáðî íàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííûì, åñëè ïðè åãî
óäàëåíèè ñâÿçíîñòü ãðàôà óìåíüøàåòñÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.10. Ãðàô íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì, åñëè âñå åãî ðåáðà
ñóùåñòâåííû.

Îïðåäåëåíèå 2.11. Ïóñòü ãðàô G � k-ñâÿçíûé. Ðåáðî íàçûâàåòñÿ k-
ñòÿãèâàåìûì, åñëè ïðè åãî ñòÿãèâàíèè ãðàô ñîõðàíÿåò k-ñâÿçíîñòü, èíà÷å
ðåáðî íàçûâàåòñÿ íåñòÿãèâàåìûì.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ðåáðî (x, y) � íåñòÿãèâàåìî, òî ñóùåñòâóåò k-
ðàçäåëÿþùåå ìíîæåñòâî ñîäåðæàùåå îäíîâðåìåííî âåðøèíû x è y.

Îïðåäåëåíèå 2.12. Ãðàô íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì îòíîñèòåëüíî
ñòÿãèâàíèÿ ðåáåð, åñëè âñå åãî ðåáðà íåñòÿãèâàåìû.
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Îáîçíà÷èì Vk(G) ìíîæåñòâî âåðøèí ñòåïåíè k ãðàôà G è V>k(G) �
ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà G, ñòåïåíè êîòîðûõ áîëüøå, ÷åì k.

Òåîðåìà 2.1 (ñì. [6]). Ïóñòü G � ìèíèìàëüíûé k-ñâÿçíûé ãðàô è C �
ìíîæåñòâî âåðøèí ïðîèçâîëüíîãî öèêëà â G. Òîãäà C ∩ Vk(G) 6= ∅

Ñëåäñòâèå 2.1. Ïóñòü G � ìèíèìàëüíûé k-ñâÿçíûé ãðàô. Òîãäà
|Vk(G)| ≥ k−1

2k−1 |V (G)|.

Òåîðåìà 2.2 (ñì. [7]). Â 5-ñâÿçíîì, ìèíèìàëüíîì îòíèñèòåëüíî
ñòÿãèâàíèÿ, ãðàôå ëþáàÿ âåðøèíà ñìåæíà ïî êðàéíåé ìåðå ñ 2 âåðøèíàìè
èç ìíîæåñòâà V5(G).

3 Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Ëåììà 3.1. Ïóñòü G � ìèíèìàëüíûé k-ñâÿçíûé ãðàô, |G| ≥ k + 4 è
x, y ∈ V (G) � ñìåæíûå âåðøèíû. Òîãäà åñëè NG(y) ⊂ NG(x) ∪ {x}, òî
ñòåïåíè âñåõ âåðøèí, âõîäÿùèõ â NG(y), ðàâíû k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ñòåïåíü ïî êðàéíåé ìåðå îäíîé èç âåðøèí
x è y áîëüøå k. Èíà÷å NG({x, y}) = k− 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, x, y îòäåëÿþòñÿ
(k − 1)-ðàçäåëÿþùèì ìíîæåñòâîì. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ ëåììû NG(y) ⊂
NG(x)∪{x} è, ñëåäîâàòåëüíî, d(x) ≥ d(y), çíà÷èò, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî d(x) >
k. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå ëåììû íå âûïîëíÿåòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,
ñóùåñòâóåò âåðøèíà, ñìåæíàÿ ñ x è y, ñòåïåíü êîòîðîé áîëüøå k. Îáîçíà÷èì
ýòó âåðøèíó z. Ðàññìîòðèì (k − 1)-ðàçäåëÿþùåå ìíîæåñòâî â ãðàôå G −
{(x, z)} è îáîçíà÷èì åãî T . Îáîçíà÷èì Hx è Hz êîìïîíåíòû G−{(x, z)}−T ,
ñîäåðæàùèå x è z ñîîòâåòñòâåííî.

Î÷åâèäíî, y ∈ T . Ñ äðóãîé ñòðîíû, NG(y) ⊂ NG(x) ∪ {x} ⊂ V (Hx) ∪ T .
Êðîìå òîãî, d(x) > k è d(z) > k è, ñëåäîâàòåëüíî, V (Hx) \ {x} 6= ∅ è
V (Hz) \ {z} 6= ∅. Ñëåäîâàòåëüíî, T ∪ {z} � k-ðàçäåëÿþùåå ìíîæåñòâî â G.
Òàêèì îáðàçîì, â G åñòü k-ðàçäåëÿþùåå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå âåðøèíó
(à èìåííî � y), ñìåæíóþ ñ âåðøèíàìè òîëüêî â îäíîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè
ãðàôà G− (T ∪{z}). Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ñ 2.1 äîêàçûâàåò ëåììó.

Ëåììà 3.2. Ïóñòü G � ìèíèìàëüíûé 6-ñâÿçíûé ãðàô, |G| ≥ 10.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 6-ðàçäåëÿþùåå ìíîæåñòâî T , ñîäåðæàùåå ñìåæíûå
âåðøèíû x è y, îòäåëÿåò ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç íå áîëåå ÷åì äâóõ
âåðøèí. Òîãäà x ñìåæíà ñ âåðøèíîé ñòåïåíè 6.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî T îòäåëÿåò îäíó âåðøèíó,
òî ýòà âåðøèíà ñòåïåíè 6, êîòîðàÿ ñìåæíà ñî âñåìè âåðøèíàìè, âõîäÿùèìè
â T . Òàêèì îáðàçîì, óòâåðæäåíèå ëåììû âûïîëíÿåòñÿ.

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà T îòäåëÿåò ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç
äâóõ ñìåæíûõ âåðøèí. Âî ýòîì ñëó÷àå ëèáî äëÿ ýòèõ âåðøèí âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ ëåììû 3.1, ëèáî èõ ñòåïåíè ðàâíû 6 è ïî êðàéíåé ìåðå îäíà èç
íèõ ñìåæíà ñ x. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðåàëèçóåòñÿ ïåðâàÿ âîçìîæíîñòü. Åñëè
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ñòåïåíè îáåèõ âåðøèí ðàâíû 7, òî îíè ñìåæíû ñî âñåìè âåðøèíàìè 6-
ðàçäåëÿþùåãî ìíîæåñòâà T è, ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå 3.1 ñòåïåíè âñåõ
âåðøèí ìíîæåñòâà T ðàâíû 6. Â òîì ÷èñëå è âåðøèíû y, ëåæàùåé â T è
ñìåæíîé ñ x ïî óñëîâèþ ëåììû. Åñëè òîëüêî îäíà èç âåðøèí, îòäåëÿåìûõ
T , èìååò ñòåïåíü 7, òî âòîðàÿ äîëæíà áûòü ñìåæíà ëèáî ñ x, ëèáî ñ y. Â
ïåðâîì ñëó÷àå âåðøèíîé ñòåïåíè 6, ñìåæíîé ñ x, ÿâëÿåòñÿ âåðøèíà îäíà
èç îòäåëÿåìûõ T âåðøèí, âî âòîðîì ñëó÷àå � ïî ëåììå 3.1 ñòåïåíü 6 èìååò
âåðøèíà y.

Ëåììà 3.3. Ïóñòü G � 6-ñâÿçíûé, ìèíèìàëüíûé è ìèíèìàëüíûé
îòíîñèòåëüíî ñòÿãèâàíèÿ, ãðàô è |G| ≥ 12. Ñòåïåíü âåðøèíû a ðàâíà
6. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ äâóõ óòâåðæäåíèé:

(1) ñóùåñòâóåò 6-ðàçäåëÿþùåå ìíîæåñòâî T , ñîäåðæàùåå a è ïî
êðàéíåé ìåðå îäíó âåðøèíó èç NG(a), òàêîå ÷òî ñðåäè êîìïîíåíò
ñâÿçíîñòè G− T åñòü ñîäåðæàùàÿ ðîâíî îäíó âåðøèíó èç NG(a).

(2) NG(a) ∩ V6(G) 6= ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå 6-ðàçäåëÿþùåå ìíîæåñòâî T ,
ñîäåðæàùåå a è ïî êðàéíåé ìåðå îäíó âåðøèíó èç NG(a). Åñëè ñðåäè
êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè G − T åñòü ñîäåðæàùàÿ ðîâíî îäíó âåðøèíó èç
NG(a), òî óòâåðæäåíèå ëåììû âûïîëíåíî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òàêèì
îáðàçîì, âñå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè G − T ñîäåðæàò ïî êðàéíåé ìåðå 2
âåðøèíû èç NG(a). Ñëåäîâàòåëüíî, G − T ñîäåðæèò ðîâíî 2 êîìïîíåíòû
ñâÿçíîñòè è îäíà èç íèõ ñîäåðæèò ðîâíî 2 âåðøèíû èç NG(a). Îáîçíà÷èì
H êîìïîíåíòó G − T , òàêóþ ÷òî |V (H) ∩NG(a)| = 2. Âåðøèíû ìíîæåñòâà
V (H) ∩NG(a) îáîçíà÷èì a1, a2.

Ðàññìîòðèì ðàçäåëÿþùåå ìíîæåñòâî T1, ñîäåðæàùåå a, a1. Ìíîæåñòâà
T è T1 ìîãóò áûòü ëèáî íåçàâèñèìû, ëèáî çàâèñèìû (ñëó÷àè (1) è (2)
ñîîòâåòñòâåííî). Ðàññìîòðèì ýòè ñëó÷àè.

(1) Ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ, ìíîæåñòâà T è T1 íåçàâèñèìû.
Ñëåäîâàòåëüíî, T1∩V (H) = ∅. Òàêèì îáðàçîì, H ñîäåðæèòñÿ â îäíîé
èç êîìïîíåíò G−T1, ïîñêîëüêó â G−T áûëî ðîâíî 2 êîìïîíåíòû � H
è H. Âñå âåðøèíû T áûëè ñìåæíû ñ êàêèìè-òî âåðøèíàìè H. Òî åñòü
âåðøèíû (T ∩ NG(a)) \ T1 è H ëåæàò â îäíîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè
G−T1. Ñëåäîâàòåëüíî, âåðøèíû ìíîæåñòâà NG(a)\(T1∪{a2}) ëåæàò â
îäíîé êîìïîíåíòå G−T1. Ñëåäîâàòåëüíî, â G−T1 ðîâíî 2 êîìïîíåíòû,
îäíà èç êîòîðûõ ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ âåðøèíó, ñìåæíóþ ñ a �
a2. Òàêèì îáðàçîì, óòâåðæäåíèå ëåììû âûïîëíÿåòñÿ: êîìïîíåíòà,
ñîäåðæàùàÿ åäèíñòâåííóþ ñìåæíóþ ñ a âåðøèíó, îòäåëÿåòñÿ 6-
ðàçäåëÿþùèì ìíîæåñòâîì T1 òàêèì, ÷òî {a1} ⊂ T1 ∩NG(a).

(2) Ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ, ìíîæåñòâà T è T1 çàâèñèìû. Òî åñòü
V (H) ∩ T1 6= ∅, V (H) ∩ T1 6= ∅. Çàìåòèì, ÷òî âñå êîìïîíåíòû G− T1

ïåðåñåêàþòñÿ ñ T . Îáîçíà÷èì ïðîèçâîëüíóþ êîìïîíåíòó G−T1 � H1.
Î÷åâèäíî, ÷òî T ∩ T1 ñîäåðæèò a. Êðîìå òîãî, ìíîæåñòâî V (H) \ T1
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ñîäåðæèò íå áîëåå îäíîé âåðøèíû, ñìåæíîé ñ a. Çàìåòèì, ÷òî åñëè
ïîäãðàô H ∩ H1 íåïóñò, òî îí îòäåëÿåòñÿ ðàçäåëÿþùèì ìíîæåñòâîì
(V (H) ∩ T1) ∪ (T ∩ T1) ∪ (V (H1) ∩ T ). Òîãäà ëèáî |(V (H) ∩ T1) ∪ (T ∩
T1)∪ (V (H1)∩T )| ≥ 7, ëèáî |(V (H)∩T1)∪ (T ∩T1)∪ (V (H1)∩T )| = 6 è
a ñìåæíà ðîâíî ñ îäíîé âåðøèíîé â H ∩H1. Àíàëîãè÷íî, åñëè íåïóñò
ïîäãðàô H∩H1, òî ëèáî |(V (H)∩T1)∪(T ∩T1)∪(V (H1)∩T )| ≥ 7, ëèáî
|(V (H) ∩ T1) ∪ (T ∩ T1) ∪ (V (H1) ∩ T )| = 6 è a ñìåæíà ðîâíî ñ îäíîé
âåðøèíîé â H ∩ H1. Åñëè âòîðàÿ èç äâóõ âîçìîæíîñòåé ðåàëèçóåòñÿ
äëÿ îäíîãî èç ïîäãðàôîâ H ∩ H1 è H ∩ H1, òî óòâåðæäåíèå ëåììû
âûïîëíåíî. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå è ðàññìîòðèì 3 ñëó÷àÿ: ñðåäè
ïîäãðàôîâ H ∩H1 è H ∩H1 ðîâíî 2, 1 èëè 0 íåïóñòûõ (ñëó÷àè (2.1),
(2.2) è (2.3) ñîîòâåòñâåííî).

(2.1) Ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ, H ∩H1 íåïóñòî è |(V (H)∩T1)∪ (T ∩T1)∪
(V (H1)∩T )| ≥ 7. Åñëè íåïóñò òàê æå ïîäãðàôH∩H1, òî â îòäåëÿþùåì
åãî ìíîæåñòâå (V (H)∩ T1)∪ (T ∩ T1)∪ (V (H1)∩ T ) ïî êðàéíåé ìåðå 6
âåðøèí. Ñëåäîâàòåëüíî,

|(V (H)∩T1)∪(T∩T1)∪(V (H1)∩T )|+|(V (H)∩T1)∪(T∩T1)∪(V (H1)∩T )| ≥ 13.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

|(V (H)∩T1)∪(T∩T1)∪(V (H1)∩T )|+|(V (H)∩T1)∪(T∩T1)∪(V (H1)∩T )| =
= |V (H)∩T1|+|T∩T1|+|V (H)∩T1|+|V (H1)∩T |+|T∩T1|+|V (H1)∩T | =

= |T |+ |T1| = 12.

Èç ïîëó÷åííîãî ïðîòèâîðå÷èÿ ñëåäóåò, ÷òî ïîäãðàô H ∩ H1 ïóñò.
Àíàëîãè÷íî èç íàøåãî ïðåäïîëîæåíèÿ î íåïóñòîòå H ∩H1 è |(V (H)∩
T1) ∪ (T ∩ T1) ∪ (V (H1) ∩ T )| ≥ 7 âûâîäèòñÿ V (H ∩ H1) = ∅. Òàêèì
îáðàçîì, V (H ∩ H1) = V (H ∩ H1) = ∅ è, ñëåäîâàòåëüíî, V (H) =
V (H) ∩ T1. Äîêàæåì, ÷òî |V (H)| = |V (H) ∩ T1| ≤ 2. Ïðåäïîëîæèì
îáðàòíîå, òî åñòü |V (H) ∩ T1| ≥ 3.

|T1| = |V (H) ∩ T1|+ |T ∩ T1|+ |V (H) ∩ T1| = 6.

Ñëåäîâàòåëüíî, |V (H)∩T1|+ |T ∩T1| ≤ 3. Ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ,

|(V (H) ∩ T1) ∪ (T ∩ T1) ∪ (V (H1) ∩ T )| ≥ 7,

è
|(V (H) ∩ T1) ∪ (T ∩ T1) ∪ (V (H1) ∩ T )| ≥ 7.

Ñëåäîâàòåëüíî, |(V (H1)∩T )| ≥ 4, è |(V (H1)∩T )| ≥ 4. Ñ äðóãîé ñòðîíû,

6 = |T | = |V (H1) ∩ T |+ |T ∩ T1|+ |V (H1) ∩ T | ≥ 8.

Èç ïîëó÷åííîãî ïðîòèâîðå÷èÿ ñëåäóåò, ÷òî |V (H)| = |V (H) ∩ T1| ≤
2. Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ëåììû 3.2 è a ñìåæíà ñ
âåðøèíîé ñòåïåíè 6. Ïîëó÷àåì, ÷òî â ñëó÷àå (2.1) óòâåðæäåíèå ëåììû
âûïîëíÿåòñÿ.
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(2.2) Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü V (H ∩H1) 6= ∅ è V (H ∩H1) = ∅.
Ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ, |(V (H)∩T1)∪ (T ∩T1)∪ (V (H1)∩T )| ≥ 7.
Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ (2.1) ïîëó÷èì, ÷òî V (H ∩H1) = ∅. Ðàññìîòðèì 2
âîçìîæíîñòè: V (H∩H1) 6= ∅ è V (H∩H1) = ∅ (ñëó÷àè (2.2.1) è (2.2.2)
ñîîòâåòñòâåííî).

(2.2.1) Çàìåòèì, ÷òî V (H1) = V (H1) ∩ T , ïîñêîëüêó V (H ∩H1) = ∅ è V (H ∩
H1) = ∅. Äîêàæåì, ÷òî |V (H1)| = |V (H1) ∩ T | ≤ 2. Ïðåäïîëîæèì
îáðàòíîå, òî åñòü |V (H1)| = |V (H1) ∩ T | ≥ 3.

|T | = |V (H1) ∩ T |+ |T ∩ T1|+ |V (H1) ∩ T | = 6.

Ñëåäîâàòåëüíî, |V (H1)∩T |+ |T ∩T1| ≤ 3. Ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ,

|(V (H) ∩ T1) ∪ (T ∩ T1) ∪ (V (H1) ∩ T )| ≥ 7,

è
|(V (H1) ∩ T ) ∪ (T ∩ T1) ∪ (V (H) ∩ T1)| = 6.

Ñëåäîâàòåëüíî, |V (H) ∩ T1| ≥ 4, è |V (H) ∩ T1| ≥ 3. Ñ äðóãîé ñòðîíû,

6 = |T1| = |V (H) ∩ T1|+ |T ∩ T1|+ |V (H) ∩ T1| ≥ 7.

Èç ïîëó÷åííîãî ïðîòèâîðå÷èÿ ñëåäóåò, ÷òî |V (H1)| = |V (H1)∩ T | ≤ 2.
Îòñþäà, ïî ëåììå 3.2 ïîëó÷èì, ÷òî óndth;ltybt ëåììû âûïîëíÿåòñÿ.

(2.2.2) Èç V (H ∩ H1) = ∅, V (H ∩ H1) = ∅ è V (H ∩ H1) = ∅ ñëåäóåò,
÷òî V (H1) = V (H1) ∩ T è V (H) = V (H) ∩ T1. Äîêàæåì, ÷òî âåðíî
|V (H1)| = |V (H1)∩T | ≤ 2 èëè |V (H)| = |V (H)∩T1| ≤ 2. Ïðåäïîëîæèì
îáðàòíîå, òî åñòü |V (H1)| = |V (H1)∩T | ≥ 3 è |V (H)| = |V (H)∩T1| ≥ 3.
Ñëåäîâàòåëüíî, |V (H1)∩ T |+ |T ∩ T1| ≤ 3 è |V (H)∩ T1|+ |T ∩ T1| ≤ 3.
Ñëåäîâàòåëüíî, |V (H1) ∩ T | + |T ∩ T1| + |V (H) ∩ T1| ≤ 6. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ |(V (H)∩T1)∪ (T ∩T1)∪ (V (H1)∩
T )| ≥ 7. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî |V (H1)| = |V (H1)∩
T | ≤ 2 èëè |V (H)| = |V (H) ∩ T1| ≤ 2. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå 3.2
ïîëó÷àåì, ÷òî óòâåðæäåíèå ëåììû âûïîëíÿåòñÿ.

(2.3) Ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ, V (H ∩ H1) = ∅ è V (H ∩ H1) =
∅. Ñëåäîâàòåëüíî, V (H) = V (H) ∩ T1. Çàìåòèì, ÷òî íå ìîãóò
âûïîëíÿòüñÿ îäíîâðåìåííî îáà ðàâåíñòâà: V (H ∩ H1) = ∅ è V (H ∩
H1) = ∅ (èíà÷å |G| = |T ∪ T1| ≤ 11). Ðàññìîòðèì äâå âîçìîæíîñòè:
ñðåäè V (H ∩H1) è V (H ∩H1) ðîâíî 1 èëè 0 ïóñòûõ ìíîæåñòâ (ñëó÷àè
(2.3.1) è (2.3.2) ñîîòâåòñòâåííî).

(2.3.1) Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî V (H∩H1) = ∅ è V (H∩H1) 6=
∅. Ñëåäîâàòåëüíî, V (H1) = V (H1) ∩ T .
Ôðàãìåíò V (H ∩H1) îòäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì (V (H)∩ T1)∪ (T ∩ T1)∪
(V (H1) ∩ T ), ñëåäîâàòåëüíî, |V (H) ∩ T1| + |T ∩ T1| + |V (H1) ∩ T | ≥ 6.
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Òîãäà |V (H) ∩ T1|+ |V (H1) ∩ T | ≤ 5, ïîñêîëüêó

12 = |T |+ |T1| =
= |V (H1)∩T |+|T∩T1|+|V (H1)∩T |+|V (H)∩T1|+|T∩T1|+|V (H)∩T1| =
= (|V (H1)∩T |+|T∩T1|+|V (H)∩T1|)+|V (H1)∩T |+|T∩T1|+|V (H)∩T1|

è |T ∩ T1| ≥ 1. Ñëåäîâàòåëüíî, |V (H)| = |V (H) ∩ T1| ≤ 2 èëè
|V (H1)| = |V (H1) ∩ T | ≤ 2. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ìû ïîëó÷àåì, ÷òî 6-
ðàçäåëÿþùåå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå âåðøèíó a è ñìåæíóþ ñ íåé,
îòäåëÿåò êîìïîíåíòó, ñîñòîÿùóþ èç íå áîëåå ÷åì 2 âåðøèí. Îòñþäà,
ïðèìåíèâ ëåììó 3.2, ïîëó÷èì, ÷òî a ñìåæíà ñ âåðøèíîé ñòåïåíè 6. Â
ýòîì ñëó÷àå óòâåðæäåíèå ëåììû âûïîëíÿåòñÿ.

(2.3.2) Ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ, V (H ∩ H1) 6= ∅ è V (H ∩ H1) 6= ∅.
Ñëåäîâàòåëüíî, îòäåëÿþùèå ýòè ôðàãìåíòû ìíîæåñòâà (V (H)∩T1)∪
(T ∩ T1)∪ (V (H1)∩ T ) è (V (H)∩ T1)∪ (T ∩ T1)∪ (V (H1)∩ T ) ñîäåðæàò
ïî êðàéíåé ìåðå 6 âåðøèí. Îòñþäà,

12 ≤ |V (H)∩T1|+|T∩T1|+|V (H1)∩T |+|V (H)∩T1|+|T∩T1|+|V (H1)∩T | =
= |V (H1) ∩ T |+ |T ∩ T1|+ |V (H1) ∩ T |+ |T ∩ T1|+ 2|V (H) ∩ T1| =

= |T |+ |T ∩ T1|+ 2|V (H) ∩ T1| = 6 + |T ∩ T1|+ 2|V (H) ∩ T1|.

Ñëåäîâàòåëüíî,
6 ≤ |T ∩ T1|+ 2|V (H) ∩ T1|.

Îòñþäà, èñïîëüçóÿ |T ∩ T1| ≥ 1, ïîëó÷àåì ÷òî

4 ≤ |T ∩ T1|+ |V (H) ∩ T1|

è, ñëåäîâàòåëüíî,
|(V (H) ∩ T1)| ≥ 2.

Ñëåäîâàòåëüíî, óòâåðæäåíèå ëåììû âûïîëíÿåòñÿ ïî ëåììå 3.2.

Òàêèì îáðàçîì, âñå âîçìîæíîñòè ðàññìîòðåíû. Ëåììà ïîëíîñòüþ
äîêàçàíà.

Ëåììà 3.4. Ïóñòü G � 6-ñâÿçíûé, ìèíèìàëüíûé è ìèíèìàëüíûé
îòíîñèòåëüíî ñòÿãèâàíèÿ, ãðàô è |V (G)| ≥ 12. Ñòåïåíü âåðøèíû a ðàâíà
6. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ NG(a) ∩ V6(G) 6= ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 3.3 âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ äâóõ
óòâåðæäåíèé:

(1) ñóùåñòâóåò 6-ðàçäåëÿþùåå ìíîæåñòâî T , ñîäåðæàùåå a è ïî êðàéíåé
ìåðå îäíó âåðøèíó èç NG(a), òàêîå ÷òî ñðåäè êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè
G− T åñòü ñîäåðæàùàÿ ðîâíî îäíó âåðøèíó èç NG(a).
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(2) NG(a) ∩ V6(G) 6= ∅.

Âî âòîðîì ñëó÷àå óòâåðæäåíèå ëåììû âûïîëíåíî. Ðàññìîòðèì ïåðâûé
ñëó÷àé. Îáîçíà÷èì êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè, ñîäåðæàùóþ åäèíñòâåííóþ
âåðøèíó, ñìåæíóþ ñ a � H. Îáîçíà÷èì åäèíñòâåííóþ âåðøèíó â V (H) ∩
NG(a) � a1. Ðàññìîòðèì 6-ðàçäåëÿþùåå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå a è a1 (è
îáîçíà÷èì åãî T1). Çàìåòèì, ÷òî 6-ðàçäåëÿþùèå ìíîæåñòâà T è T1 íå ìîãóò
áûòü íåçàâèñèìû, ïîñêîëüêó èíà÷å âñå âåðøèíû, ñìåæíûå ñ a, ëåæàò â
îäíîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ãðàôà G − T . Òàêèì îáðàçîì, V (H) ∩ T1 6=
∅, V (H) ∩ T1 6= ∅ è ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâà âåðøèí ëþáîé êîìïîíåíòû
ñâÿçíîñòè ãðàôà G− T1 ñ T íåïóñòî. Îáîçíà÷èì ïðîèçâîëüíóþ êîìïîíåíòó
G− T1 � H1.

Î÷åâèäíî, ÷òî (V (H)\T1)∩NG(a) = ∅. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè êîìïîíåíòà
H ∩H1 èëè H ∩H1 íåïóñòà, òî åå îòäåëÿþùåå ìíîæåñòâî ((H ∩ T1) ∪ (T ∩
T1) ∪ (H1 ∩ T ) è (H ∩ T1) ∪ (T ∩ T1) ∪ (H1 ∩ T ), ñîîòâåòñòâåííî) ñîäåðæèò
ïî êðàéíåé ìåðå 7 âåðøèí (ïîñêîëüêó a ëåæèò â îáîèõ ýòèõ ðàçäåëÿþùèõ
ìíîæåñòâàõ). Ñëåäîâàòåëüíî, èç ïàðû ìíîæåñòâ H ∩H1 è H ∩H1 íå áîëåå
îäíîãî íåïóñòîãî, ïîñêîëüêó èíà÷å

13 = 7+6 ≤ |(H∩T1)∪(T ∩T1)∪(H1∩T )|+ |(H∩T1)∪(T ∩T1)∪(H1∩T )| =
= |H∩T1|+ |T ∩T1|+ |H∩T1|+ |H1∩T |+ |T ∩T1|+ |H1∩T | = |T1|+ |T | = 12

Àíàëîãè÷íî, èç ïàðû ìíîæåñòâ H ∩ H1 è H ∩ H1 òàêæå íå áîëåå îäíîãî
íåïóñòîãî. Ðàññìîòðèì äâå âîçìîæíîñòè � ñðåäè ìíîæåñòâ H ∩H1, H ∩H1,
H ∩H1 è H ∩H1 ðîâíî 2 è ðîâíî 3 ïóñòûõ � ñëó÷àè 1 è 2 ñîîòâåòñòâåííî
(âñå 4 ìíîæåñòâà ïóñòûìè áûòü íå ìîãóò, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå â ãðàôå
íå áîëåå 11 âåðøèí).

(1) Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïóñòûå ìíîæåñòâà � H ∩H1

è H ∩ H1. Ñëåäîâàòåëüíî, H1 = H1 ∩ T . Äîêàæåì, ÷òî |V (H1)| ≤ 2.
Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå, òî åñòü |V (H1)| ≥ 3. Ñëåäîâàòåëüíî, |(T∩T1)∪
(V (H1∩T )| ≤ 3. Î÷åâèäíî, ëèáî |V (H)∩T1| ≤ 2, ëèáî |V (H)∩T1| ≤ 2.
Ñëåäîâàòåëüíî, ëèáî |(V (H) ∩ T1) ∪ (T ∩ T1) ∪ (V (H1 ∩ T )| ≤ 5, ëèáî
|(V (H) ∩ T1) ∪ (T ∩ T1) ∪ (V (H1 ∩ T )| ≤ 5. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî
ëèáî H ∩ H1, ëèáî H ∩ H1 � ïóñòîå ìíîæåñòâî (èíà÷å íåïóñòàÿ
êîìïîíåíòà îòäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì, ñîäåðæàùèì íå áîëåå 5 âåðøèí).
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèåì, ÷òî â
ñëó÷àå (1) ñðåäè ìíîæåñòâ H ∩H1, H ∩H1, H ∩H1 è H ∩H1 ðîâíî 2
íåïóñòûõ. Ñëåäîâàòåëüíî, |V (H1)| ≤ 2. Ïî ëåììå 3.2 ïîëó÷àåì, ÷òî a
ñìåæíà ñ ïî êðàéíåé ìåðå îäíîé âåðøèíîé ñòåïåíè 6.

(2) Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî åäèíñòâåííîå íåïóñòîå
ìíîæåñòâî �H∩H1. Ñëåäîâàòåëüíî, (V (H)∩T )∪(T∩T1)∪(V (H1)∩T1)
� ìíîæåñòâî, îòäåëÿþùåå H ∩ H1, ñîäåðæèò íå ìåíåå 6 âåðøèí.
Ñëåäîâàòåëüíî, |V (H) ∩ T | + |V (H1) ∩ T1| ≤ 5. Òàêèì îáðàçîì, ëèáî
|V (H)∩ T | ≤ 2, ëèáî |V (H1)∩ T | ≤ 2. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî |V (H)| =
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|V (H)∩T | ≤ 2, ëèáî |V (H1)| = |V (H1)∩T | ≤ 2. Ïî ëåììå 3.2 ïîëó÷àåì,
÷òî a ñìåæíà ñ ïî êðàéíåé ìåðå îäíîé âåðøèíîé ñòåïåíè 6.

Òàêèì îáðàçîì, ëåììà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü G � 5-ñâÿçíûé, ìèíèìàëüíûé è ìèíèìàëüíûé
îòíîñèòåëüíî ñòÿãèâàíèÿ, ãðàô. Òîãäà V5(G) > 4

7 |V (G)|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçîáüåì ìíîæåñòâî ðåáåð, èíöèäåíòíûõ âåðøèíàì èç
V>5(G), íà äâà ïîäìíîæåñòâà:

E>5(G) � ðåáðà, èíöèäåíòíûå äâóì âåðøèíàì èç V>5(G),
E5(G) � ðåáðà, èíöèäåíòíûå îäíîé âåðøèíå èç V>5(G).
Èç òåîðåìû 2.1 ñëåäóåò, ÷òî G(V>5(G)) ÿâëÿåòñÿ ëåñîì. Ñëåäîâàòåëüíî,

ðåáåð, èíöèäåíòíûõ äâóì âåðøèíàì èç V>5(G), íå áîëåå |G(V>5(G))| − 1.
Çàìåòèì, ÷òî

∑
v∈V>5(G) d(v) = 2|E>5(G)|+ |E5(G)|. Ñëåäîâàòåëüíî,

|E5(G)| =
∑

v∈V>5(G)

d(v)− 2|E>5(G)| ≥
∑

v∈V>5(G)

d(v)− 2(|G(V>5(G))| − 1) ≥

≥ 6|V>5(G)| − 2(|G(V>5(G))| − 1) > 4|G(V>5(G))|.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç òåîðåìû 2.2 ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé âåðøèíå èç V5(G)
èíöèäåíòíî íå áîëåå 3 ðåáåð èç E5(G). Ñëåäîâàòåëüíî,

3|V5(G)| ≥ |E5(G)| > 4|G(V>5(G))|.

Ñëåäîâàòåëüíî,

7|V5(G)| = 3|V5(G)|+ 4|V5(G)| > 4|V>5(G)|+ 4|V5(G)| = 4|V (G)|.

Ñëåäîâàòåëüíî, |V5(G)| > 4
7 |V (G)|.

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü G � 6-ñâÿçíûé, ìèíèìàëüíûé è ìèíèìàëüíûé
îòíîñèòåëüíî ñòÿãèâàíèÿ, ãðàô. Òîãäà V6(G) > 1

2 |V (G)|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçîáüåì ìíîæåñòâî ðåáåð, èíöèäåíòíûõ âåðøèíàì èç
V>6(G), íà äâà ïîäìíîæåñòâà:

E>6(G) � ðåáðà, èíöèäåíòíûå äâóì âåðøèíàì èç V>6(G),
E6(G) � ðåáðà, èíöèäåíòíûå îäíîé âåðøèíå èç V>6(G).
Èç òåîðåìû 2.1 ñëåäóåò, ÷òî G(V>6(G)) ÿâëÿåòñÿ ëåñîì. Ñëåäîâàòåëüíî,

ðåáåð, èíöèäåíòíûõ äâóì âåðøèíàì èç V>6(G), íå áîëåå |G(V>6(G))| − 1.
Çàìåòèì, ÷òî

∑
v∈V>6(G) d(v) = 2|E>6(G)|+ |E6(G)|. Ñëåäîâàòåëüíî,

|E6(G)| =
∑

v∈V>6(G)

d(v)− 2|E>6(G)| ≥
∑

v∈V>6(G)

d(v)− 2(|G(V>6(G))| − 1) ≥

≥ 7|V>6(G)| − 2(|G(V>6(G))| − 1) > 5|G(V>6(G))|.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç ëåììû 3.3 ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé âåðøèíå èç V6(G)
èíöèäåíòíî íå áîëåå 5 ðåáåð èç E6(G). Ñëåäîâàòåëüíî,

5|V6(G)| ≥ |E6(G)| > 5|G(V>6(G))|.

Ñëåäîâàòåëüíî,

10|V5(G)| = 5|V6(G)|+ 5|V6(G)| > 5|V>6(G)|+ 5|V6(G)| = 5|V (G)|.

Ñëåäîâàòåëüíî, |V6(G)| > 1
2 |V (G)|.
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