
 

 

 

ПРЕПРИНТЫ ПОМИ РАН 

 

 

ГЛАВНЫЙ РЕДАКТОР 

С.В. Кисляков 

 

 

 

РЕДКОЛЛЕГИЯ 

В.М.Бабич, Н.А.Вавилов, А.М.Вершик, М.А.Всемирнов, А.И.Генералов, И.А.Ибрагимов, 

Л.Ю.Колотилина, Б.Б.Лурье, Ю.В.Матиясевич, Н.Ю.Нецветаев, С.И.Репин, Г.А.Серегин  

 

 

Учредитель: Санкт-Петербургское отделение Математического института 

 им. В. А.  Стеклова Российской академии наук 

 

Свидетельство о регистрации средства массовой информации: ЭЛ №ФС 77-33560 от 16 

октября 2008 г. Выдано Федеральной службой по надзору в сфере связи и массовых 

коммуникаций 

 

 

Контактные данные: 191023, г. Санкт-Петербург, наб. реки Фонтанки, дом 27 

телефоны:(812)312-40-58; (812) 571-57-54 

e-mail: admin@pdmi.ras.ru 

http://www. pdmi.ras.ru /preprint/ 

Заведующая информационно-издательским сектором Симонова В.Н 

mailto:admin@pdmi.ras.ru


�������� ���� 	 
��
���

�������� ����	
���

�	 ���
������� ����
��

����������	


����������	
�	�
��� ���������

����������
���� ��
������ ����� �� �� ��������

��

��
��� �������� ����

��������	�
���
���
�

��

���	�����
� �	�
���� 
���
�������� �
	��������� ��������� ���	���	�

� �
��� 
������ ����� 
����	�� �!� ��	! �����	�!" ���	���	�� �� �	���������

#�
� �

��#�������	�	!��!���

�������� ��	�
� �������� ��������� ������ ������������� ��� ������� ���!"

����#��� �����

�



�

������� 	
���
�	

�� �� ��������

	
�����
���

�� �� ������ �� �� �������� �� �� � !"��� �� �� �� #�!$���
�� �� � $ !����� �� �� ��!�%�#��� �� �� ���$���

�� &� ����'���$�� �� �� �(���$������� �� �� �()*#�$�� +� +� �(��"�
�� �� �(!* � &� �� ��'��� ���� �� &� � ,� '� ��

�� �� 	 -�$� �� �� � ! %�$� �� �� �(.����� �� �� /�# $��



�

���
���� ��������� 
� ��
�����
�� �������

����������	
�

0� ��������

��$�'!(�,�� ���'��' �) -�!1 ($�'�!$12 �- !�'�!�� U1, U2� . 3�'�(45�2
� %��*� !'��12 -!��'!�$�'��2 H1, H2 ���'� '�'� $$�� � �- !�'�!� X : H1 →
H2� �-!�"��� '��� �(5 �'�( ' �� ���$���3 �- !�'�!� ����45�3�� -! . ��#
-��� .���' �*$��'�

Un
2 XU

−n
1 67 n→ +∞,

�-��1��45�3 ���#-'�'�� ��� -�� . $� ���' #1 � .���! '$1# �! # $ #�
�-! . ��# ��##('�'�! K�

K = XU1 − U2X.

��(��3 K = 0 '!����� $� -�����*�( '�%.� �� 8� # $'1 -��� .���' �*$��'�
�� ��.$� !��$1 X9  �' �'� $$� �-!�"���'*� �'� -!���2�.�'� ��%.� K #��
:!�$%� 0� !�$%� ;� ��$ �$�%� !�$%�� �) ������ �- !�'�!�� �� �� .�#� � '�.�<


��� �- �'!��*$1 # !1 ($�'�!$12 �- !�'�!�� �����4'$�=$ -! !1�$1
:�'$���' �*$� # !1 � � %�<� '� � ������� ���3 ' �!�� !��� �$�� (�'�$����=
�� '�� �(5 �'����$� ���*$12 ���$��12 �- !�'�!��� ��%.� ��##('�'�! K
-!�$�.� >�' �����( �- !�'�!�� �� �� .�# ?0@�

+!��'1 -!�# !1� .�> � �.$�# !$12 -!��'!�$�'��2� -���)1��4'� �'� �
��5 # ��(�� -! . � #�> ' $ �(5 �'����'*� � 3�'��' �*$�� ��)*#A# H1 =
H2 = C� U1 = I� U2 = ωI� %. |ω| = 1� X = I� 
�%.� ��$�� �'� Un

2 XU
−n
1 = ωnI�


��� ω �= 1� '� -��� .���' �*$��'* !��2�.�'��� �.$��� #�>$� $�. �'*=
��� �'� -! . � �(. ' �(5 �'����'* � ����#=���� ���  �����# �#1�� � �
�# $$��  ��� -!�# $�'* $ ��'�!13 # '�. �(##�!���$��� ��-!�# !� !��=
�#�'!�# # '�. �(##�!���$��� ��-��'����45�3 -��� .���' �*$��'� (xn)

∞
n=0

-��� .���' �*$��'* (x̃n)  A �! .$�2 B )�!�� x̃n = 1
n+1

∑n
m=0 xm� ��� % �=

# '!�� ���2 -!�%! ���3 xn = ωn :|ω| = 1� ω �= 1< �#  # x̃n = 1
n
· 1−ωn

1−ω → 0�


��� .�$� -��� .���' �*$��'* (xn)� '�  A �� � �1 �! .$� �# 4' ��.

(1 − r)

∞∑

n=0

rnxn,

%. 0 < r < 1 � -! . � !���#�'!��� '�� -!� r↗1� +���>�#

Ar = (1 − r)
∞∑

n=0

rnUn
2 XU

−n
1 ,

���� �������	
 �	��
���
 ����� ����� ��������������
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'� � Ar C �� � �1 �! .$� -��� .���' �*$��'� Un
2 XU

−n
1 �

� '�. �(##�!���$�� -� �� �4 ). �* !���#�'!��� '�� �)=)�  %� ���)�
� �$' %!���#� '�-� ��"�� ��5�� %�-�' )� #�> ' �1'* �D�!#(��!���$�
�� .(45�# ��!�)�#�

����������
	�  � � ���
� U1, U2 � ���

���� 	���

	��� � �����	�	�
���� �
	 X � 

�	� 	���

	�� �
	 K = XU1 − U2X � 	���

	�
�	����	�	 �
��
� �	��
 ������ ���������� �	 ����� �	����	�

����	�
�
Un

2 XU
−n
1 �� ��
���
 � ��
�	� 	���

	��	� 
	�	�	���� 
��� 	���

	�� Ar

��
�	 �!	�"
�" ��� r↗1�

	���#�'!�# �(##1 Bn�

:0< Bn =

n∑

m=1

Um−1
2 KU−m

1 , n � 1.

�$� ���)�$1 � �- !�'�!�#� ��.� Un
2 XU

−n
1 ���'$�" $� #

:;< Bn = X − Un
2 XU

−n
1 .

�� .���' �*$�� �2�.�#��'* -��� .���' �*$��'� Un
2 XU

−n
1 !��$����*$� �2�.�=

#��'� Bn� �-! . ��# $��(4 $�!#( ||| · |||�

|||K||| = sup
n�1

||Bn|| = sup
n�1

||
n∑

m=1

Um−1
2 KU−m

1 ||.


��� K = XU1 − U2X� '� -� D�!#(� :;< $�!#� |||K||| ��$ �$�� ��)=
$��� '  �' �'� $$13 ��-!��� �� .( ' �� �) ��$ �$��'� |||K||| '�� �'� -��� =
.���' �*$��'* (Bn) �(. ' �2�.�5 3�� -��� -!�# $ $�� ����%�=���� s=! %(=
��!$�%� # '�.� �(##�!���$�� :# '�.� B )�!�� �� ��� � '�.�9 �-! . � $� 
s=! %(��!$��'� �#� � EF<�

��>$� '��> !���#�'!���'* -��� .���' �*$��'* Un
2 XU

−n
1 -!� �'!�,�=

' �*$12 n � $�-!��� $� # n → −∞� 
��� $ ��'�!1 (�! .$A$$1 -! . �1
:.�(�'�!�$$ 3< -��� .���' �*$��'� Un

2 XU
−n
1 �(5 �'�(4' -!� n → ±∞�

'� 8'� > .��>$� �1'* � !$� � .�� !�)$��'� -! . ���� ��'�!�� '�%.�
-! .�'���� ' ����3 -! . � -��� .���' �*$��'� Un

2 XU
−n
1 − U−n

2 XUn
1 -!�

n → +∞� � ' !#�$�2 ��##('�'�!� K 8'� �- !�'�!1 #�%(' �1'* )�-���$1
���
:F<

Un
2 XU

−n
1 −U−n

2 XUn
1 =

n−1∑

m=−n
(Um+1

2 XU
−(m+1)
1 −Um

2 XU
−m
1 ) = −

n−1∑

m=−n
Um

2 KU
−(m+1)
1 .

	��$�# !$�� �%!�$�� $$��'* $�!# 8'�2 �- !�'�!�� �� ��.$� !��$����*$�
��$ �$��'� |||K|||�
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 - !* -(�'* μC # !� � � %� $�  .�$��$�3 ��!(>$��'�� ��)*#A# �- !�'�!
X � L2(μ) '���3� �'� K = XU −UX =

∑
(·, ūk)vk� %. U C �- !�'�! (#$�> =

$�� $� z � L2(μ)� �(##� ��$ �$� :��� � ���$ �$�� $�
∑ ||uk|| · ||vk|| < ∞<�

������� ��� ! )(�*'�'1 ' �!�� !��� �$�� %���!�' � '�#� �'� ���*$1 
-! . �1 -��� .���' �*$��'� UnXU−n �(5 �'�(4' -!� n→ +∞ � n→ −∞�
��>$� -!�� !�'*� �'� �2 !�)$��'*  �'* �- !�'�! (#$�> $�� $� D($�,�4
z̄
∑
ukvk :�)$����*$� � >�5(4 � L1(μ)� $� '���# ��!�)�# $� ��#�# . � 

-!�$�.� >�5(4 L∞(μ)<�

 �! #� G�0 $�> � ��%���$� ��'�!�3 .�� ��$%(��!$�%� �- �'!� �(##�∑
ukvk !��$� H�  �' �'� $$� -!���.�' � #1���� �'�  ��� $ ��'�!13 (�! .=

$A$$13 -! . � -��� .���' �*$��'� Un
2 XU

−n
1 �(5 �'�( ' -!� n → +∞ �

n → −∞� '� 8'� -! . �1 ���-�.�4'� ��I .�$�� +! .-���> $� 0�0 �
D�!#(��3 :F<� #�>$� �D�!#(��!���'* $��� -! .-���> $� (> � ' !#�$�2
�- !�'�!� K�

����������
	�  �!� ���
� U � ���

���� 	���

	� � ������"����
����
�	�� K � 	���

	� �	����	�	 �
��
 #��� �$ ��
��
 	���

	�	� �	
����	�� � 
���%� ��" �	
	�	�	 |||K||| < ∞� �	��
 
������ ������� �	����	�
�

����	�
�

∑n
m=−n U

m
2 KU

−m
1 �
���"
�" � �����	�� 	���

	�� � ��
�	�

	���

	��	� 
	�	�	��� ��� n→ +∞�

� $��'��5 3 �'�'* . �� '�� $ ����*�� ! .(�,�3 8'�2 ��5�2 -! .-���=
> $�3 � ���'$1# ��(���#� � !�#��2 8'�%� -�.2�.� .�A'�� .���)�' �*�'��
+! .-���> $�� 0�0 � ���  ���*$�3 D�!# .�� ��(��� rankK = 1� � EJ
��(��3 rankK = 2 ���(>.� '�� ���  -�.!��$� � ���.�'�� � ��-!��( ��
�.$�3 D($�,�� �) L2=-!��'!�$�'��� ���� �'� !��$����*$�� � D($�,�� �)
-!��'!�$�'�� Kθ� �#� 
 �! #( J�;� �# 4'�� -!���$1 ���'�'*� �'� �'� ' $�
8'�' ��-!�� #�> ' �1'* ! "�45�# "�%�# � .���)�' �*�'� +! .-���> $��
0�0 .�� ��5 %� ��(����

� ��'�!1 ! )(�*'�'1 8'�3 �'�'*� ��� D��'1� ���)�� � $�#� #�%('
�1'* (> �)� �'$1#� �- ,�����'�# � ��� �'� KD��*���!�L� �.$��� ��'�!(
$ (.����* $�3'� �2 � ��' !�'(! � M. �* �$� -! .�'��� $1 .�� -��$�'1
�)��> $���

��'�! -!�)$�' � $ ���� �� ���$.!��(� ���� +��'�!�,��#(� 	��� 	�#�$��(
)� -�� )$1 ���(>. $��� � '��> �� # ���� %�#� -!�����"�# �$' ! � � 8'�3
!���' �

;� �����	��
����
� ��������

	���#�'!�# -!��'�3� �.$��� ��>$13 -!�# !� $����.1��45�3 $ ��'�!1 
�%!�$�� $�� $� '�� �'� #�>$� -��(��'*�



�

��	"��� ��)*#A# �- !�'�! !�$%� 0� X = (·, a)b� 
�%.� Un
2 XU

−n
1 =

(·, Un
1 a)U

n
2 b� +(�'* U1, U2 C �- !�'�!1 (#$�> $�� $� z � L2(μ)� L2(ν) ���'� '=

�'� $$�� %. μ, ν C # !1 $�  .�$��$�3 ��!(>$��'�� a = 1� b = 1� 
�%.�
-��(�� # Un

2 XU
−n
1 1 = μ̂nz

n� %. μ̂n =
∫
z̄ndμ(z)� ��� # ! μ� (.��� '��!�=

45�2 ���'$�" $�4 μ̂n → 0 -!� n→ ∞� -��(�� # Un
2 XU

−n
1 1 → 0�


 - !* !���#�'!�# ��(��3� ��%.� μ C .���! '$�� # !�� ��-!�# !� -(�'*
μ C �'�# � '��� ω  .�$��$�3 ��!(>$��'�� '�%.� -!��'!�$�'�� L2(μ)
�.$�# !$�� +��(�� # Un

2 XU
−n
1 1 = (ω̄z)n� 8'� �1!�> $� !��2�.�'��  ���

'��*�� ν $  �'* '�� �$�� #���� � ω9 �.$���� ��� �1' �� ' �) +! .��> $��
F�0� �2�.�#��'* #�> ' �1'* -��(� $� -!�# $ $� # �4��%� s=! %(��!$�%�
# '�.� �(##�!���$���

��� -!��)���*$�3 # !1 μ � ) �'�#�� ���-��*)( #�� ������� ���3 ' �! =
#�3 ��$ !�� ��%���$� ��'�!�3 .�� �4��3 # !1� $ �# 45 3 '�� �$12 #����
�#  #

limn→+∞
1

2n+ 1

∑

−n�m�n
|μ̂(m)| = 0.

�'�4.� �� .( '� �'� �! .$� B )�!� -��� .���' �*$��'� Un
2 XU

−n
1 1 = μ̂nz

n

�'! #�'�� � $(�4�
�2�.�#��'* (�'�$��� $� $� �.$�# � �'�! 1 ∈ L2(μ)9 .�� ��'��*$12

� �'�!�� �) L2(μ) .��'�'��$� )�# '�'*� �'� #$�> �'�� � �'�!��� .�� ��=
'�!12 �#  '�� �2�.�#��'*�  �'* )�#�$('� -�.-!��'!�$�'��� -!���.�5  
�- !�'�! U1�

�-! . ��# �'��!�> $� B� ��-��'����45  �- !�'�!( K -! . � -��� .�=
��' �*$��'� Bn : ��� -! . �*$13 �- !�'�! �(5 �'�( ' � !�)(#$�# �#1�� �
$�-!�# !� #�> ' �1'* -��(� $ � -�#�5*4 $ ��'�!�%� s=! %(��!$�%� # '�.�
�(##�!���$��<� 
��> #�>$� )�.���'* ��-!��� #�> ' �� �'��!�> $� B
�1'* -!�.��> $� $� #$�> �'�� �� 2 K� .�� ��'�!12 |||K||| < ∞ :��� �� 2
K� -! .�'���#12 � ��. K = XU1 − U2X�  ��� 8'� .!(%� #$�> �'��<�
� -�#�5*4 ����3=���� $ -! !1�$��'�� �!(%�#� �����#�� #�>$� -1'�'*��
$�3'� '�-���%�4 $� (��)�$$�# #$�> �'� � �'��1 �'��!�> $� B �1��
$ -! !1�$1#�

+ !��3 )�.�� 3 ���� '�� �-! . � $� ���$���%� �- !�'�!� � -�#�5*4
# '�.� �(##�!���$��� ��'�!13 #�> ' �1'* � �*#� >A�'��#� ��� .�> 
-� $ -! !1�$��'�� 
��� �'��!�> $� B #�> ' �1'* ��!! �'$� -!�.��=
> $� $� ���  "�!��(4 �����'* �- !�'�!�� K -� $ -! !1�$��'� � $ ��=
'�!�3 '�-���%��� ��)$��� '  �' �'� $$13 ��-!��� #�> ' �� !��"�! $$� 
�'��!�> $� ! ���)���$� � ' !#�$�2 �- !�'�!� K ���  ��$�'!(�'��$��
���> #� ��� -! . � �! .$�2 .�� $ ��'�!�%� s=! %(��!$�%� # '�.� �(##�!�=
��$��� ���  �  �' �'� $$� �-!�"���'*� #�> ' �� -! . � .��'�%�'*�� ���  



�

#�%��#� # '�.�#� �(##�!���$��� � ���*$�3 �- !�'�!$�3 '�-���%�� �# �'�
�����3� � '�.�

M�# '�#� �'�  ��� -��� .���' �*$��'* Un
2 XU

−n
1 �2�.�'�� � $ ��'�!�#

!�)(#$�# �#1�� � '� -! . �*$13 �- !�'�! A �-� '� ' U1 � U2�

AU1 = U2A.

B'��1 8'� (��. '*� .��'�'��$� - ! 3'� � -! . �( � ���'$�" $��

(Un+1
2 XU

−(n+1)
1 )U1 = U2(U

n
2 XU

−n
1 ).

�$���%��$��  ��� B = B(K)� '� BU1 − U2B = K�

� ) -�' !� ��5$��'� #�>$� ���'�'*� �'� �!�'$��'* �- �'!� ($�'�!$�%�
�- !�'�!� U1 !��$� 0� � 3�'��' �*$�� -!� �)(� $�� -��� .���' �*$��'�
�- !�'�!�� Un

2 XU
−n
1 � -!�# $A$$12 � � �'�!( h ∈ H1� #�>$� !���#�'!���'*

-�.-!��'!�$�'��� -!���.�5  U1� -�!�>.A$$� � �'�!�# h� �# �'� �� %�
-!��'!�$�'�� H1� �- �'!��*$�� ' �! #� .�� ($�'�!$12 �- !�'�!�� #�> '
�1'* �D�!#(��!���$� �� .(45�# ��!�)�#�
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+!�# $�# �- !�'�! Bn -!� K = (·, ū)v � � �'�!( h ∈ L2(μ) � $�3.A#
)$�� $� -��(��45 3�� D($�,�� � '��� z� |z| = 1�

(Bnh)(z) =

[(
n∑

m=1

Um−1
2 KU−m

1

)

h

]

(z) =
n∑

m=1

zm−1

(∫

ξ̄mh(ξ)u(ξ)dμ(ξ)

)

v(z)

= v(z) ·
∫

1 − (ξ̄z)n

1 − ξ̄z
ξ̄h(ξ)u(ξ)dμ(ξ).
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∑

k(·, ūk)vk -��(�� #

:N< (Bnh)(z) =
∑

k

vk(z) ·
∫

1 − (ξ̄z)n

1 − ξ̄z
ξ̄h(ξ)uk(ξ)dμ(ξ).
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M. �* .�A'�� $ ��2�.�#�� �$D�!#�,�� � # '�.�2 (�! .$ $�� .�� �%!�=
$�� $$12 -��� .���' �*$��' 3� )�$(# !���$$12 $ �'!�,�' �*$1#� , �1=
#� �����#�� ��)*#A# (-�!�.�� $$� #$�> �'�� (α)� ��'�!� �(. ' ����
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0< pα,n � 09 ∀α ∑∞
n=0 pα,n = 19 ;< ∀n � 0 pα,n −→

α
0�

O�! .$ $�� -��� .���' �*$��'� (xn) �# 4' ��.

x̃α =
∑

n

pα,nxn.
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(1 − ω)x̃α =(1 − ω)
∞∑

n=0

pα,nω
n =

∞∑

n=0

pα,nω
n −

∞∑

n=0

pα,nω
n+1

=

(

pα,0 +
∞∑

n=0

pα,n+1ω
n+1

)

−
∞∑

n=0

pα,nω
n+1

= pα,0 −
∞∑

n=0

(pα,n − pα,n+1)ω
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α
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n
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∞∑
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∞∑
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:P< (Bαh)(z) =
∑

k

vk(z) ·
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1 − ∑∞
n=0 pα,n(ξ̄z)

n

1 − ξ̄z
ξ̄h(ξ)uk(ξ)dμ(ξ)
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rnUn
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1

)

h

]

(z) = r
∑

k

vk(z) ·
∫

ξ̄h(ξ)uk(ξ)dμ(ξ)

1 − rξ̄z
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:J< (Kh)(z) =

∫

k(z, ξ)h(ξ)dμ(ξ), h ∈ L2(μ),
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k(z, ξ) =
∑
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	�� B � "��	� k(z,ξ)

ξ−z *

(Bh)(z) =
∫ k(z,ξ)

ξ−z h(ξ)dμ(ξ)� h ∈ L2(μ)�
)��� X � 	���
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�- !�'�! B ��!! �'$� �-! . �A$ $� -��'$�# #$�> �'� �%!�$�� $$12
D($�,�3 h ∈ L2(μ) � #�> ' �1'* !��-!��'!�$A$ $� ��A -!��'!�$�'�� L2(μ)
-� $ -! !1�$��'��
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∫ |k(z,ξ)
ξ−z |dμ(ξ) < ∞� +�

�$���%�� � D�!#(��3 :P<� .�� s=! %(��!$�%� # '�.� �(##�!���$�� (pα,n)
-��(�� #

(Bαh)(z) =

∫

k(z, ξ)
1 − ∑∞

n=0 pα,n(ξ̄z)
n

1 − ξ̄z
ξ̄h(ξ)dμ(ξ).

+!�# $�# �- !�'�!1 Bα� B � � �'�!( h = 1�

(Bα1)(z) =

∫

k(z, ξ)
1 − ∑∞

n=0 pα,n(ξ̄z)
n

ξ − z
dμ(ξ), (B1)(z) =

∫
k(z, ξ)

ξ − z
dμ(ξ),

�'�(.�

(Bα1)(z) − (B1)(z) = −
∫ ( ∞∑

n=0

pα,n(ξ̄z)
n

)
k(z, ξ)

ξ − z
dμ(ξ).
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n=0 pα,n(ξ̄z)
n −→

α
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!���(>. $� �-��$ �$���%��$�� �

M�# '�#� �'�  ���
∫∫ |k(z,ξ)

ξ−z |2dμ(ξ)dμ(z) < ∞� '� �� �- !�'�!1 Bα �
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$�%�&����'��(�� ��)*#A# � �'�!1 x ∈ H1� y ∈ H2� � -(�'* ||x|| = ||y|| =
19 '! �( '�� .���)�'*� �'� (

∑
n pα,nU

n
2 XU

−n
1 x, y) → 0� � ) -�' !� ��5$��'�

#�>$� -! .-���%�'*� �'� H1 = L2(μ)� x = 19 H2 = L2(ν)� y = 1� %. μ, ν C
� !��'$��'$1 # !1 $�  .�$��$�3 ��!(>$��'��

	���#�'!�# )�!�. μ − ν ��� 8� # $' -!��'!�$�'��� ��-!�>A$$�%� �
-!��'!�$�'�( �� 2 $ -! !1�$12 D($�,�3 $� ��!(>$��'�� ��!#� )�!�.� μ−ν
!��$� ;� �� .���' �*$�� .�� �4��%� ε > 0 �(5 �'�( ' � 5 �'� $$�)$��$��
$ -! !1�$�� D($�,�� s � $�!#�3 0 '����� �'�

∫
s d(μ−ν) > 2−ε� +�����*�(∫

sdν � −1� -��(�� #
∫
s dμ > 1−ε� ��)*#A# �'�!1'1 #$�> �'�� e1 = {s >

1
2
} � e2 = {s < −1

2
}� �� #$�> �'� ec1� .�-��$�' �*$�# � e1� �#  # s � 1

2
�

�� .���' �*$��
∫
ec
1
s dμ � μec

1

2
= 1−μe1

2
� �$���%��$��

∫
ec
2
s dν � −1−νe2

2
� �#  #

2 − ε <

∫

s d(μ− ν) =

∫

e1

s dμ+

∫

ec
1

s dμ−
∫

e2

s dν −
∫

ec
2

s dν

�μe1 +
1 − μe1

2
+ νe2 +

1 − νe2
2

=
μe1
2

+
νe2
2

+ 1,

�'�(.� μe1+νe2 > 2−2ε� �� .���' �*$�� μe1 > 1−2ε� νe2 > 1−2ε� �$�> �'��
e1, e2 �'�!1'1� � -�'�#( ��>.� �) $�2 ���� '�� ��I .�$ $� # �'�!1'12
.(%� �! .� $�2 #�>$� �1�!�'* -�.#$�> �'�� e′1, e

′
2� ��!�)���$$1 ��$ �$1#�
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� '��$��'*4 .� �4��%� #���%� �����< # ! μ � ν ���'� '�'� $$�� S'� )$���'�
�'� � �'�!1 xε = χe′1x, yε = χe′2y �'! #�'�� � x, y ���'� '�'� $$� -!� ε → 0�
%. χe′i ���)$��� ' 2�!��' !��'�� ��� D($�,�� #$�> �'� e′i� i = 1, 2�

+� -��'!� $�4� .�� )�.�$$�%� ����� ε !���'��$� # >.( $���' ��#� # !
με = χe′1μ � νε = χe′2ν -���>�' �*$�� �� .���' �*$� .�� με=-��'� �� 2 ξ

� .�� νε=-��'� �� 2 z �1!�> $� 1 − ξ̄z �'. � $� �' $(��� ��� �4��%� s=
! %(��!$�%� # '�.� �(##�!���$�� �) +! .��> $�� F�0 �1' �� ' -�'�� �$��
�2�.�#��'* -� α νε=-��'� ��4.( � D�!#(� :P<� -!�# $A$$�3 � h = xε�

���# ��!�)�#� -��(�� # �2�.�#��'* (Bαxε, yε) -� α�

B'��1 -��(��'* �2�.�#��'* (Bαx, y) -� α� ��'�A'�� - ! 3'� � -! . �( -!�
ε→ 0� �

��# -�$�.���'�� �� .(45�3 �� ��.$13 D��'� ��-(�'�#� �'� -!��'!�$=
�'�� H1, H2 -! .�'����4'�� � ��. ��$ �$12 ��� ��A'$12 -!�#12 �(##
-�.-!��'!�$�'�� -!���.�5�2 ($�'�!$1 �- !�'�!1 U1, U2 ���'� '�'� $$�� �
�- !�'�! X #�> ' �1'* )�-���$ � #�'!��$�3 D�!# � ���'� '�'�(45 3 8'�#
!�)��> $��# -!��'!�$�'� H1, H2� 
�%.� �2�.�#��'* � �����3 �- !�'�!$�3
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# �'� :� ���'$��'�� �-!�� .���� +! .-���> $� 1.1< .�� X '�%.� � '��*��
'�%.�� ��%.� '� > ��#� � !$� .�� ��>.�3 #�'!��$�3 �� '�� X� O
��>.�%� �) �- !'�!�� U1, U2 #�>$� �1. ��'* ���'�� ���'� '�'�(45� -�=
-�!$� �)��#$�=��$%(��!$1# ���'�# �- �'!�� +�����*�( .�� �)��#$�=��$%(=
��!$12 # ! ����#�� �2�.�#��'* (�'�$������ '�� 
 �! #�3 P�0� .��'�'��=
$� !���#�'!���'* ��"* K.��%�$��*$1 L #�'!��$1 �� '��� � ���'$��'�
C ���'� '�'�(45� �- �'!�# '�� �$�#(� �����4'$�=$ -! !1�$�#(� ��$%(=
��!$�#( $ -! !1�$�#(� ��(��3 �����4'$�=$ -! !1�$�3 # !1 -��!1��=
 '�� ������� ���3 ' �!� 3 !��� �$��9 ��(��3 '�� �$�%� �- �'!� �� .( '
�) +!�# !� �) E;� 
 # ��#1# ��5�� )�.��� ���.�'�� � !���#�'! $�4
��$%(��!$12 # !� $ �# 45�2 '�� �$12 #���� +�����*�(� $ (#���� ��5=
$��'�� #�>$� ���'�'*� �'� U1, U2 C ($�'�!$1 �- !�'�!1 (#$�> $�� $� z �
L2(μ), L2(ν) ���'� '�'� $$�� ��5�� )�.��� ���.�'�� � ��(��4� ��%.� μ = ν�
-!��A# 8'� # !� C ��$%(��!$�� $ -! !1�$���


���# ��!�)�#� �
	�� �	�
$

�� �
	 ����
 ���
	 �!	���	�
� � ��
�	�
	���

	��	� 
	�	�	��� ���������� ��� �
�	�����	 s������"��	� ��
	��
������	�
��"� �	�


	��	 ��	����
� ,
	 ��" ����
"� �	��
 U1 = U2

� 	���

	� ���	����" �
 z � L2(μ)� ��� μ � ������"��
" ���
 �

�������	� 	�����	�
�� �� ���� 
" 
	�����! �
���$	�� ��� ,
	� ���� μ
�	��	 �
$���

� �
 �$
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�
� � ��	���"
� 
�
�	����	�
�
��������� ��" �
��	� �
�
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��������� ��" μ ����
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��������
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 ������ ��" �
��	� �$ �& �
�
���



��

G� ����
�	��
�	 Kθ

� � !��'$��'$�3 ��$%(��!$�3 # !�3 μ $�  .�$��$�3 ��!(>$��'� ���> #
�$('! $$44 D($�,�4 θ -� D�!#(� 

1 + θ(z)

1 − θ(z)
=

∫
1 + ξ̄z

1 − ξ̄z
dμ(ξ).

S'� ���'$�" $� )�.�A' �)��#$�=�.$�)$��$� ���'� '�'�� # >.( � !��'=
$��'$1#� # !�#� μ $�  .�$��$�3 ��!(>$��'� � �$('! $$�#� D($�,��#�
θ �  .�$��$�# �!(% �  .�$�'� $$1# (����� # θ(0) = 0� +!�# $�� 8'(
D�!#(�( � �$('! $$�# D($�,��# ᾱθ �# �'� θ� %. α -!�� %� '  .�$��$(4
��!(>$��'*� -��(��# � # 3�'�� � !��'$��'$12 # ! σα $�  .�$��$�3 ��!(>=
$��'�� ���)�$$12 � θ�

:T<
1 + ᾱθ(z)

1 − ᾱθ(z)
=

∫
1 + ξ̄z

1 − ξ̄z
dσα(ξ).

�#  # θ = α σα=-��'� ��4.( � �#1�� (%���12 %!�$��$12 )$�� $�3�
�- ! . ��# Kθ = H2 � θH2� U�!�"� �)� �'$� :�#� ?N@� ?P@<� �'� .�� ��>.�%�
α �#  '��  �' �'� $$� �)�# '!�� ��� �'�>. �'�� $� Vα -!��'!�$�'� Kθ

� L2(σα)� �'��!�>�45  D($�,�4 �) Kθ �  A %!�$��$(4 D($�,�4 �) L2(σα)�
��� α = 1 �- !�'�! V1 '��> �(. ' ���)$���'*�� � ! ) V � ��� �- !�'�!��
��!�'$�%� � Vα� �#  '�� D�!#(��

(V −1
α s)(z) = (1 − ᾱθ(z))

∫
s(ξ)dσα(ξ)

1 − ξ̄z
, s ∈ L2(σα).

��� ��>.�%� α $���' �* # !1 σα ���� '�� ��I .�$ $� # .�-��$ $��
� -�.#$�> �'�(  .�$��$�3 ��!(>$��'�� $� ��'�!�# θ C �$���'�� ����
D($�,��� � '�� �� � ��'�!12 D($�,�� θ �$���'�� ���� � -!�$�#� ' )$�� $� 
α� �� .���' �*$��  ��� μ $ �#  ' '�� �$12 #���� '� $���' �* # !1 μ = σ1

��. !>�'�� � $���' � # !1 σα -!� �4��# α � #�.(� # 0�


 2$��� -!��'!�$�'� Kθ -�)���� ' (�'�$���'* ��>$� $ ��2�.�#� (���=
�� .�� '�%�� �'��1 $�!#� ||| · ||| �1�� ��$ �$�3�


 - !* -! .-���>�#� �'�K C �. !$13 �- !�'�! :'� � -!�$�.� >�' �����(
�- !�'�!�� �� �� .�#< � L2(μ)� 
�%.� K )�-��1�� '�� � ��. K =

∑
(·, ūk)vk�

-!��A# uk, vk (.��� '��!�4' ���'$�" $�4
∑

||uk|| · ||vk|| <∞.

��$ 3$� �'��!�> $� 
∑

(·, ūk)vk 	→
∑

ukvk



��

��!! �'$� �-! . � $� $� ����� �. !$12 �- !�'�!�� � L2(μ) � ���� '��
$ -! !1�$1# :�>�#�45�#< �) ������ �. !$12 �- !�'�!�� � -!��'!�$�'��
L1(μ)�

�����"� +� � ���
� μ � ������"��
" ���
 �
 �������	� 	�����	�
�� U
� 	���

	� ���	����" �
 z � L2(μ)� �����	�	���� �
	 K � "������
	���

	� � L2(μ)� K =

∑
(·, ūk)vk� ����&�

|||K||| = sup
n�1

||
n∑

m=1

Um−1
2 KU−m

1 || <∞.

�	��
 μ��	�
� ����� �����
∑
ukvk = 0�

$�%�&����'��(�� � ) -�' !� ��5$��'� �(. # ���'�'*� �'� μ C � !��'=
$��'$�� # !�� +��'!��# θ � D($�,�� fk ∈ Kθ� fk = V −1uk� +!�# $�# :G<
� � �'�!( h� h(ξ) = ξ9 -��(��#

(Brh)(z) = r ·
∑

vk(z) ·
∫
uk(ξ)dμ(ξ)

1 − rξ̄z
=
r · ∑ vk(z)fk(rz)

1 − θ(rz)
.

� ?P@ -���)�$�� �'� D($�,�� fk,r �� )$�� $��#� fk(rz)� !���#�'!��� #1 ���
8� # $'1 -!��'!�$�'�� L2(μ)� �'! #�'�� � uk � L2(μ)� -!��A# ||fk,r − uk|| �
||uk||� �� .���' �*$��

∑
vkfk,r →

∑
ukvk VW L1(μ).

� .!(%�3 �'�!�$1� .�� D($�,�3 Brh� %. h(ξ) = ξ� -� -��'!� $�4 �#  #
||Brh|| � |||K|||9 -�����*�( θ(rz) → 1 .�� μ=-��'� �� 2 z� -��(�� #� �'�
1 − θr → 0 � L2(μ)� �� �� .���' �*$�� (1 − θr)(Brh) → 0 � L1(μ)� �'�4.�
)���4�� #� �'�

∑
ukvk = lim

∑
vkfk,r = lim(1 − θr)(Brh) = 0,

��� � '! �������*� �

,�"�-�
	�� � ) -! .-���> $��� �'� # !� μ ��$%(��!$�� ! )(�*'�' $ � ! $�
��)*#A# �!'�-!� �'�! P+ $� H2 � ��� �'� -!�# !� �- !�'�!� X $�
-!��'!�$�'� L2 :�'$���' �*$� # !1 � � %� $�  .�$��$�3 ��!(>$��'�<� %. 
U1 = U2 C �- !�'�! (#$�> $�� $� z� 
�%.� ��$�� �'� K = (·, ū)v� %. u = z�
v = 1 C �- !�'�! !�$%� 0� � '���# ��!�)�# uv = z� +�2�>� -!�# !1
#�%(' �1'* -��'!� $1 .�� �4�12 ($�'�!$12 �- !�'�!�� U1, U2 � �����4'$�=
$ -! !1�$1#� �- �'!��*$1#� # !�#��
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J� ����	� �	��	 � 2

�����"� .� � ���
� U1, U2 � ���

���� 	���

	�� � ������"���� �����

�	�� � �����	�	���� �
	 X � 

�	� 	���

	�� �
	 K = XU1 − U2X
"��"�
�" 	���

	�	� �
��
 .� �	��
 ��" ���	�	 s������"��	�	 ��
	�

������	�
��" ���������" �	����	�

����	�
� Un

2 XU
−n
1 ����
 ������ �

��
�	� 	���

	��	� 
	�	�	����

$�%�&����'��(�� � ) -�' !� ��5$��'� #�>$� ���'�'*� �'� U1 = U2� � �'�
8'�' �- !�'�!� ��'�!13 �(. ' ���)$���'*�� � ! ) U � . 3�'�( ' � L2(μ)� %. 
μ C ��$%(��!$�� # !� $�  .�$��$�3 ��!(>$��'�� �- !�'�! K #�> ' �1'*
)�-���$ � ��. K = (·, ū)v� +� 
 �! # G�0 �#  # uv = 0 μ=-��'� ��4.(�
�(> $�� # !1 μ $� #$�> �'��� %. u �= 0 � v �= 0� �)��#$� ��$%(��!$1 :'���#
��!�)�#� -��(� $� $��� .���)�' �*�'�� 8'�%� �)� �'$�%� D��'�<� ��'�A'��
-!�# $�'* 
 �! #( P�0� �


 - !* -! .-���>�#� �'� rankK = 2� ��� ��1�$�� #�>$� !���'�'* �
-!��'!�$�'� L2(μ)� M�-�" #

K = (·, ū1)v1 + (·, ū2)v2.

+� 
 �! # G�0 -��(�� # u1v1 +u2v2 = 0� ��� #$�> �'�� %. 2�'� �1 �.$� �)
D($�,�3 u1, u2, v1, v2 !��$� $(�4� ��-!�� ���.�'�� � ��(��4 # $*" %� !�$%��

���# ��!�)�#� )�.��� �� . $� � ��(��4� ��%.� �� D($�,�� $ $(� �1 �
��%���$� EP #�>$� ���'�'*� �'� �� D($�,�� u1, u2, v1, v2 �'. � $1 �'
$(�� � �' � ���$ �$��'�� �# �'� �- !�'�!� X #�>$� !���#�'! '* �- !�'�!
Mv−1

1
XMu−1

2
� %. Mα ���)$��� ' �- !�'�! (#$�> $�� $� D($�,�4 α� �� =

��.$�� �(5 �'����$� ���$���%� �- !�'�!� .�� X !��$����*$�  %� �(5 �'=
����$�4 .�� Mv−1

1
XMu−1

2
� ��2�.$13 �- !�'�! K -! ��!�)( '�� � �- !�'�!

(·, ū1/ū2)1+(·, 1)v2/v1� ��'�!13 ' - !* �(. ' ���)$���'*�� � ! ) K� +���>�#

ϕ =
u1

u2
= −v2

v1
.

����)�$ �� .(45�3 ! )(�*'�'�

�����"� .�!� +�" ���	�	 s������"��	�	 ��
	�
 ������	�
��" �!	���	�
�
���������� �	����	�

����	�
� Bn ��" ���	�	 	���
	�
 K �
��
 2 �
�	����	� �	��	� |||K||| �
��	�����
 

�	� �� �!	���	�
� ��" ���! �
�
�
��! ����
��� �	��
 K � 	���

	� � L2(μ) ���


:X< K = (·, ϕ̄)1 − (·, 1)ϕ

��" ���	
	�	� ���	"
�	�
�	� ������"��	� ���� μ �
 �������	� 	�����
�	�
� � '���(�� ϕ ∈ L2(μ)�



��

���  '�%�� .��'�'��$� !���#�'!���'* ��(��� � 5 �'� $$�)$��$12 ���
($�#�.(��!$12 D($�,�3 ϕ� � - !��# ��(�� � -�����*�( ��##('�'�! K
�#  ' ��. XU − UX '�%.� � '��*�� '�%.�� ��%.� K∗ '��> -! .�'���� '��
� '���# ��. � ��5�3 ��(��3 ��#-� ��$�)$��$�3 D($�,�� ϕ ���.�'�� �
��(��4� ��%.� D($�,�� ϕ � 5 �'� $$�)$��$��� S'� !���(>. $� -�)���� '
!���#�'!���'* '��*�� ��#���-!�>A$$1 �- !�'�!1 K� 
�%.� K #�> ' �1'*
)�-���$ � ��. K = (·, a)a±(·, b)b� +� 
 �! # G�0 -��(�� #� �'� |a|2±|b|2 = 0�
�'�(.� )$�� #�> ' �1'* '��*�� #�$(��# � K $ #�> ' �1'* -���>�' �*$1#
��� �'!�,�' �*$1# �- !�'�!�#� 
��> μ=-��'� ��4.( �#  # |a| = |b|� +! =
��!�)( # -!��'!�$�'�� L2(μ) � � ���� -!��'!�$�'�� L2(|a|2μ) ($�'�!$1#
�- !�'�!�# (#$�> $�� $� D($�,�4 1/a9 '�%.� K - ! 3.A' � �- !�'�!
(·, 1)1− (·, ϕ)ϕ -!� ($�#�.(��!$�3 D($�,�� ϕ = b/a� 
��� �# �'� �- !�'�!�
K !���#�'! '*  %� �(- !-�)�,�4 � �- !�'�!�# (#$�> $�� $� ϕ� -��(��'��
D�!#(�� :X<�

�����"� .�#� ���
� μ � ���
 �
 �������	� 	�����	�
�� μ1 � �& ����
���"��
" ���������
" �
�
�� ���
� U1 � 	���

	� ���	����" �
 z
� L2(μ)� U2 � ���

���� 	���

	� � �������
	�	� ��	�
�
��
�� H�
+	���
��� �
	 X : L2(μ) → H � 	���

	� 

�	�� �
	 K = XU1 − U2X
"��"�
�" 	���

	�	� �
��
 2� K = (·, u1)h1 − (·, u2)h2� �	�	��� ϕ = u1

u2
�

�����	�	���� �
	 |ϕ(ξ) − ϕ(z)| � const ·|ξ − z|α� ��� ���	
a) α = 1 � μ1 � ��	�$�	���
" ���
� ���	
b) α < 1 � ���
 μ1 

�	�
� �
	 μ1I � const ·|I|β ��" ���	�	 ��
���
�


I� ����&� α + β > 1�
�	��
 ��" ���	�	 s������"��	�	 ��
	�
 ������	�
��" ��
��� �������

���������� �	����	�

����	�
� 	���

	�	� Un
2 XU

−n
1 ��� n → +∞ � n →

−∞ �� ��
���
 � �	��
�
�
�

$�%�&����'��(�� �) EP �1' �� '� �'� � ) -�' !� ��5$��'� #�>$� ���'�'*�
�'� μ1 = μ� +� 
 �! #�# G�0� J�; � +! .��> $�4 N�0 .��'�'��$� -!�� !�'*�
�'�

∫ |k(z,ξ)
ξ−z |dμ(ξ) <∞ .�� k(z, ξ) = ϕ(ξ)− ϕ(z)� � ��(�� a) 8'� �� ��.$�� �

��(�� b) .�� ��>.�%� z �#  #
∫ ∣

∣
∣
∣
ϕ(ξ) − ϕ(z)

ξ − z

∣
∣
∣
∣ dμ(ξ) =

∑

l

∫

ez,l

∣
∣
∣
∣
ϕ(ξ) − ϕ(z)

ξ − z

∣
∣
∣
∣ dμ(ξ)

� const ·
∑

l

(2−l)α · (2−l)β
2−l

= const ·
∑

l

(2α+β−1)−l <∞,

%. ez,l = {ξ : |ξ − z| ∈ [
2−l−1, 2−l

)} �
,�"�-�
	�� �� #$�> �'� � $� ��'�!�# D($�,�� u2 #���� #�>$� !���#�'=
! '* D($�,�4 u2

u1
�# �'� ϕ�



��

	 )(�*'�' ��'�A'�� � !$1#�  ��� -! .-���> $� �1-��$ $� .�� # !1�
�)��#$� �����4'$�=$ -! !1�$�3 � μ� 
���# ��!�)�#� �- !�'�! (#$�> $��
$� $ )�����#(4 - ! # $$(4 #�>$� )�# $�'* $� -!��)���*$13 ($�'�!$13
�- !�'�!9 �-! . � $� D($�,�� ϕ ����5� '��  �' �'� $$1# ��!�)�#�

���'�'��$1 (������ ' �! #1 $ ����4'�� $ ��2�.�#1#�� �.$��� #�>$�
$�. �'*��� �'� ��� �'� $$�� ��!'�$� �'!�> $� -!����*$�� ���> #� �'�
D($�,�� ϕ .��>$� �1'* .��'�'��$� %��.��3� � )�#1��$� �- !�'�!�� K
� '���#� ϕ� ��� � ' �! # � �'$���' �*$� $�!#1 ||| · |||1� �#� -�!�%!�D T
$�> � -��!1�� ' ��5�3 ��(��3�


 - !* 2�' ���* �1 ��!�����'* ���)* ��(��� !�$%� ; �� ���3�'��#�
$ -! !1�$��'� D($�,�3 �) L2(μ)� +(�'* �- !�'�! K �-! . �A$ D�!#(��3
:X< -!� ϕ ∈ L2(μ)� ��-(�'�#� �'� $�!#� |||K||| ��$ �$�� �-! . ��# gr = Brh�
%. h(z) = z� +� D�!#(� :G< �#  #

gr(z) =

∫
ϕ(ξ) − ϕ(z)

1 − rξ̄z
dμ(ξ),

��!#� ��>.�3 D($�,�� gr� 0 � r < 1� $ -! ���2�.�' |||K|||� M�# '�#� �'�
.�� D($�,�� f = V −1ϕ ∈ Kθ� gr - ! -��1�� '�� ��� gr(z) = −f(z)−f(rz)

1−θ(rz) �
+!�$�#�� �� �$�#�$� '�� �'� μ=-��'� ��4.( �#  # θ = 1� -��(�� #� �'�
 ��� -! . � D($�,�3 gr �(5 �'�( ' -!� r ↗ 1� �$ #�> ' !���#�'!���'*��
��� -!��)��.$�� df

dθ
�

+���>�# ψ = V−1V
−1
1 ϕ = V−1f � %. �- !�'�!1 Vα :α = 1,−1< �-! . � $1

� EG� +� -��'!� $�4 μ = σ19 ���)$���# ). �* ν = σ−1� �-! . ��# �- !�'�!1
Yr : L2(ν) → L2(μ)�

:0H< (Yrs)(z) =
limq↗1

∫ s(ξ)dν(ξ)

1−qξ̄z − ∫ s(ξ)dν(ξ)

1−rξ̄z
limq↗1

∫ dν(ξ)

1−qξ̄z −
∫ dν(ξ)

1−rξ̄z
.

+! . � � �����' � �(5 �'�( ' � !�� $ 1
2
V1V

−1
−1 s� -! . � � )$�# $�' � 

���'� '�'�( ' D($�,�� s = 1 � !�� $ 1
2
� +��(�� #

(Yrψ)(z)=

f(z)
1+θ(z)

− f(rz)
1+θ(rz)

1
1+θ(z)

− 1
1+θ(rz)

=
f(z) + f(z)θ(rz) − 2f(rz)

θ(rz) − 1
=f(z) − 2

f(z) − f(rz)

1 − θ(rz)
,

���

Yrψ = ϕ+ 2gr.

�� .���' �*$�� �2�.�#��'* Yrψ !��$����*$� �2�.�#��'* gr :�) ��'�!�3�
� ���4 �� ! .*� �1' �� ' �2�.�#��'* �- !�'�!�� Br<� ��� D($�,�3 s ∈
L2(ν)� ����45�2�� �� .�#� .��'�'��$� %��.��2 D($�,�3 $�  .�$��$�3
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��!(>$��'� :'��> ���)$��� #12 � ! ) s< �#  #

(Yrs)(z) − s(z) =
limq↗1

∫
(s(ξ) − s(z))

(
1

1−qξ̄z − 1
1−rξ̄z

)
dν(ξ)

1
1+θ(z)

− 1
1+θ(rz)

=

∫ s(ξ)−s(z)
1−ξ̄z

(
1 − 1−ξ̄z

1−rξ̄z

)
dν(ξ)

−1
2
· 1−θ(rz)

1+θ(rz)

= − 2z(1 + θ(rz)) · 1 − r

1 − θ(rz)

∫
s(ξ) − s(z)

ξ − z
· dν(ξ)

1 − rξ̄z

�
∫
s(ξ) − s(z)

ξ − z
· dν(ξ)

1 − rξ̄z
=

∫
s′(ξ)dν(ξ)
1 − rξ̄z

+

∫
s(ξ) − (s(z) + s′(z)(ξ − z))

(ξ − z)(1 − rξ̄z)
dν(ξ).
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- !�� ���%� #� �%!�$�� $� :-� r< � .�> �'! #�'�� � 1

2
V1V

−1
−1 s

′ -!� r↗1�
U�!�"� �)� �'$�� �'�  ��� μ $ �#  ' �'�#��� '� 1−r

1−θ(rz) → 0 .�� μ=-��'�
�� 2 '�� � z� �� .���' �*$�� � '���2 '����2 -��(�� # (Yrs)(z) − s(z) → 0 �
' # ��#1# Yrs→ s -!� r↗1�
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��%� �- !�'�!�� �1�� �1 .��'�'��$� -���)�'*� �'�  ��� ϕ ∈ L2(μ)� � .��
�- !�'�!� K� �- ! .A$$�%� D�!#(��3 :X<� �1-��$ $� |||K||| < ∞� '� ψ =
V−1V

−1
1 ϕ .�-(��� ' $ -! !1�$� -!�.��> $� � μ=-��'� �� 2 '����2� �1��

�1 .�> .��'�'��$� .���)�'*� �'� '�%.� μ=-��'� �� '���� ����4'�� '����#�

� � %� D($�,�� ψ �'$���' �*$� # !1 μ� '� � �'�
∫

Iε
ψdμ

∫
Iε
dμ

�#  ' -! . � -!�

ε→ 0 .�� μ=-��'� �� 2 z� %. Iε C .(%� {ξ : |ξ − z| < ε}�

T� ��� ��������� �������� ����

+! .-���> $� 0�0 ���� '�� ��� �'� $$� ���  ���*$1# ('� !>. $� #�
� # +! .-���> $� 0�;� � � ��(�� � ��%.� K �#  ' ��. :X< � L2(μ)� %. μ C
��$%(��!$�� # !�� ��!��$' -��� .$ %� �1%��.�' �� .(45�# ��!�)�#�

����������
	� /� � ���
� μ � ������"��
" ���	"
�	�
�
" ���
 �

��������	� 	�����	�
�� )��� ϕ ∈ L2(μ) � |||K||| < ∞ ��" 	���

	�
 K�
	������&��	�	 '	����	� (9)� 
	 '���(�� #	
 z%

∫
1 − r2

|ξ − rz|2 (ϕ(ξ) − ϕ(z))dμ(ξ)

�
���"
�" #�����	 ��� ��
�	% � / � L2(μ)�
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+��(� $$1 �1" ! )(�*'�'1 $���.�' $� #1��*� �'� ��(��3� ��%.� K
C �- !�'�! !�$%� ;� #�> ' �1'* ��4� �1# .�� ��5 3 ��'(�,��� � 8'�#
-�!�%!�D -! .�'��� $1 $ ��'�!1 �. �� -���)1��45� � �'� !���(>. $��
� -��'$��'� #�%(' �1'* -�� )$1#� � 8'�3 ' �!���

+! .-���>�#� �'� �- �'!��*$�� # !� ($�'�!$�%� �- !�'�!� U1 ��$%(=
��!$� �'$���' �*$� # !1 � � %�� � +!�# ! � E; !���#�'!������ �- !�'�!
X !�$%� 0� 
��� X = (·, u)v� '� .�� ��##('�'�!� K �#  '�� D�!#(��

:00< K = (·, U∗
1u)v − (·, u)U2v.

M. �* ��##('�'�!1 K (��)�$$�%� ��.� !���#�'!���4'�� ��� K8� # $'�!=
$1 �����L� .�� ��'�!12 �1�� (�'�$��� $� �2�.�#��'* �! .$�2 B )�!�
-��� .���' �*$��'� (Bn)� �#� :0<� ��$�� �'� ���*$�� �2�.�#��'* �! .$�2
B )�!� �#  ' # �'� � .�� ��$ �$12 ��$ 3$12 ��#��$�,�3 �- !�'�!�� ��.�
:00<� � .�� �2 )�#1��$�� �'$���' �*$� $�!#1 ||| · |||� 
!(.$� -�� !�'*� �'��1
8'� )�#1��$� #�%�� ��� !-1��'*� $�-!�# !� �� �- !�'�!1 ��$ �$�%� !�$%�
� ��$ �$�3 $�!#�3 ||| · |||� �.$��� #�> ' ���)�'*��� �'� 8'� � !$� .��
$ ��'�!�3 ���  �����3 $�!#1� � %� �1�� �1 .��'�'��$� .�� $�"�2 , � 3�

�2�.�#��'* -��� .���' �*$��'� (
∑n

m=1 U
m−1
2 KU−m

1 )h� h ∈ H1� �� ��.$�
!��$����*$� �2�.�#��'� (

∑n
m=1 U

m−1
2 KU−m

1 ) (U1h)� �$�> �'�� � �'�!��� $�
��'�!12 �2�.�#��'* �#  ' # �'�� ���� '�� )�#�$('1# -�.-!��'!�$�'��#�
-!���.�5�# �- !�'�! U1� �� .���' �*$��  ��� �2�.�#��'* (�'�$��� $� $�
�.$�# � �'�! � �$� ��'�#�'�� ��� !��-!��'!�$� '�� � $� ��A -!���.�5  
-�.-!��'!�$�'��� -�!�>.A$$� 8'�# � �'�!�#�

��� � ��1�$�� #�>$� !���'�'* � �- !�'�!�# (#$�> $�� $� z � -!��'=
!�$�'� L2(μ) � ��� �'� U1� %. μ C ��$%(��!$�� # !�� 
���# ��!�)�#�
-! .-���%� '�� )�# $�'* $�!#( ||| · |||�

|||K||| = sup
n�1

||
n∑

m=1

Um−1
2 KU−m

1 ||,

$�!#�3

|||K|||1 = sup
n�1

||
n∑

m=1

Um−1
2 KU−m

1 z|| = sup
n�0

||
n∑

m=0

Um
2 Kz̄

m||,

'� � !���#�'! '* ' > ��#1 �- !�'�!1� $� �# �'� �2 $�!# �)�'* $�!#1
� �'�!��� -��(��45�2�� � ��� �'� ��!�)�� D($�,�� z ∈ L2(μ)� +� -��'!�=
 $�4 �#  # |||K|||1 � |||K|||� :
��> #�>$� !���#�'!���'* � $�!#1�
� ��'�!12 �# �'� �(##

∑n
m=1 U

m−1
2 KU−m

1 ��-��*)(4'�� �2 (�! .$ $���
���'� '�'�(45� $ ��'�!�#( s=! %(��!$�#( # '�.( �(##�!���$���<

� ��'�!1 �) ! )(�*'�'�� $� ��#�# . � �1��.�'�� �) �%!�$�� $$��'�
$�!#1 |||K|||1� �#�� $�-!�# !� .���)�' �*�'�� 
 �! #1 G�0� �1�� �1 �� $*
��>$� �-���'* )�#1��$� �� 2 ��$ 3$12 ��#��$�,�3 K8� # $'�!$12 ������L
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����������
	� /�!� 0�����
" 	�	�	��
 	���

	�	� ���
 (11) #��� �
� �
��	���� 7.3� � 
���% � L2(μ) ��� ������"��	� ���� μ ��	
�
 	
�	��
����	
�	��� ||| · |||1 ����� ���! 	���
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||| · |||�

��� #1 ��. ��� .�� '�%�� �'��1 .���)�'* +! .-���> $� 0�0 .�� ��5�2
�- !�'�!�� K !�$%� ;� .��'�'��$� -!�� !�'*  %� .�� �- !�'�!�� ��.� :X<�
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����������
	� /�#� ���
� μ � ������"��
" ���
 �
 �������	� 	�����
�	�
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 ��	���
�� '���(�� ϕ ∈ L2(μ) ����&� �	���� �
���� �	���
|||K|||1 ��" �		
��
�
��� ��	 	���
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 K� $
�
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�� � ��
��� '���(��� ��" �	
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����	 ,
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∑
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%��.�� � (.��� '��!�4' (�����4
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