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1 Ââåäåíèå

Çàäà÷à î âûïîëíèìîñòè áóëåâîé ñõåìû â ïîëíîì áèíàðíîì áàçèñå (Circuit SAT ), íàðÿäó ñ åå ÷àñòíûì
ñëó÷àåì � çàäà÷åé î âûïîëíèìîñòè ôîðìóëû â êîíúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìå (SAT ), ÿâëÿåòñÿ
îäíîé èç íàèáîëåå ôóíäàìåíòàëüíûõ çàäà÷ òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêè. Íî åñëè íà âðåìÿ ðåøåíèÿ
ðàçëè÷íûõ ðàçíîâèäíîñòåé çàäà÷è SAT áûëî äîêàçàíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî âåðõíèõ îöåíîê (ñì. [2]),
òî íè îäíîé íåòðèâèàëüíîé âåðõíåé îöåíêè íà âðåìÿ ðåøåíèÿ Circuit SAT , íàñêîëüêî èçâåñòíî àâòîðó,
äî ñèõ ïîð íå äîêàçàíî. 1

Îïðåäåëèì Circuit SAT áîëåå ôîðìàëüíî. Áóëåâà ñõåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíå÷íûé
îðèåíòèðîâàííûé àöèêëè÷åñêèé ãðàô ñ âåðøèíàìè, èìåþùèìè âõîäÿùóþ ñòåïåíü 0 èëè 2 è
åäèíñòâåííîé âåðøèíû èñõîäÿùåé ñòåïåíè 0. Âåðøèíû, èìåþùèå âõîäÿùóþ ñòåïåíü 0, ñîîòâåòñòâóþò
ïåðåìåííûì {x1, . . . , xn} è íàçûâàþòñÿ âõîäàìè. Êàæäàÿ èç âåðøèí ñ âõîäÿùåé ñòåïåíüþ 2 ïîìå÷åíà
íåêîòîðîé áóëåâîé ôóíêöèåé äâóõ ïåðåìåííûõ è íàçûâàåòñÿ ãåéòîì. Âåðøèíà ñ èñõîäÿùåé ñòåïåíüþ
0 ñîîòâåòñòâóåò âûõîäó ñõåìû. Ðàçìåðîì ñõåìû íàçûâàåòñÿ ÷èñëî ãåéòîâ, èç êîòîðûõ îíà ñîñòîèò (â
äàëüíåéøåì áóäåì îáîçíà÷àòü åãî ÷åðåç m). Ñõåìà íàçûâàåòñÿ âûïîëíèìîé, åñëè ñóùåñòâóåò íàáîð
çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, íà êîòîðîì çíà÷åíèå íà âûõîäå ñõåìû áóäåò 1. Ðåøèòü çàäà÷ó Circuit SAT �
çíà÷èò îòâåòèòü íà âîïðîñ, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííàÿ ñõåìà âûïîëíèìîé.

Î÷åâèäíàÿ îöåíêà íà âðåìÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ñîñòàâëÿåò (ñ òî÷íîñòüþ äî
ïîëèíîìèàëüíîãî ñîìíîæèòåëÿ) 2n, ãäå n � ÷èñëî âõîäîâ. Òàê æå, êàê è äëÿ çàäà÷è SAT , ïîäõîäîâ ê
ïîëó÷åíèþ âåðõíèõ îöåíîê âèäà cn (c < 2) â îáùåì ñëó÷àå íåèçâåñòíî. Îäíàêî, åñëè ðàçìåð ñõåìû
íåâåëèê îòíîñèòåëüíî êîëè÷åñòâà âõîäíûõ ïåðåìåííûõ, òî â ýòîì ñëó÷àå èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò è
îöåíêè âèäà cm, ãäå m � êîëè÷åñòâî ãåéòîâ. Ìû äîêàæåì òàêóþ îöåíêó ïîñðåäñòâîì ïðåäúÿâëåíèÿ
ðåêóðñèâíîãî àëãîðèòìà, âðåìÿ ðàáîòû êîòîðîãî ñîñòàâëÿåò O(20.4058m).

Î÷åâèäíî, ÷òî ñóùåñòâóåò 24 ðàçëè÷íûõ òèïîâ áèíàðíûõ ñâÿçîê:

• äâå êîíñòàíòíûå ôóíêöèè è ÷åòûðå ôóíêöèè, çàâèñÿùèå òîëüêî îò îäíîé èç ïåðåìåííûõ, ìû
áóäåì íàçûâàòü âûðîæäåííûìè;

• âîñåìü ôóíêöèé âèäà ((x⊕ a) ∧ (y ⊕ b))⊕ c, ãäå a, b, c ∈ {0, 1}, íàçîâåì ôóíêöèÿìè ∧-òèïà;

• äâå ôóíêöèè âèäà x⊕ y ⊕ a, ãäå a ∈ {0, 1}, áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèÿìè ⊕-òèïà.

Îñíîâíîå ðàçëè÷èå ïîñëåäíèõ äâóõ òèïîâ ôóíêöèé çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ôóíêöèþ ∧-òèïà âñåãäà
ìîæíî ñäåëàòü êîíñòàíòíîé, ïðèñâîèâ êîíñòàíòíîå çíà÷åíèå ëþáîìó åå âõîäó (íàïðèìåð, ïîäñòàâèâ
a íà âõîäå x, íà âûõîäå ãåéòà ìû ïîëó÷èì êîíñòàíòó c; â òàêîì ñëó÷àå ìû ãîâîðèì, ÷òî ãåéò ñòàë
òðèâèàëüíûì), à äëÿ ôóíêöèé ⊕-òèïà ýòî íåâîçìîæíî.

Íà ðèñóíêàõ ⊕ è ∧ îáîçíà÷àþò ëþáóþ ñâÿçêó èç ñîîòâåòñòâóþùåãî êëàññà.
Áóäåì íàçûâàòü ãåéò, ïîìå÷åííûé êîñòàíòíîé ôóíêöèåé, êîíñòàíòíûì ãåéòîì.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ëþáîé ãåéò, âû÷èñëÿþùèé âûðîæäåííóþ ôóíêöèþ, ìîæåò áûòü óäàë¼í èç ñõåìû
(èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò ëèøü êîñòàíòíûé ãåéò, åñëè îí ÿâëÿåòñÿ âûõîäîì ñõåìû, íî ýòîò ñëó÷àé
â äàëüíåéøåì áóäåò ó÷òåí îòäåëüíî).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñîîáðàæåíèé óäîáñòâà ââåäåì íîâóþ ôèêòèâíóþ ïåðåìåííóþ z, êîòîðóþ â
äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå íåçíà÷èìîãî âõîäà äëÿ ãåéòîâ, ïîìå÷åííûõ âûðîæäåííûìè
ôóíêöèÿìè.

×òîáû óäàëèòü èç ñõåìû êîíñòàíòíûé ãåéò B, íå ÿâëÿþùèéñÿ âûõîäîì ñõåìû, íóæíî çàìåíèòü
ôóíêöèè, âû÷èñëÿåìûå â åãî ïîòîìêàõ, �ïîäõîäÿùèìè� âûðîæäåííûìè ôóíêöèÿìè. Òåïåðü ìîæíî
óäàëèòü ãåéò B, ñîåäèíèâ ïðè ýòîì ôèêòèâíóþ ïåðåìåííóþ z ñî âñåìè åãî ïîòîìêàìè.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ãåéòû, ïîìå÷åííûå ôóíêöèÿìè, çàâèñÿùèìè ëèøü îò îäíîé ïåðåìåííîé.
Íàçîâåì ñóùåñòâåííûì ïðåäêîì òàêîãî ãåéòà òó âåðøèíó ñõåìû, îò êîòîðîé çàâèñèò âû÷èñëÿåìîå â

1Êîãäà àâòîð çàêàí÷èâàë ðàáîòó íàä ñòàòüåé, â ÷àñòíîé ïåðåïèñêå åìó ñòàëî èçâåñòíî î íåäàâíåé ïóáëèêàöèè Calabro,
Impagliazzo and Paturi [1]. Â ñâîåé ñòàòüå àâòîðû ïðèâîäÿò âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì, êîòîðûé ðåøàåò çàäà÷ó Circuit SAT

äëÿ ñõåì ãëóáèíû d îò n ïåðåìåííûõ è íå áîëåå cn AND/OR/NOT ãåéòîâ ïðîèçâîëüíîé âõîäÿùåé ñòåïåíè. Âðåìÿ åãî

ðàáîòû îãðàíè÷åíî âåëè÷èíîé 2(1−δ)n, ãäå δ ≥ 1/O(c2
d−2−1 lg3∗2

d−2−2 c), à ïîñòîÿííàÿ â O çàâèñèò òîëüêî îò d.
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äàííîì ãåéòå çíà÷åíèå. Äîïóñòèì, èíòåðåñóþùèé íàñ ãåéò íå ÿâëÿåòñÿ âûõîäîì ñõåìû. Òîãäà ìû ìîæåì
óäàëèòü ýòîò ãåéò, ñîåäèíèâ åãî ñóùåñòâåííîãî ïðåäêà ñî âñåìè åãî íåïîñðåäñòâåííûìè ïîòîìêàìè, ïðè
íåîáõîäèìîñòè ïîìåíÿâ ôóíêöèè (ìîæåò ïîòðåáîâàòüñÿ �âíåñòè� â íèõ îòðèöàíèå), âû÷èñëÿþùèåñÿ â
ïîñëåäíèõ. Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû èìååì äåëî ñ âûõîäîì ñõåìû. Îáîçíà÷èì åãî ñóùåñòâåííîãî
ïðåäêà ÷åðåç G. Óäàëèì âñå ãåéòû ñõåìû, â êîòîðûå åñòü ïóòü èç G, ïîñëå ÷åãî ñäåëàåì G íîâûì
âûõîäîì ñõåìû. Ïðè ýòîì, åñëè âåðøèíà G ñîîòâåòñòâóåò âõîäíîé ïåðåìåííîé, òî ïîëó÷åííàÿ ñõåìà
òàêæå, êàê è èñõîäíàÿ, ÿâëÿåòñÿ âûïîëíèìîé, à åñëè G ÿâëÿåòñÿ ãåéòîì, òî íàì, âîçìîæíî, ïðèäåòñÿ
ïîìåíÿòü ôóíêöèþ, âû÷èñëÿåìóþ â íåì (êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ìîæåò ïîòðåáîâàòüñÿ �âíåñòè�
îòðèöàíèå).

Äëÿ ñõåìû C è åå ïåðåìåííîé x ìû ÷åðåç C[x = a], a ∈ {0, 1}, áóäåì îáîçíà÷àòü ñõåìó, ïîëó÷åííóþ
ïîäñòàíîâêîé êîíñòàíòíîãî ãåéòà, ñîîòâåòñòâóþùåãî a, íà ìåñòî ïåðåìåííîé x â ñõåìó C.

Òåïåðü íåôîðìàëüíî îïèøåì íàø àëãîðèòì, ïîäðîáíî èçëîæåííûé â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.
Äàííûé àëãîðèòì èìååò ìíîãî îáùåãî ñ òèïè÷íûìè ðàñùåïëÿþùèìè àëãîðèòìàìè ðåøåíèÿ

çàäà÷è SAT (ñì. [2], [3]), à òàêæå èñïîëüçóåò òåõíèêó ⊕-öåïåé, âïåðâûå ïðåäëîæåííóþ Ïîëîì äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà íèæíèõ îöåíîê ñõåìíîé ñëîæíîñòè íåêîòîðûõ áóëåâûõ ôóíêöèé (ñì. [6]).

• Ïîëó÷èâ íà âõîä áóëåâó ñõåìó, àëãîðèòì â ïåðâóþ î÷åðåäü óïðîùàåò åå, èçáàâëÿÿñü îò ãåéòîâ, íå
ó÷àñòâóþùèõ â âû÷èñëåíèÿõ, è ãåéòîâ, âû÷èñëÿþùèõ âûðîæäåííûå ôóíêöèè.

• Åñëè îòâåò íå áûë íàéäåí óæå íà ýòàïå óïðîùåíèÿ, àëãîðèòì ïûòàåòñÿ íàéòè ïåðåìåííóþ, ïî
êîòîðîé áûëî áû �âûãîäíî� ðàñùåïëÿòüñÿ (çäåñü �âûãîäà� îïðåäåëÿåòñÿ êîëè÷åñòâîì ãåéòîâ, îò
êîòîðûõ íàì óäàëîñü áû èçáàâèòüñÿ ïðè ïîäñòàíîâêå êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé âìåñòî âûáðàííîé
ïåðåìåííîé).

Åñëè òàêóþ ïåðåìåííóþ óäàåòñÿ íàéòè, òî ïðîèñõîäÿò ðåêóðñèâíûå âûçîâû àëãîðèòìà íà ñõåìàõ,
ïîëó÷åííûõ ïîäñòàíîâêîé êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé íà ìåñòî ýòîé ïåðåìåííîé. Ïîñëå ÷åãî àëãîðèòì
âîçâðàùàåò äèçúþíêöèþ ðåçóëüòàòîâ ýòèõ âûçîâîâ. Åñëè ïîäõîäÿùåé ïåðåìåííîé íàéòè íå
óäàëîñü, òî àëãîðèòì ïåðåñòðàèâàåò ñõåìó òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû â íîâîé ñõåìå òàêàÿ ïåðåìåííàÿ
ãàðàíòèðîâàíî íàøëàñü áû, ïîñëå ÷åãî ïîâòîðÿåòñÿ ïîèñê ïåðåìåííîé äëÿ ðàñùåïëåíèÿ, à çàòåì
è ðåêóðñèâíûå âûçîâû àëãîðèòìà.

2 Àëãîðèòì

Àëãîðèòì Circuit SAT
Âõîä: ñõåìà C.
Âûõîä: True, åñëè ñõåìà âûïîëíèìà, è False â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

1: Return Split(Reduce(C)).

Ôóíêöèÿ Split
Âõîä: ñõåìà C, ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ðàáîòû ôóíêöèè Reduce.
Âûõîä: True, åñëè ñõåìà âûïîëíèìà, è False â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

1: Åñëè âûõîä ñõåìû C ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòíûì ãåéòîì, òî âåðíóòü åãî çíà÷åíèå.
2: Âûáðàòü ïåðåìåííóþ x, óäîâëåòâîðÿþùóþ îäíîìó èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

• åå èñõîäÿùàÿ ñòåïåíü íå ìåíüøå òðåõ;

• åå èñõîäÿùàÿ ñòåïåíü � äâà, ïðè ýòîì îíà èìååò ïîòîìêà ∧-òèïà.

Çàìå÷àíèå. Î òîì, ÷òî òàêàÿ ïåðåìåííàÿ áóäåò íàéäåíà, çàáîòèòñÿ ôóíêöèÿ Reduce.
3: Return Split(Reduce(C[x = 0])) ∨ Split(Reduce(C[x = 1]))
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Ïåðåä îïèñàíèåì ôóíêöèè Reduce(C) äàäèì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå, êîòîðîå áûëî âïåðâûå
ââåäåíî Ïîëîì [6]. Äëÿ ãåéòà G0 ñõåìû C ìû ãîâîðèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ⊕-öåïü äëèíû k â G0 òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà åñòü k ãåéòîâ G1, . . . , Gk â C òàêèõ, ÷òî

1. Äëÿ 1 ≤ i ≤ k, Gi ÿâëÿåòñÿ ãåéòîì ⊕-òèïà;

2. Äëÿ 1 ≤ i ≤ k, Gi ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ïîòîìêîì Gi−1;

3. Â Gk íåò ⊕-öåïè, òî åñòü Gk ëèáî ÿâëÿåòñÿ âûõîäîì ñõåìû, ëèáî èìååò èñõîäÿùóþ ñòåïåíü íå
ìåíåå ÷åì 2, ëèáî åãî åäèíñòâåííûé ïîòîìîê ÿâëÿåòñÿ ãåéòîì ∧-òèïà.

Ôóíêöèÿ Reduce
Âõîä: ñõåìà C.
Âûõîä: ñõåìà C ′, êîòîðàÿ:

• ÿâëÿåòñÿ âûïîëíèìîé â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñõåìà C âûïîëíèìà;

• ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòíûì ãåéòîì èëè ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ èç âòîðîãî
øàãà ôóíêöèè Split(C);

• èìååò ðàçìåð íå áîëüøå, ÷åì ðàçìåð C.

Øàã 1. Ïîêà âûõîä C íå ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòíûì ãåéòîì, è â C åñòü ãåéò, ñîîòâåòñòâóþùèé
âûðîæäåííîé ôóíêöèè, èñêëþ÷èòü èç ñõåìû ýòîò ãåéò.

Øàã 2. Ïîñëåäîâàòåëüíî óäàëèòü èç ñõåìû âñå ãåéòû, íå ÿâëÿþùèåñÿ âûõîäîì ñõåìû è èìåþùèå
èñõîäÿùóþ ñòåïåíü 0.

Øàã 3. Åñëè âûõîä C åñòü êîíñòàíòíûé ãåéò, òî âåðíóòü ñõåìó, ñîñòîÿùóþ òîëüêî èç íåãî. Åñëè
âûõîä C ñîîòâåòñòâóåò âõîäÿùåé ïåðåìåííîé , òî âåðíóòü êîíñòàíòíûé ãåéò True.

Øàã 4. Åñëè â C åñòü ïåðåìåííàÿ èñõîäÿùåé ñòåïåíè áîëüøå äâóõ, òî âåðíóòü C.
Øàã 5. Åñëè â C åñòü ïåðåìåííàÿ èñõîäÿùåé ñòåïåíè äâà, èìåþùàÿ ïîòîìêà ∧-òèïà, òî âåðíóòü

C.
Øàã 6. Åñëè â C åñòü ïåðåìåííàÿ x èñõîäÿùåé ñòåïåíè äâà, òî îáà åå ïîòîìêà � ãåéòû ⊕-òèïà.

Îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç P0 è R0, ïîñëå ÷åãî ðàññìîòðèì ⊕-öåïè P1, . . . , Pp è R1, . . . , Rr, íà÷èíàþùèåñÿ â
P0 è R0 ñîîòâåòñòâåííî (â ñëó÷àå, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå ⊕-öåïè ïóñòû, p è r ìîãóò îêàçàòüñÿ ðàâíûìè
íóëþ).

Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:

• Ñëó÷àé 1. Ìíîæåñòâà ãåéòîâ P0, P1, . . . , Pp è R0, R1, . . . , Rr íå èìåþò îáùèõ ýëåìåíòîâ (ñì.
ðèñ.1à). Òàê êàê â C íåò öèêëîâ, òî ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ñõåìå íåò ïóòè èç Rr â Pp (â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïåðåîáîçíà÷èì ⊕-öåïè). Â ýòîì ïðåäïîëîæåíèè ïîêàæåì, ÷òî èç x íåò ïóòè
â Li (0 ≤ i ≤ p). Äåéñòâèòåëüíî, ïóòü èç x â Li äîëæåí áû áûë ïðîéòè ÷åðåç Rr èëè Pp, ÷òî â
ïåðâîì ñëó÷àå ïðèâåëî áû ê íàëè÷èþ ïóòè èç Rr â Pp, à âî âòîðîì � ê ñóùåñòâîâàíèþ öèêëà â
ñõåìå.

Ïîêàæåì, ÷òî ãåéò Pp íå ÿâëÿåòñÿ âûõîäîì ñõåìû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê, íî òîãäà, â
ñèëó îòñóòñòâèÿ ïóòè èç Rr â Pp, â ñõåìå äîëæåí ñóùåñòâîâàòü ãåéò èñõîäÿøåé ñòåïåíè 0, íå
ÿâëÿþùèéñÿ âûõîäîì ñõåìû. Íà øàãå 2 âñå òàêèå ãåéòû áûëè èñêëþ÷åíû èç ñõåìû, à çíà÷èò,
ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Èòàê, ëèáî ãåéò Pp èìååò èñõîäÿùóþ ñòåïåíü íå ìåíåå ÷åì 2, ëèáî åãî åäèíñòâåííûé ïîòîìîê
ÿâëÿåòñÿ ãåéòîì ∧-òèïà. Îáîçíà÷èì çíà÷åíèå âûõîäà ãåéòà Pp ÷åðåç y. Òîãäà

y = x⊕ L0 ⊕ L1 ⊕ · · · ⊕ Lp ⊕ a, (1)

ãäå a ðàâíî 0 èëè 1 â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêèå ôóíêöèè ⊕-òèïà íàõîäÿòñÿ â ãåéòàõ ⊕-öåïè.
àâåíñòâî (1) ðàâíîñèëüíî
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(a) (b)

x T0

T1

Tr

L0

L1

Lp

⊕P0 ⊕R0

⊕P1 ⊕R1

...
...

⊕Pp ⊕Rr

y T0

T1

Tr

L0

L1

Lp

⊕P0

⊕P1

...

⊕Pp

⊕R0

⊕R1

...

⊕Rr

Ðèñ. 1: Ñëó÷àé íåïåðåñåêàþùèõñÿ ⊕-öåïåé.

x = y ⊕ L0 ⊕ L1 ⊕ · · · ⊕ Lp ⊕ a. (2)

Òàê êàê x íå âõîäèò â Li, òî ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (2) íå çàâèñèò îò x. Ýòî ïîçâîëÿåò
ïðåîáðàçîâàòü ñõåìó ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. Çàìåíèòü ïåðåìåííóþ x íà ïåðåìåííóþ y (äåëàåì ýòîò øàã ïðîñòî ÷òîáû ñîîòâåòñòâîâàòü
íàøèì îáîçíà÷åíèÿì).

2. Óáðàòü âñå ðåáðà, âûõîäÿùèå èç ãåéòà Pp, à òàêæå ðåáðî ìåæäó ïåðåìåííîé y è ãåéòîì R0

(ñì. ðèñ.1á).

3. Ñîåäèíèòü y ñî âñåìè ãåéòàìè, â êîòîðûå ðàíüøå âåëè ðåáðà èç ãåéòà Pp.

4. Ñîåäèíèòü ãåéò Pp ñ ãåéòîì R0 (ñì. ðèñ.1á).

Òåïåðü îñòàåòñÿ âåðíóòü ïîëó÷èâøóþñÿ ñõåìó â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà ôóíêöèè Reduce(C), òàê
êàê îíà óäîâëåòâîðÿåò âñåì òðåáîâàíèÿì íà ñõåìó C ′, çàÿâëåííûì â íà÷àëå îïèñàíèÿ ôóíêöèè
Reduce. Åå ðàçìåð íå áîëüøå ðàçìåðà èñõîäíîé ñõåìû C, C ′ âûïîëíèìà, òîëüêî åñëè C
âûïîëíèìà, è ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ y èñõîäÿùåé ñòåïåíè íå ìåíüøå 2, êîòîðàÿ ëèáî èìååò
ïîòîìêà ∧-òèïà, ëèáî åå èñõîäÿùàÿ ñòåïåíü áîëüøå 2 (ïîñêîëüêó ëèáî èñõîäÿùàÿ ñòåïåíü ãåéòà
Pp áûëà íå ìåíüøå 2, ëèáî åãî åäèíñòâåííûé ïîòîìîê áûë ãåéòîì ∧-òèïà).

• Ñëó÷àé 2. Pk ñîâïàäàåò ñ Rm ïðè íåêîòîðûõ 0 ≤ k ≤ p è 0 ≤ m ≤ r (ñì. ðèñ.2à).
Â ýòîì ñëó÷àå çíà÷åíèå íà âûõîäå ãåéòà Pk ðàâíî

x⊕ x⊕ L0 ⊕ · · · ⊕ Lk−1 ⊕ T0 ⊕ · · · ⊕ Tm−1 ⊕ a = L0 ⊕ · · · ⊕ Lk−1 ⊕ T0 ⊕ · · · ⊕ Tm−1 ⊕ a,

ãäå a ðàâíî 0 èëè 1 â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêèå ôóíêöèè ⊕-òèïà íàõîäÿòñÿ â ãåéòàõ ⊕-öåïåé.
Òàêèì îáðàçîì çíà÷åíèå íà âûõîäå ãåéòà Pk (à âìåñòå ñ íèì è çíà÷åíèå âûõîäà ñõåìû C)
íå çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé x. Ýòî äàåò íàì âîçìîæíîñòü çàìåíèòü ðàññìàòðèâàåìóþ
ïîäñõåìó ñõåìîé, âû÷èñëÿþùåé L0 ⊕ · · · ⊕ Lk−1 ⊕ T0 ⊕ · · · ⊕ Tm−1 ⊕ a, êîòîðàÿ áóäåò ñîäåðæàòü
ïî êðàéíåé ìåðå íà 1 ãåéò ìåíüøå èñõîäíîé (ñì. ðèñ.2á). Âåðíóòüñÿ íà øàã 1.

Øàã 7. Çàìåíèòü ïðîèçâîëüíûé ãåéò âåðõíåãî óðîâíÿ ñõåìû C (ãåéò, â êîòîðûé âõîäÿò ëèøü
ïåðåìåííûå) íà íîâóþ âõîäíóþ ïåðåìåííóþ. Âåðíóòüñÿ íà øàã 1.

Äåéñòâèòåëüíî, ðàç ìû äîøëè äî ýòîãî øàãà, çíà÷èò â ñõåìå íå îñòàëîñü ïåðåìåííûõ, èìåþùèõ
èñõîäÿùóþ ñòåïåíü áîëüøå 1. Âìåñòå ñ ýòèì çàìåíÿåìûé ãåéò íå êîíñòàíòíûé, òàê êàê âñå
âûðîæäåííûå ãåéòû èç íàøåé ñõåìû áûëè èñêëþ÷åíû íà øàãå 1 (ê ïîÿâëåíèþ â ñõåìå íîâûõ
âûðîæäåííûõ ãåéòîâ ìîã ïðèâåñòè òîëüêî ëèøü øàãå 6, íî ïîñëå íåãî ìû ëèáî âûõîäèì èç
ôóíêöèè, ëèáî âíîâü âîçâðàùàåìñÿ íà øàã 1). Çíà÷èò îïèñàííîå âûøå ïðåîáðàçîâàíèå íå ïîâëèÿåò
íà âûïîëíèìîñòü ñõåìû, óìåíüøèâ ïðè ýòîì åå ðàçìåð.
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(a) (b)

x T0

T1

Tm−1

L0

L1

Lk−1

⊕P0 ⊕R0

⊕P1 ⊕R1

...
...

⊕Pk−1 ⊕Rm−1

⊕Pk

...

L0 T0

L1

Lk−1

⊕

⊕

...

⊕
T1

⊕

Tm−1
...

⊕

...

Ðèñ. 2: Ñëó÷àé ïåðåñåêàþùèõñÿ ⊕-öåïåé.

3 Âåðõíÿÿ îöåíêà

Ïðîâåäåì àíàëèç ïðèâåäåííîãî âûøå àëãîðèòìà.
Âíà÷àëå ñõåìà C ðàçìåðà m ïåðåäàåòñÿ íà âõîä ôóíêöèè Reduce, â êîòîðîé ïðîèñõîäèò åå

óïðîùåíèå. ßñíî, ÷òî âðåìÿ ðàáîòû ôóíêöèè Reduce îöåíèâàåòñÿ íåêîòîðûì ïîëèíîìîì îò m. Ñòîèò
îòìåòèòü, ÷òî â ðåçóëüòàòå ðàáîòû ôóíêöèè Reduce â ñõåìå íå îñòàåòñÿ çàâåäîìî �áåñïîëåçíûõ� ãåéòîâ
(ãåéòîâ èñõîäÿùåé ñòåïåíè 0, íå ÿâëÿþùèõñÿ âûõîäîì). Åñëè â ïðîöåññå âûïîëíåíèÿ ôóíêöèè Reduce
óñòàíàâëèâàåòñÿ ôàêò âûïîëíèìîñòè/íåâûïîëíèìîñòè ñõåìû, òî ìû ñèãíàëèçèðóåì îá ýòîì, âîçâðàùàÿ
òðèâèàëüíóþ ñõåìó èç îäíîãî êîíñòàíòíîãî ãåéòà, ñîîòâåòñòâóþùåãî îòâåòó äà/íåò.

Ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ðàáîòû ôóíêöèè Reduce ñõåìà ïåðåäàåòñÿ â ôóíêöèþ Split, ãäå
ïðîèñõîäèò ñâåäåíèå çàäà÷è ê àíàëîãè÷íîé çàäà÷å äëÿ äâóõ áîëåå �ïðîñòûõ� ñõåì. À èìåííî:
ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàìè äëÿ �ðàñùåïëåíèÿ� âûáðàíà ïåðåìåííàÿ x. Ìû ñîñòàâëÿåì äâå íîâûå ñõåìû:
C[x = 0] è C[x = 1], ðåêóðñèâíî âûçûâàåì íà íèõ íàø àëãîðèòì (ôóíêöèè Reduce è Split) è
âîçâðàùàåì äèçúþíêöèþ ðåçóëüòàòîâ. Ïðè ïîäñòàíîâêå íà ìåñòî ïåðåìåííîé x êîíñòàíòíîãî ãåéòà,
ðàçìåð ñõåìû óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1, ñ äðóãîé ñòîðîíû íà ïåðâîì æå øàãå ôóíêöèè Reduce ýòîò ãåéò
áóäåò èñêëþ÷åí èç ñõåìû, ïîýòîìó äàëåå ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ýòîò ãåéò ïðîñòî íå ó÷èòûâàåòñÿ ïðè ïîäñ÷åòå
ðàçìåðà ñõåìû.

Åñëè èñõîäÿùàÿ ñòåïåíü ïåðåìåííîé x áîëüøå äâóõ, òî ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ïåðåä êàæäûì
èç ðåêóðñèâíûõ âûçîâîâ ôóíêöèè Split, íà ïåðâîì æå øàãå ðàáîòû ôóíêöèè Reduce(C[x = a])
(a ∈ {0, 1}), ëèáî ðàçìåð ñîîòâåòñòâóþùåé ñõåìû óìåíüøèòñÿ õîòÿ áû íà òðè, ëèáî åå âûõîä îêàæåòñÿ
êîíñòàíòíûì ãåéòîì.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà èñõîäÿùàÿ ñòåïåíü x ðàâíà äâóì, ïðè ýòîì îäèí èç åå ïîòîìêîâ
� ãåéò ∧-òèïà, à äðóãîé � ãåéò ⊕-òèïà (îáîçíà÷èì èõ A è O ñîîòâåòñòâåííî). Èç òîãî, ÷òî èñõîäÿùàÿ
ñòåïåíü x ðàâíà äâóì, ñëåäóåò, ÷òî íà ïåðâîì æå øàãå ðàáîòû ôóíêöèè Reduce(C[x = a]), ëèáî
ðàçìåð ñîîòâåòñòâóþùåé ñõåìû óìåíüøèòñÿ õîòÿ áû íà äâà, ëèáî åå âûõîä îêàæåòñÿ êîíñòàíòíûì
ãåéòîì. ×òîáû äîáèòüñÿ ëó÷øåé îöåíêè, ïðèäåòñÿ ðàçîáðàòü íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.

Ñëó÷àé 1. Ãåéò O íå ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ïîòîìêîì ãåéòà A.
Ñëó÷àé 1.1. Ãåéò A íå ÿâëÿåòñÿ âûõîäîì ñõåìû. Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî ïåðåìåííîé x êîíñòàíòó,

äåëàþùóþ ãåéò A òðèâèàëüíûì, ìû èçáàâëÿåìñÿ ïî ìåíüøåé ìåðå îò òðåõ ãåéòîâ.
Ñëó÷àé 1.2. Ãåéò A ÿâëÿåòñÿ âûõîäîì ñõåìû. Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî ïåðåìåííîé x êîíñòàíòó,

äåëàþùóþ ãåéò A òðèâèàëüíûì, ìû òàêæå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåì âûõîä ñõåìû.
Ñëó÷àé 2. Ãåéò O ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ïîòîìêîì ãåéòà A (ñì.ðèñ.3).
Ñëó÷àé 2.1. Ãåéò O íå ÿâëÿåòñÿ âûõîäîì ñõåìû. Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî ïåðåìåííîé x êîíñòàíòó,
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Ðèñ. 3:

äåëàþùóþ ãåéò A òðèâèàëüíûì, ìû òàêæå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåì âûõîä ãåéòà O è âíîâü èçáàâëÿåìñÿ
ïî ìåíüøåé ìåðå îò òðåõ ãåéòîâ.

Ñëó÷àé 2.2. Ãåéò O ÿâëÿåòñÿ âûõîäîì ñõåìû. Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî ïåðåìåííîé x êîíñòàíòó,
äåëàþùóþ ãåéò A òðèâèàëüíûì, ìû òàêæå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåì âûõîä ãåéòà O, à âìåñòå ñ íèì
è âûõîä ñõåìû.

Â êàæäîì èç îïèñàííûõ ñëó÷àåâ ïðè ïîäñòàíîâêå íåêîòîðîé êîíñòàíòû ëèáî ðàçìåð ñõåìû
óìåíüøàåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå íà òðè, ëèáî ñõåìà ñòàíîâèòñÿ òðèâèàëüíîé.

Òåîðåìà 3.1. Âðåìÿ ðàáîòû ïðèâåäåííîãî àëãîðèòìà îãðàíè÷åíî ñâåðõó âåëè÷èíîé O(20.4058m), ãäå
m � ðàçìåð âõîäíîé ñõåìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç f(m) ìàêñèìàëüíîå ñðåäè âñåõ ñõåì ðàçìåðà m êîëè÷åñòâî ëèñòüåâ
â äåðåâå ðåêóðñèâíûõ âûçîâîâ îïèñàííîãî àëãîðèòìà.

Ïðèâåäåííûå âûøå ñîîáðàæåíèÿ ïðèâîäÿò íàñ ê ñëåäóþùåìó ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ:

f(m) ≤ f(m− 2) + f(m− 3), (3)

äëÿ m ≥ 3.
×òîáû îöåíèòü f(m), âîñïîëüçóåìñÿ ñòàíäàðòíîé äëÿ ïîäîáíûõ çàäà÷ òåõíèêîé, ïðåäëîæåííîé

Êóëëìàííîì è Ëóêõàðäòîì (ñì. [5], [4]). Ñîñòàâèì óðàâíåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ðåêóððåíòíîìó
ñîîòíîøåíèþ (3):

1/x3 + 1/x2 = 1⇐⇒ x3 − x− 1 = 0. (4)

Åãî åäèíñòâåííûé âåùåñòâåííûé êîðåíü τ ≈ 1.32472. Óòâåðæäàåòñÿ (ñîîòâåòñòâóþùèé ôàêò äîêàçàí
â [4]), ÷òî òîãäà

f(m) ≤ poly(m)τm ≤ O(20.4058m).

Òàê êàê ìû èìååì äåëî ñ äâîè÷íûì äåðåâîì, òî êîëè÷åñòâî âñåõ åãî âåðøèí íå ïðåâîñõîäèò
2f(m). Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî âðåìÿ, ïðîâåäåííîå â êàæäîé èç âåðøèí äåðåâà âûçîâîâ, òàêæå êàê
è âðåìÿ ðàáîòû ôóíêöèè Reduce, îöåíèâàåòñÿ íåêîòîðûì ïîëèíîìîì îò m. Âñå âìåñòå ïðèâîäèò íàñ
ê çàÿâëåííîé âåðõíåé îöåíêå.

Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîð áëàãîäàðèò ñâîåãî íàó÷íîãî ðóêîâîäèòåëÿ Ýäóàðäà Àëåêñååâè÷à Ãèðøà, îáðàòèâøåãî åãî
âíèìàíèå íà ðàññìàòðèâàåìóþ â ðàáîòå çàäà÷ó, à òàêæå Àëåêñàíäðà Êóëèêîâà è Êðèñà Êàëàáðî çà
èõ öåííûå çàìå÷àíèÿ.
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