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Äèíàìè÷åñêèå ïðàâèëüíûå ðàñêðàñêè âåðøèí ãðàôà

Ä.Â.Êàðïîâ 1

Ðîññèéñêàÿ Àêàäåìèÿ Íàóê
Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîå îòäåëåíèå
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Íàçîâåì ïîäðàçáèåíèåì ïîëíîãî ãðàôà Kn ëþáîé ãðàô, êîòîðûé ìîæ-
íî ïîëó÷èòü çàìåíîé íåñêîëüêèõ ðåáåð Kn íà öåïî÷êè äëèíû 2 (ñ êàæäîé
òàêîé öåïî÷êîé äîáàâëÿåòñÿ íîâàÿ âåðøèíà ñòåïåíè 2).

Ïóñòü G � ñâÿçíûé ïðîñòîé ãðàô ñ ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíüþ âåðøèí
d ≥ 8. Â ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äèíàìè÷åñêàÿ ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà
âåðøèí ãðàôà G â d öâåòîâ ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà G
îòëè÷åí îò Kd+1 è åãî ïîäðàçáèåíèé.

1Àâòîð áëàãîäàðèò çà ïîääåðæêó èññëåäîâàíèé Ïðîãðàììó ôóíäàìåí-
òàëüíûõ èññëåäîâàíèé ÎÌÍ ÐÀÍ, ãðàíòà Ïðåçèäåíòà ÐÔ ÍØ-4392.2008.1 è
ãðàíò ÐÔÔÈ 09-01-12137-îôè-ì.
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1 Ââåäåíèå. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ êîíå÷íûå íåîðèåíòèðîâàííûå ãðà-
ôû áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ðåáåð, èçó÷àþòñÿ ïðàâèëüíûå ðàñêðàñêè âåð-
øèí òàêèõ ãðàôîâ. Öâåò âåðøèíû v â ðàñêðàñêå ρ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü
÷åðåç ρ(v).

Ìàêñèìàëüíóþ è ìèíèìàëüíóþ ñòåïåíè âåðøèí ãðàôà G ìû áóäåì
îáîçíà÷àòü ÷åðåç ∆(G) è δ(G) ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ ëþáîé âåðøèíû
v ∈ V (G) ÷åðåç dG(v) áóäåì îáîçíà÷àòü ñòåïåíü âåðøèíû v â ãðàôå G, à
÷åðåç NG(v) � îêðåñòíîñòü âåðøèíû v, òî åñòü, ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí,
ñìåæíûõ ñ v. Òàê êàê â ðàññìàòðèâàåìîì ãðàôå íåò ïåòåëü, v 6∈ NG(v).

Îïðåäåëåíèå 1. Ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà âåðøèí ãðàôà G íàçûâàåòñÿ
äèíàìè÷åñêîé, åñëè äëÿ ëþáîé âåðøèíû v ∈ V (G) ñòåïåíè íå ìåíåå äâóõ
îêðåñòíîñòü NG(v) ñîäåðæèò âåðøèíû õîòÿ áû äâóõ ðàçëè÷íûõ öâåòîâ.

Ïî àíàëîãèè ñ êëàññè÷åñêèì îïðåäåëåíèåì õðîìàòè÷åñêîãî ÷èñëà,
îïðåäåëèì äèíàìè÷åñêîå õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî ãðàôà.

Îïðåäåëåíèå 2. Äèíàìè÷åñêîå õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî ãðàôà G (îáîçíà-
÷åíèå: χ2(G)) � ýòî íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî ñóùåñòâó-
åò äèíàìè÷åñêàÿ ðàñêðàñêà âåðøèí ãðàôà G â χ2(G) öâåòîâ.

Òåîðåìà Áðóêñà ([1, 2, 5]) ãîâîðèò íàì, ÷òî χ(G) ≤ ∆(G) äëÿ ëþáîãî
ñâÿçíîãî ãðàôà G, êðîìå ðÿäà èñêëþ÷åíèé. (Ïðè ∆(G) > 2 åäèíñòâåííîå
èñêëþ÷åíèå � ýòî ïîëíûé ãðàô íà d + 1 âåðøèíå Kd+1, ïðè ∆(G) = 2
èñêëþ÷åíèÿ � öèêëû íå÷åòíîé äëèíû.)

Â ðàáîòå [6] äîêàçàíî ïîõîæåå íà òåîðåìó Áðóêñà óòâåðæäåíèå î äè-
íàìè÷åñêîì õðîìàòè÷åñêîì ÷èñëå: χ2(G) ≤ ∆(G)+ 1 äëÿ ëþáîãî ñâÿçíî-
ãî ãðàôà G ïðè óñëîâèè ∆(G) ≥ 3. Áîëåå òîãî, â [6] äîêàçàíî, ÷òî ïðè
∆(G) ≤ 3 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî χ2(G) ≤ 4 çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ,
êîãäà ãðàô G � ýòî öèêë èç ïÿòè âåðøèí.

Ìû óñèëèì ðåçóëüòàò ðàáîòû [6], äîêàçàâ äëÿ ñâÿçíûõ ãðàôîâ G (êðî-
ìå ðÿäà èñêëþ÷åíèé) ïðè ∆(G) ≥ 8 àíàëîãè÷íóþ òåîðåìå Áðóêñà îöåíêó
χ2(G) ≤ ∆(G). Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû ñôîðìóëèðîâàíû â ñëåäó-
þùèõ äâóõ òåîðåìàõ.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü G � ñâÿçíûé ãðàô áåç âåðøèí ñòåïåíè äâà, óäîâëå-
òâîðÿþùèé óñëîâèþ ∆(G) ≥ 8 è îòëè÷íûé îò ïîëíîãî ãðàôà íà ∆(G)+1
âåðøèíå. Òîãäà χ2(G) ≤ ∆(G).

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü n ≥ 3. Ðàññìîòðèì ëþáîé ãðàô H, ïîëó÷åííûé
èç ïîëíîãî ãðàôà Kn ñëåäóþùåé îïåðàöèåé: çàìåíîé íåñêîëüêèõ ðåáåð
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ãðàôà Kn íà öåïî÷êè äëèíû 2 (ñ êàæäîé òàêîé öåïî÷êîé äîáàâëÿåòñÿ
îäíà íîâàÿ âåðøèíà ñòåïåíè 2). Íàçîâåì òàêîé ãðàô ïîäðàçáèåíèåì Kn.

Ïóñòü êëàññ ãðàôîâ Kn ñîñòîèò èç ïîëíîãî ãðàôà Kn è âñåõ åãî ïîä-
ðàçáèåíèé.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü d ≥ 8.
1) Äëÿ ëþáîãî ãðàôà H ∈ Kd+1 âûïîëíÿåòñÿ óòâåðæäåíèå χ2(H) =

d + 1.
2) Ïóñòü G � ñâÿçíûé ãðàô, ∆(G) ≤ d, ïðè÷åì G íå èçîìîðôåí

íèêàêîìó èç ãðàôîâ êëàññà Kd+1. Òîãäà χ2(G) ≤ d.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ âåñüìà ïîïóëÿðíî èñïîëüçîâàíèå âåðîÿòíîñòíûõ
ìåòîäîâ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîäîáíûõ òåîðåì. Îäíàêî, òàêèå ìåòîäû
ïîäðàçóìåâàþò çíà÷èòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ ñíèçó íà ∆(G). Íàïðèìåð, â
ðàáîòàõ [3, 4] ñ ïîìîùüþ âåðîÿòíîñòíûõ ìåòîäîâ äîêàçûâàþòñÿ âåñüìà
èíòåðåñíûå îáîùåíèÿ òåîðåìû Áðóêñà, íî íà ∆(G) íàêëàäûâàþòñÿ îãðà-
íè÷åíèÿ e107 è 1014 ñîîòâåòñòâåííî.

Ñ ïîìîùüþ áîëåå òî÷íîãî èñïîëüçîâàíèÿ ïîäñ÷åòíûõ ìåòîäîâ ìîæíî
çíà÷èòåëüíî ñíèçèòü îöåíêè íà ∆(G). Òàê, ïðè ∆(G) ≥ 254 òåîðåìà 2
íåñëîæíî äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ òåõíèêè è ðåçóëüòàòîâ èç ðàáîòû [7].
Îäíàêî, äëÿ ðàáîòû ñ ìàëûìè çíà÷åíèÿìè ∆(G) òðåáóåòñÿ ïðèäóìûâàòü
ñïåöèàëüíûå àëãîðèòìû, ÷òî çíà÷èòåëüíî òðóäíåå. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå
ìû äîêàçûâàåì òåîðåìû 1 è 2, ïðåäëàãàÿ ïîëèíîìèàëüíûå îòíîñèòåëü-
íî êîëè÷åñòâà âåðøèí àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ èñêîìîé ðàñêðàñêè ïðè
∆(G) ≥ 8. Âûñêàæåì ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ðåçóëüòàòû òåîðåì 1 è 2 âåð-
íû è ïðè ∆(G) ≥ 5.

Oñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ðàáîòû ïîñâÿùåíà äîêàçàòåëüñòâó òåîðåì 1 è 2.
Îïðåäåëèì ïîíÿòèÿ, íåîáõîäèìûå íàì â äîêàçàòåëüñòâàõ.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü G � ïðîèçâîëüíûé ãðàô, ρ � ðàñêðàñêà åãî
âåðøèí.

1) Hàçîâåì âåðøèíó v ∈ V (G) ïëîõîé â ðàñêðàñêå ρ, åñëè dG(v) > 1 è
âñå âåðøèíû èç NG(v) èìåþò îäèíàêîâûé öâåò. Hàçîâåì âåðøèíó
v ∈ V (G) äâóöâåòíîé â ðàñêðàñêå ρ, åñëè dG(v) > 1, è âñå âåðøèíû
èç NG(v) ïîêðàøåíû â äâà öâåòà (íî v íå ÿâëÿåòñÿ ïëîõîé).

2) Ïóñòü âåðøèíû a è b ñìåæíû. Áóäåì íàçûâàòü âåðøèíó b îïàñíûì
ñîñåäîì âåðøèíû a â ðàñêðàñêå ρ ãðàôà G, åñëè dG(b) > 1, âñå âåðøèíû
èç ìíîæåñòâà N(b) \ {a} ïîêðàøåíû â îäèí öâåò, à a � â äðóãîé.

3) Ïóñòü ρ è ρ′ � äâå ðàñêðàñêè. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ρ′ ≤G ρ, åñëè
âûïîëíÿþòñÿ äâà óñëîâèÿ.

(1) Äëÿ ëþáîé ïàðû ñìåæíûõ âåðøèí u è v èç ρ′(u) = ρ′(v) ñëåäóåò
ρ(u) = ρ(v).
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(2) Ëþáàÿ âåðøèíà, ÿâëÿþùàÿñÿ ïëîõîé â ρ′, ÿâëÿåòñÿ ïëîõîé è â ρ .
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ρ′ <G ρ, åñëè ρ′ ≤G ρ è õîòÿ áû îäíà èç ïëîõèõ

âåðøèí â ðàñêðàñêå ρ íå ÿâëÿåòñÿ òàêîâîé â ρ′.
Çàìå÷àíèå 1. 1) Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè dG(b) 6= 2, òî âåðøèíà b ìîæåò
áûòü îïàñíûì ñîñåäîì íå áîëåå, ÷åì äëÿ îäíîé äðóãîé âåðøèíû.

2) Ïóñòü dG(a) > 2 è âåðøèíó a ìîæíî ñäåëàòü ïëîõîé, ïåðåêðàñèâ îä-
íîãî èç åå ñîñåäåé. Òîãäà òàêîé ñîñåä âåðøèíû a, î÷åâèäíî, åäèíñòâåíåí
è ÿâëÿåòñÿ îïàñíûì ñîñåäîì a.

3) Åñëè ðàñêðàñêè ρ, ρ1 è ρ2 òàêîâû, ÷òî ρ ≤G ρ1 è ρ1 ≤G ρ2, òî
ρ ≤G ρ2. Åñëè õîòÿ áû îäíî èç ïåðâûõ äâóõ �íåðàâåíñòâ� ñòðîãîå, òî
ρ <G ρ2.

2 Àëãîðèòì DN
Â ýòîì ðàçäåëå ìû îïèøåì âñïîìîãàòåëüíûé àëãîðèòì DN , êîòîðûé
áóäåò â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ âûçûâàòüñÿ ãëàâíûì àëãîðèòìîì ïåðåêðàñêè
âåðøèí.

Ïóñòü äàíû ãðàô H è ðàñêðàñêà ρ âåðøèí ãðàôà H áîëåå, ÷åì â 6
öâåòîâ. (Íèêàêèõ óñëîâèé íà ñîîòíîøåíèå êîëè÷åñòâà öâåòîâ è ∆(H) íå
íàêëàäûâàåòñÿ. Ðàñêðàñêà ìîæåò áûòü íåïðàâèëüíîé.) Ïóñòü a � ïëîõàÿ
âåðøèíà â ýòîé ðàñêðàñêå, ρ(a) = i0, à âñå âåðøèíû èç NH(a) ïîêðàøåíû
â öâåò i1.

Îïèøåì àëãîðèòì DN(H, ρ, a, J) (çäåñü H è ρ � ýòî ãðàô è ðàñêðàñêà,
ñ êîòîðûìè ìû èìååì äåëî, a � ïëîõàÿ âåðøèíà, à J = (j2, j3, j4, j5, j6)
� óïîðÿäî÷åííûé íàáîð èç ïÿòè ðàçëè÷íûõ öâåòîâ, óäîâëåòâîðÿþùèé
óñëîâèÿì

i0 6∈ J, i0 6= i1, i1 6∈ {j2, j3, j4, j5}. (1)

Ïóñòü J ′ = J ∪ {i0, i1}. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ ν : J ′ → J ′ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

ν(i0) = i1, ν(i1) = j2, ν(j2) = j3, ν(j3) = j4, ν(j4) = j5, ν(j5) = j6, ν(j6) = j2.

Äëÿ êàæäîãî öâåòà j ∈ J ′ öâåò ν(j) ìû áóäåì íàçûâàòü ñëåäóþùèì öâå-
òîì. ×åðåç νk(j) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü k-þ èòåðàöèþ ôóíêöèè ν.
Çàìå÷àíèå 2. 1) íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî îïðåäåëåíèå ôóíêöèè ν êîð-
ðåêòíî. Â ñàìîì äåëå, èç óñëîâèÿ (1) ñëåäóåò ÷òî ñðåäè öâåòîâ, íà êî-
òîðûõ îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ ν âîçìîæíî òîëüêî ñîâïàäåíèå i1 = j6, à ïî
îïðåäåëåíèþ ν(i1) = ν(j6) = j2.

2) Ïóñòü j ∈ J ′. Èç óñëîâèé (1) ñëåäóåò, ÷òî âñå öâåòà j, ν(j), ν2(j),
ν3(j) è ν4(j) ðàçëè÷íû.
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Öåëüþ àëãîðèòìà DN(H, ρ, a, J) ÿâëÿåòñÿ èçìåíåíèå ðàñêðàñêè ρ íà
òàêóþ ðàñêðàñêó ρ′, ÷òî ρ′ ≤H ρ, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (S) è îäíî èç äâóõ
óñëîâèé (DN1) èëè (DN2).

(S). Åñëè ρ′(v) 6= ρ(v) äëÿ íåêîòîðîé âåðøèíû v, òî ρ(v) ∈ J ′ è ρ′(v) =
ν2(ρ(v)).

(DN1). ρ′(a) = ν2(ρ(a)) = j2.
(DN2). ρ′(a) = ρ(a). Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òàêàÿ âåðøèíà v ∈

NH(a), ÷òî ρ′(v) = ν2(ρ(v)). Öâåòà îòëè÷íûõ îò v âåðøèí èç NH(a) â
ðàñêðàñêàõ ρ è ρ′ ñîâïàäàþò.
Çàìå÷àíèå 3. Òàê êàê ñòåïåíü ïëîõîé âåðøèíû a íå ìåíåå äâóõ, òî
â ñëó÷àå, êîãäà ðàñêðàñêà ρ′ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (DN2), ìû èìååì
ρ′ <H ρ.

2.1 Ïîñòðîåíèå ìíîæåñòâà L

Ïåðåä íà÷àëîì ðàáîòû àëãîðèòìà ìû ïîñòðîèì âñïîìîãàòåëüíîå ìíîæå-
ñòâî L è îðãðàô L íà ìíîæåñòâå âåðøèí L.

Ìû áóäåì ïîìåùàòü â ìíîæåñòâî L íåêîòîðûå âåðøèíû ãðàôà H,
èìåþùèå öâåòà èç ìíîæåñòâà J ′ è îðèåíòèðîâàòü íåêîòîðûå ðåáðà ìåæ-
äó âåðøèíàìè ìíîæåñòâà L. Îðèåíòèðîâàííûå ðåáðà áóäåì äëÿ óäîáñòâà
íàçûâàòü ñòðåëêàìè. Íåêîòîðûå âåðøèíû ìíîæåñòâà L ìû áóäåì îáú-
ÿâëÿòü ïîìå÷åííûìè. Ñòðåëêè áóäóò âûõîäèòü òîëüêî èç ïîìå÷åííûõ
âåðøèí. Èçíà÷àëüíî ïóñòü L = {a}, âåðøèíà a íå ïîìå÷åíà, íèêàêèå
ðåáðà íå îðèåíòèðîâàíû.

Îïèøåì øàã ïîñòðîåíèÿ. Ïóñòü u ∈ L � íåïîìå÷åííàÿ âåðøèíà, à M
� ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí èç NH(u), èç êîòîðûõ íå âûõîäÿò ñòðåëêè â u.
Åñëè M 6= ∅ è ρ(v) = ν(ρ(u)) äëÿ êàæäîé âåðøèíû v ∈ M , òî îáúÿâèì
âåðøèíó u îòìå÷åííîé, ïîìåñòèì âñå âåðøèíû èç M \ L â ìíîæåñòâî L
è äîáàâèì â L ñòðåëêè îò u êî âñåì âåðøèíàì ìíîæåñòâà M .

Ñ êàæäûì øàãîì óâåëè÷èâàåòñÿ êîëè÷åñòâî ïîìå÷åííûõ âåðøèí, ïî-
ýòîìó ââèäó êîíå÷íîñòè ãðàôà ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ êîíå÷åí. Â íåêîòî-
ðûé ìîìåíò îí çàêîí÷èòñÿ, ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî L íà ìîìåíò îêîí-
÷àíèÿ ïðîöåññà. Ïóñòü L � îðèåíòèðîâàííûé ãðàô ñ âåðøèíàìè èç L è
ðåáðàìè-ñòðåëêàìè, ðàññòàâëåííûìè â õîäå ïîñòðîåíèÿ L.

Îïðåäåëåíèå 5. 1) Ïóñòü u ∈ L. Îáîçíà÷èì ÷åðåç N−(u) ìíîæåñòâî
âñåõ âåðøèí, èç êîòîðûõ âûõîäÿò ñòðåëêè â u, à ÷åðåç N+(u) � ìíîæå-
ñòâî âñåõ âåðøèí, â êîòîðûå âûõîäÿò ñòðåëêè èç u. Íàçîâåì âåðøèíû èç
N−(u) ïðåäêàìè, à âåðøèíû èç N+(u) � ïîòîìêàìè âåðøèíû u.

2) Íàçîâåì âåðøèíó u ∈ L îñîáîé, åñëè NH(u) = N−(u).
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Çàìå÷àíèå 4. 1) Âåðøèíà a îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ïîìå÷åííîé, N+(a) =
NH(a). Âåðøèíà a íå ìîæåò áûòü ïîòîìêîì íèêàêîé äðóãîé âåðøèíû.

2) N−(u) 6= ∅ äëÿ ëþáîé îòëè÷íîé îò a âåðøèíû u ∈ L. Ìíîæåñòâî
N+(u) íåïóñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåðøèíà u ïîìå÷åíà.

3) Ïî ïîñòðîåíèþ, îðãðàô L �àöèêëè÷åñêèé (òî åñòü, â íåì íåò îðè-
åíòèðîâàííûõ öèêëîâ). Äåéñòâèòåëüíî, íà î÷åðåäíîì øàãå ïîñòðîåíèÿ L
ìû äîáàâëÿåì ñòðåëêè, âûõîäÿùèå èç âåðøèíû u (êîòîðóþ ìû îáúÿâëÿ-
åì ïîìå÷åííîé) â íåïîìå÷åííûå âåðøèíû. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå âåðøèíû,
îòêóäà ìîæíî ïîïàñòü â u ïî ñòðåëêàì ãðàôà L, áûëè ïîìå÷åíû ðàíåå è
íè â îäíó èç íèõ âíîâü äîáàâëåííûå ñòðåëêè íå âõîäÿò.

4) Åñëè u ∈ L � îñîáàÿ èëè ïîìå÷åííàÿ âåðøèíà, òî NH(u) ⊂ L.
5) Ïóñòü âåðøèíà u ∈ L íå ïîìå÷åíà. Òîãäà ëèáî u � îñîáàÿ, ëèáî íå

âñå âåðøèíû èç NH(u) \ N−(u) èìåþò öâåò ν(ρ(u)), èíà÷å ìû ìîãëè áû
ïðîäîëæèòü ïîñòðîåíèå ìíîæåñòâà L è îðãðàôà L.

Îïðåäåëåíèå 6. 1) Äëÿ êàæäîé âåðøèíû u ∈ L îïðåäåëèì L(u), êàê
ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí, äîñòèæèìûõ èç u â îðãðàôå L (òî åñòü, ìíîæå-
ñòâî ïîòîìêîâ u, ïîòîìêîâ èõ ïîòîìêîâ, è òàê äàëåå).

2) Âåòâüþ ïîòîìêîâ âåðøèíû u ìû íàçîâåì ëþáîé ïóòü â îðãðàôå
L ñ íà÷àëîì â u.

3) Âûñîòîé h(u) âåðøèíû u íàçîâåì äëèíó íàèáîëüøåé âåòâè ïîòîì-
êîâ u (òî åñòü, êîëè÷åñòâî ðåáåð â ñîîòâåòñòâóþùåì ïóòè).

Çàìå÷àíèå 5. 1) Î÷åâèäíî, L(a) = L.
2) Òàê êàê ãðàô L � àöèêëè÷åñêèé, òî ëþáàÿ âåòâü ïîòîìêîâ ëþáîé

âåðøèíû u ∈ L êîíå÷íà è íå ïðîõîäèò íè ÷åðåç êàêóþ âåðøèíó äâàæäû.
Ñëåäîâàòåëüíî, âûñîòà ëþáîé âåðøèíû êîíå÷íà.

3) Âûñîòà ïîìå÷åííîé âåðøèíû áîëüøå íóëÿ, à âûñîòà ëþáîé íåïî-
ìå÷åííîé âåðøèíû èç L ðàâíà íóëþ.

4) Åñëè v ∈ N+(u), òî h(u) > h(v).

2.2 Àëãîðèòì èçìåíåíèÿ ðàñêðàñêè: èòåðàöèè
Äëÿ ëþáîé ïîìå÷åííîé âåðøèíû u ∈ L ìû ïîñòðîèì àëãîðèòì A(u), èç-
ìåíÿþùèé ðàñêðàñêó ρ íà òàêóþ ðàñêðàñêó ρ′ , ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ
(S(u)), (P (u)) è îäíî èç äâóõ óñëîâèé (DN1(u)) èëè (DN2(u)).

(S(u)). Åñëè ρ′(v) 6= ρ(v) äëÿ íåêîòîðîé âåðøèíû v, òî ρ(v) ∈ J ′ è
ρ′(v) = ν2(ρ(v)), ïðè÷åì v ∈ L(u) � ïîìå÷åííàÿ èëè îñîáàÿ âåðøèíà.

(P (u)). Äëÿ ëþáîé ïîìå÷åííîé âåðøèíû w ∈ L(u), åñëè ρ′(y) 6= ρ(y)
äëÿ íåêîòîðîãî y ∈ N−(w) , òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ âåðøèíà z ∈ N+(w),
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÷òî ρ′(z) 6= ρ(z). Äëÿ ëþáîé îñîáîé âåðøèíû w ∈ L(u) è ëþáîé âåðøèíû
y ∈ N−(w) ρ′(y) = ρ(y).

(DN1(u)). ρ′(u) = ν2(ρ(u)).
(DN2(u)). ρ′(u) = ρ(u). Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òàêàÿ âåðøèíà v ∈

N+(u), ÷òî ρ′(v) = ν2(ρ(v)). Öâåòà îòëè÷íûõ îò v âåðøèí èç NH(u) â
ðàñêðàñêàõ ρ è ρ′ ñîâïàäàþò.

Íàçîâåì àëãîðèòì A(u) ïåðåêðàñêîé òèïà 1, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëî-
âèå (DN1(u)) è ïåðåêðàñêîé òèïà 2, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (DN2(u)).

Ëåììà 1. Ïóñòü v, w ∈ L, w ∈ L(v), à ðàñêðàñêà ρ′ ïîëó÷åíà èç ρ ïå-
ðåêðàñêîé A(v), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ (P (v)). Ïóñòü ðàñêðàñêà ρ′′

òàêîâà, ÷òî ρ′′(x) = ρ′(x) ïðè x ∈ L(w) è ρ′′(x) = ρ(x) ïðè x 6∈ L(w).
Òîãäà ðàñêðàñêà ρ′′ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (P (w)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïîìå÷åííóþ âåðøèíó x ∈ L(w), ïóñòü
ρ′′(y) 6= ρ(y) äëÿ íåêîòîðîãî y ∈ N−(x). Òîãäà, î÷åâèäíî, y, x ∈ L(w),
ñëåäîâàòåëüíî, ρ′′(y) = ρ′(y) è ïî óñëîâèþ (P (v)) ñóùåñòâóåò òàêàÿ âåð-
øèíà z ∈ N+(x), ÷òî ρ′(z) 6= ρ(z). Î÷åâèäíî, z ∈ L(w), ñëåäîâàòåëüíî,
ρ′′(z) = ρ′(z) 6= ρ(z), òî åñòü, â ðàñêðàñêå ρ′′ ïåðåêðàøåí õîòÿ áû îäèí
ïîòîìîê âåðøèíû y.

Ïóñòü x ∈ L(u) � îñîáàÿ âåðøèíà, y ∈ N−(x) è ρ′′(y) 6= ρ(y). Òîãäà
ρ′(y) = ρ′′(y) 6= ρ(y), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ (P (v)).

Òàêèì îáðàçîì, ðàñêðàñêà ρ′′ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (P (w)).

Ïîñòðîåíèå àëãîðèòìà A(u).
Ïîñòðîåíèå áóäåò âåñòèñü èíäóêöèåé ïî h(u). Ïóñòü j = ρ(u).

Áàçà.
Ðàçáåðåì äâà ñëó÷àÿ.

1. Ïóñòü â N+(u) åñòü îñîáàÿ âåðøèíà w. Òîãäà ρ(w) = ν(j), ïîëîæèì
ρ′(w) = ν3(j), îñòàëüíûå âåðøèíû íå èçìåíÿò öâåòà. Î÷åâèäíî, ðàñêðàñ-
êà ρ′ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (S(u)) è (DN2(u)). Òàê êàê åäèíñòâåííàÿ
ïåðåêðàøåííàÿ âåðøèíà � îñîáàÿ âåðøèíà w � íå èìååò ïîòîìêîâ, òî
íå ñóùåñòâóåò âåðøèíû èç L, ïðåäêà êîòîðîé ìû ïåðåêðàñèëè, à çíà÷èò,
âûïîëíåíî óñëîâèå (P (u)).

2. Ïóñòü h(u) = 1, ïðè÷åì â N+(u) íåò îñîáûõ âåðøèí. Òîãäà ïîëîæèì
ρ′(u) = ν2(j), îñòàëüíûå âåðøèíû íå èçìåíÿò öâåòà. Î÷åâèäíî, ðàñêðàñ-
êà ρ′ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (S(u)) è (DN1(u)). Òàê êàê åäèíñòâåííàÿ
ïåðåêðàøåííàÿ âåðøèíà u èìååò âûñîòó 1, òî âñå âåðøèíû èç N+(u) (à
ýòî êàê ðàç òå âåðøèíû, ïðåäêîì êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ u) � íåïîìå÷åí-
íûå, ïðè÷åì, êðîìå òîãî, íåîñîáûå. Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíî óñëîâèå
(P (u)).
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Èíäóêöèîííûé ïåðåõîä.
Ïóñòü u � ïîìå÷åííàÿ âåðøèíà âûñîòû h(u) > 1, ïðè÷åì â N+(u) íåò
îñîáûõ âåðøèí (ñëó÷àé, êîãäà îñîáûå âåðøèíû åñòü, ðàçîáðàí â áàçå).
Òàê êàê h(u) > 1, â N+(u) åñòü õîòÿ áû îäíà ïîìå÷åííàÿ âåðøèíà.
Ïóñòü v1, . . . , vp � âñå ïîìå÷åííûå ïîòîìêè u, òîãäà ρ(vk) = ν(j) ïðè
k ∈ {1, . . . , p}. Ïî çàìå÷àíèþ 5, h(vk) < h(u), ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæ-
äîé èç ýòèõ âåðøèí ñóùåñòâóåò àëãîðèòì A(vi). Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

à. Äëÿ êàæäîé èç âåðøèí v1, . . . , vp ñóùåñòâóåò ïåðåêðàñêà
A(vi) òèïà 2.
Åñëè öâåò êàêîé-òî âåðøèíû y äîëæåí ìåíÿòüñÿ â íåñêîëüêèõ èç ýòèõ ïå-
ðåêðàñîê, òî ââèäó óñëîâèÿ (S) íóæíî ìåíÿòü ýòîò öâåò íà îäèí è òîò æå
öâåò ν2(ρ(y)). Ïîëîæèì ρ′(u) = ν2(j) è äëÿ ëþáîé âåðøèíû y ∈ L(u), öâåò
êîòîðîé èçìåíÿåòñÿ õîòÿ áû â îäíîé èç ïåðåêðàñîê A(v1), . . . , A(vp), ìû
ïîëîæèì ρ′(y) = ν2(ρ(y)). Î÷åâèäíî, ðàñêðàñêà ρ′ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâè-
ÿì (S(u)) è (DN1(u)).

Ïðîâåðèì óñëîâèå (P (u)). Ðàññìîòðèì ïîìå÷åííóþ âåðøèíó x ∈ L(u),
ïóñòü y ∈ N−(x) è ρ′(y) 6= ρ(y). Òîãäà, î÷åâèäíî, y ∈ L(u). Åñëè y = u, òî
x = vk äëÿ íåêîòîðîãî vk ∈ {v1, . . . , vp}. Òàê êàê â ïåðåêðàñêå A(vk) òèïà 2
èçìåíÿåòñÿ öâåò õîòÿ áû îäíîé âåðøèíû z ∈ N+(vk), òî ρ′(z) 6= ρ(z).

Ïóñòü y 6= u. Òîãäà âåðøèíà y äîëæíà áûòü ïåðåêðàøåíà â A(vt)
äëÿ íåêîòîðîãî t ∈ {1, . . . , k}. Ñëåäîâàòåëüíî x, y ∈ L(vt) è ïî óñëîâèþ
(P (vt)) áûë ïåðåêðàøåí õîòÿ îäèí ïîòîìîê âåðøèíû x.

Ïóñòü w ∈ L(u) � îñîáàÿ âåðøèíà, y ∈ N−(w) è ρ′(y) 6= ρ(y). Cëó÷àé
y = u íåâîçìîæåí: ïî ïðåäïîëîæåíèþ ó âåðøèíû u íåò îñîáûõ ïîòîìêîâ,
íî â ýòîì ñëó÷àå w ∈ N+(u). Ïóñòü y 6= u. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå k, ÷òî
y, w ∈ L(vk) è âåðøèíà y äîëæíà áûòü ïåðåêðàøåíà â A(vk). Îäíàêî, ýòî
ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ (P (vk)).

Òàêèì îáðàçîì, ðàñêðàñêà ρ′ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (P (u)).
b. Äëÿ íåêîòîðûõ ïîòîìêîâ âåðøèíû u ñóùåñòâóþò ïåðå-

êðàñêè òèïà 1.
Ïóñòü v1, . . . , vk � âñå òàêèå ïîòîìêè. Ïîñêîëüêó â ãðàôå L íåò öèê-
ëîâ, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî vt 6∈ L(v1) ïðè t ∈ {2, . . . , k}. Òîãäà ïîëî-
æèì A(u) = A(v1). Ïîíÿòíî, ÷òî ïåðåêðàñêà A(u) óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ (S(u)). Ïîñêîëüêó ρ(v1) = ν(j), ïî óñëîâèþ (DN1(v1)) ìû èìååì
ρ′(v1) = ν3(j), êàê òîãî òðåáóåò óñëîâèå (DN2(u)).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ρ′(v) 6= ρ(v) äëÿ íåêîòîðîé îòëè÷íîé îò v1 âåð-
øèíû v ∈ N+(u). Òàê êàê A(v1) ìåíÿåò öâåòà òîëüêî ó ïîìå÷åííûõ è
îñîáûõ âåðøèí èç L(v1), à îñîáûõ âåðøèí â N(u) íåò, òî v = vs ∈ L(v1).
Ñëåäîâàòåëüíî, s > k, òî åñòü, äëÿ âåðøèíû vs ïî ïðåäïîëîæåíèþ íå
ñóùåñòâóåò ïåðåêðàñêè òèïà 1. Äîêàæåì, ÷òî ýòî íå òàê.
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Ðàññìîòðèì òàêóþ ðàñêðàñêó ρ′′, ÷òî ρ′′(x) = ρ′(x) ïðè x ∈ L(vs) è
ρ′′(x) = ρ(x) ïðè x 6∈ L(vs). Òàê êàê vs ∈ L(vs), èìååì ρ′′(vs) = ρ′(vs) =
ν2(ρ(vs)), ïîýòîìó äëÿ ðàñêðàñêè ρ′′ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèÿ (DN1(vs)). Äëÿ
ðàñêðàñêè ρ′′ óñëîâèå (S(vs)) î÷åâèäíî, âûïîëíÿåòñÿ, à óñëîâèå (P (vs))
âûïîëíÿåòñÿ ïî ëåììå 1. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âåðøèíû vs ñóùåñòâóåò
ïåðåêðàñêà òèïà 1, ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèåì.

Òàêèì îáðàçîì, ρ′(v) = ρ(v) äëÿ ëþáîé îòëè÷íîé îò v1 âåðøèíû
v ∈ N+(u), òî åñòü, ðàñêðàñêà ρ′ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (DN2(u)).

Ïðîâåðèì óñëîâèå (P (u)) äëÿ ðàñêðàñêè ρ′. Ðàññìîòðèì ïîìå÷åííóþ
âåðøèíó x ∈ L(u), ïóñòü y ∈ N−(u) è ρ′(y) 6= ρ(y). Òîãäà, î÷åâèäíî,
y, x ∈ L(v1) è ïî óñëîâèþ (P (v1)) ñóùåñòâóåò òàêàÿ âåðøèíà z ∈ N+(v1),
÷òî ρ′(z) 6= ρ(z).

Ïóñòü w ∈ L(u) � îñîáàÿ âåðøèíà, y ∈ N−(w) è ρ′(y) 6= ρ(y). Òàê
êàê ïåðåêðàøèâàëèñü òîëüêî âåðøèíû èç L(v1), òî y, w ∈ L(v1) è ïî
óñëîâèþ (P (v1)) ìû íå ìîãëè ïåðåêðàñèòü y, ïðîòèâîðå÷èå.

Òàêèì îáðàçîì, ðàñêðàñêà ρ′ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (P (u)).

2.3 Àëãîðèòì èçìåíåíèÿ ðàñêðàñêè: ôèíàë
Ëåììà 2. Ïóñòü ðàñêðàñêà ρ′ ïîëó÷åíà èç ρ â ðåçóëüòàòå ïåðåêðàñêè
A(a). Òîãäà ρ′ ≤H ρ, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (S) è îäíî èç óñëîâèé (DN1)
èëè (DN2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàñêðàñêà ρ′ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (S(a)), à ñëåäî-
âàòåëüíî, è áîëåå ñëàáîìó óñëîâèþ (S). Äëÿ ðàñêðàñêè ρ′ âûïîëíÿåòñÿ
îäíî èç óñëîâèé (DN1(a)) èëè (DN2(a)), èç êîòîðûõ ñëåäóþò ñîîòâåò-
ñòâåííî óñëîâèÿ (DN1) è (DN2).

Îñòàåòñÿ ëèøü ïðîâåðèòü, ÷òî ρ′ ≤H ρ. Äàëåå ìû ïîäðîáíî ðàçáåðåì
ñëó÷àè.

1. Ïóñòü âåðøèíû u è v ñìåæíû, ρ′(u) = ρ′(v), íî ρ(u) 6= ρ(v). Ñëåäî-
âàòåëüíî, ìû èçìåíèëè öâåò õîòÿ áû îäíîé èç ýòèõ âåðøèí, ïóñòü, íàïðè-
ìåð, ρ′(u) 6= ρ(u). Òîãäà u ∈ L � ïîìå÷åííàÿ èëè îñîáàÿ âåðøèíà, ñëå-
äîâàòåëüíî, NH(u) = N−(u) ∪ N+(u). Ïóñòü ρ(u) = j, òîãäà ρ′(u) = ν2(j)
ïî óñëîâèþ (S). Åñëè v ∈ N+(u), òî ρ(v) = ν(j), ñëåäîâàòåëüíî, ââèäó
(S), ëèáî ρ′(v) = ν(j), ëèáî ρ′(v) = ν3(j). Îäíàêî, öâåò ν2(j) îòëè÷åí
è îò ν(j), è îò ν3(j) ïî çàìå÷àíèþ 2, ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèåì
ρ′(u) = ρ′(v).

Îñòàåòñÿ ñëó÷àé v ∈ N−(u). Òîãäà ρ(v) = `, ïðè÷åì ν(`) = j = ρ(u).
Ââèäó (S), ëèáî ρ′(v) = `, ëèáî ρ′(v) = ν2(`). Îäíàêî, öâåò ν2(j) = ν3(`)
îòëè÷åí è îò `, è îò ν2(`) ïî çàìå÷àíèþ 2, ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæå-
íèåì ρ′(u) = ρ′(v).
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Òàêèì îáðàçîì, â ðåçóëüòàòå èçìåíåíèÿ ðàñêðàñêè íå ìîãëè ïîÿâèòü-
ñÿ íîâûå ïàðû ñìåæíûõ îäíîöâåòíûõ âåðøèí.

2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåðøèíà y ÿâëÿåòñÿ ïëîõîé â ρ′, íî íå ÿâëÿåòñÿ
ïëîõîé â ρ. Òîãäà y ñìåæíà õîòÿ áû ñ îäíîé èç ïåðåêðàøåííûõ âåðøèí w.
Ïîíÿòíî, ÷òî w ∈ L � ïîìå÷åííàÿ èëè îñîáàÿ âåðøèíà, ñëåäîâàòåëüíî,
y ∈ NH(w) ⊂ L. Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ äëÿ âåðøèíû y.

2.1. Ïóñòü y � îñîáàÿ âåðøèíà. Òîãäà w ∈ NH(y) = N−(y) è ïî óñëî-
âèþ (P (a)) ìû èìååì ρ′(w) = ρ(w), ïðîòèâîðå÷èå.

2.2. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà y � ïîìå÷åííàÿ âåðøèíà. Ïîñêîëü-
êó âåðøèíà a ÿâëÿåòñÿ ïëîõîé â ðàñêðàñêå ρ, òî y 6= a, ñëåäîâàòåëüíî,
N−(y) 6= ∅ è N+(y) 6= ∅. Ðàññìîòðèì äâà ïîäñëó÷àÿ.

2.2.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî öâåòà âñåõ âåðøèí èç N−(y) â ρ è ρ′ ñîâ-
ïàäàþò. Ïóñòü x ∈ N−(y) è ρ′(x) = ρ(x) = j, òîãäà ρ(y) = ν(j). Ïóñòü
z ∈ N+(y), òîãäà ρ(z) = ν2(j) è ïî óñëîâèþ (S) ëèáî ρ′(z) = ν2(j), ëè-
áî ρ′(z) = ν4(j). Ïî çàìå÷àíèþ 2 öâåò j îòëè÷åí è îò ν2(j), è îò ν4(j),
ñëåäîâàòåëüíî, âåðøèíà y íå ÿâëÿåòñÿ ïëîõîé â ρ′, ïðîòèâîðå÷èå.

2.2.2. Ïóñòü x ∈ N−(y) è ρ′(x) 6= ρ(x) = j. Òîãäà ïî óñëîâèþ (P (a))
ñóùåñòâóåò òàêàÿ âåðøèíà z ∈ N+(y), ÷òî ρ′(z) 6= ρ(z). Ïî ïîñòðîåíèþ,
ρ(z) = ν2(j). Ïî óñëîâèþ (S) ìû èìååì ρ′(x) = ν2(j) è ρ′(z) = ν4(j), à ýòè
öâåòà ðàçëè÷íû. Ñëåäîâàòåëüíî, y íå ÿâëÿåòñÿ ïëîõîé â ρ′, ïðîòèâîðå÷èå.

2.3. Ïóñòü y � íåïîìå÷åííàÿ íåîñîáàÿ âåðøèíà. Òàê ïåðåêðàøåííàÿ
âåðøèíà w � ïîìå÷åííàÿ èëè îñîáàÿ, òî NH(w) = N−(w)∪N+(w), ïðè÷åì
N−(w) ñîñòîèò èç ïîìå÷åííûõ âåðøèí. Ñëåäîâàòåëüíî, y ∈ N+(w) 6= ∅,
òî åñòü, w � ïîìå÷åííàÿ âåðøèíà. Ïóñòü ρ(w) = j, òîãäà ρ′(w) = ν2(j) ïî
óñëîâèþ (S). Òàê êàê âåðøèíà y � íåîñîáàÿ, òî M = NH(y) \N−(y) 6= ∅.
Îäíàêî, ïî çàìå÷àíèþ 4 íå âñå âåðøèíû èç M èìåþò öâåò ν(ρ(y)) = ν2(j),
ñëåäîâàòåëüíî, âåðøèíà y íå ÿâëÿåòñÿ ïëîõîé â ρ′, ïðîòèâîðå÷èå.

Òåïåðü ìû äîêàçàëè, ÷òî ρ′ ≤H ρ.

Â ëåììå 2 ìû äîêàçàëè, ÷òî ðàñêðàñêà ρ′, ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòà-
òå ïåðåêðàñêè A(a), óäîâëåòâîðÿåò âñåì çàÿâëåííûì öåëÿì àëãîðèòìà
DN . Èìåííî ýòó ðàñêðàñêó ìû è îáúÿâèì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû àëãîðèò-
ìà DN(H, ρ, a, J).
Çàìå÷àíèå 6. 1) Â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìà ïåðåêðàøèâàëèñü òîëüêî
íåâûðîæäåííûå âåðøèíû èç L, à ñòåïåíü òàêèõ âåðøèí ïî ïîñòðîåíèþ íå
ìåíåå 2. Ñëåäîâàòåëüíî, íè îäíà âåðøèíà ñòåïåíè 1 èëè 0, ñóùåñòâîâàíèå
êîòîðûõ äîïóñêàåòñÿ â ãðàôå H, íå áûëà ïåðåêðàøåíà.

2) Åñëè öâåò i 6∈ J , òî â ðåçóëüòàòå ðàáîòû àëãîðèòìà DN(H, ρ, a, J)
íå ïîÿâèëîñü íîâûõ âåðøèí öâåòà i.

3) Åñëè i 6∈ J , òî â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìà èçìåíèëà öâåò íå
áîëåå ÷åì îäíà èç âåðøèí öâåòà i � ïðè i = i0 ýòî ìîæåò áûòü âåðøèíà
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a, ïðè i = i1 � îäíà èç âåðøèí îêðåñòíîñòè a. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ âñå
âåðøèíû öâåòà i ñîõðàíÿþò öâåò.

2.4 Àëãîðèòì DN : ïðèìåíåíèå
Âåðíåìñÿ ê íàøåìó èñõîäíîìó ãðàôó G. Çàôèêñèðóåì âåðøèíó b ∈ V (G).
Ïóñòü ìíîæåñòâî B ⊂ NG(b) ñîäåðæèò âñåõ ñîñåäåé âåðøèíû b, êðîìå,
ìîæåò áûòü, êàêîãî-òî îäíîãî. Ðàññìîòðèì íîâûé ãðàô G′, ïîëó÷åííûé
èç G óäàëåíèåì ðåáåð, ñîåäèíÿþùèõ b ñ âåðøèíàìè èç ìíîæåñòâà B.
Ðàññìîòðèì ðàñêðàñêó ρ âåðøèí ãðàôà G (íå îáÿçàòåëüíî ïðàâèëüíóþ),
îíà æå ÿâëÿåòñÿ ðàñêðàñêîé âåðøèí ãðàôà G′. Ïóñòü U � âåðøèíû èç
B, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïëîõèìè â ðàñêðàñêå ρ ãðàôà G′, à T = B \ U .

Ëåììà 3. Ïóñòü u ∈ U , ρ(u) = i0, à âñå âåðøèíû èç NG′(u) ïîêðàøåíû â
ρ â öâåò i1. Ïóñòü K � íàáîð öâåòîâ, ñîäåðæàùèé ρ(b), i0 è, âîçìîæíî,
åùå êàêèå-òî öâåòà. Ðàññìîòðèì íàáîð J = (j2, j3, j4, j5, j6), J ∩K = ∅,
óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ (1), à òàêæå ñëåäóþùèì äâóì óñëîâèÿì.

(J1) Eñëè âñå âåðøèíû ìíîæåñòâà B \ {u} ïîêðàøåíû â ðàñêðàñêå ρ
â îäèí öâåò, òî íè j2, íè j5 íå ñîâïàäàþò ñ ýòèì öâåòîì.

(J2) Eñëè âåðøèíû ìíîæåñòâà B\{u} â ðàñêðàñêå ρ ïîêðàøåíû â äâà
ðàçëè÷íûõ öâåòà, òî j2 íå ñîâïàäàåò íè ñ îäíèì èç ýòèõ äâóõ öâåòîâ.

Ïóñòü â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà DN(G′, ρ, u, J) ðàñêðàñ-
êà ρ èçìåíèòñÿ íà ðàñêðàñêó ρ′. Òîãäà ρ′ ≤G ρ, ïðè÷åì ρ′(b) = ρ(b).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ñ âîéñòâàì àëãîðèòìà DN ìû èìååì ρ′ ≤G′ ρ.
Òàê êàê dG′(b) ≤ 1, òî ρ′(b) = ρ(b). Ãðàô G îòëè÷àåòñÿ îò G′ äîáàâëåíèåì
ðåáåð îò b ê âåðøèíàì èç B.

Ïóñòü x è y ñìåæíû â G, ρ′(x) = ρ′(y), íî ρ(x) 6= ρ(y). Òàê êàê ρ′ ≤G′ ρ,
òî x è y íåñìåæíû â G′, ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ïîëîæèòü x = b, y ∈ B.
Ââèäó òîãî, ÷òî s = ρ′(b) = ρ(b) 6∈ J , à âñå èçìåíèâøèå öâåò âåðøèíû
ïåðåêðàøåíû â ïðîöåññå ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà â öâåòà èç ìíîæåñòâà J ,
âåðøèíà y äîëæíà áûëà èçíà÷àëüíî èìåòü öâåò s òî åñòü ρ(b) = ρ′(b) =
ρ′(y) = ρ′(y), ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè âåðøèíû x è y ñìåæíû
â ãðàôå G è ρ′(x) = ρ′(y), òî ρ(x) = ρ(y).

Ïîêàæåì, ÷òî â ðàñêðàñêå ρ′ íå ïîÿâèëîñü íîâûõ ïëîõèõ âåðøèí. Åñëè
ðàññìàòðèâàòü ρ′ è ρ, êàê ðàñêðàñêè ãðàôà G′, òî ïî ëåììå 2 âñå ïëîõèå
â ρ′ âåðøèíû ÿâëÿþòñÿ ïëîõèìè è â ρ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ρ′ è ρ, êàê ðàñêðàñêè ãðàôà G. Åñëè âåðøèíà
x � ïëîõàÿ â ρ′, íî íå ïëîõàÿ â ρ (êàê â ðàñêðàñêàõ ãðàôà G), òî x,
î÷åâèäíî, äîëæíà áûòü ñìåæíà â ãðàôàõ G è G′ ñ ðàçíûìè íàáîðàìè
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âåðøèí, òî åñòü íàì äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü âåðøèíû èç ìíîæåñòâà B è
ñàìó âåðøèíó b.
Ïðîâåðêà âåðøèíû b.

Ðàññìîòðèì âåðøèíó b. Åñëè ρ′(u) = ρ(u) = i0, òî â NG(b) åñòü âåðøè-
íà u öâåòà i0 6∈ J , à íîâûõ âåðøèí öâåòà i0 íå äîáàâèëîñü. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî åñëè b � ïëîõàÿ âåðøèíà â ðàñêðàñêå ρ′ ãðàôà G, òî âñå åå ñîñåäè
èìåþò â ρ′ öâåò i0, íî òîãäà îíè èìåëè òàêîé æå öâåò è â ðàñêðàñêå ρ, òî
åñòü, âåðøèíà b è äî ïåðåêðàøèâàíèÿ áûëà ïëîõîé.

Ïóñòü ρ′(u) = ν2(i0) = j2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåðøèíà b ñòàëà ïëîõîé
â ïîëó÷åííîé ðàñêðàñêå ρ′ ãðàôà G. Òîãäà âñå âåðøèíû èç B îêàçàëèñü
ïîêðàøåíû â ρ′ â öâåò j2, íî â öâåò j2 ìû ìîãëè ïåðåêðàñèòü òîëüêî
âåðøèíû öâåòîâ i0 è j5, ïðè÷åì ðîâíî îäíà âåðøèíà öâåòà i0 îêàçàëàñü â
ðåçóëüòàòå ïåðåêðàøåíà � ýòî âåðøèíà u. Ñëåäîâàòåëüíî, â èçíà÷àëüíîé
ðàñêðàñêå ρ âåðøèíû ìíîæåñòâà B \ {u} áûëè ïîêðàøåíû íå áîëåå, ÷åì
â äâà öâåòà: j2 è j5. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

1. Ïóñòü âåðøèíû ìíîæåñòâà B \ {u} ïîêðàøåíû â ρ â îäèí öâåò. Ïî
óñëîâèþ (J1), íè j2, íè j5 íå ñîâïàäàþò ñ ýòèì öâåòîì. Ñëåäîâàòåëüíî, â
ðàñêðàñêå ρ′ íè îäíà èç âåðøèí ìíîæåñòâà B \ {u} íå áóäåò ïîêðàøåíà
â öâåò j2, ïðîòèâîðå÷èå.

2. Ïóñòü âåðøèíû ìíîæåñòâà B\{u} ïîêðàøåíû â ρ â äâà öâåòà. Õîòÿ
áû îäèí èç ýòèõ äâóõ öâåòîâ íå ñîâïàäàåò ñ j5, ïóñòü ýòî öâåò ` è ρ(x) = `,
ãäå x ∈ B \ {u}. Ïî óñëîâèþ (J2) ìû èìååì j2 6= `. Òîãäà ρ(x) 6∈ {j2, j5},
ñëåäîâàòåëüíî, ρ′(x) 6= j2, òî åñòü, íå âñå âåðøèíû ìíîæåñòâà B \ {u}
èìåþò â ρ′ öâåò j2, ïðîòèâîðå÷èå.

Òàêèì îáðàçîì, âåðøèíà b ìîæåò áûòü ïëîõîé âåðøèíîé â ðàñêðàñêå
ρ′ ãðàôà G òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà b � ïëîõàÿ âåðøèíà â ðàñêðàñêå ρ
ãðàôà G.
Ïðîâåðêà ìíîæåñòâà B.

Ðàññìîòðèì ëþáóþ âåðøèíó x ∈ B. Îíà ñìåæíà ñ âåðøèíîé b, ïðè÷åì
ρ′(b) = ρ(b). Â ðàñêðàñêå ρ′ âåðøèí öâåòà ρ(b) íå äîáàâëÿåòñÿ, ñëåäîâà-
òåëüíî, åñëè âåðøèíà x ÿâëÿåòñÿ ïëîõîé â ðàñêðàñêå ρ′ ãðàôà G, òî îíà
ÿâëÿåòñÿ òàêîâîé è â ðàñêðàñêå ρ ãðàôà G. Òàêèì îáðàçîì, ρ′ ≤G ρ.

3 Ïîñòðîåíèå äèíàìè÷åñêîé ðàñêðàñêè äëÿ
ãðàôà áåç âåðøèí ñòåïåíè 2

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ïóñòü G � ñâÿçíûé ãðàô áåç âåðøèí ñòåïåíè 2,
óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ ∆(G) ≤ d, ãäå d ≥ 8 � öåëîå ÷èñëî, ïðè÷åì
G îòëè÷åí îò ïîëíîãî ãðàôà Kd+1. Ðàçäåë ïîñâÿùåí äîêàçàòåëüñòâó òåî-
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ðåìû 1, òî åñòü, ïîñòðîåíèþ â ãðàôå G äèíàìè÷åñêîé ðàñêðàñêè âåðøèí
â d öâåòîâ.

3.1 Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ öåïè. Îáùèå ïðèíöèïû âû-
áîðà âåðøèí è íà÷àëî ïîñòðîåíèÿ

Ïî òåîðåìå Áðóêñà ñóùåñòâóåò ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà ρ âåðøèí ãðàôà G
â d öâåòîâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ðàñêðàñêå ρ ñóùåñòâóåò ïëîõàÿ âåðøèíà
a. Ïóñòü ρ(a) = 0, âñå âåðøèíû èç NG(a) èìåþò öâåò 1, à öâåò 2 îòëè÷åí
îò 0 è 1. Ìû õîòèì èçìåíèòü ðàñêðàñêó ρ íà ρ′ ≤G ρ òàê, ÷òî íåêîòîðûå
(íî íå âñå) âåðøèíû èç NG(a) áóäóò â ρ′ èìåòü öâåò 2, îñòàëüíûå æå
âåðøèíû èç NG(a) íå ïîìåíÿþò öâåò. Òîãäà âåðøèíà a íå áóäåò ïëîõîé
â ðàñêðàñêå ρ′, ñëåäîâàòåëüíî, ρ′ <G ρ.

Ïîëîæèì c(k) = 1 ïðè íå÷åòíîì k è c(k) = 2 ïðè ÷åòíîì k. Ìû ïî-
ñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçëè÷íûõ âåðøèí b1, b2, . . . , bk, . . .. Ó êàæ-
äîé âåðøèíû bk áóäåò îïðåäåëåí ðîâíî îäèí ïðåäîê asc(bk), êîòîðûé áó-
äåò ñìåæíîé ñ bk âåðøèíîé, ïóñòü N′

G(bk) = NG(bk) \ {asc(bk)}. Ñìûñë
ïîñòðîåíèÿ áóäåò ïîõîæèì íà êëàññè÷åñêèé ìåòîä ÷åðåäóþùèõñÿ öåïåé:
êàæäàÿ ñëåäóþùàÿ âåðøèíà bk+1 áóäåò �çàïðåòîì�, ìåøàþùèì ïåðåêðà-
ñèòü bk â öâåò c(k + 1). Îäíàêî, êîíñòðóêöèÿ áóäåò çíà÷èòåëüíî áîëåå
ñëîæíîé, ÷åì â êëàññè÷åñêîì äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Áðóêñà.
Îïðåäåëåíèå 7. Ïóñòü i 6= c(k).

1) Åñëè ñóùåñòâóåò âåðøèíà v ∈ N′
G(bk) öâåòà ρ(v) = i, òî íàçîâåì

òàêóþ ñèòóàöèþ çàïðåòîì òèïà 1 íà öâåò i äëÿ âåðøèíû bk.
2) Åñëè âåðøèíà u ∈ N′

G(bk) ÿâëÿåòñÿ îïàñíûì ñîñåäîì bk è ïîñëå
èçìåíåíèÿ öâåòà âåðøèíû bk íà öâåò i âåðøèíà u ñòàíåò ïëîõîé, òî íà-
çîâåì òàêóþ ñèòóàöèþ çàïðåòîì òèïà 2 íà öâåò i äëÿ âåðøèíû bk, à
âåðøèíó u � áàçîâîé âåðøèíîé ýòîãî çàïðåòà.
Çàìå÷àíèå 7. Ó âåðøèíû bk ìîæåò áûòü íåñêîëüêî çàïðåòîâ òèïà 2 íà
öâåò i ñ ðàçëè÷íûìè áàçîâûìè âåðøèíàìè.

Ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ öåïè. Â êà÷åñòâå b1 ìû âîçüìåì ïðîèçâîëü-
íóþ âåðøèíó èç NG(a), ïðåäêîì b1 áóäåò âåðøèíà a0 = a. Äëÿ k > 1
âåðøèíà bk áóäåò óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

� ρ(bk) = c(k);
� âîçìîæíà îäíà èç äâóõ ñèòóàöèé:

ëèáî bk−1 è bk ñìåæíû, òîãäà asc(bk) = bk−1, âåðøèíà bk ∈ N′
G(bk−1)

ÿâëÿåòñÿ çàïðåòîì òèïà 1 íà öâåò c(k) äëÿ âåðøèíû bk−1,
ëèáî bk−1 è bk íåñìåæíû, òîãäà asc(bk) = ak−1 6= bk−1, âåðøèíà

ak−1 ∈ N′
G(bk−1) ÿâëÿåòñÿ áàçîâîé âåðøèíîé çàïðåòà òèïà 2 íà öâåò c(k)

äëÿ âåðøèíû bk−1, bk ∈ NG(bk−1).
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Îïðåäåëåíèå 8. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèí b1, . . . , bp, ïîñòðîåííóþ
äëÿ ðàñêðàñêè ρ â ñîîòâåòñòâèè ñ óêàçàííûìè ïðèíöèïàìè, ìû íàçîâåì
öåïüþ çàïðåòîâ â ðàñêðàñêå ρ.

Çàìå÷àíèå 8. Åñëè asc(bk) = ak−1 6= bk−1, òî âåðøèíà ak−1 ñìåæíà è ñ
bk−1, è ñ bk, ñëåäîâàòåëüíî, ρ(ak−1) 6∈ {c(k − 1), c(k)} = {1, 2}.

3.2 Óñëîâèÿ (C1) è (C2)

Ïóñòü b1, . . . , bp � öåïü çàïðåòîâ äëÿ ðàñêðàñêè ρ. Ïåðåä îïèñàíèåì øàãà
àëãîðèòìà (âûáîðà ñëåäóþùåé âåðøèíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè) ìû ñôîð-
ìóëèðóåì äâà âàæíûõ óñëîâèÿ è âûÿñíèì ðÿä ñâîéñòâ öåïè çàïðåòîâ,
óäîâëåòâîðÿþùåé ýòèì óñëîâèÿì.

(C1(p)) Ïðè âñåõ i ∈ {1, . . . , p} ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé çàïðåò íà
öâåò c(i + 1) äëÿ âåðøèíû bi.

(C2(p)) Ïóñòü i ∈ {1, . . . , p}, v ∈ N′
G(bi), âñå ñîñåäè v ïîêðàøåíû â

öâåòà 1 è 2. Òîãäà v � áàçîâàÿ âåðøèíà çàïðåòà òèïà 2 íà öâåò c(i + 1)
äëÿ âåðøèíû bi.

Ñëåäóþùèå òðè ëåììû ïîêàæóò âîçìîæíîñòè äëÿ èçìåíåíèÿ öâåòîâ
âåðøèí öåïè çàïðåòîâ. Ìû áóäåì ïðèìåíÿòü ýòè ëåììû äëÿ äîêàçàòåëü-
ñòâà êîððåêòíîñòè øàãîâ ïîñòðîåíèÿ.

Ëåììà 4. Ïóñòü b1, . . . , bs � öåïü çàïðåòîâ äëÿ ðàñêðàñêè ρ, óäîâëåòâî-
ðÿþùàÿ óñëîâèÿì (C1(s− 1)) è (C2(s− 1)). Ðàññìîòðèì íîâóþ ðàñêðàñ-
êó ρ′, â êîòîðîé ρ′(bi) = c(i + 1) äëÿ i ∈ {1, . . . , s}, à öâåòà îñòàëüíûõ
âåðøèí òàêèå æå, êàê â ðàñêðàñêå ρ. Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ.

1) Åñëè âåðøèíû u è v cìåæíû è ρ′(v) = ρ′(u), òî ëèáî u = bs,
v ∈ N′

G(bs) è ρ′(v) = ρ(v) = c(s + 1), ëèáî v = bs, u ∈ N′
G(bs) è ρ′(u) =

ρ(u) = c(s + 1).
2) Â ðàñêðàñêå ρ′ âåðøèíà a íå ÿâëÿåòñÿ ïëîõîé.
3) Åñëè âåðøèíà v � ïëîõàÿ â ρ′, íî íå ïëîõàÿ â ρ, òî v ∈ N′

G(bs),
ïðè÷åì â ðàñêðàñêå ρ âåðøèíà v � áàçîâàÿ âåðøèíà çàïðåòà òèïà 2 íà
öâåò c(s + 1) äëÿ âåðøèíû bs.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü âåðøèíû u è v cìåæíû è ρ′(v) = ρ′(u). Òàê
êàê ρ(v) 6= ρ(u) â ñèëó ïðàâèëüíîñòè ðàñêðàñêè ρ, òî õîòÿ áû îäíà èç ýòèõ
äâóõ âåðøèí äîëæíà áûòü ïåðåêðàøåíà. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ïóñòü ýòî
u = bi, ìû ïåðåêðàñèëè åå èç öâåòà c(i) â öâåò c(i + 1).

Ïóñòü v = asc(bi). Â ñëó÷àå, êîãäà asc(bi) = ai−1 6= bi−1, ìû èìååì
ρ′(ai−1) = ρ(ai−1) 6∈ {1, 2}, ñëåäîâàòåëüíî, ρ′(ai−1) 6= ρ′(bi), ÷òî äåëàåò
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íåâîçìîæíûì ñëó÷àé u = bi, v = ai−1. Òàê êàê ρ′(bi−1) = c(i) 6= c(i + 1) =
ρ′(bi), ñëó÷àé u = bi, v = bi−1 òàêæå íåâîçìîæåí.

Òàêèì îáðàçîì, v 6= asc(bi) è îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ñëó÷àé u = bi,
v ∈ N′

G(bi). Ïóñòü i < s. Òîãäà ïî óñëîâèþ (C1(s − 1)) ó âåðøèíû bi

ìîãëî áûòü íå áîëåå äâóõ ñîñåäåé öâåòà c(i+1) � ýòî bi−1 è bi+1. Îáå ýòè
âåðøèíû ïîìåíÿëè ñâîé öâåò, ñëåäîâàòåëüíî, i = s.

Èòàê, u = bs, v ∈ N′
G(bs), ρ′(v) = ρ′(bs) = c(s + 1). Ìû ïåðåêðàøèâàëè

â öâåò c(s + 1) òîëüêî âåðøèíû öâåòà c(s), à ρ(v) 6= ρ(bs) = c(s) â ñèëó
ïðàâèëüíîñòè ðàñêðàñêè ρ. Ñëåäîâàòåëüíî, ρ(v) = ρ′(v) = c(s + 1).

2) Äîêàæèì, ÷òî âåðøèíà a íå ÿâëÿåòñÿ ïëîõîé â íîâîé ðàñêðàñêå ρ′.
Â ðàñêðàñêå ρ âñå ñîñåäè âåðøèíû a èìåþò öâåò 1. Âåðøèíà b1 ∈ NG(a)
ïåðåêðàøåíà â öâåò ρ′(b1) = c(2) = 2. Äîêàæåì, ÷òî b2, . . . , bs−1 6∈ NG(a)
� òîãäà â NG(a) âõîäèò ìàêñèìóì äâå ïåðåêðàøåííûå âåðøèíû (ýòî b1 è,
âîçìîæíî, bs) è èç |NG(a)| = dG(a) ≥ 3 ñëåäóåò, ÷òî â NG(a) åñòü âåðøèíû
öâåòîâ 1 è 2 â ðàñêðàñêå ρ′, òî åñòü a íå ÿâëÿåòñÿ ïëîõîé âåðøèíîé â ýòîé
ðàñêðàñêå.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåêîòîðûå èç âåðøèí b2, . . . , bs−1 ëåæàò â NG(a).
Ïóñòü i (1 < i < s) � íàèìåíüøèé òàêîé íîìåð, ÷òî bi ∈ NG(a). Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî a = asc(bi). Òàê êàê ρ(a) 6∈ {1, 2}, òî a 6= bi−1, íî òîãäà ïî
ïîñòðîåíèþ âåðøèíà a ñìåæíà ñ bi−1, ïðîòèâîðå÷èå.

Îñòàåòñÿ ñëó÷àé a ∈ N′
G(bi). Òîãäà ïî óñëîâèþ (C2(s − 1)) âåðøèíà

a äîëæíà áûòü áàçîâîé äëÿ çàïðåòà íà öâåò c(i + 1) äëÿ âåðøèíû bi â
ðàñêðàñêå ρ, îäíàêî ïëîõàÿ âåðøèíà a òàêîâîé áûòü î÷åâèäíî íå ìîæåò:
îíà íå ÿâëÿåòñÿ îïàñíûì ñîñåäîì bi. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøà-
åò äîêàçàòåëüñòâî.

3) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåðøèíà v � ïëîõàÿ â ρ′, íî íå ïëîõàÿ â ρ.
Òàê êàê âñå öâåòà êðîìå 1 è 2 îñòàëèñü íà ñâîèõ ìåñòàõ, îêðåñòíîñòü
âåðøèíû v äîëæíà áûòü ïîêðàøåíà â öâåòà 1 è 2 â ðàñêðàñêå ρ. Êðîìå
òîãî, v äîëæíà áûòü ñìåæíà õîòÿ áû ñ îäíîé èç ïåðåêðàøåííûõ âåðøèí.
Ïóñòü v ∈ NG(bi), íî v 6∈ NG(bj) ïðè j < i. Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.

a. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî v ∈ N′
G(bi). Ïóñòü i < s. Ïî óñëîâèþ (C2(s−1)),

òîãäà v � áàçîâàÿ âåðøèíà çàïðåòà íà öâåò c(i + 1) äëÿ âåðøèíû bi. Â
ýòîì ñëó÷àå ïî ïîñòðîåíèþ âåðøèíà bi+1 ñìåæíà ñ v = asc(bi+1). Îäíàêî,
ìû ïåðåêðàñèëè âåðøèíó bi+1 â îòëè÷íûé îò c(i+1) öâåò, ñëåäîâàòåëüíî,
âåðøèíà v íå ìîãëà ñòàòü ïëîõîé.

Ïóñòü i = s. Òîãäà âåðøèíà v íå ñìåæíà ñ äðóãèìè ïåðåêðàøåííûìè
âåðøèíàìè b1, . . . , bs−1, ñëåäîâàòåëüíî, âñå âåðøèíû èç NG(v) \ {bs} â
ðàñêðàñêå ρ èìåþò öâåò c(s + 1). Òàêèì îáðàçîì, v � áàçîâàÿ âåðøèíà
äëÿ çàïðåòà íà öâåò c(s + 1) äëÿ âåðøèíû bs.

b. Ïóñòü v = asc(bi). Òàê êàê ïî âûáîðó i âåðøèíà v íå ñìåæíà ñ bi−1,
ìû ïî ïîñòðîíèþ èìååì v = bi−1. Áîëåå òîãî, âåðøèíà bi−1 íå ñìåæíà íè
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ñ îäíîé èç âåðøèí bj ãäå j ≤ i− 2.
Åñëè bi−1 ñìåæíà ñ bj è j > i, òî bj ∈ N′

G(bi−1), â ýòîì ñëó÷àå èç
ïðàâèëüíîñòè èñõîäíîé ðàñêðàñêè ñëåäóåò ρ(bj) = ρ(bi) = c(i), íî òîãäà
ó âåðøèíû bi−1 êàê ìèíèìóì äâà çàïðåòà òèïà 1 íà öâåò c(i + 1), ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ C1(s − 1). Òàêèì îáðàçîì, bi−1 ñìåæíà ðîâíî ñ
îäíîé ïåðåêðàøåííîé âåðøèíîé bi, äëÿ êîòîðîé

ρ′(bi) = c(i + 1) = c(i− 1) = ρ(bi−1).

Îñòàëüíûå âåðøèíû èç NG(bi−1) èìåþò â ðàñêðàñêàõ ρ è ρ′ îäèí è òîò
æå öâåò, ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ïðàâèëüíîñòè ðàñêðàñêè ρ íå ìîãóò áûòü
ïîêðàøåíû â öâåò ρ(bi−1). Òàêèì îáðàçîì, âåðøèíà v = bi−1 íå ÿâëÿåòñÿ
ïëîõîé â ðàñêðàñêå ρ′.

Ëåììà 5. Ïóñòü b1, . . . , bs � öåïü çàïðåòîâ äëÿ ðàñêðàñêè ρ, óäîâëåòâî-
ðÿþùàÿ óñëîâèÿì (C1(s−1)) è (C2(s−1)), à ó âåðøèíû bs íåò çàïðåòà
íà öâåò c(s+1). Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ðàñêðàñêà ρ′ âåðøèí ãðàôà G,
÷òî ρ′ <G ρ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ðàñêðàñêó ρ′, ïîëó÷åííóþ èç ρ ñëåäóþ-
ùåé ïåðåêðàñêîé âåðøèí: äëÿ âñåõ i îò 1 äî s ïåðåêðàñèì âåðøèíó bi â
öâåò c(i + 1).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ðàñêðàñêå ρ′ ïîÿâèëàñü ïàðà ñìåæíûõ îäíîöâåò-
íûõ âåðøèí. Ïî ëåììå 4, îäíà èç íèõ � ýòî bs, èçìåíèâøàÿ ñâîé öâåò íà
c(s+1), à âòîðàÿ � âåðøèíà v ∈ N′

G(bs), ïðè÷åì ρ′(v) = ρ(v) = c(s+1), òî
åñòü, âåðøèíà v íàêëàäûâàëà â ðàñêðàñêå ρ çàïðåò òèïà 1 íà öâåò c(s+1)
äëÿ âåðøèíû bs, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ðàñêðàñêå ρ′ ïîÿâèëàñü ïëîõàÿ âåðøèíà v. Ïî
ëåììå 4, òîãäà v ∈ NG(bs), ïðè÷åì v ÿâëÿåòñÿ â ðàñêðàñêå ρ áàçîâîé äëÿ
çàïðåòà òèïà 2 íà öâåò c(s + 1), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ.

Â ñèëó ëåììû 4 òåïåðü ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ρ′ <G ρ.

Ëåììà 6. Ïóñòü b1, . . . , bs � öåïü çàïðåòîâ äëÿ ðàñêðàñêè ρ, óäîâëå-
òâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (C1(s− 1)) è (C2(s− 1)). Ïóñòü ðàñêðàñêà ρ′ ≤G ρ
òàêîâà, ÷òî âñå âåðøèíû èç NG(a) \ {b1} â ðàñêðàñêå ρ′ èìåþò òàêîé
æå öâåòà, êàê è â ρ � öâåò 1, à äëÿ ëþáîé âåðøèíû v ∈ V (G) èç
ρ′(v) ∈ {1, 2} ñëåäóåò ρ′(v) = ρ(v). Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç äâóõ
óòâåðæäåíèé.

1◦ Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü b1, . . . , bs � öåïü çàïðåòîâ äëÿ ðàñêðàñêè ρ′,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (C1(s− 1)) è (C2(s− 1)).

2◦ Cóùåñòâóåò ðàñêðàñêà ρ′′ <G ρ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ëþáàÿ âåðøèíà v öâåòà 1 èëè 2 â ðàñêðàñêå
ρ′ èìååò òàêîé æå öâåò â ðàñêðàñêå ρ, òî ëþáîé çàïðåò íà öâåò c(i + 1) ∈
{1, 2} äëÿ âåðøèíû bi íàêëàäûâàåòñÿ òåìè æå âåðøèíàìè öâåòà c(k +1),
÷òî è â ðàñêðàñêå ρ. Îòñþäà æå ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü b1, . . . , bs

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (C2(s− 1)).
Ïóñòü óñëîâèå (C1(s− 1)) âûïîëíåíî äëÿ ðàñêðàñêè ρ′. Òîãäà èç ñêà-

çàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî âñå âåðøèíû b1, . . . , bs ñîõðàíèëè ñâîé öâåò è
ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ öåïüþ çàïðåòîâ äëÿ ðàñêðàñêè ρ′.

Ïóñòü óñëîâèå (C1(s−1)) íå âûïîëíåíî äëÿ ðàñêðàñêè ρ′. Òîãäà ñóùå-
ñòâóåò òàêîå t ∈ {1, . . . , s}, ÷òî â ðàñêðàñêå ρ′ ó âåðøèíû bt íåò çàïðåòà
íà öâåò c(t + 1). Ïóñòü t � íàèìåíüøåå òàêîå ÷èñëî. Äîêàæåì, ÷òî òîãäà
âñå âåðøèíû b1, . . . , bt ïîêðàøåíû â ρ è ρ′ îäèíàêîâî. Åñëè ρ′(b1) 6= ρ(b1),
òî âåðøèíà a íå ÿâëÿåòñÿ ïëîõîé â ðàñêðàñêå ρ′, ñëåäîâàòåëüíî ρ′ < ρ è
óòâåðæäåíèå ëåììû äîêàçàíî. Åñëè æå ρ′(b`) 6= ρ(b`) = c(`), ãäå 1 < ` ≤ t,
òî ïî ïîñòðîåíèþ ó âåðøèíû b`−1 íåò çàïðåòà íà öâåò c(`), ÷òî ïðîòèâî-
ðå÷èò ìèíèìàëüíîñòè t.) Òîãäà äëÿ ðàñêðàñêè ρ′ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ
(C1(t− 1)) è (C2(t− 1)). Ïî ëåììå 5 äëÿ s = t ñóùåñòâóåò ðàñêðàñêà ρ′′

òàêàÿ, ÷òî ρ′′ <G ρ′ ≤G ρ.

3.3 Øàã àëãîðèòìà: âûáîð âåðøèíû bk

Èòàê, ïóñòü óæå âûáðàíû âåðøèíû b1, . . . , bk−1 (ãäå k ≥ 2), ïðè÷åì âñå
ýòè âåðøèíû ðàçëè÷íû, ρ(bi) = c(i) äëÿ âñåõ i ∈ {1, . . . , k − 1}. Öåïü
çàïðåòîâ áóäåò ñòðîèòüñÿ òàê, ÷òî ïåðåä íà÷àëîì k-ãî øàãà àëãîðèòìà
(òî åñòü, øàãà âûáîðà âåðøèíû bk) âûïîëíåíû óñëîâèÿ (C1(k − 1)) è
(C2(k − 1)).

Ïî óñëîâèþ (C1(k − 1)), ó âåðøèíû bk−1 ðîâíî îäèí çàïðåò íà öâåò
c(k). Ðàññìîòðèì ýòîò çàïðåò. Åñëè ýòî çàïðåò òèïà 1, òî ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííàÿ âåðøèíà u ∈ N′

G(bk−1), ïîêðàøåííàÿ â öâåò c(k). Â ýòîì
ñëó÷àå ïîëîæèì bk = u, asc(bk) = bk−1.

Ïóñòü ó âåðøèíû bk−1 åñòü çàïðåò òèïà 2 íà öâåò c(k), à v � áàçîâàÿ
âåðøèíà ýòîãî çàïðåòà. Òîãäà âñå îòëè÷íûå îò bk−1 âåðøèíû èç NG(v)
ïîêðàøåíû â öâåò c(k), âîçüìåì â êà÷åñòâå bk ëþáóþ èç ýòèõ âåðøèí è
ïîëîæèì asc(bk) = ak−1 = v.

Â ñëó÷àå, êîãäà âåðøèíà bk ñîâïàëà ñ îäíîé èç ðàíåå âûáðàííûõ âåð-
øèí, àëãîðèòì çàâåðøèò ðàáîòó. Åñëè æå âåðøèíû b1, . . . , bk ðàçëè÷íû,
òî ëèáî ìû äîáüåìñÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèé (C1(k)) è (C2(k)), ëèáî àë-
ãîðèòì çàâåðøèò ðàáîòó, èçìåíèâ èñõîäíóþ ðàñêðàñêó ρ íà òàêóþ ðàñ-
êðàñêó ρ′, ÷òî ρ′ <G ρ.
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3.3.1 Ïîâòîð âåðøèíû
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî bk = bt ãäå t < k. Íàïîìíèì, ÷òî âñå âåðøèíû b1, . . . ,
bk−1 ðàçëè÷íû. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ðàñêðàñêó ρ′: äëÿ âñåõ i îò 1 äî
k−1 ïîëîæèì ρ′(bi) = c(i+1), íà îñòàëüíûõ âåðøèíàõ v ïîëîæèì ρ′(v) =
ρ(v). Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ðàñêðàñêè ρ âûïîëíåíû óñëîâèÿ (C1(k − 1)) è
(C2(k−1)), ñëåäîâàòåëüíî, ðàñêðàñêà ρ′ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû 4
äëÿ s = k − 1. Ìû ïîêàæåì, ÷òî ðàñêðàñêà ρ′ � ïðàâèëüíàÿ è ρ′ <G ρ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ðàñêðàñêå ρ′ ïîÿâèëàñü ïàðà ñìåæíûõ îäíîöâåò-
íûõ âåðøèí. Ïî ëåììå 4, îäíà èç íèõ � ýòî bk−1, èçìåíèâøàÿ ñâîé öâåò
íà c(k), à âòîðàÿ âåðøèíà v ∈ N′

G(bk−1), ïðè÷åì ρ′(v) = ρ(v) = c(k), òî
åñòü, âåðøèíà v íàêëàäûâàëà â ðàñêðàñêå ρ çàïðåò òèïà 1 íà öâåò c(k)
äëÿ âåðøèíû bk−1. Ïî ïîñòðîåíèþ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî v = bk = bt, íî ýòà
âåðøèíà ïåðåêðàøåíà â öâåò c(t + 1) = c(k + 1). Ïî ëåììå 4 ïîëó÷àåì,
÷òî ðàñêðàñêà ρ′ � ïðàâèëüíàÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ðàñêðàñêå ρ′ ïîÿâèëàñü ïëîõàÿ âåðøèíà v. Ïî
ëåììå 4, v = ak−1 è âñå âåðøèíû èç NG(ak−1) \ {bk−1} èìåþò â ðàñêðàñêå
ρ′ öâåò c(k). Îäíàêî, ïî ïîñòðîåíèþ ak−1 ñìåæíà ñ bk = bt, à ρ′(bt) =
c(t + 1) = c(k + 1) 6= c(k). Òîãäà bt, bk−1 ∈ NG(v) èìåþò ðàçíûé öâåò â
ðàñêðàñêå ρ′, ïðîòèâîðå÷èå.

Â ñèëó ëåììû 4 òåïåðü ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ρ′ <G ρ. Àëãîðèòì
îñòàíàâëèâàåòñÿ.

Èòàê, òåïåðü ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå âåðøèíû b1, . . . , bk−1, bk ðàçëè÷-
íû, ÷òî ìû è áóäåì èñïîëüçîâàòü íà ñëåäóþùèõ ýòàïàõ àëãîðèòìà.

3.3.2 Ïðèâåäåíèå â ïîðÿäîê îêðåñòíîñòè âåðøèíû bk

Ìû õîòèì äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû âûïîëíÿëñü îäíî èç äâóõ óñëîâèé:
(R1) ó âåðøèíû bk ðîâíî îäèí çàïðåò íà öâåò c(k + 1);
(R2) ó âåðøèíû bk íåò çàïðåòà íà êàêîé-òî öâåò i 6= c(k).
Åñëè âûïîëíèòñÿ óñëîâèå (R1), òî, î÷åâèäíî, âûïîëíèòñÿ è (C1(k)). Â

ýòîì ñëó÷àå ìû ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (C2(k)). Åñëè ýòî óñëîâèå
âûïîëíÿeòñÿ, òî àëãîðèòì ïåðåéäåò ê ñëåäóþùåìó øàãó (âûáîðó âåðøè-
íû bk+1), à â ïðîòèâíîì ñëó÷àå çàâåðøèò ðàáîòó.

Â ñëó÷àå, êîãäà âûïîëíèòñÿ óñëîâèå (R2), àëãîðèòì ïåðåéäåò ê ðàçäå-
ëó 3.3.3, â êîòîðîì îáÿçàòåëüíî çàâåðøèò ðàáîòó. Ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà
DN ìû áóäåì èçìåíÿòü ðàñêðàñêó òàê, ÷òîáû âûïîëíèëîñü îäíî èç óñëî-
âèé (R1) è (R2). Ïåðåéäåì ê äåòàëüíîìó îïèñàíèþ íàøèõ äåéñòâèé.

Ïîëîæèì B = N′
G(bk). Êàæäàÿ âåðøèíà u ∈ B, ÿâëÿþùàÿñÿ áàçîâîé

äëÿ êàêîãî-ëèáî çàïðåòà òèïà 2, äàåò äâà çàïðåòà íà öâåò äëÿ bk: ýòî öâåò
ρ(u) è öâåò çàïðåòà òèïà 2, ïîýòîìó îáùåå êîëè÷åñòâî çàïðåòîâ ìîæåò
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áûòü áîëåå d− 1.
3.3.2.1. Ïëîõèå âåðøèíû â N′

G(bk).
Ïóñòü x ∈ N′

G(bk) � ïëîõàÿ âåðøèíà, ïðè÷åì ρ(x) = c(k + 1). Òîãäà, òàê
êàê bk ∈ NG(x), âñå âåðøèíû èç NG(x) èìåþò öâåò ρ(bk) = c(k). Îòìå-
òèì, ÷òî {c(k), c(k + 1)} = {1, 2}. Ðàññìîòðèì ëþáîå ìíîæåñòâî öâåòîâ
J = {j2, j3, j4, j5, j6}, íå ñîäåðæàùåå öâåòîâ 1 è 2, è èçìåíèì ðàñêðàñêó ρ
ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà DN(G, ρ, x, J). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ ðàñêðàñêà
ρ′ ≤G ρ, ïðè÷åì ëèáî ρ(x) = j2 6∈ {1, 2}, ëèáî âåðøèíà x íå ÿâëÿåòñÿ
ïëîõîé â ðàñêðàñêå ρ′. Âî âòîðîì ñëó÷àå ìû èìååì ρ′ <G ρ è àëãîðèòì
îñòàíàâëèâàåòñÿ, â ïåðâîì ñëó÷àå ìû ïðîäîëæèì ñ äðóãèìè ïëîõèìè âåð-
øèíàìè èç N′

G(bk), åñëè òàêèå åñòü. Â ðåçóëüòàòå ëèáî àëãîðèòì îñòàíî-
âèòñÿ, ëèáî ïîëó÷èòñÿ ðàñêðàñêà ρ∗ ≤G ρ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì:

� ëþáàÿ ïëîõàÿ â ðàñêðàñêå ρ∗ âåðøèíà u ∈ N′
G(bk) áóäåò èìåòü öâåò

ρ∗(u) 6= c(k + 1);
� åñëè ρ∗(x) ∈ {1, 2}, òî ρ∗(x) = ρ(x).

3.3.2.2. Ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðàñêðàñîê.
3.3.2.2.1. Ñêëåèâàíèå öâåòîâ 1 è 2.
Ïîñòðîèì ïî ðàñêðàñêå ρ∗ íîâóþ ðàñêðàñêó ρ∗I , îáúåäèíèâ öâåòà 1 è 2
â îäèí öâåò I. Ðàñêðàñêà ρ∗I âïîëíå ìîæåò îêàçàòüñÿ íåïðàâèëüíîé, íî
äëÿ ëþáûõ äâóõ îäíîöâåòíûõ â ρ∗I ñìåæíûx âåðøèí îäíà èç íèõ èìååò â
ðàñêðàñêå ρ∗ öâåò 1, à äðóãàÿ � öâåò 2. Ëþáàÿ ïëîõàÿ â ρ∗I âåðøèíà v â
èñõîäíîé ðàñêðàñêå ρ∗ ëèáî ÿâëÿåòñÿ ïëîõîé, ëèáî âñå âåðøèíû èç NG(v)
èìåþò â ðàñêðàñêå ρ∗ öâåòà 1 è 2.
3.3.2.2.2.Ìíîæåñòâî ðàñêðàñîê DI.Èçíà÷àëüíî ïîëîæèìD = {rho∗},
DI = {ρ∗I}. Ïóñòü G′ � ãðàô, ïîëó÷åííûé èç G óäàëåíèåì âñåõ ðåáåð, ñî-
åäèíÿþùèõ bk ñ âåðøèíàìè èç B.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ðàñêðàñêó ρ1
I ∈ DI . Ïóñòü U(ρ1

I) � ìíîæå-
ñòâî, ñîñòîÿùåå èç ïëîõèõ â ðàñêðàñêå ρ1

I ãðàôà G′ âåðøèí ìíîæåñòâà B,
à T (ρ1

I) = B \U(ρ1
I). Ïóñòü u ∈ U(ρ1

I). Îòìåòèì, ÷òî dG(u) ≥ 3 äëÿ ëþáîé
âåðøèíû u ∈ U(ρ1

I), ñëåäîâàòåëüíî, dG′(u) ≥ 2. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî äà-
åò ïðèìåíèòü ê âåðøèíå u àëãîðèòì DN . Ïóñòü J = {j2, j3, j4, j5, j6} �
ïðîèçâîëüíûé íàáîð öâåòîâ, íå ñîäåðæàùèé I è óäîâëåòâîðÿþùèé óñëî-
âèÿì (1), (J1) è (J2) äëÿ âåðøèíû u, ãðàôà G′ è ðàñêðàñêè ρ1

I . Ðàññìîò-
ðèì ðàñêðàñêó ρ2

I , ïîëó÷åííóþ èç ρ1
I â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà

DN(G′, ρ1
I , u, J). Îòìåòèì, ÷òî ρ2

I ≤G′ ρ1
I , ñëåäîâàòåëüíî, U(ρ2

I) ⊆ U(ρ1
I).

Ïî ëåììå 3 ìû èìååì ρ2
I ≤G ρ1

I . Ïîìåñòèì ðàñêðàñêó ρ2
I â ìíîæåñòâî DI .

Â íåñêîëüêî øàãîâ ïîñòðîèì ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðàñêðàcîê DI ,
ïðèìåíÿÿ âñåâîçìîæíûå óêàçàííûå ïðîöåäóðû ê ðàñêðàñêàì, óæå íàõî-
äÿùèìñÿ â DI . Èç êîíå÷íîñòè ìíîæåñòâà ðàñêðàñîê ñëåäóåò êîíå÷íîñòü
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ïîñòðîåíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîé ðàñêðàñêè ρ′I ∈ DI ïî ïîñòðîåíèþ
âûïîëíÿþòñÿ ñâîéñòâà

ρ′I ≤G ρ∗I , , U(ρ′I) ⊆ U(ρ∗I).

Êðîìå òîãî, â ïðîöåññå ïåðåêðàøèâàíèé íå äîáàâëÿëèñü íîâûå âåðøèíû
öâåòà I, ïîýòîìó èç ρ′I(v) = I ñëåäóåò ρ∗I(v) = I.
3.3.2.2.3. Ðàñêëåèâàíèå öâåòà I. Ìíîæåñòâî ðàñêðàñîê D.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ðàñêðàñêó ρ′I ∈ DI . Ïîñòðîèì íîâóþ ðàñêðàñ-
êó ρ′ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ ëþáîé âåðøèíû v òàêîé, ÷òî ρ′I(v) = I
íàì èçâåñòíî, ÷òî ρ∗I(v) = I. Òîãäà ïîëîæèì ρ′(v) = ρ∗(v). Òàêèì îáðà-
çîì, ìû �ðàñêëåèëè� öâåò I îáðàòíî â öâåòà 1 è 2.

Íàì èçâåñòíî, ÷òî ρ′I ≤G ρ∗I . Òàê êàê íîâûõ âåðøèí öâåòà I íå äîáàâè-
ëîñü, à ïðè ðàñêëåèâàíèè öâåòîâ ìû ïîêðàñèëè âåðøèíû öâåòà I â öâåòà
1 è 2 â ðàñêðàñêå ρ′ òàê æå, êàê è â ρ, òî ρ′ ≤G ρ∗ ≤G ρ, ñëåäîâàòåëüíî,
ρ′ � ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà âåðøèí ãðàôà G.

Ïîìåñòèì ðàñêðàñêó ρ′ â ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðàñêðàñîê D. Ðàñ-
êðàñêè ìíîæåñòâà D áóäåì íàçûâàòü äîïóñòèìûìè. Äàëåå ìû âñåãäà
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðàñêðàñêè ρ′ ∈ D è ρ′I ∈ DI ñîîòâåòñòâóþò äðóã äðó-
ãó, òî åñòü, ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà ïðè ñêëåèâàíèè öâåòîâ 1 è 2 â öâåò I
è îïèñàííîé âûøå îáðàòíîé îïåðàöèè.

Ïóñòü ρ′ ∈ D. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîé âåðøèíû v èç ρ′(v) ∈ {1, 2}
ñëåäóåò ρ′(v) = ρ∗(v) = ρ(v). Ñëåäîâàòåëüíî, ðàñêðàñêà ρ′ óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ (C2(k − 1)).
3.3.2.2.4. Ñâîéñòâà äîïóñòèìûõ ðàñêðàñîê.

Ìû äîêàæåì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà íå âûïîëíÿþòñÿ äâà ñëåäóþùèõ
ñâîéñòâà àëãîðèòì îñòàíàâëèâàåòñÿ, ïðåäúÿâëÿÿ ðàñêðàñêó ρ′′ <G ρ.
1) Â ëþáîé äîïóñòèìîé ðàñêðàñêå âñå âåðøèíû ìíîæåñòâà NG(a) ïî-
êðàøåíû òàê æå, êàê è â ρ � â öâåò 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå âåðøèíà v ∈
NG(a) è ðàñêðàñêà ρ′ ∈ D, ÷òî ρ′(v) 6= ρ(v) = ρ∗(v) = 1.

Îòìåòèì, ÷òî òîãäà ρ′I(v) 6= ρ∗I(v) = I. Ìû èçìåíèëè ðàñêðàñêó âåð-
øèí ρ∗I íà ðàñêðàñêó ρ′I â íåñêîëüêî øàãîâ, êàæäûé øàã ñîñòîÿë â ïðè-
ìåíåíèè îäíîãî àëãîðèòìà DN ñ ìíîæåñòâîì öâåòîâ J 63 I. Ïî ïóíê-
òó 3 çàìå÷àíèÿ 6 çà êàæäîå ïðèìåíåíèå àëãîðèòìà DN ìàêñèìóì îäíà
âåðøèíà öâåòà I ìîãëà èçìåíèòü öâåò. Âñå âåðøèíû èç NG(a) èìåþò â
ðàñêðàñêå ρ∗I öâåò I. Ðàññìîòðèì ïåðâûé øàã ïåðåêðàñêè, ïîñëå êîòîðîãî
èçìåíèëñÿ öâåò îäíîé èç âåðøèí ìíîæåñòâà NG(a), ïóñòü ýòî âåðøèíà
x. Ïóñòü â ðåçóëüòàòå ýòîãî øàãà ïîëó÷åíà ðàñêðàñêà ρ1

I ∈ DI . Òîãäà
ρ1 ≤G ρ∗ ≤G ρ.
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Âåðøèíà a íå ÿâëÿåòñÿ ïëîõîé â ðàñêðàñêå ρ1 (ó íåå â ρ1 ðîâíî îäèí
ñîñåä öâåòà, îòëè÷íîãî îò 1 � âåðøèíà x), ñëåäîâàòåëüíî, ρ1 <G ρ. Àë-
ãîðèòì îñòàíàâëèâàåòñÿ.

2)Äëÿ ëþáîé ðàñêðàñêè ρ′ ∈ D öâåòà âåðøèí b1, . . . , bk−1 â ðàñêðàñêàõ ρ′ è
ρ îäèíàêîâû, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü b1, . . . , bk �öåïü çàïðåòîâ â ðàñêðàñêå
ρ′, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (C1(k − 1)) è (C2(k − 1)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî äîêàçàííîìó âûøå, äëÿ ðàñêðàñêè ρ′ è s = k âû-
ïîëíÿþòñÿ âñå òðåáîâàíèÿ ëåììû 6. Òîãäà ëèáî âûïîëíÿåòñÿ äîêàçûâà-
åìîå ñâîéñòâî, ëèáî ñóùåñòâóåò ðàñêðàñêà ρ′′ <G ρ. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå
àëãîðèòì îñòàíàâëèâàåòñÿ.

3) Ïóñòü ρ′I ∈ DI , u ∈ U(ρ′I), ïðè÷åì ρ′I(u) = I. Òîãäà âåðøèíû èç NG′(u)
èìåþò â ðàñêðàñêå ρ′I öâåò, îòëè÷íûé îò I.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñå âåðøèíû ìíîæåñòâà NG′(u) èìåþò â ðàñêðàñêå
ρ′I îäèí è òîò æå öâåò i1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî i1 = I. Òàê êàê öâåò I
îáðàçîâàí ïðè ñêëåèâàíèè öâåòîâ ìíîæåñòâà {1, 2} = {c(k), c(k + 1)},
â ñèëó ïðàâèëüíîñòè ðàñêðàñêè ρ′ è ñìåæíîñòè u ñ âåðøèíîé bk öâåòà
ρ′(bk) = c(k) ìû èìååì ρ′(u) = c(k + 1). Òîãäà öâåò âñåõ âåðøèí èç
NG(u) â ðàñêðàñêå ρ′ � ýòî c(k + 1). Îäíàêî, ïîñëå âûïîëíåíèÿ ïóíêòà
3.3.2.1 òàêèõ âåðøèí íå áûëî è íå ïîÿâèëîñü â ïðîöåññå ïîñëåäóþùèõ
ïåðåêðàøèâàíèé, òàê êàê íå äîáàâëÿëèñü íîâûå âåðøèíû öâåòîâ 1 è 2.

3.3.2.3. Ìèíèìàëüíàÿ äîïóñòèìàÿ ðàñêðàñêà.
Â ìíîæåñòâå ðàñêðàñîê DI âûáåðåì ðàñêðàñêó ρ′I , äëÿ êîòîðîé |U(ρ′I)|
ìèíèìàëüíî. Îïðåäåëèì íàáîð öâåòîâ C(ρ′I) ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ
êàæäîé âåðøèíû u ∈ U(ρ′I) ïîìåñòèì â C(ρ′I) öâåò, â êîòîðûé ïîêðàøåíû
âñå âåðøèíû èç NG′(u), à äëÿ êàæäîé âåðøèíû t ∈ T (ρ′I) ïîìåñòèì â C åå
öâåò ρ′I(t). Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëñÿ íàáîð íå áîëåå ÷åì èç d− 1 öâåòà.
Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.
3.3.2.3.1. Â íàáîðå C(ρ′I) íå ìåíåå äâóõ ðàç âñòðå÷àåòñÿ öâåò I.
Òàê êàê |C(ρ′I)| ≤ d−1, à êîëè÷åñòâî öâåòîâ ðàâíî d−1, òî â ýòîì íàáîðå
íå âñòðå÷àåòñÿ îäèí èç öâåòîâ i 6= I. Ïîñòàðàåìñÿ èçáàâèòü îò öâåòà i
âåðøèíû ìíîæåñòâà U(ρ′I). Ïóñòü u1, . . . , um � âñå âåðøèíû ìíîæåñòâà
U(ρ′I), èìåþùèå â ðàñêðàñêå ρ′I öâåò i. Ðàññìîòðèì î÷åðåäíóþ âåðøèíó
us, ïóñòü i0 = ρI(us) = i, à i1 � öâåò âñåõ âåðøèí èç NG′(us). Ïîëîæèì
K = {I, i}.
Ïîäáîð öâåòîâ äëÿ àëãîðèòìà DN .
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Âûáåðåì íàáîð J = {j2, j3, j4, j5, j6} èç íå âõîäÿùèõ â K öâåòîâ òàê,
÷òîáû ñîáëþäàëèñü óñëîâèÿ (1), (J1) è (J2).

Ñíà÷àëà ïîäáåðåì öâåò j2. Îí äîëæåí îòëè÷àòüñÿ îò i1, è, âîçìîæíî,
åùå äâóõ öâåòîâ (åñëè ñðåäè âåðøèí ìíîæåñòâà B \ {us} âñòðå÷àåòñÿ
íå áîëåå, ÷åì äâà öâåòà, òî ïî óñëîâèÿì (J1) è (J2) öâåò j2 íå ìîæåò
áûòü îäíèì èç íèõ). Èòîãî ìû èìååì íå áîëåå òðåõ çàïðåòîâ íà öâåòà,
íå âõîäÿùèå â K. Îòìåòèì, ÷òî â ëþáîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷èì j2 6= i0, òàê
êàê i0 = i ∈ K.

Ñëåäóþùèì ìû âûáåðåì öâåò j5. Ïî óñëîâèþ (1) îí äîëæåí îòëè÷àòü-
ñÿ îò öâåòîâ i1 è j2. Åñëè âñå âåðøèíû ìíîæåñòâà B \ {us} ïîêðàøåíû
â îäèí öâåò, òî j5 ïî óñëîâèþ (J1) íå ìîæåò ñîâïàäàòü ñ ýòèì öâåòîì.
Èòîãî ìû èìååì íå áîëåå òðåõ çàïðåòîâ íà öâåòà, íå âõîäÿùèå â K.

Öâåò j3 äîëæåí áûòü îòëè÷åí îò i1, j2 è j5, öâåò j4 äîëæåí áûòü îò-
ëè÷åí îò i1, j2, j3 è j5 è, íàêîíåö, öâåò j6 äîëæåí áûòü îòëè÷åí îò j2, j3,
j4 è j5. Î÷åâèäíî, äëÿ òàêîãî ïîäáîðà öâåòîâ äîñòàòî÷íî, ÷òîáû êîëè-
÷åñòâî öâåòîâ, íå âõîäÿùèõ â K, áûëî íå ìåíåå 5. Òàêèì îáðàçîì, íàì
äîñòàòî÷íî 8 öâåòîâ â èñõîäíîì íàáîðå (äî �ñêëåèâàíèÿ� öâåòîâ 1 è 2).

Òåïåðü ãðàô G′, âåðøèíà us, ðàñêðàñêà ρ′I è íàáîðû öâåòîâ J è K
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû 3.
Óíè÷òîæåíèå öâåòà i ñðåäè âåðøèí ìíîæåñòâà B.
Âûïîëíèì àëãîðèòì DN(G′, ρ′I , us, J), ïóñòü â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ ðàñ-
êðàñêà ρ′′I ∈ DI , ïî ëåììå 3 ìû èìååì ρ′′I ≤G ρ′I .

Îòìåòèì, ÷òî ρ′′I (us) 6= ρ′I(us) = i è U(ρ′′I ) = U(ρ′I). Â ñàìîì äåëå, êàê
äîêàçàíî â ðàçäåëå 3.3.2.2.2, U(ρ′′I ) ⊆ U(ρ′I), íî ñòðîãîå âêëþ÷åíèå íåâîç-
ìîæíî ââèäó ìèíèìàëüíîñòè U(ρ′I). Åñëè æå ρ′′I (us) = ρ′I(us) = i òî ïî
çàìå÷àíèþ 3 âåðøèíà us íå ÿâëÿåòñÿ ïëîõîé â ïîëó÷åííîé ðàñêðàñêå ρ′′

ãðàôà G′, ñëåäîâàòåëüíî, U(ρ′′I ) ⊂ U(ρ′I) \ {us}, ïðîòèâîðå÷èå.
Òàê êàê íîâûõ âåðøèí öâåòà i íå äîáàâèëîñü, òî êîëè÷åñòâî âåðøèí

öâåòà i â U(ρ′′I ) ìåíüøå, ÷åì â U(ρ′I) è íè îäíà èç âåðøèí ìíîæåñòâà T (ρ′′I )
íå ïîêðàøåíà â öâåò I. Òàêèì îáðàçîì ìû çà íåñêîëüêî øàãîâ íàéä¼ì
òàêóþ ðàñêðàñêó ρ1

I ∈ DI , ÷òî â ìíîæåñòâå U(ρ1
I) íåò âåðøèí öâåòà I è â

íàáîðå C(ρ1
I) íåò öâåòà I. Òîãäà â ðàñêðàñêå ρ1 ó âåðøèíû bk íåò çàïðåòîâ

íà öâåò i. Â ýòîì ñëó÷àå àëãîðèòì ïåðåõîäèò ê ðàçäåëó ñ ðàñêðàñêîé ρ1

ê ðàçäåëó 3.3.3, ãäå îáÿçàòåëüíî çàâåðøèò ðàáîòó.
3.3.2.3.2. Â íàáîðå C(ρ′I) íå áîëåå îäíîãî ðàçà âñòðå÷àåòñÿ öâåò I.
Ïóñòü u ∈ U(ρ′I), ρ′I(u) = I. Âñå âåðøèíû ìíîæåñòâà NG′(u) èìåþò â
ðàñêðàñêå ρ′I öâåò i1, ïðè÷åì âûøå ìû äîêàçàëè, ÷òî i1 6= I. Àíàëîãè÷íî
ïóíêòó 3.3.2.3.1 ìû ñ ïîìîùüþ ïðèìåíåíèÿ ñåðèè àëãîðèòìîâ DN èç-
ìåíèì ðàñêðàñêó ρ′I íà ρ1

I ∈ DI òàê, ÷òîáû íèêàêàÿ âåðøèíà ìíîæåñòâà
U(ρ1

I) íå áûëà ïîêðàøåíà â öâåò I è â íàáîðå C(ρ1
I) áûëî ðîâíî îäíî
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âõîæäåíèå öâåòà I. (Åäèíñòâåííîå îòëè÷èå ñîñòîèò â îòñóòñòâèè íåîáõî-
äèìîñòè çàïðåùàòü äëÿ íàáîðà öâåòîâ J öâåò i, ïîýòîìó òåïåðü õâàòèò
ñåìè öâåòîâ.)
Ïðîâåðêà óñëîâèé (C1(k)) è (C2(k)).
Hàïîìíèì, ÷òî äëÿ ðàñêðàñêè ρ1 ∈ D âûïîëíåíû óñëîâèÿ (C1(k − 1)
è (C2(k − 1)). Îñòàåòñÿ äîêàçàòü ëèøü âûïîëíåíèå óñëîâèé äëÿ âåðøè-
íû bk.

Êàæäûé çàïðåò òèïà 1 íà öâåò c(k+1) äëÿ âåðøèíû bk â ðàñêðàñêå ρ1

ñîîòâåòñòâóåò âåðøèíå x ∈ T (ρ1
I) öâåòà ρ1

I(x) = I. Êàæäûé çàïðåò òèïà
2 íà öâåò c(k + 1) èìååò áàçîâóþ âåðøèíó u ∈ U(ρ1

I), äëÿ êîòîðîé âñå
âåðøèíû èç NG′(u) ïîêðàøåíû â ρ1

I â öâåò I. Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé
çàïðåò íà öâåò c(k+1) äëÿ âåðøèíû bk â ðàñêðàñêå ρ1 ñîîòâåòñòâóåò âõî-
æäåíèþ â íàáîð C(ρ1

I) öâåòà I. Ïîñêîëüêó òàêîå âõîæäåíèå åäèíñòâåííî,
òî è çàïðåò íå áîëåå ÷åì îäèí.

Åñëè çàïðåò íà öâåò c(k+1) äëÿ âåðøèíû bk â ðàñêðàcêå ρ1 ñóùåñòâóåò,
òî âûïîëíåíî óñëîâèå C1(k). Åñëè æå ó âåðøèíû bk íåò çàïðåòîâ íà öâåò
c(k + 1), òî ïðèìåíèâ äëÿ s = k è ðàñêðàñêè ρ1 ëåììó 5 ìû ïîëó÷èì,
÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ðàñêðàñêà ρ2, ÷òî ρ2 <G ρ1 ≤G ρ. Â ýòîì ñëó÷àå
àëãîðèòì îñòàíàâëèâàåòñÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå C2(k). Òîãäà ñóùåñòâóåò
òàêàÿ âåðøèíà v ∈ N′

G(bk), ÷òî âñå âåðøèíû èç NG(v) ïîêðàøåíû â ρ1
I

â öâåòà 1 è 2, íî v íå ÿâëÿåòñÿ áàçîâîé âåðøèíîé çàïðåòà òèïà 2 äëÿ
âåðøèíû bk. Ïîíÿòíî, ÷òî v ∈ U(ρ1

I) è âñå âåðøèíû èç NG′(v) èìåþò â
ðàñêðàñêå ρ1

I öâåò I, òî åñòü, âåðøèíå v ñîîòâåòñòâóåò âõîæäåíèå öâåòà I â
íàáîð C(ρ1

I), íå ñîîòâåòñòâóþùåå çàïðåòó íà öâåò c(k+1) äëÿ âåðøèíû bk.
Â ýòîì ñëó÷àå çàïðåòîâ íà öâåò c(k + 1) äëÿ âåðøèíû bk â ðàñêðàñêå ρ1

íåò è àëãîðèòì, êàê îáúÿñíåíî âûøå, çàêîí÷èò ñâîþ ðàáîòó.

3.3.3 Îòñóòñòâèå çàïðåòà íà öâåò i 6= c(k + 1)

Èòàê, ïåðåõîäèì ê ïîñëåäíåìó îñòàâøåìóñÿ ñëó÷àþ, êîãäà ó âåðøèíû
bk íåò çàïðåòà íà öâåò i 6∈ {1, 2}. Îäíàêî, ýòî âîâñå íå îçíà÷àåò, ÷òî bk

ìîæíî ïåðåêðàñèòü â öâåò i: ýòîìó ìîæåò ïîìåøàòü ïðåäîê âåðøèíû bk.
Èìåþùóþñÿ íà äàííûé ìîìåíò ðàñêðàñêó áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ρ. Ìû
çíàåì, ÷òî ρ1 ≤G ρ. Íàøåé öåëüþ áóäåò çàâåðøåíèå ðàáîòû àëãîðèòìà.
Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.
3.3.3.1. asc(bk) = bk−1.
Â ýòîì ñëó÷àå ρ(bk−1) = c(k − 1) 6= i, òàê ÷òî ðàñêðàñêà îñòàíåòñÿ ïðà-
âèëüíîé è ïîñëå ïåðåêðàøèâàíèÿ bk â öâåò i, îäíàêî, âåðøèíà bk−1 ìîæåò
ñòàòü ïëîõîé: â òîì ñëó÷àå, åñëè bk−1 � îïàñíûé ñîñåä bk è âñå âåðøèíû
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èç NG(bk−1)\{bk} èìåþò öâåò i. Â ýòîì ñëó÷àå ðàññìîòðèì ãðàô G′, ïîëó-
÷åííûé èç G óäàëåíèåì âñåõ ðåáåð îò bk ê åå ñîñåäÿì. Â ýòîì ãðàôå bk−1

� ïëîõàÿ âåðøèíà. Ïîëîæèì i0 = ρ(bk−1) = c(k − 1), i1 = i � öâåò âñåõ
âåðøèí èç NG′(bk−1). Ïîëîæèì K = {1, 2, i}. Ïîñòðîèì ïîäõîäÿùèé äëÿ
ïðèìåíåíèÿ ëåììû 3 íàáîð öâåòîâ J . Êàê è â ïóíêòå 3.3.2.3.1, äëÿ ïî-
ñòðîåíèÿ äîñòàòî÷íî âîñüìè öâåòîâ. Ïóñòü ρ′ � ðàñêðàñêà, ïîëó÷åííàÿ â
ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà DN(G′, ρ, bk−1, J). Ïî ëåììå 3 ìû èìå-
åì ρ′ ≤G ρ. Îòìåòèì, ÷òî íîâûõ çàïðåòîâ íà öâåòà 1,2, i â ðàñêðàñêå ρ′ íå
äîáàâèëîñü. Åäèíñòâåííîé âåðøèíîé öâåòà 1 è 2, êîòîðàÿ â ïðîöåññå ìîã-
ëà èçìåíèòü ñâîé öâåò, ÿâëÿåòñÿ âåðøèíà bk−1. Òîãäà äëÿ ðàñêðàñêè ρ′ è
s = k âûïîëíåíû âñå òðåáîâàíèÿ ëåììû 6 è ëèáî ñóùåñòâóåò ðàñêðàñêà
ρ′′ <G ρ (â ýòîì ñëó÷àå àëãîðèòì îñòàíàâëèâàåòñÿ), ëèáî äëÿ ðàñêðàñ-
êè ρ′ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü b1, . . . , bk � öåïü çàïðåòîâ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
óñëîâèÿì (C1(k − 1)) è (C2(k − 1)).

Ðàññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé. Òàê êàê ρ′(bk−1) = ρ(bk−1), ââèäó çàìå÷à-
íèÿ 3 âåðøèíà bk−1 ïåðåñòàëà áûòü ïëîõîé â ãðàôå G′, òî åñòü, âåðøèíà
bk ïåðåñòàëà áûòü îïàñíûì ñîñåäîì bk−1 â ãðàôå G. Çàïðåòîâ íà öâåò i
äëÿ âåðøèíû bk íå äîáàâèëîñü è ìû òåïåðü ìîæåì ïåðåêðàñèòü âåðøèíó
bk â öâåò i. Â ðåçóëüòàòå ó âåðøèíû bk−1 â ïîëó÷åííîé ðàñêðàñêå ρ′′ íåò
çàïðåòà íà öâåò c(k) (èçìåíèâ öâåò bk, ìû óáðàëè ñóùåñòâîâàøèé ðàíåå
åäèíñòâåííûé çàïðåò, à íîâûõ íå ïîÿâèëîñü) è ρ′′ ≤G ρ′ ≤G ρ. Îòìåòèì,
÷òî äëÿ ðàñêðàñêè ρ′′ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü b1, . . . , bk−1 � öåïü çàïðåòîâ,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (C1(k − 2) è (C2(k − 2)), ïîýòîìó ïðèìåíèâ
ëåììó 5 äëÿ s = k − 1 è ðàñêðàñêè ρ′′, ìû ïîëó÷èì, ÷òî ñóùåñòâóåò
ðàñêðàñêà ρ1 òàêàÿ, ÷òî ρ1 <G ρ′′ ≤G ρ. Àëãîðèòì îñòàíàâëèâàåòñÿ.
3.3.3.2. asc(bk) = ak−1 6= bk−1.

Ïî ïîñòðîåíèþ, bk−1 ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé âåðøèíîé îòëè÷íîãî îò
c(k) öâåòà â NG(ak−1) è dG(ak−1) ≥ 3, ñëåäîâàòåëüíî, ak−1 íå ìîæåò áûòü
îïàñíûì ñîñåäîì bk. Îäíàêî, âåðøèíà ak−1 ìîæåò èìåòü öâåò i, òîãäà
ïåðåêðàøèâàíèå bk â öâåò i íàðóøèò ïðàâèëüíîñòü ðàñêðàñêè. Ïóñòü
ãðàô G′ ïîëó÷åí èç G óäàëåíèåì âñåõ ðåáåð îò bk−1 ê åå ñîñåäÿì, â ýòîì
ãðàôå ak−1 � ïëîõàÿ âåðøèíà. Êàê è â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, ïîëîæèì
K = {1, 2, i}, àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì íàáîð öâåòîâ J è èçìåíèì ðàñêðàñ-
êó íà ρ′ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà DN(G′, ρ, ak−1, J). Ïî ëåììå 3 ìû èìååì
ρ′ ≤G ρ. Îòìåòèì, ÷òî íîâûõ çàïðåòîâ íà öâåòà 1,2, i íå äîáàâèëîñü. Àíà-
ëîãè÷íî, îñòàíåòñÿ ðàñcìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà b1, . . . , bk � öåïü çàïðåòîâ
â ðàñêðàñêå ρ′, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (C1(k − 1)) è (C2(k − 1)).

Òîãäà, â ÷àñòíîñòè, ñîõðàíèëè ñâîé öâåò âñå âåðøèíû èç NG′(ak−1) =
NG(ak−1)\{bk−1}: èíà÷å ó âåðøèíû bk−1 èñ÷åç çàïðåò òèïà 2 íà öâåò c(k).
Ñëåäîâàòåëüíî, ρ′(ak−1) 6= ρ(ak−1) = i ââèäó çàìå÷àíèÿ 3. Òàê êàê ó
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âåðøèíû bk íå äîáàâèëîñü çàïðåòîâ íà öâåò i, ìû ìîæåì ïåðåêðàñèòü
bk â öâåò i, íå íàðóøèâ ïðàâèëüíîñòè ðàñêðàñêè è íå ñîçäàâàÿ íîâûõ
ïëîõèõ âåðøèí. Ìû ïîëó÷èëè íîâóþ ðàñêðàñêó ρ′′ ≤G ρ, â êîòîðîé ó
âåðøèíû bk−1 íåò çàïðåòà íà öâåò c(k). Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ðàñêðàñêè
ρ′′ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü b1, . . . , bk−1 � öåïü çàïðåòîâ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
óñëîâèÿì (C1(k−2) è (C2(k−2)), ïîýòîìó ïðèìåíèâ ëåììó 5 äëÿ s = k−1
è ðàñêðàñêè ρ′′, ìû ïîëó÷èì, ÷òî ñóùåñòâóåò ðàñêðàñêà ρ1 òàêàÿ, ÷òî
ρ1 <G ρ′′ ≤G ρ. Àëãîðèòì îñòàíàâëèâàåòñÿ.

3.4 Âûâîäû
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Èòàê, ðàññìîòðèì ïðàâèëüíóþ ðàñêðàñ-
êó ρ ñ ìèíèìàëüíûì êîëè÷åñòâîì ïëîõèõ âåðøèí, è ïðåäïîëîæèì, ÷òî
a � ïëîõàÿ â ρ âåðøèíà. Òîãäà çàïóñòèì àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ öåïè çà-
ïðåòîâ ñ íà÷àëîì â ïëîõîé âåðøèíå a. Äîêàçàíî, ÷òî âåðøèíû â öåïè íå
ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ. Ýòî â ñèëó êîíå÷íîñòè ãðàôà îçíà÷àåò, ÷òî â íåêîòî-
ðûé ìîìåíò àëãîðèòì îñòàíîâèòñÿ è ìû ïîëó÷èì ðàñêðàñêó ρ′ <G ρ, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ρ. Åäèíñòâåííàÿ îñòàþùàÿñÿ âîçìîæíî çàêëþ÷à-
åòñÿ â îòñóòñòâèè ïëîõèõ âåðøèí â ðàñêðàñêå ρ. Íî òîãäà ýòà ðàñêðàñêà
ÿâëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêîé.

4 Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû
Íàïîìíèì, ÷òî ïðè n ≥ 4 ïîäðàçáèåíèåì ïîëíîãî ãðàôà Kn ìû íàçûâàåì
ëþáîé ãðàô H, ïîëó÷åííûé èç ïîëíîãî ãðàôà Kn ñëåäóþùåé îïåðàöèåé:
çàìåíîé íåñêîëüêèõ ðåáåð ãðàôà Kn íà öåïî÷êè äëèíû 2 (ñ êàæäîé òàêîé
öåïî÷êîé äîáàâëÿåòñÿ îäíà íîâàÿ âåðøèíà ñòåïåíè 2). Âåðøèíû ãðàôà
H, ÿâëÿþùèåñÿ âåðøèíàìè èñõîäíîãî ïîëíîãî ãðàôà, íàçîâåì ãëàâíûìè,
à äîáàâëåííûå âåðøèíû ñòåïåíè 2 � ðåáåðíûìè.

Ïóñòü êëàññ ãðàôîâ Kn ñîñòîèò èç ïîëíîãî ãðàôà Kn è âñåõ åãî ïîä-
ðàçáèåíèé.

Ëåììà 7. Äëÿ ãðàôà H ∈ Kd+1 âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
1) χ2(H) = d + 1.
2) Ïóñòü H 6= Kd+1, t ∈ V (H) � ðåáåðíàÿ âåðøèíà. Òîãäà ìîæíî

ïîñòðîèòü ïðàâèëüíóþ ðàñêðàñêó âåðøèí ãðàôà H â d öâåòîâ, â êîòîðîé
óñëîâèå î íàëè÷èè õîòÿ áû äâóõ ðàçíûõ öâåòîâ â îêðåñòíîñòè âåðøèíû
áóäåò ñîáëþäàòüñÿ äëÿ âñåõ âåðøèí, êðîìå t.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Îòìåòèì, ÷òî â äèíàìè÷åñêîé ðàñêðàñêå ëþáûå
äâå ãëàâíûå âåðøèíû u è v ãðàôà H äîëæíû áûòü ðàçíîöâåòíûìè: åñëè

26



îíè ñìåæíû, òî ýòî î÷åâèäíî. Åñëè u è v íåñìåæíû, òî èõ ñîåäèíÿåò ïóòü
äëèíû äâà utv, ãäå t � ðåáåðíàÿ âåðøèíà. Òîãäà NH(t) = {a, b}, ñëåäîâà-
òåëüíî, âåðøèíû u è v èìåþò ðàçíûé öâåò. Òàêèì îáðàçîì, χ2(H) ≥ d+1.

Íåñëîæíî ïîñòðîèòü äèíàìè÷åñêóþ ðàñêðàñêó âåðøèí ãðàôà H â d+1
öâåò: ïîêðàñèì âñå ãëàâíûå âåðøèíû â ðàçíûå öâåòà, ïîñëå ÷åãî ïðèñòó-
ïèì ê ïîñëåäîâàòåëüíîé ïîêðàñêå ðåáåðíûõ âåðøèí. Ðàññìîòðèì î÷å-
ðåäíóþ ðåáåðíóþ âåðøèíó t, ñìåæíóþ ñ ãëàâíûìè âåðøèíàìè u è v.
Âåðøèíó t íåëüçÿ êðàñèòü â öâåòà âåðøèí u è v. Êðîìå òîãî, åñëè âåð-
øèíà t � ïîñëåäíÿÿ íåïîêðàøåííàÿ âåðøèíà èç NH(u), à âñå îñòàëüíûå
âåðøèíû ìíîæåñòâà NH(u) ïîêðàøåíû â îäèí öâåò, òî íåëüçÿ êðàñèòü t â
ýòîò öâåò. Àíàëîãè÷íûé çàïðåò íà öâåò äëÿ t ìîæåò áûòü íàëîæåí èç-çà
öâåòîâ ñîñåäåé âåðøèíû v. Ìû ïîëó÷àåì íå áîëåå ÷åòûðåõ çàïðåòîâ íà
öâåò t. Ââèäó òîãî, ÷òî êîëè÷åñòâî öâåòîâ íå ìåíåå 8, ìû ëåãêî ìîæåì
ïîêðàñèòü âåðøèíó t. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â èòîãå ïîëó÷èòñÿ äèíàìè-
÷åñêàÿ ðàñêðàñêà: öâåòà âñåõ ãëàâíûõ âåðøèí èçíà÷àëüíî ðàçëè÷íûå,
ïîýòîìó âåðøèíû èç îêðåñòíîñòè ëþáîé ðåáåðíîé âåðøèíû áóäóò ðàç-
íîöâåòíûìè. Î ñîáëþäåíèè óñëîâèé äëÿ ãëàâíûõ âåðøèí ìû çàáîòèëèñü
ïðè ïîêðàñêå ðåáåðíûõ âåðøèí.

2) Ïóñòü NG(t) = {a, b}, òîãäà a è b � äâå ãëàâíûå âåðøèíû ãðàôà
H. Ïîêðàñèì d + 1 ãëàâíóþ âåðøèíó ãðàôà H â d öâåòîâ: âåðøèíû a è
b áóäóò ïîêðàøåíû â öâåò 1, îñòàëüíûå âåðøèíû ïîêðàñèì ïî îäíîé â
öâåòà 2,. . . , d. Ñïîñîá ïîêðàñêè ðåáåðíûõ âåðøèí íå èçìåíèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Ïóñòü d ≥ 8. Ââèäó ëåììû 7 íàì äîñòà-
òî÷íî äëÿ ëþáîãî ãðàô G, íè îäíà èç êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè êîòîðîãî íå
ïðèíàäëåæèò êëàññó Kd+1 è ∆(G) ≤ d, äîêàçàòü îöåíêó χ2(G) ≤ d. Ìû
äîêàæåì èíäóêöèåé ïî êîëè÷åñòâó âåðøèí â ãðàôå G ñóùåñòâîâàíèå äè-
íàìè÷åñêîé ðàñêðàñêè åãî âåðøèí â d öâåòîâ. Î÷åâèäíî, ìîæíî ñ÷èòàòü
ãðàô G ñâÿçíûì, òàê êàê êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðàôà ìîæíî ïîêðàñèòü
íåçàâèñèìî.

Áàçó èíäóêöèè ñîñòàâÿò ñëó÷àé ãðàôà áåç âåðøèí ñòåïåíè 2, êîòî-
ðûé ïðîâåðåí â òåîðåìå 1 è òðèâèàëüíûé ñëó÷àé ãðàôà, â êîòîðîì âñå
âåðøèíû èìåþò ñòåïåíü íå áîëåå 2, êîòîðûé ìû ñåé÷àñ ðàññìîòðèì.

Ïóñòü G � ñâÿçíûé ãðàô, ∆(G) = 2. Òîãäà G � ýòî ïðîñòîé öèêë Cn

èëè ïðîñòîé ïóòü Pn. Ïðè n ≤ 3, î÷åâèäíî, χ2(Cn) = χ2(Pn) = n. Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî χ2(Pn) = 3 ïðè n > 3 è χ2(Cn) = 3 ïðè n êðàòíîì 3. Îñòàåòñÿ
çàìåòèòü, ÷òî χ2(C5) = 5 è χ2(Cn) = 4 äëÿ âñåõ n > 3, íå êðàòíûõ 3 è
îòëè÷íûõ îò 5.

Èíäóêöèîííûé ïåðåõîä.
Ïóñòü u ∈ V (G), dG(u) = 2, NG(u) = {v, w}. Ïîëîæèì G′ = G− u, åñ-
ëè v è w ñìåæíû è G′ = G− u + vw â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Î÷åâèäíî,
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∆(G′) ≤ ∆(G) ≤ d, ãðàô G′ ñâÿçåí. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.
1. Ïóñòü G′ 6∈ Kd+1. Òîãäà ñóùåñòâóåò äèíàìè÷åñêàÿ ðàñêðàñêà âåð-

øèí ãðàôà G′ â d öâåòîâ, ïðè÷åì ρ(v) 6= ρ(w). Òàêèì îáðàçîì, äâå âåð-
øèíû èç NG(u) â ðàñêðàñêå ρ ðàçíîöâåòíû.

Äîïîëíèì ðàñêðàñêó äî äèíàìè÷åñêîé ðàñêðàñêè ãðàôà G. Ïîñìîò-
ðèì, â êàêèå öâåòà íåëüçÿ êðàñèòü âåðøèíó u. Âî-ïåðâûõ, ýòî öâåòà ρ(v)
è ρ(w). Âî-âòîðûõ, âñå âåðøèíû èç NG(v) \ {u} ìîãóò áûòü ïîêðàøåíû â
îäèí öâåò i � òîãäà äîëæíî âûëíÿòüñÿ óñëîâèå ρ(u) 6= i. Åùå îäèí çàïðåò
ìîæåò äîáàâèòüñÿ, åñëè âñå âåðøèíû èç NG(w) \ {u} ìîãóò áûòü ïîêðà-
øåíû â îäèí öâåò. Èòîãî ìû èìååì ìàêñèìóì ÷åòûðå çàïðåòà. Ïîñêîëüêó
êîëè÷åñòâî öâåòîâ d ≥ 8, ìû ìîæåì ïîêðàñèòü âåðøèíó u, ñäåëàâ ðàñ-
êðàñêó âåðøèí ãðàôà G äèíàìè÷åñêîé.

2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G′ ∈ Kd+1. Òàê êàê v è w � äâå ñìåæíûå âåð-
øèíû ãðàôà G′, òî õîòÿ áû îäíà èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ãëàâíîé (ïóñòü ýòî v).
Òîãäà dG′(v) = d ≥ dG(v), îòêóäà íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî G′ = G−u+vw
(â ñëó÷àå G′ = G− u ìû èìååì dG′(v) = dG(v)− 1).

Ïóñòü âåðøèíà w � ãëàâíàÿ. Òîãäà G ∈ Kd+1, ÷òî ïî óñëîâèþ òåîðåìû
íå òàê. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëåäîâàòåëüíî, âåðøèíà w � ð¼áåðíàÿ. Ïî ïóíêòó 2 ëåììû 7 ñóùå-
ñòâóåò �ïî÷òè äèíàìè÷åñêàÿ� ðàñêðàñêà ρ âåðøèí ãðàôà G′, â êîòîðîé
åäèíñòâåííîå íàðóøåíèå óñëîâèÿ äèíàìè÷íîñòè áóäåò â îäíîöâåòíîñòè
ñîñåäåé âåðøèíû w. Ðàññìîòðèì ýòó ðàñêðàñêó. Ïóñòü NG′(w) = {a, v}
è ρ(v) = ρ(a) = 1, ρ(w) = 2. Â ãðàôå G äâå ãëàâíûå âåðøèíû v è a
îêàçûâàþòñÿ ñîåäèíåíû öåïî÷êîé èç òðåõ ðåáåð vuwa. Ïåðåíåñåì öâåòà
ðàñêðàñêè ρ íà âåðøèíû ãðàôà G è äîïîëíèì åå, ïîëîæèâ ρ(u) = 3.
Î÷åâèäíî, ïîëó÷èòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ ðàñêðàñêà âåðøèí ãðàôà G.

Àâòîð áëàãîäàðåí Í.Â. Ãðàâèíó çà ïîìîùü â ðàáîòå íàä ñòàòüåé.
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