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Ï�ÅÏ�ÈÍÒ ÏÎÌÈ � 7/2009
Îá ýïèìîð�èçìàõ ãðóïï çàöåïëåíèé è ãðóïïåêîñ 1Ì.Â. ÊàðåâÑàíêò-Ïåòåðáóðãñêîå îòäåëåíèåÌàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà èì. Â. À. Ñòåêëîâà�îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê


Îêòÿáðü, 2009Â ýòîé çàìåòêå áóäåò ïîêàçàíà ñâÿçü ìåæäó ýïèìîð�èçìàìè �óíäà-ìåíòàëüíûõ ãðóïï äîïîëíåíèé äî çàöåïëåíèé è ãðóïïîâîé ñòðóêòóðîéíà ãðóïïå êîñ.


1Èññëåäîâàíèÿ ÷àñòè÷íî ïîääåðæàíû ãðàíòàìè �ÔÔÈ 06-01-72551,08-01-00379-à è ïðåçèäåíòñêèì ãðàíòîì ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõøêîë ÍØ-0865.2006.2.







Ï�ÅÏ�ÈÍÒÛÑàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî îòäåëåíèÿÌàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà èì. Â. À. Ñòåêëîâà�îññèéñêîé àêàäåìèè íàóêPREPRINTSof the St. Petersburg Department of Steklov Institute of Mathematis
�ËÀÂÍÛÉ �ÅÄÀÊÒÎ�Ñ. Â. Êèñëÿêîâ�ÅÄÊÎËËÅ�ÈßÂ. Ì. Áàáè÷, Í. À. Âàâèëîâ, À. Ì. Âåðøèê, Ì. À. Âñåìèðíîâ,À. È. �åíåðàëîâ, È. À. Èáðàãèìîâ, À. À. Èâàíîâ, Ë. Þ. Êîëîòèëèíà,Â. Í. Êóáëàíîâñêàÿ, �. Â. Êóçüìèíà, Ï. Ï. Êóëèø, Á. Á. Ëóðüå,Þ. Â. Ìàòèÿñåâè÷, Í. Þ. Íåöâåòàåâ, Ñ. È. �åïèí, �. À. Ñåðåãèí,Â. Í. Ñóäàêîâ, Î. Ì. Ôîìåíêî







1 Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿÏóñòü L � íåêîòîðîå çàìêíóòîå çàöåïëåíèå. Ôóíäàìåíòàëüíóþ ãðóïïóäîïîëíåíèÿ äî òðóá÷àòîé îêðåñòíîñòè çàöåïëåíèÿ L â òðåõìåðíîé ñ�åðå
S3 ìû áóäåì íàçûâàòü ãðóïïîé çàöåïëåíèÿ è îáîçíà÷àòü πL. Îñíîâíûìâîïðîñîì, èíòåðåñóþùèì íàñ â ýòîé ÷àñòè, áóäåò âîïðîñ î êàê ìîæíîáîëåå ïîëíîé õàðàêòåðèçàöèè âñåõ çàöåïëåíèé L′, òàêèõ, ÷òî èìååò ìåñòîýïèìîð�èçì πL′ → πL.Â ÷àñòíîñòè, èçó÷åíèå ýïèìîð�èçìîâ ìåæäó ãðóïïàìè çàöåïëåíèéìîæåò áûòü ìîòèâèðîâàíî òåì îáñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî îòíîøåíèå �ãðóïïàóçëà K äîïóñêàåò ýïèìîð�èçì íà ãðóïïó óçëà K ′� ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà íà ìíîæåñòâå âñåõ ïðîñòûõ óçëîâ (ñì., íàïðèìåð, [1℄èëè [3℄; òðàíçèòèâíîñòü ýòîãî îòíîøåíèÿ î÷åâèäíà, à ðå�ëåêñèâíîñòü âû-ïîëíÿåòñÿ áëàãîäàðÿ íàëè÷èþ ó ãðóïï ïðîñòûõ óçëîâ õîï�îâà ñâîéñòâà:ëþáîé ýïèìîð�èçì íà ñåáÿ ÿâëÿåòñÿ àâòîìîð�èçìîì). Ìíîãèå îæèäàþò,÷òî íàëè÷èå ýòîãî îòíîøåíèÿ íà ìíîæåñòâå ïðîñòûõ óçëîâ êîãäà-íèáóäüñìîæåò ïîìî÷ü íàéòè íîâûå ñâÿçè ìåæäó òîïîëîãè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè èàëãåáðàè÷åñêèìè èíâàðèàíòàìè çàöåïëåíèé. Õîðîøî èçâåñòíûì ïðèìå-ðîì ïîäîáíîé ñâÿçè ìîæåò ñëóæèòü òàêîå óòâåðæäåíèå: åñëè ñóùåñòâóåòýïèìîð�èçì πK → πK ′, òî ïîëèíîì Àëåêñàíäåðà óçëà K äåëèòñÿ íàïîëèíîì Àëåêñàíäåðà K ′ (ñì. [10℄).Ñèñòåìàòè÷åñêèé, íî âåñüìà ñëîæíûé, ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ïàð óçëîâ,ãðóïïû êîòîðûõ äîïóñêàþò ýïèìîð�èçì èç îäíîé â äðóãóþ, áûë ïðåä-ëîæåí â [8℄. Òåîðèÿ, èçëîæåííàÿ â ýòîé ðàáîòå, ïîìîãàåò ïîñòðîèòü óçåë,êîòîðûé èìååò ñõîæèå ñ äàííûì óçëîì òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà. Â ÷àñò-íîñòè, ýòà ñõîæåñòü ñâîéñòâ èíäóöèðóåò íàëè÷èå ýïèìîð�èçìà. Òàêæåõîðîøî èçâåñòíî î íàëè÷èè ýïèìîð�èçìà â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:1. Ïóñòü äèàãðàììà çàöåïëåíèÿ L1 îáëàäàåò âðàùàòåëüíîé ñèììåòðè-åé f . Ïóñòü L2 � �àêòîðçàöåïëåíèå â S3/f . Îòîæäåñòâëåíèå âñåõïàð îáðàçóþùèõ â ïðåäñòàâëåíèè Âèðòèíãåðà (ñì., íàïðèìåð, [9℄),îòâå÷àþùèõ äóãàì â îðáèòàõ f , äàåò ïðîåêöèþ èç πL1 â πL2.2. Äëÿ ëþáûõ äâóõ óçëîâ K1 è K2 �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ñâÿçíîéñóììû K1#K2 ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ êîïðîèçâåäåíèÿ ñ îáúåäè-íåíèåì. Ýòî âëå÷åò íàëè÷èå ýïèìîð�èçìîâ π(K1#K2) → πK1 è


π(K1#K2) → πK2.3. Ïóñòü K1 � óçåë-ñïóòíèê ñ îáðàçöîì K2. Òîãäà ñóùåñòâóåò ýïèìîð-�èçì πK1 → πK2 ([1℄).Â ýòîé çàìåòêå ìû èçó÷èì åùå îäèí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ïîäîáíûõ ïàðçàöåïëåíèé, îáîáùàþùèé óïîìÿíóòûå ñëó÷àè 1 è 2. Íàø ñïîñîá îñíî-3







âûâàåòñÿ íà ñëåäóþùåì íàáëþäåíèè: ïðåäñòàâëåíèå çàöåïëåíèÿ â âèäåçàìûêàíèÿ êîñû ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü êîïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû çàöåïëå-íèÿ äîâîëüíî ðåãóëÿðíîãî âèäà.Äëÿ �îðìóëèðîâêè îñíîâíîé Òåîðåìû ýòîé çàìåòêè íàì ïîíàäîáÿòñÿñëåäóþùèå ïîíÿòèÿ.�àññìîòðèì äâå îïåðàöèè íàä êîñàìè (îïðåäåëåíèå ãðóïïû êîñ äàíîâ ðàçäåëå 2).
• Îáðàùåíèå. Êîñà b ∈ Bn ïåðåâîäèòñÿ â êîñó b−1 ∈ Bn.
• Ñâÿçíàÿ ñóììà ñ òðèâèàëüíûì óçëîì. Ýòà îïåðàöèÿ óâåëè÷èâàåò÷èñëî íèòåé â êîñå. Ïóñòü êîñà b ∈ Bn. Çàäàäèìñÿ íåêîòîðûì íà-òóðàëüíûì ÷èñëîì m > n. �àññìîòðèì âëîæåíèÿ ρ1 : Bn → Bm è
ρ2 : Bm−n+1 → Bm, çàäàííûå �îðìóëàìè:


ρ1(σ
(n)
i ) = σ


(m)
i ,


ρ2(σ
(m−n+1)
i ) = σ


(m)
n+i−1,ãäå σ(j)


i � i-òàÿ àðòèíîâñêàÿ îáðàçóþùàÿ ãðóïïû êîñ íà j íèòÿõ.Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ êîñó b′ ∈ Bm−n+1, çàìûêàíèå êîòîðîé (ñì.ðàçäåë 2) ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì óçëîì. Òîãäà îïåðàöèÿ ñâÿçíîéñóììû ñ òðèâèàëüíûì óçëîì ñîñòîèò â ïåðåõîäå îò êîñû b ∈ Bn êêîñå ρ1(b)ρ2(b
′) ∈ Bm.Îñíîâíàÿ Òåîðåìà �îðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.Òåîðåìà 1 Ïóñòü çàöåïëåíèå L ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå çà-ìûêàíèÿ êîñû b ∈ Bn. �àññìîòðèì íàáîð êîñ b1, . . . , bk ∈ Bn′, ãäå n′ > n,êàæäàÿ èç êîòîðûõ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç b ñ ïîìîùüþ ïðèìåíå-íèÿ ïðîèçâîëüíîé êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïåðàöèé îáðàùåíèÿ èñâÿçíîé ñóììû ñ òðèâèàëüíûì óçëîì. Òîãäà ãðóïïà çàìûêàíèÿ êîñû


b1 · . . . · bk äîïóñêàåò ýïèìîð�èçì íà ãðóïïó çàìûêàíèÿ êîñû b.Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû áóäåò ïðîâåäåíî ñ ïîìîùüþ èçó÷åíèÿñâîéñòâ êîïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû çàöåïëåíèÿ, ïîëó÷àåìîãî ïðè ïîìîùèñâÿçè çàöåïëåíèé è êîñ.2 �ðóïïà êîñ è åå ñâÿçü ñ çàöåïëåíèÿìèÏóñòü D2
n � äèñê ñ n ïðîêîëàìè. Òîãäà ãðóïïà êëàññîâ àâòîìîð�èçìîâ


D2
n, íåïîäâèæíûõ íà ãðàíèöå äèñêà, íî, âîçìîæíî, ïåðåñòàâëÿþùèõ ïðî-êîëû ìåñòàìè, íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé êîñ íà n íèòÿõ è îáîçíà÷àåòñÿ Bn.4







Ñ àëãåáðàè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ãðóïïà êîñ íà n íèòÿõ � ýòî ãðóïïà,çàäàâàåìàÿ êîïðåäñòàâëåíèåì
Bn =


〈


σ1, . . . , σn−1


∣


∣


∣


∣


∣


σiσj = σjσi, åñëè |i− j| ≥ 2


σiσi+1σi = σi+1σiσi+1 äëÿ âñåõ 1 ≤ i ≤ n− 2


〉


.�ðóïïà êîñ Bn îáëàäàåò êàíîíè÷åñêèì ýïèìîð�èçìîì ψ â ãðóïïó ïå-ðåñòàíîâîê òî÷åê n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà Sn. Ýòîò ýïèìîð�èçì îïðå-äåëÿåòñÿ ñâîèì äåéñòâèåì íà àðòèíîâñêèõ îáðàçóþùèõ: îáðàçóþùàÿ σiïåðåâîäèòñÿ â òðàíñïîçèöèþ ýëåìåíòîâ i è i+1 äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , n−
1. Òî åñòü


ψσi = (i+ 1, i).Êàæäîé êîñå b ∈ Bn ìîæíî ñîïîñòàâèòü çàöåïëåíèå Lb ñëåäóùèìîáðàçîì.�àññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå D2
n íà îòðåçîê [0, 1]. Ïîñëå ÷åãî ñêëåèìîñíîâàíèÿ ïîëó÷èâøåãîñÿ öèëèíäðà ïî êàêîìó-íèáóäü ïðåäñòàâèòåëþêîñû b, ðàññìàòðèâàåìîé êàê ýëåìåíò ãðóïïû êëàññîâ àâòîìîð�èçìîâ.Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè ðàçíûõ âûáîðàõ ïðåäñòàâèòåëÿ ïîëó÷àå-ìûå ìíîãîîáðàçèÿ ãîìåîìîð�íû, ïîýòîìó êîíêðåòíûé âûáîð íå òàê âà-æåí. Îäíà èç êîìïîíåíò ãðàíèöû ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ ïîëó÷àåòñÿ êàêïðîèçâåäåíèå âíåøíåé ãðàíèöû D2


n íà îêðóæíîñòü. Ïðèêëåèì âäîëü ýòîéêîìïîíåíòû ãðàíèöû ïîëíîòîðèå ïî ãîìåîìîð�èçìó, îáðàùàþùåìó îðè-åíòàöèþ, ïåðåâîäÿùåìó ïàðàëëåëü òîðà â ìåðèäèàí è íàîáîðîò. Ïîëó÷åí-íîå ìíîãîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ äîïîëíåíèåì â òðåõìåðíîé ñ�åðå ê íåêîòîðî-ìó çàöåïëåíèþ, êîòîðîå è íàçûâàåòñÿ Lb. Äèàãðàììàòè÷åñêè, çàöåïëåíèå
Lb ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü êàê äèàãðàììó êîñû b, â êîòîðîé äëÿ êàæäîãî iâåðõíèé è íèæíèé êîíåö i-òîé íèòè ñîåäèíåíû äóãîé, ïðè÷åì ñîåäèíÿ-ùèå äóãè ïàðàëëåëüíû íåçàóçëåíû è íåçàöåïëåíû.


�èñ. 15. Çàìûêàíèå êîñû.Òåîðåìà 2 (Àëåêñàíäåð, [5℄) Äëÿ ëþáîãî çàöåïëåíèÿ L ñóùåñòâóåòíàòóðàëüíîå ÷èñëî m è êîñà b ∈ Bm, òàêàÿ, ÷òî L = Lb.5







Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íà ðèñóíêå íèæå ïðèâåäåíû êîñîâûå ïðåäñòàâëåíèÿóçëîâ òðèëèñòíèêà, âîñüìåðêè è 52. Äëÿ îäíîãî èç ïðèëîæåíèé ðàññìàò-ðèâàåìîé çäåñü òåîðèè íàì áóäåò âàæíî óìåòü âûäåëÿòü â êîñàõ ïîäêîñû,çàìûêàíèå êîòîðûõ äàåò òðèâèàëüíûé óçåë. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî âîâñåõ ïðèâåäåííûõ çäåñü ïðèìåðàõ òàêîâûå âûäåëÿþòñÿ.
=


�èñ.16. Êîñû, ïðåäñòàâëÿþùèå òðèëèñòíèê, âîñüìåðêó è 52. Ïîäêîñû,ïðåäñòàâëÿþùèå òðèâèàëüíûé óçåë, îòäåëåíû äðóã îò äðóãà ïóíêòèðîìÑëåäóþùàÿ òåîðåìà óñòàíàâëèâàåò íàáîð îïåðàöèé, íåîáõîäèìûé èäîñòàòî÷íûé äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè çàöåïëåíèé â òåðìèíàõêîñ.Òåîðåìà 3 (Ìàðêîâ, [7℄) Äëÿ äâóõ êîñ b ∈ Bn è b′ ∈ Bn′ çàöåïëåíèÿ
Lb è Lb′ ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà b è b′ ìîãóò áûòüñîåäèíåíû ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîãî íàáîðà ïðåîáðàçîâàíèé ñëåäóþùèõ âè-äîâ:
• Ñîïðÿæåíèå. Êîñà, ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê ýëåìåíò ãðóïïû êîñ, çàìå-íÿåòñÿ íà ëþáîé äðóãîé ïðåäñòàâèòåëü ñâîåãî êëàññà ñîïðÿæåííîñòè.
• Ñòàáèëèçàöèÿ. Èñïîëüçóÿ åñòåñòâåííîå âëîæåíèå ρ : Bn →֒ Bn+1,êîñà b çàìåíÿåòñÿ íà êîñó ρ(b)σn èëè ρ(b)σ−1


n .Èçâåñòíà ([9℄) è áîëåå ñèëüíàÿ âåðñèÿ òåîðåìû Àëåêñàíäåðà. À èìåí-íî, ëþáîå çàöåïëåíèå L èìååò ïðåäñòàâëåíèå â âèäå çàìûêàíèÿ òàê íà-çûâàåìîé êâàçèòîðè÷åñêîé êîñû. Êâàçèòîðè÷åñêèå êîñû îáðàçóþò ïîä-ãðóïïó â ãðóïïå êîñ. Êàê ãðóïïà, îíà ïîðîæäåíà ýëåìåíòàðíûìè êîñàìè
σǫ1


1 σ
ǫ2
2 . . . σ


ǫn−1


n−1 , ãäå σj � àðòèíîâñêàÿ îáðàçóþùàÿ ãðóïïû êîñ, à ǫj = ±1.Åùå îäíà õàðàêòåðèçàöèÿ ãðóïïû êâàçèòîðè÷åñêèõ êîñ ñîñòîèò â ñëåäó-þùåì. Êîñà b ∈ Bn ïðèíàäëåæèò ïîäãðóïïå êâàçèòîðè÷åñêèõ êîñ â òîì èòîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè åå îáðàç ïîä äåéñòâèåì îïèñàííîãî âûøå ýïèìîð-�èçìà ψ ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêè (n, 1, 2, . . . , n−1).Ïîñêîëüêó çàìûêàíèåì êàæäîé ýëåìåíòàðíîé êâàçèòîðè÷åñêîé êîñûÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûé óçåë, ìû âèäèì, ÷òî ëþáîå çàöåïëåíèå ïðåäñòàâè-ìî çàìûêàíèåì êîñû, ïîëó÷àåìîé ïðîèçâåäåíèåì íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâàêîñ, äàþùèõ òðèâèàëüíûé óçåë. 6







Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.Ëåììà 1 Äëÿ ëþáîãî óçëà K ñóùåñòâóåò êâàçèòîðè÷åñêàÿ êîñà b ∈ Bnäëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî n, òàêàÿ, ÷òî Lb = K, à êîñà b ïðåäñòà-âèìà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íå÷åòíîãî êîëè÷åñòâà ýëåìåíòàðíûõ êâàçè-òîðè÷åñêèõ êîñ.Äîêàçàòåëüñòâî: Ïðåäñòàâèì óçåë K â âèäå çàìûêàíèÿ êàêîé óãîäíîêâàçèòîðè÷åñêîé êîñû b′ ∈ Bn. Åñëè ýòà êâàçèòîðè÷åñêàÿ êîñà ïðåä-ñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íå÷åòíîãî êîëè÷åñòâà ýëåìåíòàðíûõ, òîäàëüøå äîêàçûâàòü íå÷åãî, è ìû ìîæåì ïîëîæèòü b = b′.Ïóñòü ýòî íå òàê è êîñà b′ íå èìååò èíòåðåñóþùåãî íàñ ïðåäñòàâëåíèÿ.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷èñëî n ÷åòíî. Ïîñêîëüêó ýïèìîð�èçì ψ ïåðåâîäèòêàæäóþ ýëåìåíòàðíóþ êâàçèòîðè÷åñêóþ êîñó â öèêëè÷åñêóþ ïåðåñòà-íîâêó (n, 1, . . . , n − 1), òî îáðàç êîñû b′ ïðè ýïèìîð�èçìå ψ äàåò ÷åò-íóþ ñòåïåíü ýòîé ïåðåñòàíîâêè. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ψb′ � ýòî ïåðåñòàíîâêà
(n− k+1, . . . , n, 1, . . . , n− k), ãäå ÷èñëî k ÷åòíî ïî ïðåäïîëîæåíèþ. ×èñ-ëî îðáèò äåéñòâèÿ ýòîé ïåðåñòàíîâêè íà n-ýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå ðàâíî
gcd (n, k), òî åñòü ýòî ÷èñëî çàâåäîìî áîëüøå ëèáî ðàâíî 2. Íî ÷èñëî îð-áèò äåéñòâèÿ ïåðåñòàíîâêè ψb′ � ýòî â òî÷íîñòè ÷èñëî êîìïîíåíò çàöåï-ëåíèÿ, ïîëó÷àåìîãî çàìûêàíèåì b′. Ïîñêîëüêó K � óçåë, ìû ïîëó÷èëèïðîòèâîðå÷èå, è ýòîò ñëó÷àé íå ðåàëèçóåòñÿ.Çíà÷èò â ýòîì ñëó÷àå ÷èñëî n íå÷åòíî. Êàê óæå áûëî ñêàçàíî, âñå êâà-çèòîðè÷åñêèå êîñû îáðàçóþò ïîäãðóïïó â ãðóïïå êîñ. Äëÿ ëþáîé ýëåìåí-òàðíîé êâàçèòîðè÷åñêîé êîñû îáðàòíàÿ ê íåé ([9℄) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíàïðîèçâåäåíèåì n−1 ýëåìåíòàðíûõ êâàçèòîðè÷åñêèõ êîñ. Ýòî çíà÷èò, ÷òîåñëè ìû ñîïðÿæåì êîñó b′ íà ëþáóþ ýëåìåíòàðíóþ êâàçèòîðè÷åñêóþ êî-ñó t, òî ïîëó÷åííàÿ êîñà áóäåò èìåòü â ñâîåé çàïèñè ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõêâàçèòîðè÷åñêèõ êîñ ðàâíîå ñóììå ÷èñëà ýëåìåíòàðíûõ êâàçèòîðè÷åñêèõêîñ â çàïèñè b′ è ÷èñëà n. Íî ÷èñëî n íå÷åòíî, è ïîýòîìó ìû ìîæåì ïî-ëîæèòü b = tb′t−1. �Îòîæäåñòâëåíèå ãðóïïû êîñ ñ ãðóïïîé êëàññîâ àâòîìîð�èçìîâ äèñ-êà äàåò åå äåéñòâèå íà ñâîáîäíîé ãðóïïå, òî åñòü (àíòè)ãîìîìîð�èçìãðóïïû êîñ â ãðóïïó àâòîìîð�èçìîâ ñâîáîäíîé ãðóïïû. Äåéñòâèòåëü-íî, �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà äèñêà ñ n ïðîêîëàìè � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà
Fn. Íåñëîæíî âûïèñàòü äåéñòâèå àðòèíîâñêèõ îáðàçóþùèõ σi íà îáðà-çóþùèå ñâîáîäíîé ãðóïïû, âûáðàâ â êà÷åñòâå ïîñëåäíèõ ïåòëè, îäèí ðàçîáõîäÿùèå ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè âîêðóã ñâîåãî ïðîêîëà:


σj(fi) =

















fi, åñëè i 6= j, j + 1;
f−1


j fj+1fj , åñëè i = j;
fj, åñëè i = j + 1.7







Òåîðåìà Àðòèíà ïîçâîëÿåò îòëè÷èòü àâòîìîð�èçìû ñâîáîäíîé ãðóï-ïû, ïðèõîäÿùèå îïèñàííûì âûøå ñïîñîáîì èç ãðóïïû êîñ, îò âñåõ îñòàëü-íûõ àâòîìîð�èçìîâ.Òåîðåìà 4 (Àðòèí,[6℄) Àâòîìîð�èçì Ψ ñâîáîäíîé ãðóïïû Fn ñ âû-áðàííîé ñèñòåìîé ñâîáîäíûõ îáðàçóþùèõ {fi}
n
i=1 ëåæèò â îáðàçå ãðóïïûêîñ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:


• Ψ(fn . . . f1) = fn . . . f1;


• Ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâêà a ∈ Sn è íàáîð ýëåìåíòîâ Ai, i = 1, . . . , nñâîáîäíîé ãðóïïû Fn, òàêèå, ÷òî
Ψ(fi) = A−1


i fa(i)Ai äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n.Äåéñòâèå ãðóïïû êîñ íà ñâîáîäíîé ãðóïïå ïîçâîëÿåò îïèñàòü �óíäà-ìåíòàëüíóþ ãðóïïó äîïîëíåíèÿ â S3 äî çàöåïëåíèÿ Lb (ñì., íàïðèìåð,[4℄). À èìåííî, ñîîòâåòâóþùàÿ �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà πLb äîïóñêàåòêîïðåäñòàâëåíèå:
πLb = 〈f1, . . . , fn | b(fi) = fi äëÿ âñåõ 1 ≤ i ≤ n〉 .


3 Ýïèìîð�èçìû ãðóïï çàöåïëåíèéC ïîìîùüþ ïðåäñòàâëåíèÿ çàöåïëåíèÿ â âèäå çàìûêàíèÿ êîñû íà n íèòÿõìîæíî ïîëó÷èòü êîïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû πLb ñëåäóþùåãî âèäà:
1 → Nb → Fn → πLb → 1,ãäå ÿäðî ýïèìîð�èçìà Nb ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì çàìûêàíèåì íàáîðà ýëå-ìåíòîâ {b(fi)f


−1
i }n


i=1, èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ïîäãðóïïîé â Fn, ïîðîæäåí-íîé ýëåìåíòàìè b(a)a−1 äëÿ âñåõ a ∈ Fn. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîéíîðìàëüíîé ïîäãðóïïû N ⊂ Fn, òàêîé, ÷òî N ⊂ Nb è Fn/N � ãðóïïàçàöåïëåíèÿ, ñóùåñòâóåò ýïèìîð�èçì ãðóïï çàöåïëåíèé:
1 → Nb/N → Fn/N → πLb → 1.Åñëè êîñà b ∈ Bn ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðèâèàëüíûé óçåë, íåñëîæíîïîíÿòü, êàê èìåííî óñòðîåíî ÿäðî Nb. Äåéñòâèòåëüíî, �óíäàìåíòàëüíàÿãðóïïà äîïîëíåíèÿ äî òðèâèàëüíîãî óçëà � ýòî áåñêîíå÷íàÿ öèêëè÷å-ñêàÿ ãðóïïà Z. Ýïèìîð�èçì èç ñâîáîäíîé ãðóïïû, êîòîðûé íàñ èíòåðå-ñóåò, äîëæåí ïåðåâîäèòü âñå îáðàçóþùèå Fn â îáðàçóþùóþ Z, ïîñêîëüêó8







ëþáîé ýïèìîð�èçì, ïðèõîäÿùèé èç êîñ, ïåðåâîäèò îáðàçóþùèå ñâîáîä-íîé ãðóïïû â ìåðèäèàíû. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî ïðåäñòàâèòåëÿòðèâèàëüíîãî óçëà ÿäðî Nb âñåãäà îäíî è òî æå. Ýòî ÿäðî íîðìàëüíîïîðîæäåíî íàáîðîì ñëîâ {f1f
−1
2 , . . . , fn−1f


−1
n }.Çàìåòèì áîëüøåå. Êàê èçâåñòíî, äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðåäñòàâèòü ñâÿç-íóþ ñóììó äâóõ çàöåïëåíèé â âèäå çàìûêàíèÿ êîñû, ìîæíî ñäåëàòü ñëå-äóþùåå. Ïðåäñòàâèì ïåðâîå çàöåïëåíèå çàìûêàíèåì êîñû b1 ∈ Bn1


, àâòîðîå � çàìûêàíèåì êîñû b2 ∈ Bn2
. Êîñà, çàìûêàíèå êîòîðîé äàñò íàìñâÿçíóþ ñóììó, áóäåò ëåæàòü â Bn1+n2−1.�àññìîòðèì ñëåäóþùèå îòîáðàæåíèÿ. Âëîæåíèå ρ1 : Bn1


→ Bn1+n2−1îïðåäåëèì íà îáðàçóþùèõ òàê:
ρ1 : σ


(n1)
i 7→ σ


(n1+n2−1)
i äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n1 − 1,ãäå σ


(n)
j � j-òàÿ àðòèíîâñêàÿ îáðàçóþùàÿ ãðóïïû êîñ Bn. Âëîæåíèå


ρ2 : Bn2
→ Bn1+n2−1 îïðåäåëèì òàê:


ρ2 : σ
(n2)
i 7→ σ


(n1+n2−1)
n1+i−1 äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n2 − 1.Òîãäà çàìûêàíèå êîñû ρ1(b1)ρ2(b2) äàñò íàì â òî÷íîñòè ñâÿçíóþ ñóììó


L1#L2.Èç òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñâÿçíîé ñóììû ñëåäóåò, ÷òî åñëè ïðåäñòà-âèòü çàöåïëåíèå L â âèäå çàìûêàíèÿ êîñû b1 ∈ Bn1
, çàäàòüñÿ êîñîé


b2 ∈ Bn2
, çàìûêàíèå êîòîðîé äàåò íàì òðèâèàëüíûé óçåë è ðàññìîòðåòüêîñó ρ1(b1)ρ2(b2), òî çàìûêàíèå ýòîé êîñû äàñò íàì ñíîâà çàöåïëåíèå L.Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ çàöåïëåíèÿ L ìû ïîëó÷àåìêîïðåäñòàâëåíèå åãî ãðóïïû:


πL = 〈f1, . . . , fn1
, g1, . . . , gn2


| b1(f1) = f1, . . . , b1(fn1−1) = fn1−1,


b1(fn1
) = g1, b2(g1) = fn1


, b2(g2) = g2, . . . , b2(gn2
) = gn2


〉 ,ãäå ìû ñ÷èòàåì, ÷òî êîñà b1 äåéñòâóåò íà íàáîð îáðàçóþùèõ f1, . . . , fn1
,à êîñà b2 äåéñòâóåò íà íàáîð îáðàçóþùèõ g1, . . . , gn2


.Ïî òåîðåìå Àðòèíà, äåéñòâèå ëþáîé êîñû íà ñâîáîäíîé ãðóïïå èìååòõîòÿ áû îäíó íåïîäâèæíóþ òî÷êó. Ýòîò �àêò âëå÷åò çà ñîáîé òî îáñòî-ÿòåëüñòâî, ÷òî ê ñïèñêó ñîîòíîøåíèé áåç èçìåíåíèÿ ãðóïïû ìîãóò áûòüäîáàâëåíû åùå äâà: b1(fn1
) = fn1


è b2(g1) = g1. Òàêèì îáðàçîì, â ãðóïïå Lîáðàçóþùèå g1, . . . , gn2
ÿâëÿþòñÿ îäíèì è òåì æå ýëåìåíòîì è ìû ìîæåìçàäàòü πL, èçìåíÿÿ îáîçíà÷åíèÿ äëÿ îáðàçóþùèõ gi, òàê:


πL = 〈f1, . . . , fn1+n2−1 | b1(f1) = f1, . . . b1(fn1
) = fn1


,


fn1
= fn1+1 = . . . = fn1+n2−2 = fn1+n2−1〉 .Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè ñëåäóùóþ ëåììó:9







Ëåììà 2 Ïóñòü êîñà b ∈ Bn1+n2−1 ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå
b = ρ1(b1)ρ2(b2), ãäå çàìûêàíèå êîñû b1 ∈ Bn1


ïðåäñòàâëÿåò çàöåïëåíèå
L, à çàìûêàíèå êîñû b2 ∈ Bn2


� òðèâèàëüíûé óçåë. Òîãäà èìååò ìåñòîñëåäóþùåå êîïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû πL:
πL = 〈f1, . . . , fn1+n2−1 | ρ1(b1)(f1) = f1, . . . , ρ1(fn1


) = fn1
,


fn1
= fn1+1 = . . . = fn1+n2−2 = fn1+n2−1〉 .Çàìåòèì, ÷òî ýòî êîïðåäñòàâëåíèå íå çàâèñèò îò òîãî, êàêîé èìåííîïðåäñòàâèòåëü òðèâèàëüíîãî óçëà ìû âûáèðàåì. Òåì ñàìûì, ìû ïðèõî-äèì ê ñëåäóþùåìó ïðåäëîæåíèþ.Ïðåäëîæåíèå 1 Ïóñòü äâå êîñû b è b′ èç Bm ïîëó÷àþòñÿ ñ ïîìîùüþñâÿçíîé ñóììû ñ òðèâèàëüíûì óçëîì èç îäíîé è òîé æå êîñû èç Bnèëè b′ = b−1. Òîãäà ÿäðà ýïèìîð�èçìîâ Nb è Nb′ ñîâïàäàþò.Äîêàçàòåëüñòâî: Ïåðâàÿ ÷àñòü ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ äîêàçàíà â ïðåäû-äóùåé ëåììå. Âòîðàÿ ÷àñòü ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî êîñà b−1 äàåò òî æå ñàìîåÿäðî, ïîñêîëüêó äëÿ âñåõ a ∈ Fn


b−1(a)a−1 = b−1(a)b(b−1(a)).


� Ïðÿìûì ñëåäñòâèåì ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ çàÿâëåííàÿ âî ââå-äåíèè Òåîðåìà 1. Äåéñòâèòåëüíî, çàäàäèìñÿ íàáîðîì êîñ b1, . . . , bk ∈ Bn′,êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïîëó÷àåòñÿ èç êîñû b ∈ Bn ñ ïîìîùüþ ïðèìåíåíèÿêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïåðàöèÿ îáðàùåíèÿ è ñâÿçíîé ñóììû ñòðèâèàëüíûì óçëîì. Êàê ìû çíàåì, êîïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû çàöåïëå-íèÿ, ïîëó÷àåìîãî çàìûêàíèåì ïðîèçâåäåíèÿ b1 · . . . · bk èìååò âèä
πLb1·...·bk


= 〈f1, . . . , f
′


n | bk ◦ . . . ◦ b1(fi) = fi äëÿ âñåõ 1 ≤ i ≤ n′〉 .Ïî ïðåäûäóùåìó ïðåäëîæåíèþ, äëÿ âñåõ bi ÿäðà Nbi
ñîâïàäàþò. Ïî-ýòîìó, ïîëîæèâ


w
(0)
i = b1(fi)f


−1
i ∈ Nb1 ,


w
(j)
i = bj+1 ◦


(


bj ◦ . . . ◦ b1
)


(fi) ·
(


bj ◦ . . . ◦ b1
) (


f−1
i


)


∈ Nbj+1
= Nb1 ,ìû âèäèì, ÷òî èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå


bk · . . . · b1(fi)f
−1
i = w


(k−1)
i · . . . · w


(0)
i .Ýòî çíà÷èò, ÷òî ÿäðî Nb1·...·bk


ñîäåðæèòñÿ â Nb1 , è, ñëåäîâàòåëüíî, ñó-ùåñòâóåò ýïèìîð�èçì ãðóïïû Lb1·...·bk
íà ãðóïïó Lb1 = Lb.Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî åñëè ìû çàäàäèìñÿ çàöåïëåíèåì L è óçëîì K, òîñóùåñòâîâàíèå ýïèìîð�èçìà èç πL#K â πL ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåìýòîé Òåîðåìû. 10







Ïðåäëîæåíèå 2 Äëÿ ëþáîãî çàöåïëåíèÿ L è ëþáîãî óçëà K ñóùåñòâó-åò ýïèìîð�èçì πL#K â πL.Äîêàçàòåëüñòâî: Ïî ëåììå 1, äëÿ ëþáîãî óçëà K ñóùåñòâóåò ïðåä-ñòàâëåíèå â âèäå çàìûêàíèÿ êîñû, ïðåäñòàâëÿåìîé â âèäå ïðîèçâåäåíèÿíå÷åòíîãî êîëè÷åñòâà ýëåìåíòàðíûõ êâàçèòîðè÷åñêèõ êîñ. Çà�èêñèðó-åì òàêîå ïðåäñòàâëåíèå: K = Lt1t2...t2k+1
, ãäå äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ i ti �ýëåìåíòàðíàÿ êâàçèòîðè÷åñêàÿ êîñà íà n′ íèòÿõ.Çà�èêñèðóåì êîñó b ∈ Bn, òàêóþ ÷òî Lb = L. Êàê ìû çíàåì, ñâÿçíàÿñóììà L è K ïîëó÷àåòñÿ çàìûêàíèåì òàêîé êîñû:


β = ρ1(b)ρ2(t1 . . . t2k+1) ∈ Bn+n′
−1.Òåïåðü ìû ïîëîæèì


βi =


{


ρ1(b)ρ2(ti), åñëè i íå÷åòíî
ρ2(ti)ρ1(b


−1), åñëè i ÷åòíî.Îñòàåòñÿ òîëüêî çàìåòèòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå β1 . . . β2k+1 ðàâíî β, àêàæäàÿ èç êîñ βi ïîëó÷àåòñÿ èç b ïðè ïîìîùè îïåðàöèé, óïîìÿíóòûõ âÒåîðåìå 1. �Îñíîâíàÿ Òåîðåìà, êàê è áûëî îáåùàíî, òàêæå âëå÷åò çà ñîáîé ñïî-ñîá ïîñòðîåíèÿ ýïèìîð�èçìîâ ãðóïï ïàð çàöåïëåíèé, îäíî èç êîòîðûõìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç äðóãîãî ñ ïîìîùüþ �àêòîðèçàöèè ñ�åðû S3ïî äåéñòâèþ êîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïû. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèìíåêîòîðóþ êîñó b ∈ Bn è íåêîòîðóþ åå ñòåïåíü bk ∈ Bn. Òîãäà èìååòìåñòî ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.Ïðåäëîæåíèå 3 Äëÿ ëþáîãî öåëîãî k ãðóïïà πLbk äîïóñêàåò ýïèìîð-�èçì íà ãðóïïó πLb.Äîêàçàòåëüñòâî: Åñëè k = 0, òî ãðóïïà πLbk , î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ�óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïîé òðèâèàëüíîãî n-êîìïîíåíòíîãî çàöåïëåíèÿ.Ýòî ñâîáîäíàÿ ãðóïïà Fn íà n îáðàçóþùèõ è îíà äîïóñêàåò åñòåñòâåí-íûé ýïèìîð�èçì íà πLb, çàäàâàåìûé êîïðåäñòàâëåíèåì, ïîëó÷àåìûì ïîäåéñòâèþ ãðóïïû êîñ íà ñâîáîäíîé ãðóïïå.Â ñëó÷àå k 6= 0 ñóùåñòâîâàíèå ýïèìîð�èçìà âûòåêàåò èç Òåîðåìû 1ïðåäïîëîæåíèåì, ÷òî âñå êîñû b1, . . . , bk îäèíàêîâû. �
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