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Ï�ÅÏ�ÈÍÒ ÏÎÌÈ � 3/2009
Íèæíÿÿ îöåíêà íà ñðåäíåå âðåìÿ îáðàùåíèÿ �óíêöèè�îëäðåéõà ¾ïüÿíûìè¿ àëãîðèòìàìè ðàñùåïëåíèÿ 1Ä.Ì. ÈöûêñîíÑàíêò-Ïåòåðáóðãñêîå îòäåëåíèåÌàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà èì. Â. À. Ñòåêëîâà�îññèéñêîé àêàäåìèè íàóêhttp://logi.pdmi.ras.ru/~dmitrits


Èþëü, 2009ÀííîòàöèÿÌû äîêàçûâàåì ýêñïîíåíöèàëüíóþ íèæíþþ îöåíêó íà ñðåäíåå âðåìÿ îáðàùåíèÿ �óíê-öèè �îëäðåéõà [Gol00℄ ¾ïüÿíûìè¿ [AHI05℄ àëãîðèòìàìè, òåì ñàìûì ðàçðåøàåì îòêðûòûéâîïðîñ, ïîñòàâëåííûé â ðàáîòå [CEMT09℄. Ôóíêöèÿ �îëäðåéõà, êîòîðóþ ìû èñïîëüçóåìçàäàíà ãðà�îì-ðàñøèðèòåëåì è ïðåäèêàòîì Pd(x1; x2; : : : ; xd) = x1 � x2 � � � � � xd�k �Q(xd�k+1; : : : ; xd), ãäå Q � ïðîèçâîëüíûé k-ìåñòíûé ïðåäèêàò, k + 1 < d4 . ¾Ïüÿíûå¿ àë-ãîðèòìû � ýòî ñåìåéñòâî àëãîðèòìîâ, îñíîâàííûõ íà ðàñùåïëåíèè, êîòîðûå èñïîëüçóþòíè÷åì íå îãðàíè÷åííóþ ýâðèñòèêó âûáîðà ïåðåìåííîé äëÿ ðàñùåïëåíèÿ, à çíà÷åíèå, êî-òîðîå ïîäñòàâëÿåòñÿ ïåðâûì, âûáèðàåòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì. Òåõíèêà äîêàçàòåëüñòâà ñó-ùåñòâåííî óïðîùàåò òåõíèêó, èñïîëüçóåìóþ â [AHI05℄ è [CEMT09℄.


1Èññëåäîâàíèÿ ÷àñòè÷íî ïîääåðæàíû ãðàíòîì �ÔÔÈ 08-01-00640, ïðåçèäåíòñêèì ãðàíòîìïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë ÍØ-4392.2008.1, �îíäîì ñîäåéñòâèÿ îòå÷åñòâåííîé íàóêèè ãîñóäàðñòâåííûì êîíòðàêòîì ñ Ôåäåðàëüíûì àãåíñòâîì ïî îáðàçîâàíèþ.







Ï�ÅÏ�ÈÍÒÛÑàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî îòäåëåíèÿÌàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà èì. Â. À. Ñòåêëîâà�îññèéñêîé àêàäåìèè íàóêPREPRINTSof the St. Petersburg Department of Steklov Institute of Mathematis
�ËÀÂÍÛÉ �ÅÄÀÊÒÎ�Ñ. Â. Êèñëÿêîâ�ÅÄÊÎËËÅ�ÈßÂ. Ì. Áàáè÷, Í. À. Âàâèëîâ, À. Ì. Âåðøèê, Ì. À. Âñåìèðíîâ, À. È. �åíåðàëîâ,È. À. Èáðàãèìîâ, À. À. Èâàíîâ, Ë. Þ. Êîëîòèëèíà, Â. Í. Êóáëàíîâñêàÿ, �. Â. Êóçüìèíà,Ï. Ï. Êóëèø, Á. Á. Ëóðüå, Þ. Â. Ìàòèÿñåâè÷, Í. Þ. Íåöâåòàåâ, Ñ. È. �åïèí, �. À. Ñåðåãèí,Â. Í. Ñóäàêîâ, Î. Ì. Ôîìåíêî







1 ÂâåäåíèåÂ 2000-ì ãîäó Î. �îëäðåéõ ïðåäëîæèë êàíäèäàòà â îäíîñòîðîííèå �óíêöèè, îñíîâàííîãî íàãðà�àõ-ðàñøèðèòåëÿõ [Gol00℄. Ôóíêöèÿ èìååò n áèíàðíûõ âõîäîâ è n áèíàðíûõ âûõîäîâ. Êàæ-äûé âûõîä �óíêöèè çàâèñèò òîëüêî îò êàêèõ-òî d âõîäîâ è âû÷èñëÿåòñÿ ïî íèì ñ ïîìîùüþçàäàííîãî d-ìåñòíîãî ïðåäèêàòà. �îëäðåéõ ïðåäëàãàë èñïîëüçîâàòü ãðà�û ñî ñâîéñòâîì ðàñ-øèðåíèÿ â êà÷åñòâå ãðà�à çàâèñèìîñòåé è ñëó÷àéíûé d-ìåñòíûé ïðåäèêàò. Ôóíêöèÿ, ïðåä-ëîæåííàÿ �îëäðåéõîì, èìååò íåêîòîðîå ñõîäñòâî ñ ïñåâäî-ñëó÷àéíûì ãåíåðàòîðîì Íèñàíà-Âèãäåðñîíà [NW94℄.Îäíèì èç ïðàêòè÷åñêèõ ïîäõîäîâ ê îáðàùåíèþ îäíîñòîðîííèõ �óíêöèé ÿâëÿåòñÿ èñïîëü-çîâàíèå ñîâðåìåííûõ ïðîãðàìì, ðåøàþùèõ çàäà÷ó âûïîëíèìîñòè áóëåâîé �îðìóëû [MZ06℄.Ïðàêòè÷åñêè âñå ðåàëüíî èñïîëüçóåìûå àëãîðèòìû äëÿ çàäà÷è âûïîëíèìîñòè áóëåâîé �îðìó-ëû îñíîâàíû íà ìåòîäå ðàñùåïëåíèÿ (òàê íàçûâàåìûå DPLL (ïî èíèöèàëàì àâòîðîâ Äýâèñ,Ïóòíàì, Ëîãåìàí, Ëîâåëåíä) àëãîðèòìû [DP60, DLL62℄). Àëãîðèòì ðàñùåïëåíèÿ � ýòî ðå-êóðñèâíûé àëãîðèòì. Ïðè êàæäîì âûçîâå îí óïðîùàåò âõîäíóþ �îðìóëó F (íå âëèÿÿ íà ååâûïîëíèìîñòü), âûáèðàåò ïåðåìåííóþ v èç íåå è äåëàåò äâà ðåêóðñèâíûõ âûçîâà íà �îðìó-ëàõ F [v := 1℄ è F [v := 0℄ â íåêîòîðîì ïîðÿäêå. Îí îòâå÷àåò �Âûïîëíèìà�, åñëè ïî êðàéíåéìåðå îäèí ðåêóðñèâíûé âûçîâ îòâå÷àåò òî æå ñàìîå (çàìåòèì, ÷òî íåò íåîáõîäèìîñòè äåëàòüâòîðîé âûçîâ, åñëè ïåðâûé áûë óäà÷íûé). �åêóðñèÿ ïðîäîëæàåòñÿ, ïîêà �îðìóëà íå ñòàíåòòðèâèàëüíîé.Àëãîðèòì ðàñùåïëåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâèëàìè óïðîùåíèÿ è äâóìÿ ýâðèñòèêàìè: ýâðè-ñòèêà A âûáèðàåò ïåðåìåííóþ, à ýâðèñòèêà B âûáèðàåò, êàêîå çíà÷åíèå ïåðåìåííîé áóäåòïðîâåðåíî ðàíüøå.Äëÿ íåâûïîëíèìûõ �îðìóë íèæíèå îöåíêè íà âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìîâ ðàñùåïëåíèÿñëåäóþò èç íèæíèõ îöåíîê íà ðàçìåð ðåçîëþöèîííûõ äîêàçàòåëüñòâ [Öåé68℄. Íåâûïîëíè-ìûå �îðìóëû, îñíîâàííûå íà ïñåâäîñëó÷àéíûõ ãåíåðàòîðàõ Íèñàíà-Âèãäåðñîíà, èñïîëüçó-þòñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íèæíèõ îöåíîê â ðàçëè÷íûõ ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ñèñòåìàõ äîêàçà-òåëüñòâ [ABSRW00℄. Íî �îðìóëû, ïîëó÷àþùèåñÿ èç çàäà÷ îáðàùåíèÿ îäíîñòîðîííèõ �óíêöèéîáû÷íî ÿâëÿþòñÿ âûïîëíèìûìè. Âïîëíå âîçìîæíî, ÷òî ðàñùåïëÿþùèå àëãîðèòìû áûñòðî ðà-áîòàþò íà âûïîëíèìûõ �îðìóëàõ. Åñëè íèêàê íå îãðàíè÷èâàòü ýâðèñòèêè, òî äîêàçàòåëüñòâîýêñïîíåíöèàëüíîé íèæíåé îöåíêè íà âðåìÿ ðàáîòû ðàñùåïëÿþùèõ àëãîðèòìîâ íà âûïîëíè-ìûõ �îðìóëàõ îçíà÷àëî áû, ÷òî P 6= NP (èíà÷å ýâðèñòèêà B ìîãëà áû çà ïîëèíîìèàëüíîåâðåìÿ âû÷èñëèòü ïðàâèëüíîå çíà÷åíèå äëÿ ïåðåìåííîé).Â ðàáîòå [AHI05℄ áûëè ïîëó÷åíû áåçóñëîâíûå ýêñïîíåíöèàëüíûå íèæíèå îöåíêè íà âðåìÿðàáîòû äâóõ êëàññîâ ðàñùåïëÿþùèõ àëãîðèòìîâ íà âûïîëíèìûõ �îðìóëàõ. Ïåðâûé êëàññ àë-ãîðèòìîâ � ýòî áëèçîðóêèå àëãîðèòìû. Ýâðèñòèêè â òàêèõ àëãîðèòìàõ îãðàíè÷åíû òåì, ÷òîîíè ìîãóò ïðî÷èòàòü ëèøü ìàëåíüêóþ ÷àñòü �îðìóëû òî÷íî, à îñòàëüíóþ �îðìóëó îíè âèäÿòëèøü ñõåìàòè÷íî (íàïðèìåð, êàê ýòî ñ�îðìóëèðîâàíî â [AHI05℄ íå âèäÿò çíàêîâ îòðèöàíèÿ, íîèìåþò äîñòóï ê ÷èñëó âõîæäåíèé ïåðåìåííîé ñ ïîëîæèòåëüíûì è îòðèöàòåëüíûì çíàêàìè).Äëÿ áëèçîðóêèõ àëãîðèòìîâ áûëà ïîëó÷åíà ýêñïîíåíöèàëüíàÿ íèæíÿÿ îöåíêà äëÿ �îðìóë, êî-äèðóþùèõ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, â êîòîðûõ ìàòðèöà îáëàäàåò ñâîéñòâîì ðàñøèðåíèÿ.Íà ñàìîì äåëå, òàêèå �îðìóëû êîäèðóþò �óíêöèþ �îëäðåéõà â ñëó÷àå ëèíåéíîãî ïðåäèêàòà.Âòîðîé êëàññ àëãîðèòìîâ ðàñùåïëåíèÿ, êîòîðûå ðàññìàòðèâàëèñü â [AHI05℄ � ýòî ¾ïüÿíûå¿àëãîðèòìû. Â òàêèõ àëãîðèòìàõ ýâðèñòèêà âûáîðà ïåðåìåííîé íè÷åì íå îãðàíè÷åíà è ìîæåòáûòü äàæå íåâû÷èñëèìîé, à ýâðèñòèêà âûáîðà çíà÷åíèÿ, êîòîðîå áóäåò ïîäñòàâëåíî ïåðâûìîãðàíè÷åíî äîñòàòî÷íî ñèëüíî: çíà÷åíèå âûáèðàåòñÿ ðàâíîâåðîÿòíî ñëó÷àéíûì îáðàçîì. Äëÿ¾ïüÿíûõ¿ àëãîðèòìîâ íèæíÿÿ îöåíêà áûëà ïîñòðîåíà äëÿ èñêóññòâåííûõ �îðìóë, êîòîðûå3







ñòðîÿòñÿ íà îñíîâå òðóäíûõ íåâûïîëíèìûõ �îðìóë.Ôóíêöèè �îëäðåéõà, îñíîâàííûå íà ëèíåéíîì ïðåäèêàòå, íå î÷åíü èíòåðåñíûå, ïîñêîëüêóèõ ý��åêòèâíî ìîæíî îáðàòèòü ñ ïîìîùüþ ìåòîäà �àóññà. Â ðàáîòå [CEMT09℄ áûëà îáîáùåíàòåõíèêà, ðàçðàáîòàííàÿ â [AHI05℄ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íèæíåé îöåíêè äëÿ áëèçîðóêèõ àëãîðèò-ìîâ, íà íåëèíåéíûå ïðåäèêàòû. Â ÷àñòíîñòè â [CEMT09℄ äîêàçàíà ýêñïîíåíöèàëüíàÿ íèæíÿÿîöåíêà íà ñðåäíåå (ïî âõîäàì �óíêöèè) âðåìÿ îáðàùåíèÿ �óíêöèè �îëäðåéõà ñ ïðåäèêàòîìx1 � x2 � � � � � xd�2 � xd�1xd áëèçîðóêèìè àëãîðèòìàìè. Òàê æå â [CEMT09℄ áûë ïðîèçâåäåíïðàêòè÷åñêèé àíàëèç âðåìåíè ðàáîòû ñîâðåìåííûõ ïðîãðàìì äëÿ çàäà÷è âûïîëíèìîñòè áóëå-âîé �îðìóëû, êîòîðûå îáðàùàëè �óíêöèþ �îëäðåéõà ñ ýòèì ïðåäèêàòîì, áûëî ïîêàçàíî, ÷òîýòè �îðìóëû òðóäíû äëÿ ïðîãðàìì MiniSAT 2.0 [EB05, ES03℄.Â ðàáîòå [CEMT09℄ âîïðîñ î ýêñïîíåíöèàëüíûõ íèæíèõ îöåíêàõ íà âðåìÿ îáðàùåíèÿ �óíê-öèé �îëäðåéõà ¾ïüÿíûìè¿ àëãîðèòìàìè îñòàâëåí îòêðûòûì. Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà îòâå÷àåò íàýòîò âîïðîñ. Â ÷àñòíîñòè, ìû äîêàçûâàåì, ÷òî äëÿ ñëó÷àéíîãî ãðà�à ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþñðåäíåå âðåìÿ ðàáîòû ¾ïüÿíîãî¿ àëãîðèòìà íà �îðìóëå, ñîîòâåòñòâóþùåé �óíêöèè �îëäðåé-õà, îñíîâàííîé íà ïðåäèêàòå x1 � � � � � xd�k � Q(xd�k+1; : : : ; xd), ýêñïîíåíöèàëüíî, ãäå Q �ïðîèçâîëüíûé k-ìåñòíûé ïðåäèêàò, k + 1 < d4 , d äîñòàòî÷íî áîëüøàÿ êîíñòàíòà.Ïëàí äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùèé: ñíà÷àëà ìû äîêàçûâàåì íèæíþþ îöåíêó äëÿ íåâûïîë-íèìûõ �îðìóë, ïîëüçóÿñü òåõíèêîé èç [BSW01℄, çàòåì ïîêàçûâàåì, ÷òî ìîæíî ââåñòè íåêî-òîðóþ íàäñòðîéêó íàä ¾ïüÿíûìè¿ àëãîðèòìàìè, êîòîðàÿ ëèøü óìåíüøàåò âðåìÿ ðàáîòû, íîãàðàíòèðóåò, ÷òî â òå÷åíèè íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà ïåðâûõ øàãîâ àëãîðèòì íå îáíàðóæèò íåâû-ïîëíèìîãî äèçúþíêòà. Äàëåå ìû ïîêàæåì, ÷òî ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ ÷èñëî âûïîëíÿþùèõíàáîðîâ ó �óíêöèè �îëäðåéõà ìàëåíüêîå, è ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ â ðåçóëüòàòå ðàáîòû íàä-ñòðîéêè îêàæåòñÿ íåâûïîëíèìàÿ �îðìóëà, è ìîæíî áóäåò ïðèìåíèòü íèæíþþ îöåíêó äëÿíåâûïîëíèìûõ �îðìóë.Îáùèé ïëàí äîêàçàòåëüñòâà ñîâïàäàåò ñ ïëàíîì, êîòîðûé áûë èñïîëüçîâàí â [AHI05℄ è[CEMT09℄, íî ïîëó÷èâøååñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâåííî ïðîùå, ÷åì â óïîìÿíóòûõ âûøå ñòà-òüÿõ.2 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿÏðîïîçèöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé ìû íàçûâàåì ïåðåìåííóþ, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò îäíî èç äâóõçíà÷åíèé 0 èëè 1. Ëèòåðàëîì íàçûâàåòñÿ ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ èëè åå îòðèöàíèå.Äèçúþíêòîì íàçûâàåòñÿ äèçúþíêöèÿ ëèòåðàëîâ. Ôîðìóëîé â êîíúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé�îðìå (ÊÍÔ) íàçûâàåòñÿ êîíúþíêöèÿ íåñêîëüêèõ äèçúþíêòîâ. Ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ �îð-ìóëîé â k-ÊÍÔ, åñëè â êàæäûé åå äèçúþíêò âõîäèò íå áîëåå k ëèòåðàëîâ. Ôîðìóëà íàçûâà-åòñÿ âûïîëíèìîé, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîäñòàíîâêà åå ïåðåìåííûì, ïðè êîòîðîé çíà÷åíèå�îðìóëû ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì 1 (òàêóþ ïîäñòàíîâêó ïåðåìåííûõ ìû íàçûâàåì âûïîëíÿþùèìíàáîðîì).Ìíîæåñòâî âñåõ �óíêöèé èç f0; 1gn â f0; 1gn áóäåì îáîçíà÷àòü Fn. Äëÿ êàæäîé �óíêöèèf 2 Fn è êàæäîé ñòðîêè b 2 f0; 1g ðàâåíñòâî f(x) = b ìîæíî çàïèñàòü â âèäå �îðìóëû â ÊÍÔñ ïðîïîçèöèîíàëüíûìè ïåðåìåííûìè x1; : : : ; xn. Áóäåì îáîçíà÷àòü òàêóþ �îðìóëó �f(x)=b.Âî âñåé ðàáîòå G(V;E) � ýòî äâóäîëüíûé ãðà�, â êîòîðîì ìîãóò áûòü êðàòíûå ðåáðà.Âåðøèíû ãðà�à G ðàçáèòû íà äâå äîëè: X = fx1; x2; : : : ; xng è Y = fy1; y2; : : : ; yng, ÷èñëîâåðøèí â êàæäîé äîëå ðàâíÿåòñÿ n. Âåðøèíû X ìû áóäåì íàçûâàòü âõîäàìè, à âåðøèíû Y �âûõîäàìè. Êàæäàÿ âåðøèíà èç Y èìååò ñòåïåíü d.4







Ïðåäëîæåíèå 2.1 (îöåíêà ×åðíîâà-Õîå�äèíãà). Äëÿ íåçàâèñèìûõ è îäèíàêîâî ðàñïðå-äåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X1;X2; : : : ;XN , òàêèõ ÷òî Xi 2 [0; 1℄ è E[Xi℄ = �, âûïîëíÿåòñÿPrfjPNi=1XiN � �j � �g � 2e�2�2n.2.1 Ôóíêöèÿ �îëäðåéõà�îëäðåéõ â [Gol00℄ ïîñòðîèë �óíêöèþ g : f0; 1gn ! f0; 1gn, çàäàííóþ ñ ïîìîùüþ äâóäîëüíîãîãðà�à G(V;E) è ïðåäèêàòà P : f0; 1gd ! f0; 1g. Êàæäàÿ ñòðîêà èç f0; 1gn çàäàåò íåêîòîðîåçíà÷åíèå íà âõîäàõ fx1; x2; : : : ; xng, çíà÷åíèå (g(x))j (j-é ñèìâîë ñòðîêè g(x)) ðàññ÷èòûâàåòñÿñëåäóþùèì îáðàçîì: â âåðøèíó yj âõîäÿò ðåáðà èç âåðøèí xj1 ; xj2 ; : : : ; xjd , òîãäà (g(x))j =P (xj1 ; xj2 ; : : : ; xjd). Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî â êàæäîé âåðøèíå ìíîæåñòâà Y çàäàí íåêîòîðûé ïîðÿäîêíà âõîäÿùèõ ðåáðàõ.�îëäðåéõ ïðåäëàãàë èñïîëüçîâàòü ñëó÷àéíûé ïðåäèêàò è ãðà�û ñî ñâîéñòâîì ðàñøèðåíèÿ.Çàäà÷ó îáðàùåíèÿ �óíêöèè g íà ñòðîêå b (ò.å., óðàâíåíèå g(x) = b) ìîæíî çàïèñàòü ââèäå �îðìóëû �g(x)=b â d-ÊÍÔ: êàæäîå ðàâåíñòâî P (xj1 ; xj2 ; : : : ; xjd) = bj çàïèñûâàåì �îð-ìóëîé â d-ÊÍÔ, ñîñòîÿùåé èç íå áîëåå, ÷åì 2d äèçúþíêòîâ. Äëÿ ìíîæåñòâà âåðøèí A � Yáóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç �Ag(x)=b, ïîä�îðìóëó �g(x)=b, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç äèçúþíêòîâ, êîòîðûåñîîòâåòñòâóþò âåðøèíàì èç ìíîæåñòâà A.2.2 �ðà�û-ðàñøèðèòåëèÏóñòü G � ýòî äâóäîëüíûé ãðà�, âåðøèíû êîòîðîãî ðàçáèòû íà äâå äîëè X = fx1; x2; : : : ; xngè Y = fy1; y2; : : : ; yng. Äëÿ A � Y îáîçíà÷èì ÷åðåç �(A) (ìíîæåñòâî ñîñåäåé A) ìíîæåñòâîâåðøèí èç X, ñîåäèíåííûõ êàê ìèíèìóì ñ îäíîé âåðøèíîé èç A, à ÷åðåç Æ(A) (ãðàíèöà A)ìíîæåñòâî âåðøèí èç X, êîòîðûå ñîåäèíåíû ðîâíî ñ îäíîé âåðøèíîé èç A îäíèì ðåáðîì.Îïðåäåëåíèå 2.1. �ðà� G íàçûâàåòñÿ (r; d; )-ðàñøèðèòåëåì, åñëè� Còåïåíè âñåõ âåðøèí èç ìíîæåñòâà Y ðàâíÿþòñÿ d� Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A � Y; jAj � r âûïîëíÿåòñÿ �(A) � jAj�ðà� G íàçûâàåòñÿ (r; d; )-ãðàíè÷íûì ðàñøèðèòåëåì, åñëè âòîðîå óñëîâèå �îðìóëèðóåòñÿòàê:� Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A � Y; jAj � r âûïîëíÿåòñÿ Æ(A) � jAjËåììà 2.1 ([AHI05℄, ëåììà 1). Êàæäûé (r; d; )-ðàñøèðèòåëü ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íûì (r; d; 2�d)-ðàñøèðèòåëåì.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A � Y , jAj � r, òîãäà j�(A)j � jAj. Ìíîæåñòâî ðåáåð ìåæäó A è�(A) ìîæíî îöåíèòü òàê: djAj � jÆ(A)j+2j�(A) n Æ(A)j = 2j�(A)j � jÆ(A)j � 2jAj � Æ(A). Èíà÷åÆ(A) � (2� d)jAj.Ëåììà 2.2 ([HLW06℄, ëåììà 1.9). Ïðè d � 32, äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ñ âåðîÿòíîñòüþ0:9 ñëó÷àéíûé äâóäîëüíûé d-ðåãóëÿðíûé ãðà�, â êîòîðîì â äîëÿõ X è Y ïî n âåðøèí è äëÿêàæäîé âåðøèíû èç Y âûáèðàþòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì ðàâíîâåðîÿòíî íåçàâèñèìî d ðåáåð(ïîâòîðåíèÿ ðàçðåøàþòñÿ), ÿâëÿåòñÿ ( n10d ; d; 58d)-ðàñøèðèòåëåì.Ñëåäñòâèå 2.1. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû ýòîò ãðà� ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íûì ( n10d ; d; 14d)-ðàñøèðèòåëåì.Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç ëåììû 2.1. 5







2.3 Àëãîðèòìû ðàñùåïëåíèÿÏóñòü f 2 Fn � íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ. Çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ f�1(b) ýêâèâàëåíòíà íàõîæäåíèþâûïîëíÿþùåãî íàáîðà �îðìóëû �f(x)=b.Ìû ðàññìîòðèì øèðîêèé êëàññ àëãîðèòìîâ ïîèñêà âûïîëíÿþùåãî íàáîðà � àëãîðèò-ìû, îñíîâàííûå íà ðàñùåïëåíèè. Àëãîðèòì ðàñùåïëåíèÿ ïàðàìåòðèçîâàí äâóìÿ ýâðèñòèêàìè(ïðîöåäóðàìè):� Ïðîöåäóðà A, êîòîðàÿ ïî �îðìóëå â ÊÍÔ âûäàåò åå ïåðåìåííóþ. Ýòî ïåðåìåííàÿ, ïîêîòîðîé áóäåò ïðîâîäèòüñÿ ðàñùåïëåíèå.� Ïðîöåäóðà B, êîòîðàÿ ïî �îðìóëå â ÊÍÔ è åå ïåðåìåííîé âûäàåò çíà÷åíèå èç f0; 1g.Ýòî çíà÷åíèå, êîòîðîå áóäåò ïîäñòàâëÿòüñÿ ïðè ðàñùåïëåíèè ïåðâûì.Àëãîðèòì ìîæåò òàêæå èñïîëüçîâàòü íåêîòîðûå ñèíòàêñè÷åñêèå ïðàâèëà óïðîùåíèÿ, òàêèåïðàâèëà ìîãóò çàìåíÿòü �îðìóëó íà ýêâèâàëåíòíóþ åé è äåëàòü ïîäñòàíîâêè çíà÷åíèé ååïåðåìåííûì, åñëè èõ çíà÷åíèå ñåìàíòè÷åñêè ñëåäóåò èç âûïîëíèìîñòè �îðìóëû.Àëãîðèòì ðàñùåïëåíèÿ � ýòî ðåêóðñèâíûé àëãîðèòì, êîòîðûé ïîëó÷àåò íà âõîä �îðìóëó' è ÷àñòè÷íóþ ïîäñòàíîâêó �Àëãîðèòì 2.1. Âõîä: �îðìóëà ' è ïîäñòàíîâêà �� Óïðîñòèòü ' ñ ïîìîùüþ ïðàâèë óïðîùåíèÿ (ñ÷èòàåì, ÷òî ïðàâèëà óïðîùåíèÿ ìåíÿþò 'è �, ïðè÷åì âñå ïåðåìåííûå, ïîäñòàâëåííûå ïîäñòàíîâêîé � óäàëÿþòñÿ èç �îðìóëû ').� Åñëè �îðìóëà ñòàëà ïóñòîé (ò.å., âñå åå äèçúþíêòû âûïîëíåíû ïîäñòàíîâêîé �), òî âû-äàòü �. Åñëè �îðìóëà ñîäåðæèò ïóñòîé äèçúþíêò (çàâåäîìî íåâûïîëíåííûé), òî âûäàòü��îðìóëà íåâûïîëíèìà�.� xj := A(')�  := B('; xj)� Çàïóñòèòü àëãîðèòì ðåêóðñèâíî íà ('[xj := ℄; � [ fxj := g), åñëè àëãîðèòì âûäàë ïîä-ñòàíîâêó, òî âûäàòü åå, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå çàïóñòèòü íà ('[xj := 1� ℄; �[fxj := 1� g),åñëè áûëà íàïå÷àòàíà ïîäñòàíîâêà, òî âûäàòü åå, èíà÷å âûäàòü ��îðìóëà íåâûïîëíèìà�.Îïðåäåëåíèå 2.2. ¾Ïüÿíûå¿ àëãîðèòìû [AHI05℄ � ýòî òàêèå àëãîðèòìû ðàñùåïëåíèÿ, â êî-òîðûõ ýâðèñòèêà A ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîé (äàæå íåâû÷èñëèìîé), à ýâðèñòèêà B âûáèðàåòçíà÷åíèå ïåðåìåííîé ðàâíîâåðîÿòíî ñëó÷àéíûì îáðàçîì. Ïðàâèëà óïðîùåíèÿ:� Ïðàâèëî óäàëåíèÿ åäèíè÷íîãî äèçúþíêòà: åñëè �îðìóëà ñîäåðæèò äèçúþíêò, â êîòîðîìðîâíî îäèí ëèòåðàë, òî ñäåëàòü òàêóþ ïîäñòàíîâêó ýòîìó ëèòåðàëó, ÷òîáû âûïîëíèòüýòîò äèçúþíêò.� Ïðàâèëî ÷èñòûõ ëèòåðàëîâ: åñëè �îðìóëà ñîäåðæèò ëèòåðàëû, êîòîðûå âõîäÿò òîëüêîñ ïîëîæèòåëüíûì çíàêîì, òî ïîäñòàâèòü ýòèì ëèòåðàëàì çíà÷åíèå 1.Â ðàçäåëå 3 ìû ïîêàæåì, ÷òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ¾ïüÿíûé¿ àëãîðèòì íå èñïîëüçóåò ïå-ðå÷èñëåííûå âûøå ïðàâèëà óïðîùåíèÿ, èõ èñïîëüçîâàíèå âñåãäà ìîæíî çàìåíèòü ðàçóìíûìâûáîðîì ïåðåìåííîé, ïî êîòîðîé ðàñùåïëÿòüñÿ.Âðåìåíåì ðàáîòû àëãîðèòìà ðàñùåïëåíèÿ áóäåì ñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî ðåêóðñèâíûõ âûçî-âîâ. 6







3 ×òî ìîæíî ý��åêòèâíî ðåøàòü ¾ïüÿíûìè¿ àëãîðèòìàìè?Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïîêàæåì, ÷òî ¾ïüÿíûå¿ àëãîðèòìû ìîãóò íå èñïîëüçîâàòü ïðàâèëà óäàëå-íèÿ åäèíè÷íîãî äèçúþíêòà è ïðàâèëî ÷èñòûõ ëèòåðàëîâ, ïðè ýòîì âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìîâóâåëè÷èòñÿ íå ñèëüíî. Çàòåì ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ¾ïüÿíûé¿ àëãîðèòì, ðåøàþùèé âûïîë-íèìûå öåéòèíñêèå �îðìóëû çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.Ïðåäëîæåíèå 3.2. Äëÿ ëþáîãî ¾ïüÿíîãî¿ àëãîðèòìà A ñóùåñòâóåò äðóãîé ¾ïüÿíûé¿ àë-ãîðèòì B, êîòîðûé íå èñïîëüçóåò ïðàâèëî óäàëåíèÿ åäèíè÷íûõ äèçúþíêòîâ è âðåìÿ ðàáîòûêîòîðîãî íà ëþáîì âõîäå ðàçâå ÷òî â n ðàç áîëüøå, ãäå n � ýòî ÷èñëî ïåðåìåííûõ â �îðìóëå.Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê òîëüêî â �îðìóëå îáðàçîâàëñÿ åäèíè÷íûé äèçúþíêò, àëãîðèòìó B ñëå-äóåò ïðîèçâåñòè ðàñùåïëåíèå ïî ïåðåìåííîé èç ýòîãî äèçúþíêòà. Îäíà èç âåòâåé ðàñùåïëåíèÿñðàçó æå ïðèâåäåò ê íåâûïîëíèìîé �îðìóëå, à äðóãàÿ âåòâü áóäåò òî÷íî òàêîé æå, êàê è ïðèïðèìåíåíèè ïðàâèëà åäèíè÷íîãî äèçúþíêòà.Ïðåäëîæåíèå 3.3. Äëÿ ëþáîãî ¾ïüÿíîãî¿ àëãîðèòìà A ñóùåñòâóåò äðóãîé ¾ïüÿíûé¿ àë-ãîðèòì C, êîòîðûé íå èñïîëüçóåò íè ïðàâèëî óäàëåíèÿ åäèíè÷íûõ äèçúþíêòîâ, íè ïðàâèëî÷èñòûõ ëèòåðàëîâ, âðåìÿ ðàáîòû êîòîðîãî íà ëþáîì âõîäå ðàçâå ÷òî â n2 ðàç áîëüøå, ãäå n �ýòî ÷èñëî ïåðåìåííûõ â �îðìóëå.Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ïðèìåíåíèå ïðàâèëà ÷èñòûõ ëèòåðàëîâ ñîîòâåòñòâóåò âû÷åð-êèâàíèþ íåêîòîðûõ äèçúþíêòîâ èç �îðìóëû. Ïîýòîìó íà íåâûïîëíèìûõ �îðìóëàõ ïðàâèëî÷èñòûõ ëèòåðàëîâ ìîæíî ïðîñòî íå ïðèìåíÿòü (äèçúþíêòû èç �îðìóëû íå âû÷åðêèâàòü, àïðîñòî ñ÷èòàòü, ÷òî èõ íåò). Íà âûïîëíèìûõ �îðìóëàõ âîçíèêàåò äîïîëíèòåëüíàÿ ïðîáëå-ìà: â èòîãå ìîæåò îêàçàòüñÿ âûïîëíèìàÿ �îðìóëà, êîòîðàÿ ïîëíîñòüþ óïðîùàåòñÿ ñ ïîìî-ùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ ïðàâèë ÷èñòûõ ëèòåðàëîâ. �àññìîòðèì �îðìóëó, êîòîðàÿóïðîùàåòñÿ äî ïóñòîé (ò.å. âûïîëíèìîé) �îðìóëû ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïðèìåíåíèé ïðàâèë÷èñòûõ ëèòåðàëîâ. Ïóñòü ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëèòåðàëîâ l1; l2; : : : ; lt, ãäå ïðèìåíåíèå ïðà-âèëà ÷èñòûõ ëèòåðàëîâ â óêàçàííîì ïîðÿäêå ê ëèòåðàëó li óäàëÿåò èç �îðìóëû ìíîæåñòâîäèçúþíêòîâ Ci. Ïóñòü m � ýòî ÷èñëî ïåðåìåííûõ â òåêóùåé �îðìóëå. Èíäóêöèåé ïî t +mïîêàæåì, ÷òî ìîæíî èçáàâèòüñÿ îò ïðèìåíåíèÿ ïðàâèë ÷èñòûõ ëèòåðàëîâ. Áàçà èíäóêöèèm + t = 0. Èíäóêöèîííûé ïåðåõîä. �àññìîòðèì íåïóñòîå ìíîæåñòâî äèçúþíêòîâ Ct. ÏóñòüX � ýòî ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ, âõîäÿùèõ â äèçúþíêòû Ct, îòëè÷íûå îò ïåðåìåííûõ ëè-òåðàëà lt. �àññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ: â ïåðâîì ñëó÷àå X = ;, òîãäà âñå äèçúþíêòû Ct � ýòîåäèíè÷íûå äèçúþíêòû ñ ëèòåðàëîì lt, òîãäà ê �îðìóëå ìîæíî ïðèìåíèòü ïðàâèëî óäàëåíèÿåäèíè÷íîãî äèçúþíêòà è �îðìóëà áóäåò óïðîùàòüñÿ ñ ïîìîùüþ t� 1 ïðàâèëà ÷èñòûõ ëèòåðà-ëîâ, çíà÷èò ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ èíäóêöèîííûì ïðåäïîëîæåíèåì. Âî âòîðîì ñëó÷àå X 6= ;,òîãäà ñäåëàåì ïîäñòàíîâêó ïåðåìåííîé èç ìíîæåñòâà X (çàìåòèì, ÷òî ïåðåìåííûå ìíîæåñòâàX íå ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ ñ ïåðåìåííûìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè ëèòåðàëàì l1; l2; : : : ; lt). Ïîñëåòàêîé ïîäñòàíîâêè �îðìóëà âñå ðàâíî óïðîùàåòñÿ ïðèìåíåíèåì t ïðàâèë ÷èñòûõ ëèòåðàëîâ,íî ÷èñëî âõîäÿùèõ â íåå ïåðåìåííûõ íà 1 ìåíüøå, ò.å. ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ èíäóêöèîííûìïðåäïîëîæåíèåì.Òàêèì îáðàçîì, ìû èçáàâèëèñü îò ïðèìåíåíèÿ ïðàâèë ÷èñòûõ ëèòåðàëîâ, ñäåëàâ ìàêñèìóìn ïîäñòàíîâîê â êàæäîé �îðìóëå, â êîòîðîé âûïîëíÿþùèé íàáîð áûë íàéäåí ïî ñðåäñòâàìïðèìåíåíèÿ ïðàâèë ÷èñòûõ ëèòåðàëîâ. Îñòàëîñü èçáàâèòüñÿ îò ïðèìåíåíèé ïðàâèë óäàëåíèÿåäèíè÷íûõ äèçúþíêòîâ ïî ïðåäëîæåíèþ 3.2.Äàëåå ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ¾ïüÿíûå¿ àëãîðèòìû íå èñïîëüçóþò ïðàâèëà óïðîùåíèÿ, àïðè íåîáõîäèìîñòè ìîäåëèðóþò èõ. 7







Ïîêàæåì, ÷òî ¾ïüÿíûå¿ àëãîðèòìû áûñòðî ðåøàþò âûïîëíèìûå öåéòèíñêèå �îðìóëû.Öåéòèíñêàÿ �îðìóëà ñòðîèòüñÿ ïî ïðîñòîìó ñâÿçíîìó íåîðèåíòèðîâàííîìó ãðà�ó H(V;E),ñòåïåíü êîòîðîãî îãðàíè÷åíà êîíñòàíòîé d, êàæäîìó ðåáðó e 2 E ñîîòâåòñòâóåò ïåðåìåííàÿpe, åñòü �óíêöèÿ f : V ! f0; 1g, äëÿ êàæäîé âåðøèíû v 2 E çàïèñûâàåòñÿ �îðìóëà â ÊÍÔ,êîäèðóþùàÿ Lu2V :(u;v)2E p(u;v) = f(v) (� èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ñóììû ïî ìîäóëþ 2).Êîíúþíêöèÿ ýòèõ �îðìóë íàçûâàåòñÿ öåéòèíñêîé �îðìóëîé. Åñëè Lv2v = 1, òî öåéòèíñêàÿ�îðìóëà íåâûïîëíèìà. Äåéñòâèòåëüíî, äîñòàòî÷íî ïðîñóììèðîâàòü (ïî ìîäóëþ äâà) âñå ðà-âåíñòâà, êîòîðûå çàïèñàíû â âåðøèíàõ è ïîëó÷èòñÿ 0 = 1, ïîñêîëüêó êàæäàÿ ïåðåìåííàÿáóäåò âñòðå÷àòüñÿ ðîâíî äâà ðàçà. Åñëè Lv2v = 0, òî öåéòèíñêàÿ �îðìóëà âûïîëíèìà: ïðèñâîìâñåì ïåðåìåííûì çíà÷åíèÿ 0, ðàâåíñòâà íå áóäóò âûïîëíÿòüñÿ â ÷åòíîì ÷èñëå âåðøèí. �àñ-ñìîòðèì äâå âåðøèíû, â êîòîðûõ íå âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà, è çàìåíèì çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõíà ïðîòèâîïîëîæíûå âäîëü ïóòè ìåæäó ýòèìè äâóìÿ âåðøèíàìè. Çàìåòèì, ÷òî ïîñëå òàêîéîïåðàöèè ÷èñëî âåðøèí, â êîòîðûõ íå âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî, óìåíüøèòñÿ íà 2. Îñòàëîñü ïî-âòîðèòü ýòó îïåðàöèþ, ïîêà ðàâåíñòâî íå íà÷íåò âûïîëíÿòüñÿ âî âñåõ âåðøèíàõ. Äëÿ ãðà�îâñî ñâîéñòâîì ðàñøèðåíèÿ àëãîðèòìû ðàñùåïëåíèÿ ðàáîòàþò íà íåâûïîëíèìûõ öåéòèíñêèõ�îðìóëàõ ýêñïîíåíöèàëüíîå âðåìÿ [Öåé68, Urq87℄ (�îðìàëüíî ýòî ñëåäóåò èç íèæíåé îöåíêèíà ðàçìåð ðåçîëþöèîííûõ äîêàçàòåëüñòâ).Âûïîëíèìûå öåéòèíñêèå �îðìóëû ìîãóò áûòü áûñòðî ðåøåíû ¾ïüÿíûìè¿ àëãîðèòìàìèñëåäóþùèì îáðàçîì: áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîäñòàíîâêà ïåðåìåííîé â �îðìóëó óäàëÿåò èç ãðà�àñîîòâåòñòâóþùåå ðåáðî. Ïîêà â ãðà�å åñòü öèêëû, ¾ïüÿíûé¿ àëãîðèòì áóäåò âûáèðàòü äëÿðàñùåïëåíèÿ ðåáðî èç öèêëà. Çàìåòèì, ÷òî ïîñëå êàæäîé òàêîé ïîäñòàíîâêè òåêóùàÿ �îð-ìóëà îñòàåòñÿ âûïîëíèìîé öåéòèíñêîé (ïðè ïîäñòàíîâêè 0 �óíêöèþ f ìåíÿòü íå íàäî, à ïðèïîäñòàíîâêå 1 �óíêöèþ f íóæíî ïîìåíÿòü â äâóõ òî÷êàõ). Åñëè ãðà� ñòàë äåðåâîì, òî îí ñî-äåðæèò âèñÿ÷óþ âåðøèíó (âåðøèíó ñòåïåíè 1), à �îðìóëà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ âèñÿ÷åé âåðøèíå,îáðàçóåò åäèíè÷íûé äèçúþíêò. Äàëüøå �îðìóëà ðåøàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïðèìåíåíèéïðàâèëà óäàëåíèÿ åäèíè÷íîãî äèçúþíêòà (îò êîòîðûõ ìîæíî èçáàâèòüñÿ ïî ïðåäëîæåíèþ 3.2).4 Ïîâåäåíèå ¾ïüÿíûõ¿ àëãîðèòìîâ íà íåâûïîëíèìûõ �îðìóëàõÏîâåäåíèå àëãîðèòìîâ ðàñùåïëåíèÿ íà íåâûïîëíèìûõ �îðìóëàõ òåñíî ñâÿçàíî ñ ðåçîëþöè-îííîé ñèñòåìîé äîêàçàòåëüñòâ. �åçîëþöèîííàÿ ñèñòåìà äîêàçàòåëüñòâ ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ äî-êàçàòåëüñòâà íåâûïîëíèìîñòè �îðìóëû â ÊÍÔ. Äîêàçàòåëüñòâîì íåâûïîëíèìîñòè �îðìóëû' â ðåçîëþöèîííîé ñèñòåìå ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äèçúþíêòîâ, çàêàí÷èâàþùàÿñÿ ïó-ñòûì äèçúþíêòîì, êàæäûé äèçúþíêò ÿâëÿåòñÿ ëèáî äèçúþíêòîì �îðìóëû ', ëèáî ïîëó÷àåòñÿèç ïðåäûäóùèõ ïî ïðàâèëó ðåçîëþöèè. Ïðàâèëî ðåçîëþöèè ïîçâîëÿåò èç ïàðû äèçúþíêòîâ(l1_ l2_� � �_ ln) è (l01_ l02_� � �_ l0m), ãäå l0m = :ln âûâåñòè äèçúþíêò (l1_� � �_ ln�1_ l01_� � �_ l0m�1).Äîêàçàòåëüñòâî íàçûâàåòñÿ äðåâîâèäíûì, åñëè êàæäûé âûâåäåííûé äèçúþíêò èñïîëüçóåòñÿêàê ïîñûëêà ïðàâèëà íå áîëåå îäíîãî ðàçà.Ïî ðàáîòå ëþáîãî ¾ïüÿíîãî¿ àëãîðèòìà íà íåâûïîëíèìîé �îðìóëå ìîæíî ïîñòðîèòü äåðåâîðàñùåïëåíèÿ. Âåðøèíû äåðåâà ïîìå÷åíû ïåðåìåííûìè, ïî êîòîðîé ïðîèçâîäèòñÿ ðàñùåïëåíèåâ ýòîé âåðøèíå, èç êàæäîé âåðøèíû (êðîìå ëèñòüåâ) èñõîäèò äâà ðåáðà, îäíî èç íèõ ïîìå÷åíîçíà÷åíèåì 0, äðóãîå çíà÷åíèåì 1. Â êàæäîì èç ëèñòüåâ îïðîâåðãàåòñÿ êàê ìèíèìóì îäèí èçäèçúþíêòîâ èñõîäíîé �îðìóëû. �àçìåð äåðåâà ðàñùåïëåíèé � ýòî âðåìÿ ðàáîòû ¾ïüÿíîãî¿àëãîðèòìà. Èíäóêöèåé ïî ðàçìåðó äåðåâà ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ó íåâûïîëíèìîé �îðìó-ëû ' åñòü äåðåâî ðàñùåïëåíèé ðàçìåðà k, òî ìîæíî ïîñòðîèòü äðåâîâèäíîå ðåçîëþöèîííîå8







äîêàçàòåëüñòâî ' ðàçìåðà k. Áàçà èíäóêöèè î÷åâèäíà, òàê êàê, åñëè äåðåâî ñîäåðæèò îäíóâåðøèíó, òî �îðìóëà îáÿçàíà ñîäåðæàòü ïóñòîé äèçúþíêò. Äëÿ èíäóêöèîííîãî ïåðåõîäà çà-ìåòèì, ÷òî äåðåâî îáÿçàíî ñîäåðæàòü äâà ëèñòà u è v, ó êîòîðûõ åñòü îáùèé ðîäèòåëü w. Ïóñòüðàñùåïëåíèå â âåðøèíå w ïðîâîäèëîñü ïî ïåðåìåííîé xi, è ëèñò u ñîîòâåòñòâîâàë ïîäñòàíîâêåxi := 1, à v ïîäñòàíîâêå xi := 0. Òîãäà äèçúþíêòû, êîòîðûå îïðîâåðãàþòñÿ â âåðøèíàõ v èu ñîäåðæàò ïåðåìåííóþ xi ñ ðàçíûìè çíàêàìè, à èõ ðåçîëüâåíòà (ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïðà-âèëà ðåçîëþöèè) C îáÿçàíà îïðîâåðãàòüñÿ â âåðøèíå w. Ñîñòàâèì íîâîå äåðåâî ðàñùåïëåíèéñëåäóþùèì îáðàçîì: îò ñòàðîãî îòðåæåì ëèñòüÿ u è v, à â âåðøèíó w çàïèøåì äèçúþíêò C.Ïîëó÷èëîñü êîððåêòíîå äåðåâî ðàñùåïëåíèé óæå äëÿ äðóãîé �îðìóëû, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿèç èñõîäíîé äîáàâëåíèåì ðåçîëüâåíòû äëÿ äâóõ äèçúþíêòîâ. Ê ïîëó÷èâøåìóñÿ äåðåâó ìîæíîïðèìåíèòü èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå (÷èñëî óçëîâ äåðåâà óìåíüøèëîñü). Òàêèì îáðàçîì,ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:Ïðåäëîæåíèå 4.4. Âðåìÿ ðàáîòû ¾ïüÿíîãî¿ àëãîðèòìà íà íåâûïîëíèìîé �îðìóëå íå ìåíü-øå, ÷åì ðàçìåð (êîëè÷åñòâî äèçúþíêòîâ) êðàò÷àéøåãî äðåâîâèäíîãî ðåçîëþöèîííîãî äîêàçà-òåëüñòâà.Áåí-Ñàñîí è Âèãäåðñîí â [BSW01℄ ââîäÿò ïîíÿòèå øèðèíû. Øèðèíà äèçúþíêòà � ýòî êîëè-÷åñòâî ëèòåðàëîâ â íåì. Øèðèíà �îðìóëû â ÊÍÔ � ýòî øèðèíà ñàìîãî øèðîêîãî äèçúþíêòà.Øèðèíà ðåçîëþöèîííîãî äîêàçàòåëüñòâà �îðìóëû � ýòî øèðèíà ñàìîãî øèðîêîãî äèçúþíêòà,âõîäÿùåãî â íåãî.Òåîðåìà 4.1 ([BSW01℄, ñëåäñòâèå 3.4). �àçìåð äðåâîâèäíîãî ðåçîëþöèîííîãî äîêàçàòåëü-ñòâà �îðìóëû ' íå ìåíüøå, ÷åì 2w�w' , ãäå w � ýòî ìèíèìàëüíàÿ øèðèíà ðåçîëþöèîííîãîäîêàçàòåëüñòâà ', à w' � ýòî øèðèíà ' (øèðèíà ñàìîãî øèðîêîãî äèçúþíêòà).Ïóñòü G � ýòî ãðàíè÷íûé (r; d; )-ðàñøèðèòåëü. Ñ êàæäîé âåðøèíîé ìíîæåñòâà X îòîæäå-ñòâèì ïðîïîçèöèîíàëüíóþ ïåðåìåííóþ. Ïóñòü êàæäîé âåðøèíå yj ìíîæåñòâà Y ñîïîñòàâëåíà�îðìóëà â ÊÍÔ îò ïåðåìåííûõ, ñìåæíûõ ñ yj. Îáîçíà÷èì �îðìóëó, ñòîÿùóþ â âåðøèíå yj÷åðåç 'j . Î÷åâèäíî, ÷òî øèðèíà êàæäîãî äèçúþíêòà �îðìóëû 'j íå ïðåâîñõîäèò d. Ôîðìóëó,ñîîòâåòñòâóþùóþ âñåìó ìíîæåñòâó Y , îáîçíà÷èì çà �. Äëÿ ìíîæåñòâà A � Y êîíúþíêöèþ�îðìóë, ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðøèíàì èç ìíîæåñòâà A áóäåì îáîçíà÷àòü �A.Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïåðåìåííàÿ ÷óâñòâèòåëüíà äëÿ �îðìóëû, åñëè çàìåíîé çíà÷åíèÿ ýòîéïåðåìåííîé ìîæíî ïîìåíÿòü çíà÷åíèå �îðìóëû íà ïðîòèâîïîëîæíîå ïðè ëþáîì �èêñèðîâàí-íîì çíà÷åíèè îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ.Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü êàæäàÿ �îðìóëà 'j ñîäåðæèò íå áîëåå k íå÷óâñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ.Ïóñòü � òàêàÿ ÷àñòè÷íàÿ ïîäñòàíîâêà ïåðåìåííûì èç X, ÷òî� Ôîðìóëà �j� íåâûïîëíèìà� Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà âåðøèí A � Y , òàêîãî, ÷òî jAj < r2 , �îðìóëà �jA� âûïîëíèìàÒîãäà ëþáîå ðåçîëþöèîííîå äîêàçàòåëüñòâî �îðìóëû �j� èìååò øèðèíó êàê ìèíèìóì (�k)r4 �j�j.Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ìåðó Áåí-Ñàñîíà-Âèãäåðñîíà, êîòîðàÿ îïðåäåëåíà íà äèçúþíê-òàõ ðåçîëþöèîííîãî äîêàçàòåëüñòâà �îðìóëû �j�. �(D) � ýòî ðàçìåð ìèíèìàëüíîãî ÷èñëàòàêèõ âåðøèí A, ÷òî èç �îðìóëû �Aj� ñåìàíòè÷åñêè ñëåäóåò äèçúþíêò D (ýòî îçíà÷àåò, ÷òîëþáîé âûïîëíÿþùèé íàáîð �îðìóëû �Aj� ÿâëÿåòñÿ âûïîëíÿþùèì íàáîðîì äëÿ äèçúþíêòà9







D). Ìåðà � îáëàäàåò ïîëóàääèòèâíîñòüþ, ò.å., åñëè äèçúþíêò D ïîëó÷àåòñÿ ïðèìåíåíèåì ïðà-âèëà ðåçîëþöèè èç äèçúþíêòîâ C1 è C2, òî �(D) � �(C1)+�(C2). Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî A � Y ,äëÿ êîòîðîãî jAj < r2 , �îðìóëà �jA� âûïîëíèìà, òî ìåðà ïóñòîãî äèçúþíêòà íå ìåíüøå r2 . Èçïîëóàääèòèâíîñòè ñëåäóåò, ÷òî â äîêàçàòåëüñòâå ñóùåñòâóåò äèçúþíêò C, äëÿ êîòîðîãî âû-ïîëíÿåòñÿ r2 > �(C) � r4 . Ïóñòü A � ýòî ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî âåðøèí, ÷òî èç �îðìóëû �jA�ñåìàíòè÷åñêè ñëåäóåò äèçúþíêò C, ò.å. jAj = �(C) � r4 . Â ãðà�å G âûïîëíÿåòñÿ: Æ(A) � jAj.Æ(A) � ýòî ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ, êîòîðûå âõîäÿò ðîâíî â îäíó �îðìóëó èç ìíîæåñòâà A. Èçíèõ íå ìåíåå (�k)jAj ïåðåìåííûõ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ÷óâñòâèòåëüíûìè äëÿ õîòÿ áû îäíîé èçâåðøèí ìíîæåñòâà A. Â �îðìóëó �jA� âõîäèò êàê ìèíèìóì (�k)jAj�j�j ÷óâñòâèòåëüíûõ ïåðå-ìåííûõ. Ïîêàæåì, ÷òî â äèçúþíêò C âõîäÿò âñå ÷óâñòâèòåëüíûå ïåðåìåííûå. Äåéñòâèòåëüíî,åñëè ýòî íå òàê, òî íàéäåòñÿ ïåðåìåííàÿ xj ÷óâñòâèòåëüíàÿ äëÿ âåðøèíû v 2 A, êîòîðàÿ íåâõîäèò â äèçúþíêò C. �àññìîòðèì ìíîæåñòâî A n fvg èç íåãî ñåìàíòè÷åñêè íå ñëåäóåò äèçú-þíêò C, çíà÷èò ñóùåñòâóåò òàêîå çíà÷åíèå ïåðåìåííûõ, ïðè êîòîðûõ âñå �îðìóëû èç A n fvgèñòèííû, à C ëîæíî. Íî çàìåíîé çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé xj ëåãêî ñäåëàòü, ÷òîáû âñå �îðìóëûèç A áûëè áû èñòèííû, à C ëîæíî, ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî C ñåìàíòè÷åñêè ñëåäóåò èç A.Ñëåäñòâèå 4.1. �àçìåð äåðåâà ðàñùåïëåíèé äëÿ �îðìóëû �j� íå ìåíüøå 2 (�k)r4 �j�j�dÄîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç òåîðåìû 4.2, òåîðåìû 4.1 è ïðåäëîæåíèÿ 4.4.5 Ïîâåäåíèå ¾ïüÿíûõ¿ àëãîðèòìîâ íà âûïîëíèìûõ �îðìóëàõ5.1 ÇàìûêàíèåÏóñòü ãðà� G � äâóäîëüíûé ãðàíè÷íûé (r; d; )-ðàñøèðèòåëü. Ïóñòü  > k + 1.Îïðåäåëåíèå 5.1. Ïóñòü J � X, ìíîæåñòâî âåðøèí I � Y áóäåì íàçûâàòü k-çàìûêàíèåììíîæåñòâà J , åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîòü ìíîæåñòâ I1; I2; : : : ; Im (îáî-çíà÷èì C` = S1�i�` I`, C0 = ;), ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:� I` � Y è 0 < jI`j � r2 äëÿ âñåõ 1 � ` � m� Ii \ Ij = ; äëÿ âñåõ 1 � i; j � m� jÆ(I`) n (�(C`�1) [ J)j � (1 + k)jIkj äëÿ âñåõ 1 � ` � m� äëÿ âñåõ I 0 � Y n Cm, åñëè 0 < jI 0j � r2 , òî jÆ(I 0) n (�(Cm) [ J)j > (1 + k)jI 0j� I = CmÌíîæåñòâî âñåõ k-çàìûêàíèé ìíîæåñòâà J áóäåì îáîçíà÷àòü Clk(J).Ëåììà 5.1. (1) Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà J � X ñóùåñòâóåò k-çàìûêàíèå.(2) Ïóñòü J1 � J2, òîãäà äëÿ ëþáîãî I1 2 Clk(J1) ñóùåñòâóåò I2 2 Clk(J2), ÷òî I1 � I2Äîêàçàòåëüñòâî. (1) k-çàìûêàíèå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî êàê ðåçóëüòàò ðàáîòû ñëåäóþùåãîàëãîðèòìà C íà âõîäå (J; ;).Àëãîðèòì 5.1. Àëãîðèòì C(J; I0)1. I := I0 (ïåðåìåííàÿ I îáîçíà÷àåò íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî Y )2. Ïîêà ñóùåñòâóåò I 0 � Y n I, ÷òî 0 < jI 0j � r2 , jÆ(I 0) n (�(I) [ J)j � (1 + k)jI 0j10







� I := I [ I 03. Âûäàòü I.(2) Ïóñòü I1 2 Clk(J1), òîãäà ìîæíî ïîëó÷èòü I2 2 Clk(J2) êàê ðåçóëüàòàò ðàáîòû àëãîðèò-ìà C íà âõîäå (J2; I1). Ïðè ýòîì I1 � I2.Ëåììà 5.2 ([AHI05℄). Ïóñòü jJ j < (�k�1)r2 , òîãäà äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà I 2 Clk(J) âûïîë-íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî jIj � (� k � 1)�1jJ jÄîêàçàòåëüñòâî. Îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü I1; I2; : : : ; Im � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñîîòâåòñòâó-þùàÿ k-çàìûêàíèþ I, C` = S1�i�` I`. Ïóñòü t � ýòî íàèìåíüøåå ÷èñëî ïðè êîòîðîì âû-ïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî jCtj > ( � k � 1)�1jJ j. òîãäà jCtj � ( � k � 1)�1jJ j + r2 � r. ÒîãäàjÆ(Ct)j � jCtj > jJ j+(k+1)jCtj. Èíäóêöèåé ïî ` ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî jÆ(C`)nJ j � (k+1)(jC`j),êîòîðîå ïðîòèâîðå÷èò ïîëó÷åííîìó ðàíåå íåðàâåíñòâó ïðè l = t. Ïðè l = 1 óòâåðæäåíèå ñëå-äóåò èç òîãî, ÷òî jÆI1 nJ j � (k+1)jI1j. jÆ(C`)nJ j � jÆ(I1[� � �[I`�1)nJ j+ jÆ(I`)n(J [�(C`�1))j �(k + 1)((jC`�1j)) + (k + 1)jI`j.5.2 Íàäñòðîéêà íàä ¾ïüÿíûìè¿ àëãîðèòìàìèÁóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âî âðåìÿ ñâîåé ðàáîòû ¾ïüÿíûé¿ àëãîðèòì ñîçäàåò äåðåâî ðàñùåïëåíèÿ.Â ñàìîì íà÷àëå ñîçäàåòñÿ êîðåíü äåðåâà è îáúÿâëÿåòñÿ òåêóùåé âåðøèíîé. Êàæäîé âåðøèíåäåðåâà ñîîòâåòñòâóåò òåêóùàÿ �îðìóëà, êàæäîìó ðåáðó ñîîòâåòñòâóåò ïîäñòàíîâêà îäíîé ïå-ðåìåííîé. Ïóòü îò êîðíÿ äî âåðøèíû çàäàåò ÷àñòè÷íóþ ïîäñòàíîâêó, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåòîáúåäèíåíèþ âñåõ ïîäñòàíîâîê âäîëü ðåáåð ýòîãî ïóòè. Òåêóùàÿ âåðøèíà äåðåâà îáúÿâëÿåòñÿëèñòîì, åñëè ëèáî òåêóùàÿ �îðìóëà óæå âûïîëíåíà (ò.å. âûïîëíåíû âñå åå äèçúþíêòû), ëè-áî �îðìóëà ñîäåðæèò ïóñòîé äèçúþíêò, ò.å. òåêóùàÿ �îðìóëà çàâåäîìî íåâûïîëíèìà. Åñëèíàéäåí âûïîëíÿþùèé íàáîð, òî àëãîðèòì îñòàíàâëèâàåòñÿ è âûäàåò íàéäåííûé âûïîëíÿþ-ùèé íàáîð. Åñëè òåêóùàÿ âåðøèíà � ýòî ëèñò ñ íåâûïîëíèìîé �îðìóëîé, òî àëãîðèòì èùåòáëèæàéøóþ íà ïóòè îò êîðíÿ äåðåâà äî ýòîãî ëèñòà âåðøèíó, â êîòîðîé ñòîèò òî÷êà âîçâðàòàè äåëàåò åå òåêóùåé (â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî àëãîðèòì ñîâåðøàåò âîçâðàò). Åñëèâåðøèíà ñ òî÷êîé âîçâðàòà íà ïóòè îò âåðøèíû äî êîðíÿ íå íàéäåíà, òî àëãîðèòì îñòàíàâ-ëèâàåòñÿ è âûäàåò îòâåò ¾�îðìóëà íåâûïîëíèìà¿. Åñëè æå â òåêóùåé âåðøèíå �îðìóëà íåÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíî âûïîëíåííîé èëè íåâûïîëíåííîé è â âåðøèíå íå ñòîèò òî÷êè âîçâðàòà,òî àëãîðèòì âûáèðàåò ïåðåìåííóþ äëÿ ðàñùåïëåíèÿ è çíà÷åíèå äëÿ ðàñùåïëåíèÿ, ñòàâèò âòåêóùóþ âåðøèíó òî÷êó âîçâðàòà è ñîçäàåò ïîòîìêà, ñîîòâåòñòâóþùåãî âûáðàííîé ïîäñòà-íîâêè, òåêóùåé âåðøèíîé ñòàíîâèòñÿ ñîçäàííûé ïîòîìîê. Åñëè æå â òåêóùåé âåðøèíå ñòîèòòî÷êà âîçâðàòà, òî àëãîðèòì ñíèìàåò ýòó òî÷êó âîçâðàòà è ñîçäàåò ïîòîìêà, ñîîòâåòñòâóþùóþòîé ïîäñòàíîâêå, êîòîðàÿ åùå íå äåëàëàñü â òåêóùåé âåðøèíå.Ìû îïèøåì íàäñòðîéêó íàä ¾ïüÿíûìè¿ àëãîðèòìàìè, êîòîðàÿ áóäåò íåìíîãî ìîäè�èöèðî-âàòü åãî ïîâåäåíèå íà �îðìóëå �g(x)=b ïåðâûå íåñêîëüêî øàãîâ àëãîðèòìà, ïîòîì íàäñòðîéêàïðåêðàùàåò ðàáîòàòü è àëãîðèòì ïðîäîëæèò ðàáîòàòü â îáû÷íîì ðåæèìå. Ìû ãàðàíòèðó-åì, ÷òî âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà ñ íàäñòðîéêîé íå óâåëè÷èâàåòñÿ. (Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèåíå î÷åíü ïîíÿòíî â ñëó÷àå, êîãäà ðå÷ü èäåò î âåðîÿòíîñòíûõ àëãîðèòìàõ. Â íàøåì ñëó÷àåïðîèñõîäèò ñëåäóþùåå: èñõîäíûé àëãîðèòì èñïîëüçóåò p ñëó÷àéíûõ áèòîâ, à àëãîðèòì ñ íàä-ñòðîéêîé q, ãäå q � p, òîãäà äëÿ êàæäîé ñòðîêè r ñëó÷àéíûõ áèòîâ äëèíû q ìîæíî óêàçàòü11







2p�q ñòðîê ñëó÷àéíûõ áèòîâ äëèíû p òàê, ÷òî âðåìÿ ðàáîòû èñõîäíîãî àëãîðèòìà íà ýòèõ ñòðî-êàõ íå ìåíüøå âðåìåíè ðàáîòû àëãîðèòìà ñ íàäñòðîéêîé íà ñòðîêå r, êðîìå òîãî óêàçàííîåñîîòâåòñòâèå ïîêðûâàåò âñå ñòðî÷êè äëèíû p.)Íàäñòðîéêà õðàíèò ñâîþ ÷àñòè÷íóþ ïîäñòàíîâêó �, åñëè ïîäñòàíîâêà � ïîäñòàâëÿåò íåêî-òîðîå çíà÷åíèå ïåðåìåííîé x, òî ïåðåìåííóþ x ìû íàçûâàåì �îðñèðîâàííîé. Åñëè ¾ïüÿíûé¿àëãîðèòì áóäåò ïûòàòüñÿ ïîäñòàâèòü çíà÷åíèå �îðñèðîâàííîé ïåðåìåííîé, îòëè÷íîå îò çíà-÷åíèÿ, êîòîðîå ïðèñâàèâàåò åé �, òî íàäñòðîéêà íå äàåò åìó ýòî ñäåëàòü. Äðóãèìè ñëîâàìè èçäåðåâà ðàñùåïëåíèÿ îòðåçàåòñÿ ïîääåðåâî, ïðè÷åì ìû ãàðàíòèðóåì, ÷òî îòðåçàåòñÿ ïîääåðå-âî, ñîîòâåòñòâóþùàÿ íåâûïîëíèìîé �îðìóëå, ò.å. äðóãîå çíà÷åíèå ïåðåìåííîé àëãîðèòìó âñåðàâíî íóæíî áûëî áû ïîäñòàâëÿòü. Êðîìå òîãî ãàðàíòèðóåòñÿ, ÷òî ïîêà ðàáîòàåò íàäñòðîéêà,àëãîðèòì íå áóäåò ñîâåðøàòü âîçâðàòîâ (ò.å. âñå âîçâðàòû ïîïàäóò â îòðåçàííûå ïîääåðåâüÿ).Îïèøåì �îðìàëüíî íàøó íàäñòðîéêó. Ïóñòü ¾ïüÿíûé¿ àëãîðèòì A ïîëó÷àåò íà âõîä âû-ïîëíèìóþ �îðìóëó �g(x)=b, G � ýòî ãðàíè÷íûé (r; d; )-ðàñøèðèòåëü, k � ýòî êîëè÷åñòâîíå÷óâñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ ïðåäèêàòà P , k + 1 < .1. J := ;, I := ; (âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ I 2 Clk(J)), � := ; (òåêóùàÿ ïîäñòàíîâêà)2. � := ; (ò.å. íè îäíà ïåðåìåííàÿ íå ÿâëÿåòñÿ �îðñèðîâàííîé).3. Ïîêà jJ j < r(�k�1)16d è j�j < n âûïîëíÿòü(a) Åñëè àëãîðèòì A ñîáèðàåòñÿ çàêîí÷èòü ðàáîòó èëè ñîâåðøèòü âîçâðàò, òî âûéòè èçöèêëà.(b) Ïóñòü A âûáèðàåò ïåðåìåííóþ xj äëÿ ðàñùåïëåíèÿ.() Åñëè ïåðåìåííàÿ xj ÿâëÿåòñÿ �îðñèðîâàííîé è � ñîäåðæèò ïîäñòàíîâêó xj := a, òî� := �[fxj := ag. Â äåðåâî ðàñùåïëåíèÿ äîáàâëÿåòñÿ îäèí ïîòîìîê, òî÷êà âîçâðàòàíå ñòàâèòñÿ.(d) Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ïåðåìåííàÿ xj íå ÿâëÿåòñÿ �îðñèðîâàííîé, òîãäà� Ïóñòü àëãîðèòì A âûáèðàåò çíà÷åíèå a, òîãäà J := J [ fxjg, � := � [ fxj := ag.Â òåêóùóþ âåðøèíó ñòàâèòñÿ òî÷êà âîçâðàòà.� �àñøèðèòü I äî ýëåìåíòà Clk(J) (ýòî âîçìîæíî ïî ïóíêòó (2) ëåììû 5.1).� Åñëè äëÿ êàêîé-òî ïåðåìåííîé xj èç �(I) è äëÿ íåêîòîðîãî a 2 f0; 1g, çíà÷åíèåxj = a ñåìàíòè÷åñêè ñëåäóåò èç �îðìóëû �Ig(x)=bj�, òî � := � [ fxj := ag.(Ôîðìàëüíî âîçìîæíî, ÷òî èç �îðìóëû �Ig(x)=bj� ñëåäóåò êàê xj = 0, òàê èxj = 1, â òàêîì ñëó÷àå â � äîáàâëÿåòñÿ òîëüêî îäíà ïîäñòàíîâêà. Ïîçæå ìûäîêàæåì, ÷òî òàêîãî áûòü íå ìîæåò.)� Ñîçäàòü ïîòîìêà â äåðåâå, ñîîòâåòñòâóþùåãî ñäåëàííîé ïîäñòàíîâêå, è ñäåëàòüåãî òåêóùåé âåðøèíîé.4. Ìîäåëèðîâàòü A áåç èçìåíåíèé íà �îðìóëå �g(x)=bj� â òåêóùåé âåðøèíå äåðåâà.Ïóñòü öèêë íà øàãå 3 îïèñàííîé âûøå íàäñòðîéêè âûïîëíÿëñÿ (äî êîíöà) t ðàç. Äëÿ0 � i � t îáîçíà÷èì ÷åðåç Ji; Ii; �i çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ J; I; � ïåðåä (i + 1)-ì âûïîëíåíèåìöèêëà íà øàãå 3 (It; Jt; �t � ýòî çíà÷åíèå ïîñëå âûïîëíåíèÿ t-îé èòåðàöèè öèêëà).Èç ñëåäóþùåé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî, ïîêà ðàáîòàåò íàäñòðîéêà, àëãîðèòì íå ñîâåðøàåò âîç-âðàòîâ. 12







Ëåììà 5.3. Äëÿ âñåõ 0 � i � t è äëÿ âñåõ A � Y , äëÿ êîòîðûõ jAj � r2 , �îðìóëà �Ag(x)=bj�iâûïîëíèìà.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïî èíäóêöèè. Ïðîâåðèì, ÷òî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ ïðè i = 0,�0 = ;. Îò ïðîòèâíîãî, ðàññìîòðèì ñàìîå ìàëåíüêîå òàêîå ìíîæåñòâî A � Y , jAj � r2 , ÷òî�îðìóëà �Ag(x)=b íåâûïîëíèìà. Ïîñêîëüêó G � ãðàíè÷íûé ðàñøèðèòåëü, òî jÆ(A)j � jAj,ñëåäîâàòåëüíî åñòü õîòÿ áû ( � k)jAj ÷óâñòâèòåëüíûõ ãðàíè÷íûõ ïåðåìåííûõ äëÿ �îðìóë,ñîîòâåñòâóþùèõ ìíîæåñòâó A, íî ëþáîé òàêîé ãðàíè÷íîé ïåðåìåííîé ìîæíî èçìåíèòü çíà÷å-íèå �îðìóëû, ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîé èç âåðøèí ìíîæåñòâà A, ò.å., ýòó �îðìóëó (è âåðøèíó)ìîæíî áûëî áû âûêèíóòü ñ ñîõðàíåíèåì íåâûïîëíèìîñòè, ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ ìèíè-ìàëüíîñòüþ A.Èíäóêöèîííûé ïåðåõîä. Îò ïðîòèâíîãî, ïóñòü óòâåðæäåíèå íåâåðíî, ðàññìîòðèì ìèíè-ìàëüíîå òàêîå ìíîæåñòâî A � Y , jAj � r2 , ÷òî �îðìóëà �Ag(x)=bj�i+1 íåâûïîëíèìà. ÏóñòüA1 = A \ Ii+1, A2 = A n Ii+1. Åñëè A2 íå ïóñòî, òî èç îïðåäåëåíèÿ 5.1 ñëåäóåò, ÷òîjÆ(A2) n (�(Ii+1) [ J)j > (k + 1)jA2j, ïîýòîìó õîòÿ áû îäíó âåðøèíó èç ìíîæåñòâà A2 ìîæ-íî âûêèíóòü, òàê êàê �îðìóëó â íåé ìîæíî âûïîëíèòü çà ñ÷åò ãðàíè÷íîé ÷óâñòâèòåëüíîéïåðåìåííîé (òàêàÿ åñòü, òàê êàê â êàæäîé âåðøèíå ìàêñèìóì k íå÷óâñòâèòåëüíûõ ïåðåìåí-íûõ), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìèíèìàëüíîñòè A. Çíà÷èò, A2 = ; è A � Ii+1.�àçîáüåì A íà A0 = A \ Ii è A00 = A n Ii. �àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà A00 = ;. Ïî èíäóê-öèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ �îðìóëà �A0g(x)=bj�i âûïîëíèìà, ïîñêîëüêó jA0j � jAj � r2 . Ôîðìóëà�A0g(x)=bj�i+1 òîæå âûïîëíèìà, ïîñêîëüêó �i+1 îòëè÷àåòñÿ îò �i òîëüêî îäíîé ïîäñòàíîâêîé, àïåðåìåííûå �îðñèðîâàíû ïîäñòàíîâêîé �, åñëè èõ çíà÷åíèå ñåìàíòè÷åñêè ñëåäóþò èç �îðìó-ëû �Iig(x)=bj�i , ýòî çíà÷èò, ÷òî íåâîçìîæíî, ÷òîáû àëãîðèòì A ñäåëàë îäíîé ïîäñòàíîâêîé (íà(i+ 1)-é èòåðàöèè öèêëà) �îðìóëó �Iig(x)=bj�i íåâûïîëíèìîé.Ïóñòü A00 6= ;. Ïîñêîëüêó jA00j � r2 è A00 \ Ii = ;, òî jÆ(A00) n (�(Ii) [ J)j > (k + 1)jA00j,ò.å. ìíîæåñòâî A00 ñîäåðæèò íå ìåíåå äâóõ ÷óâñòâèòåëüíûõ ãðàíè÷íûõ ïåðåìåííûõ (êîòîðûåíå ïîïàëè â �(Ii) [ J), ïîýòîìó ïîñëå ïîäñòàíîâêè çíà÷åíèÿ îäíîé ïåðåìåííîé îñòàíåòñÿ õîòÿáû îäíà ÷óâñòâèòåëüíàÿ ãðàíè÷íàÿ ïåðåìåííàÿ, ò.å. êàê ìèíèìóì îäíó âåðøèíó èç A00 ìîæíîâûêèíóòü ñ ñîõðàíåíèåì íåâûïîëíèìîñòè �Ag(x)=bj�i+1 , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìèíèìàëüíîñòè A.Ïîêàæåì, ÷òî ïîêà ðàáîòàåò íàäñòðîéêà, àëãîðèòì íå óñïååò íàéòè âûïîëíÿþùèé íàáîð.Ïîêà ðàáîòàåò íàäñòðîéêà äëÿ âñåõ 0 � i � t âûïîëíÿåòñÿ jJij � r(�k�1)16d , òîãäà ïî ëåì-ìå 5.2 jIij � r16d , òîãäà j�(Ii)j � r16 . Êîëè÷åñòâî ïåðåìåííûõ, êîòîðûå ïîäñòàâëåíû âî âðåìÿðàáîòû íàäñòðîéêè íå ïðåâîñõîäèò j�(It)j [ jJtj � r8 (jJtj � r8 , ïîñêîëüêó  � d â ëþáîì ãðà-íè÷íîì (r; d; )-ðàñøèðèòåëå). Ýòîãî íå õâàòèò, ÷òîáû âûïîëíèòü �îðìóëó, ïîñêîëüêó ëþáîåìíîæåñòâî A � Y ðàçìåðà r ñîäåðæèò êàê ìèíèìóì r ÷óâñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ. À ÷òîáûâûïîëíèòü �îðìóëó íóæíî ñäåëàòü ïîäñòàíîâêó âñåì ÷óâñòâèòåëüíûì ïåðåìåííûì.Ëåììà 5.4. Ïóñòü g � ýòî �óíêöèÿ �îëäðåéõà, ïîñòðîåííàÿ ïî ãðàíè÷íîìó (r; d; )-ðàñøèðèòåëþ G è ïðåäèêàòó P , â êîòîðîì íå áîëåå k íå÷óâñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ,  > k+1.Ïóñòü ïðè äàííîì b óðàâíåíèå g(x) = b èìååò íå áîëåå, ÷åì 2 r(�k�1)64d ðåøåíèé. Òîãäà ñ âåðî-ÿòíîñòüþ 1 � 2�
(r) ¾ïüÿíûé¿ àëãîðèòì áóäåò ðàáîòàòü íà �îðìóëå �g(x)=b âðåìÿ 2
(r). Âàñèìïòîòè÷åñêèõ îáîçíà÷åíèÿõ ; k è d ñ÷èòàþòñÿ êîíñòàíòàìè.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó íàäñòðîéêà íå óâåëè÷èâàåò âðåìåíè ðàáîòû àëãîðèòìà (îíà òîëü-êî îáðåçàåò çàâåäîìî íåâûïîëíèìûå âåòâè), òî äîñòàòî÷íî îöåíèòü âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìàñ íàäñòðîéêîé. Ïîñêîëüêó íàäñòðîéêà ðàáîòàåò ïîêà jJ j � r(�k�1)8d , jIj 2 Clk(J), òîãäà èç ëåì-ìû 5.2 ñëåäóåò, ÷òî jIj � r16d . Òîãäà j�(I)j � r16 , çíà÷èò, ïîêà ðàáîòàëà íàäñòðîéêà, ìàêñèìóì13







áûëî ñäåëàíî j�(I)j+ jJ j � r8 ïîäñòàíîâîê. J ñîîòâåòñòâóåò ïîäñòàíîâêàì, ïðè êîòîðûõ ñòàâèò-ñÿ òî÷êà âîçâðàòà (èíà÷å ãîâîðÿ, ðàñùåïëåíèÿì). Çíà÷åíèå, êîòîðîå ïîäñòàâëÿåòñÿ ïåðâûì,âûáèðàåòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì. Äëÿ �îðìóëû ' áóäåì íàçûâàòü ïîäñòàíîâêó x := b óäà÷íîé,åñëè îíà ñîãëàñóåòñÿ áîëåå, ÷åì ñ ïîëîâèíîé âûïîëíÿþùèõ íàáîðîâ ' è íåóäà÷íîé â ïðîòèâíîìñëó÷àå.Ïîêà íàäñòðîéêà ðàáîòàåò, ¾ïüÿíûé¿ àëãîðèòì äåëàåò r(�k�1)16d ïîäñòàíîâîê, êàæäûé ðàç,âûáèðàÿ çíà÷åíèå ïåðåìåííîé ñëó÷àéíûì îáðàçîì. Ñ âåðîÿòíîñòüþ 12 âûáèðàåòñÿ íåóäà÷íîåçíà÷åíèå ïåðåìåííîé, ò.å. ÷èñëî âûïîëíÿþùèõ íàáîðîâ óìåíüøàåòñÿ êàê ìèíèìóì â 2 ðàçà. Èçîöåíîê ×åðíîâà ñëåäóåò, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1� 2�
(r) áûëî ñäåëàíî íå ìåíüøå, ÷åì r(�k�1)64dïîäñòàíîâîê, êîòîðûå ïîäñòàâëÿëè íåóäà÷íîå çíà÷åíèå ïåðåìåííîé. Òàêèì îáðàçîì, ñ âåðî-ÿòíîñòüþ 1 � 2�
(r) ïîñëå ðàáîòû íàäñòðîéêè ïîëó÷àåòñÿ íåâûïîëíèìàÿ �îðìóëà, à ðàçìåðïîäñòàíîâêè � ïðè ýòîì íå ïðåâîñõîäèò r8 . Óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò òåïåðü èç ñëåäñòâèÿ 4.1,â êîòîðîì äîêàçàíà íèæíÿÿ îöåíêà äëÿ íåâûïîëíèìûõ �îðìóë.5.3 Îöåíêà ÷èñëà ðåøåíèéÂ ýòîì ðàçäåëå ìû îöåíèâàåì êîëè÷åñòâî ïðîîáðàçîâ �óíêöèè �îëäðåéõà, îñíîâàííîé íà ïðå-äèêàòå Pd(x1; x2; : : : ; xd) = x1 � x2 � � � � � xd�k � Q(xd�k+1; : : : ; xd), ãäå Q � ïðîèçâîëüíûék-ìåñòíûé ïðåäèêàò, k + 1 < d4 .Òåîðåìà 5.1 (ñð. [CEMT09℄, òåîðåìà 4.1). Ïóñòü ïðåäèêàò Pd(x1; x2; : : : ; xd) = x1 � x2 �� � � � xd�k �Q(xd�k+1; : : : ; xd), ãäå Q � ïðîèçâîëüíûé k-ìåñòíûé ïðåäèêàò, k + 1 < d4 . �ðà� Gñòðîèòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì: äëÿ êàæäîé âåðøèíû èç äîëè Y ñëó÷àéíûì îáðàçîì íåçàâèñèìîâûáèðàþòñÿ d ðåáåð, âåäóùèå â äîëþ X (ïîâòîðåíèÿ ðàçðåøàþòñÿ). Òîãäà E[#(x; y) j g(x) =g(y)℄ = 2(1+2�
(d))n, ãäå g � ýòî �óíêöèÿ �îëäðåéõà, ïîñòðîåííàÿ ïî ãðà�ó G è ïðåäèêàòó Pd.Äîêàçàòåëüñòâî. E[#(x; y) j g(x) = g(y)℄ =Px;y2f0;1gn Pr[g(x) = g(y)℄.Ïóñòü M � f1; 2; : : : ;mg � ìíîæåñòâî íîìåðîâ áèòîâ, â êîòîðûõ ðàçëè÷àþòñÿ ñòðîêè xè y, îáîçíà÷èì m = jM j. Ïîñêîëüêó äëÿ êàæäîé âåðøèíû èç Y ãðà�à G ðåáðà âûáèðàþòñÿíåçàâèñèìî, òî Pr[g(x) = g(y)℄ = (Pr[(g(x))1 = (g(y))1℄)n.Pr[(g(x))1 = (g(y))1℄ = Pr[Pd(xi1 ; xi2 ; : : : ; xid) = Pd(yi1 ; yi2 ; : : : ; yid)℄, ãäå i1; i2; : : : ; id � íåçà-âèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ îò 1 äî n ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè.Ïîñêîëüêó ïðåäèêàò Q íàì íåèçâåñòåí, ðàñïèøåì èñêîìóþ âåðîÿòíîñòü êàê ñóììóäâóõ óñëîâíûõ: Pr[Pd(xi1 ; xi2 ; : : : ; xid) = Pd(yi1 ; yi2 ; : : : ; yid)℄ = Pr[Pd(xi1 ; xi2 ; : : : ; xid) =Pd(yi1 ; yi2 ; : : : ; yid) j Q(xid�k+1 ; : : : ; xid) = Q(yid�k+1 ; : : : ; yid)℄ � q + Pr[Pd(xi1 ; xi2 ; : : : ; xid) =Pd(yi1 ; yi2 ; : : : ; yid) j Q(xid�k+1 ; : : : ; xid) 6= Q(yid�k+1 ; : : : ; yid)℄ � (1 � q), ãäå q =Pr[Q(xid�k+1 ; : : : ; xid) = Q(yid�k+1 ; : : : ; yid ℄. Òåïåðü îöåíèì êàæäóþ èç óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåéîòäåëüíî. Â ïåðâîì ñëó÷àå íóæíî ïîñ÷èòàòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èç i1; i2; : : : ; id�k ÷åòíîå ÷èñ-ëî ïðèíàäëåæèòM , âî âòîðîì ñëó÷àå, ÷òî ýòî ÷èñëî íå÷åòíîå. �àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòüpj � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èç i1; i2; : : : ; ij ÷åòíîå ÷èñëî ïðèíàäëåæèò M . Èç íåçàâèñèìîñòè ñî-áûòèé ëåãêî âûâåñòè ñëåäóþùåå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå: pj+1 = �(1 � pj) + (1 � �)pj =� + (1 � 2�)pj , ãäå � = mn , p0 = 1. �åøàÿ ýòî ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå, ïîëó÷àåì, ÷òîpj = 1+(1�2�)j2 , çíà÷èò 1� pj = 1�(1�2�)j2 . Òàêèì îáðàçîì, Pr[f(x) = f(y)℄ � �1+j1�2�jd�k2 �n.
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E[#(x; y) j f(x) = f(y)℄ = Xx2f0;1gn nXm=1 Xy: Æ(x;y)=mPr[f(x) = f(y)℄� 2nXk Cmn (1 + j1� 2 kn jd�k2 )n � n � max0��� 12 2H(�)n(1 + (1� 2�)d�k)n;ãäå Æ(x; y) � ýòî êîëè÷åñòâî áèòîâ, â êîòîðûõ îòëè÷àþòñÿ ñòðî÷êè x è y, H(�) = �� log� �(1� �) log(1� �) � áèíàðíàÿ ýíòðîïèÿ, log îáîçíà÷àåò ëîãàðè�ì ïî îñíîâàíèþ 2.Ëåììà 5.5 ([CEMT09℄, èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4.1). Ñóùåñòâóåò � > 0, ÷òî äëÿ âñåõ� 2 [0; 12 ℄ ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ d âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî H(�) + log2(1 + (1 � 2�)d�k) �1 + 2��d, (ãäå k + 1 < d4 ).Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì 4 ñëó÷àÿ, â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû �. Çíà÷åíèå êîíñòàíò�1; �2; �3; �4 ìû âûáåðåì ïî õîäó äåëà.Ñëó÷àé 1: � > �1. H(�) + log2(1 + (1 � 2�)d�k) ln(1+x)�x� 1 + (1 � 2�1) 3d4 = ln 2 � 1 + 2��d; ïðè� < �34 log(1� 2�1) è áîëüøèõ d.Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõH(�) ìàëî. Èç �îðìóëû Òåéëîðà äëÿ lnx â òî÷êå 2 ñëåäóåò ñëåäóþùååíåðàâåíñòâî: ln(1 + x) � ln 2 + x�12 . Òîãäà ìîæíî íàïèñàòü ñëåäóþùóþ îöåíêó:log(1 + (1� 2�)d�k) � 1 + (1� 2�)d�k � 12 ln 2 1+x�ex� 1 + e�2�(d�k) � 12 ln 2 � 1 + e�3��d=2 � 12 ln 2Ñëó÷àé 2: �1 � � > �2=d.H(�) + log(1 + (1� 2�)d�k) � H(�1) + 1 + e�3�2=2 � 12 ln 2 � 1;åñëè ìû âûáåðåì òàêîå ìàëåíüêîå �1, ÷òî H(�1) < 1�e�3�2=22 ln 2 .Ïðè 0 � � � 12 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (� � 1) log(1 � �) � 2� (ïðè � = 0 íåðàâåíñòâîîáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî, âçÿòèåì ïðîèçâîäíîé ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ðàçíèöà ìåæäó ëåâîé èïðàâîé ÷àñòüþ íåðàâåíñòâà óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì �). Ìîæíî íàïèñàòü ñëåäóþùóþ îöåíêóH(�) � � log 1� + 2�.Äëÿ îñòàâøèõñÿ ñëó÷àåâ (êîãäà � � �2=d) âûáåðåì �2 = 13 , òîãäà 32�d � 12 . Ïðè �12 � x � 0âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ex�1 � x2 (ïðîâåðÿåòñÿ äè��åðåíöèðîâàíèåì). Òîãäà ìîæíî îöåíèòüñëåäóþùèì îáðàçîì:H(�) + 1 + e� 32�d�12 ln 2 � (� log 1� + 2�) + 1� 3�d8 ln 2 = 1 + �(log 1� � 38 ln 2 � d+ 2)Ñëó÷àé 3: �2=d � � > 2��3d. Ïðè �3 < 38 ln 2 è äîñòàòî÷íî áîëüøîì d: (log 1� � 38 ln 2 �d+2) < 0.Ñëó÷àé 4: 2��3d � �. Äëÿ � < �3 è äîñòîòî÷íî áîëüøèõ d âûïîëíÿåòñÿ: � log 1� � �3d2��3d �2��d.Èç ëåììû 5.5 ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.15







5.4 Íèæíÿÿ îöåíêàÒåïåðü ìû ìîæåì äîêàçàòü îñíîâíóþ òåîðåìó:Òåîðåìà 5.2. Ïóñòü Pd(x1; x2; : : : ; xd) = x1�: : : xd�k�Q(xd�k+1; : : : ; xd), ãäåQ� ïðîèçâîëüíûéïðåäèêàò, k+1 < d4 . Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ d è äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ñëó÷àéíûé ãðà� Gîáëàäàåò ñ âåðîÿòíîñòüþ õîòÿ áû 0:85 ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì. Äëÿ ëþáîãî ¾ïüÿíîãî¿ àëãîðèòìàA, Pry Un [Pr[tA�g(x)=g(y) > 2
(n)℄ > 1� 2�
(n)℄ > 0:9, ãäå tA� îáîçíà÷àåò âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìàA íà �îðìóëå �.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ñëåäñòâèþ 2.1 ñëó÷àéíûé ãðà� ñ âåðîÿòíîñòüþ 0:9 ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íûì( n10d ; d; 14d)-ðàñøèðèòåëåì. Ïî òåîðåìå 5.1 ñðåäíåå ÷èñëî ïàð x è y, ïðè êîòîðûõ g(x) = g(y)ðàâíÿåòñÿ 2(1+2�
(d))n, ãäå óñðåäíåíèå áåðåòñÿ ïî ñëó÷àéíûì ãðà�àì. Ïî íåðàâåíñòâó Ìàð-êîâà ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíüøå 0:95 äëÿ ñëó÷àéíîãî ãðà�à ÷èñëî ïàð x è y, ïðè êîòîðûõg(x) = g(y) ðàâíÿåòñÿ 2(1+2�
(d))n (êîíñòàíòà óøëà â 
(d)). Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ñ âåðîÿòíî-ñòüþ íå ìåíüøå, ÷åì 0:85 ñëó÷àéíûé ãðà� ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íûì ýêñïàíäåðîì è âåðíà âåðõíÿÿîöåíêà íà ÷èñëî ïàð ñ îäèíàêîâûì çíà÷åíèåì. Çà�èêñèðóåì òàêîé ãðà� G. Èç íåðàâåíñòâàÌàðêîâà ñëåäóåò, ÷òî êàê ìèíèìóì äëÿ äîëè 0:9 ñòðî÷åê y 2 f0; 1gn âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-ñòâî jg�1(g(y))j < 22�
(d)n. Ïðåäèêàò P ñîäåðæèò íå áîëåå k íå÷óâñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ(íå÷óâñòâèòåëüíûìè ìîãóò áûòü òîëüêî ïåðåìåííûå xd�k+1; : : : ; xd), òîãäà ïî ëåììå 5.4 âðåìÿðàáîòû ëþáîãî ¾ïüÿíîãî¿ àëãîðèòìà íà �îðìóëå �g(x)=g(y) ñ âåðîÿòíîñòüþ 1�2�
(n) íå ìåíåå2
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