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ÏÎÌÈ Ï�ÅÏ�ÈÍÒ � 24/2008
ÑÎÎÒÍÎØÅÍÈß ÌÅÆÄÓ ÊËÈÊÎÂÛÌ×ÈÑËÎÌ, Õ�ÎÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÌ ×ÈÑËÎÌ ÈÑÒÅÏÅÍÜÞ ÄËß ÍÅÊÎÒÎ�ÛÕ ÂÈÄÎÂ ��ÀÔÎÂÑ.Ë.Áåðëîâe-mail: sberlov�rambler.ruÄåêàáðü 2008 ã.

ÀííîòàöèÿÄëÿ ãðà�à ñ êëèêîâûì ÷èñëîì n è ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíüþ âåðøè-íû íå áîëåå 3n�32 äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå íåçàâèñèìîé òðàíñâåðñàëè(ò.å. íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà âåðøèí, ïåðåñåêàþùåãî âñå n-êëèêè ýòîãîãðà�à). Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ãðà�à ñ êëèêîâûì ÷èñëîì n è áîëüøåé ìàê-ñèìàëüíîé ñòåïåíüþ ýòî óòâåðæäåíèå íåâåðíî.Âî âòîðîé ÷àñòè ðàáîòû âûâîäÿòñÿ íîâûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó õðî-ìàòè÷åñêèì ÷èñëîì è ñòåïåíüþ äëÿ ãðà�îâ, ðàçáèâàþùèõñÿ íà n-êëèêè.
ÊËÞ×ÅÂÛÅ ÑËÎÂÀ: õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî, êëèêà, òðàíñâåð-ñàëü
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ÂâåäåíèåÍàõîæäåíèå âåðõíèõ îöåíîê íà õðîìàòè÷åñêèå ÷èñëà ãðà�îâ ñ îãðàíè-÷åííûìè ðàçìåðàìè ìàêñèìàëüíîé êëèêè è ñòåïåíè ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷å-ñêîé çàäà÷åé.Íàèáîëåå êëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò � òåîðåìà Áðóêñà, óòâåðæäàþùàÿ,÷òî â ãðà�å ñòåïåíè n > 3, íå ñîäåðæàùåì êëèê íà n + 1 âåðøèíàõ,õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî íå ïðåâîñõîäèò n (ñì. [6℄).Ïîçäíåå Á. �èäîì áûëî ïîëó÷åíî óñèëåíèå ýòîãî ðåçóëüòàòà: äëÿ äî-ñòàòî÷íî áîëüøîãî n â ãðà�å ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíè n+1, íå ñîäåðæàùåìêëèê íà n+1 âåðøèíàõ, õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî íå ïðåâîñõîäèò n (ñì. [7℄).Ïðÿìîå äàëüíåéøåå óñèëåíèå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ íåâîçìîæíî, ÷òî ïî-êàçûâàåò ïðèìåð êëèêè íà n+3 âåðøèíàõ, èç êîòîðîé óäàëåíû âñå ðåáðààíòèöèêëà íà ïÿòè âåðøèíàõ. Â ýòîì ãðà�å ìàêñèìàëüíàÿ êëèêà èìååòìîùíîñòü n, ñòåïåíü ðàâíà n + 2 à õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî ðàâíî n+ 1.Äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷å-íèÿ:åñëè G = (V; E) � ãðà�, òî áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç:n(G) = jV j � ÷èñëî âåðøèí G, à m(G) = jEj � ÷èñëî ðåáåð;åñëè M � V , òî G(M) � èíäóöèðîâàííûé ïîäãðà� G, îïðåäåëÿåìûéìíîæåñòâîì M ;dG(x) � ñòåïåíü âåðøèíû x â ãðà�å G;d(G) (ñòåïåíü ãðà�à) � ìàêñèìàëüíàÿ èç ñòåïåíåé âåðøèí ãðà�à G;!(G) (êëèêîâîå ÷èñëî ãðà�à) � ÷èñëî âåðøèí â íàèáîëüøåé êëèêå;�(G)� õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëîG, òî åñòü ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëîöâåòîâ ïî âñåì ïðàâèëüíûì ðàñêðàñêàì G;�max(d; !) � ìàêñèìàëüíîå âîçìîæíîå õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî ãðà�àñòåïåíè d ñ êëèêîâûì ÷èñëîì !;G � äîïîëíèòåëüíûé ãðà� ê ãðà�ó G = (V;E);L(G)� èíäóöèðîâàííûé ïîäãðà�G, ìíîæåñòâî âåðøèí êîòîðîãî ñîâ-ïàäàåò ñ ïåðåñå÷åíèåì âñåõ ìàêñèìàëüíûõ ïî ìîùíîñòè êëèê ãðà�à G;T (G)� èíäóöèðîâàííûé ïîäãðà�G, ìíîæåñòâî âåðøèí êîòîðîãî ñîâ-ïàäàåò ñ îáúåäèíåíèåì âñåõ ìàêñèìàëüíûõ ïî ìîùíîñòè êëèê ãðà�à G.Òàêæå áûëî ïîëó÷åíî ìíîæåñòâî ðåçóëüòàòîâ, ñâÿçûâàþùèõ ñòåïåíüãðà�à è åãî õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî ñ ðàçìåðîì ìàêñèìàëüíîé êëèêè. Â÷àñòíîñòè, õîòåëîñü áû îòìåòèòü ñòàòüþ [11℄, â êîòîðîé äîêàçàíî, ÷òîñóùåñòâóåò ðàñêðàñêà ãðà�àG ñòåïåíè n ñ !(G) < n+1 â n öâåòîâ, â êîòî-ðîé ìàêñèìàëüíàÿ àíòèêëèêà ìîíîõðîìàòè÷íà, è ðåçóëüòàò À. Â. Êîñòî÷-êè [8℄ óñòàíîâèâøåãî, ÷òî åñëè d(G) � !(G) � minfO(rd(G)1=4); O(r2)g,òî �(G) � d(G)� r. 3



Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ äàëüíåéøèõ ñâÿçåé ìåæäó ñòåïåíüþ ãðà�à, åãîõðîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì è ðàçìåðîì ìàêñèìàëüíîé êëèêè îêàçûâàåòñÿâàæíûì íàõîæäåíèå íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà âåðøèí, ïåðåñåêàþùåãîâñå ìàêñèìàëüíûå êëèêè � íåçàâèñèìîé òðàíñâåðñàëè âñåõ ìàêñèìàëü-íûõ ïî ðàçìåðó êëèê.Ñòàòüÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ è äâóõ ÷àñòåé. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîìïåðâîé ÷àñòè ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà 2, â êîòîðîé äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâà-íèå íåçàâèñèìîé òðàíñâåðñàëè äëÿ ìàêñèìàëüíûõ êëèê ãðà�à, ñòåïåíüêîòîðîãî íå áîëåå, ÷åì â ïîëòîðà ðàçà ïðåâûøàåò ðàçìåð ìàêñèìàëüíîéêëèêè.Èç íåãî ñëåäóåò íåðàâåíñòâî, ñâÿçûâàþùåå õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî ãðà-�à ñ åãî ñòåïåíüþ è êëèêîâûì ÷èñëîì (ñì ñëåäñòâèå 2).Òàêæå äîêàçàíà òî÷íîñòü ïîëó÷åííîé â òåîðåìå 2 îöåíêè.Âî âòîðîé ÷àñòè ñòàòüè áóäåò äîêàçàíà îöåíêà õðîìàòè÷åñêîãî ÷èñëàãðà�à, íàçûâàåìîãî â ñòàòüå ñëîèñòûì, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäåîáúåäèíåíèÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ n-êëèê, íàçûâàåìûõ ñëîÿìè.Çàäà÷à òàêîé îöåíêè â íåñêîëüêî èíûõ òåðìèíàõ áûëà ïîñòàâëåíàÍ. Àëîíîì (ñì [2℄). Èì áûëà ïîëó÷åíà íåêîòîðàÿ îöåíêà ñòåïåíè òàêîãîãðà�à, ïðè êîòîðîé îí äîïóñêàåò ïðàâèëüíóþ ðàñêðàñêó â n öâåòîâ.Â äàëüíåéøåì îöåíêà áûëà ñóùåñòâåííî óëó÷øåíà â ñòàòüå Õàêñåë-ëà [3℄.Ïîçäíåå, â ñòàòüå [4℄ áûëà ïîëó÷åíà òî÷íàÿ îöåíêà íî òîëüêî äëÿñëó÷àÿ, êîãäà ñëîåâ íå áîëåå, ÷åì òðè.Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïîëó÷åíî íåðàâåíñòâî, êîòîðîå, â ÷àñòíîñòè,âêëþ÷àåò â ñåáÿ ðåçóëüòàò Õàêñåëëà è óëó÷øàåò åãî äëÿ ñëó÷àÿ íåáîëü-øîãî ÷èñëà ñëîåâ.Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì âòîðîé ÷àñòè ÿâëÿåòñÿ íåðàâåíñòâî èç òåîðå-ìû 3.Äëÿ íåáîëüøèõ çíà÷åíèé n ïîëó÷åí ðåçóëüòàò, óëó÷øàþùèé ýòè îöåí-êè â íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àÿõ (ñì 6).1 Íåçàâèñèìûå òðàíñâåðñàëè.Íàïîìíèì, ÷òî òðàíñâåðñàëüþ ñèñòåìû ìíîæåñòâ íàçûâàåòñÿ ìíîæå-ñòâî, ïåðåñåêàþùåå âñå ìíîæåñòâà ñèñòåìû.Â äàííîé ñòàòüå áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ òðàíñâåðñàëè äëÿ ïîäìíî-æåñòâ ìíîæåñòâà V (G), îáðàçóþùèõ n-êëèêè.Îñíîâíîé çàäà÷åé ýòîé ÷àñòè áóäåò óñòàíîâëåíèå ñòðóêòóðû ãðà�àn-êëèê äëÿ ãðà�à G, â êîòîðîì d(G) 6 b32n� 2
, à !(G) = n è âûâîä èç4



ýòîãî òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè â òàêîì ãðà�å íåçàâèñèìîé òðàíñâåðñà-ëè, ïåðåñåêàþùåé âñå n-êëèêè.Íàì ïîòðåáóþòñÿ íåñêîëüêî ðåçóëüòàòîâ èç ñòàòüè [1℄, êîòîðûå ìûçäåñü ïðèâåäåì äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ.Òåîðåìà 1. Ïóñòü !(G) = n, ñòåïåíè âñåõ âåðøèí G ìåíüøå d53ne� 1.Ïóñòü íàáîð T , ñîñòîÿùèé èç íåêîòîðûõ n-êëèê ãðà�à G òàêîâ, ÷òîëþáûå äâå n-êëèêè ýòîãî íàáîðà èìåþò îáùóþ âåðøèíó. Òîãäà è âñån-êëèêè íàáîðà T èìåþò îáùóþ âåðøèíó.Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü ãðà� G òàêîé, ÷òî !(G) = n, d(G) 6 n + k, ãäåk < d23ne � 1. Ïóñòü íàáîð T , ñîñòîÿùèé èç íåêîòîðûõ n-êëèê ãðà�àG òàêîâ, ÷òî ëþáûå äâå n-êëèêè ýòîãî íàáîðà èìåþò îáùóþ âåðøèíó.Òîãäà ïåðåñå÷åíèå L âñåõ n-êëèê ýòîãî íàáîðà ñîäåðæèò íå ìåíåå n �k � 1 âåðøèí.Ëåììà 1. Ïóñòü â ãðà�å G ñóùåñòâóåò íàáîð ïîïàðíî ïåðåñåêàþùèõñÿn-êëèê, íå èìåþùèõ îáùåé âåðøèíû, è !(G) = n. Òîãäà n(G) > 2n.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ýòîé ÷àñòè íàì ïîòðåáóåòñÿíåñêîëüêî ïðåäâàðèòåëüíûõ ëåìì.Ëåììà 2. Ïóñòü ãðà� G òàêîé, ÷òî !(G) = n, d(G) 6 n + k, ãäåk < d23ne � 1, è ïåðåñå÷åíèå ëþáûõ äâóõ n-êëèê íåïóñòî. Òîãäà n(T (G) nL(G)) > 2(n� jn(L(G))j).Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 1, jn(L(G))j > 0. Òîãäà jn(T (G))j �n+ k + 1, ïîñêîëüêó ëþáàÿ âåðøèíà èç L(G) ñìåæíà ñ ëþáîé âåðøèíîéèç T (G). ßñíî, ÷òî ëþáàÿ n-êëèêà, ñîäåðæàùàÿ L(G), èìååò n�jn(L(G))jâåðøèí â T (G)nL(G) (åñëè jn(L(G))j = n, òî óòâåðæäåíèå ëåììû î÷åâèä-íî). Çàìåòèì, ÷òî ïðè óäàëåíèè ëþáîé âåðøèíû èç T (G)nL(G) íàéäåòñÿn-êëèêà, ñîäåðæàùàÿ L(G), íî íå ñîäåðæàùàÿ âûêèíóòîé âåðøèíû (èíà-÷å ýòà âåðøèíà ïî îïðåäåëåíèþ âõîäèëà áû â L(G)). Íî â T (G) n L(G)íåò êëèê, ñîäåðæàùèõ áîëåå n � jn(L(G))j âåðøèí (èíà÷å îáúåäèíåíèåòàêîé êëèêè ñ L(G) áóäåò êëèêîé G, ñîäåðæàùåé áîëåå n âåðøèí). Åñëèëþáûå äâå n � jn(L(G))j-êëèêè èç T (G) n L(G) ïåðåñåêàþòñÿ, òî â ñèëóëåììû 1, ãðà� T (G) n L(G) ñîäåðæèò íå ìåíåå 2(n� jn(L(G))j) âåðøèí.Åñëè æå êàêèå-òî äâå n�jn(L(G))j-êëèêè èç T (G)nL(G) íå èìåþò îáùèõâåðøèí, òî â èõ îáúåäèíåíèè ñîäåðæèòñÿ óæå 2(n � jn(L(G))j) âåðøèí,ïðèíàäëåæàùèõ T (G) n L(G).
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Îïðåäåëèì ãðà� n-êëèê ãðà�à G. Âåðøèíû ýòîãî ãðà�à ñîîòâåòñòâó-þò n-êëèêàì ãðà�à G, ïðè÷åì äâå âåðøèíû ãðà�à êëèê ñìåæíû òîãäàè òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåñòâóþùèå n-êëèêè ïåðåñåêàþòñÿ.�àññìîòðèì ñëó÷àé ãðà�à G, â êîòîðîì !(G) = n è d(G) � n+ k, ãäån > 2(k + 1).Îïðåäåëåíèå 1. Íàçîâåì ÿäðîì íåêîòîðîé êëèêè ïåðåñå÷åíèå âñåõn-êëèê, ïåðåñåêàþùèõñÿ ñ äàííîé êëèêîé. Â ÷àñòíîñòè, åñëè äàííóþn-êëèêó íå ïåðåñåêàåò íè îäíà äðóãàÿ n-êëèêà, òî ÿäðî áóäåò ñîâïàäàòüñ ñàìîé êëèêîé.Ëåììà 3. Ïóñòü G � òàêîé ãðà�, ÷òî !(G) = n, d(G) � n + k, èn > 2(k+1). Òîãäà âñå ÿäðà áóäóò ñîäåðæàòü íå ìåíåå n�k�1 âåðøèí.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó d(G) � n + k, òî â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1, ëþ-áîé íàáîð ïîïàðíî ïåðåñåêàþùèõñÿ n-êëèê èìååò íå ìåíåå n � k � 1îáùèõ âåðøèí. Ïîñêîëüêó n > 2(k + 1), òî ýòî ñîñòàâèò áîëåå ïîëîâèíûìîùíîñòè âñåé n-êëèêè. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáàÿ êëèêà, ïåðåñåêàþùàÿñÿñ êàêîé-íèáóäü èç êëèê íàáîðà, òàêæå ñîäåðæèò êàêóþ-íèáóäü èç ýòèõn � k � 1 âåðøèí. Òîãäà ëþáûå äâå n-êëèêè, ïåðåñåêàþùèåñÿ ñ äàííîé,ïåðåñåêàþòñÿ ìåæäó ñîáîé. Òîãäà, â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1, âñå ýòè êëèêè èìå-þò íå ìåíåå n � k � 1 îáùèõ âåðøèí, îòêóäà, â ÷àñòíîñòè ñëåäóåò, ÷òîâñå ÿäðà ñîäåðæàò íå ìåíåå, ÷åì n� k � 1 âåðøèí.Çàìåòèì, ÷òî òàê êàê 2(n� k � 1) > n, òî êàæäîå ÿäðî ñîäåðæèò áî-ëåå ïîëîâèíû âåðøèí êëèêè. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáûå äâå ïåðåñåêàþùèåñÿêëèêè èìåþò îáùåå ÿäðî.Òàêèì îáðàçîì, ãðà� n-êëèê äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ãðà�à âûãëÿäèòêàê îáúåäèíåíèå íåñêîëüêèõ êîìïîíåíò, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿêëèêîé. Âñå n-êëèêè, ñîîòâåòñòâóþùèå êàæäîé êîìïîíåíòå, èìåþò îáùååÿäðî.Ïîýòîìó ÷òîáû íàéòè íåçàâèñèìóþ òðàíñâåðñàëü, ïåðåñåêàþùóþ âñån-êëèêè, äîñòàòî÷íî íàéòè íåçàâèñèìóþ òðàíñâåðñàëü, ïåðåñåêàþùóþâñå ÿäðà.Îïðåäåëåíèå 2. Äëÿ âåðøèíû a ÿäðà âíåøíåé ñòåïåíüþ ýòîé âåðøèíûáóäåì íàçûâàòü êîëè÷åñòâî âåðøèí ãðà�à G, ñìåæíûõ ñ a è íå âõîäÿùèõâ îáúåäèíåíèå n-êëèê, ñîäåðæàùèõ a. �åáðà, ñîåäèíÿþùèå âåðøèíó a ñâåðøèíàìè, íå âõîäÿùèìè ñ a â îäíó n-êëèêó, áóäåì íàçûâàòü âíåøíèìè.Ëåììà 4. Ïóñòü G � òàêîé ãðà�, ÷òî !(G) = n, d(G) � n + k, è n >2(k+ 1). �àññìîòðèì ÿäðî J , ñîäåðæàùåå n� t âåðøèí. Òîãäà âíåøíÿÿñòåïåíü ëþáîé âåðøèíû ýòîãî ÿäðà áóäåò íå áîëåå k � t+ 1.6



Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 2, îáúåäèíåíèå êëèê, ñîäåðæàùèõ ÿä-ðî J , èìååò íå ìåíåå 2(n�(n�t))+(n�t) = n+t âåðøèí. Òàê êàê âåðøèíûJ áóäóò ñìåæíû ñî âñåìè âåðøèíàìè, âõîäÿùèìè â îáúåäèíåíèå êëèê,ñîäåðæàùèõ J , òî èç îáùåãî êîëè÷åñòâà èñõîäÿùèõ ðåáåð äëÿ äàííîéâåðøèíû èç J , íå ïðåâîñõîäÿùåãî n + k, íå ìåíåå, ÷åì n + t � 1 áóäåòñîåäèíÿòü ýòó âåðøèíó ñ âåðøèíàìè èç îáúåäèíåíèÿ êëèê, ò. å. íå áóäóòâíåøíèìè. Ñëåäîâàòåëüíî, âíåøíèìè ìîãóò áûòü òîëüêî îñòàâøèåñÿ íåáîëåå, ÷åì k � t + 1 ðåáåð.Ñ�îðìóëèðóåì è äîêàæåì òåîðåìó, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ðå-çóëüòàòîì ýòîé ÷àñòè ñòàòüè.Òåîðåìà 2. Ïóñòü G � òàêîé ãðà�, ÷òî !(G) = n, d(G) � n + k, èn > 2(k + 1). Òîãäà ñóùåñòâóåò íåçàâèñèìîå ïîäìíîæåñòâî M � Vòàêîå, ÷òî ïðè óäàëåíèè èç G âñåõ âåðøèí ìíîæåñòâà M êëèêîâîå÷èñëî ãðà�à óìåíüøèòñÿ.Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ñíà÷àëà îïðåäåëèì ìíîæåñòâà M è N1 à òàêæåêëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè T1.Ïóñòü M � òàêîå ìíîæåñòâî, ÷òî jJ \M j = 1 äëÿ ëþáîãî ÿäðà J èjE(G(M))j � ìèíèìàëüíî (òàêèå ìíîæåñòâà áóäåì íàçûâàòü îòìå÷åí-íûìè). Âåðøèíó x =2M , ñîäåðæàùóþñÿ â êàêîì-òî ÿäðå J è íå ñìåæíóþíè ñ îäíîé âåðøèíîé èç M , êðîìå âåðøèíû òîãî æå ÿäðà, áóäåì íàçû-âàòü ñâîáîäíîé. Ìíîæåñòâî âñåõ ñâîáîäíûõ âåðøèí íàçîâåì S(M) (ýòîìíîæåñòâî çàâèñèò îò M). Åñëè â J åñòü ñâîáîäíàÿ âåðøèíà x 2 J , òîäëÿ âåðøèíû t 2 J \M (ÿñíî, ÷òî òàêàÿ âåðøèíà t ñóùåñòâóåò è åäèí-ñòâåííà), ìíîæåñòâî M 0 =M [ fxg n ftg (1)áóäåò îòìå÷åííûì è jG(M 0)j = jG(M)j â ñèëó ìèíèìàëüíîñòè. Áó-äåì òàêèå îïåðàöèè íàçûâàòü îïåðàöèåé 1. �àññìîòðèì êëàññ T1 òàêèõìíîæåñòâM îòíîñèòåëüíî ñåðèè âñåõ âîçìîæíûõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ îïå-ðàöèé 1. Ïîñêîëüêó îïåðàöèè 1 îáðàòèìû, òî T1 áóäåò êëàññîì ýêâèâà-ëåíòíîñòè.Äàëåå ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âåðøèí N1, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò ïå-ðåñå÷åíèþ âñåõ ìíîæåñòâ, âõîäÿùèõ â T1.Äîêàæåì, ÷òî N1 = ;.Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü jN1j = s, à ÿäðà J1; J2; : : : ; Js, â êî-òîðûå âõîäÿò âåðøèíû èç N1, ñîäåðæàò n � k1; n � k2; : : : ; n � ks âåð-øèí. Òîãäà âíåøíèå ñòåïåíè âåðøèí èç J1; J2; : : : ; Js áóäóò íå áîëååk � k1 + 1; k � k2 + 1; : : : ; k � ks + 1 ñîîòâåòñòâåííî, â ñèëó ëåììû 4.7



2. Îïèøåì ïåðâûé øàã ïðîöåññà.Âñåãî ñ âåðøèíàìè èç N1 áóäåò ñîåäèíåíî âíåøíèìè ðåáðàìè íå áîëååPsi=1(k � ki + 1) âåðøèí, âõîäÿùèõ â J1 [ J2 [ � � � [ Js. Â òî æå âðåìÿ,jJ1[J2[� � �[Jsj =Psi=1(n�ki�1). �àññìîòðèì òå âåðøèíû, êîòîðûå íåâõîäÿò â N1 è ñìåæíû òîëüêî ñ òåìè âåðøèíàìè èç N1, êîòîðûå ëåæàòâ îäíîé êëèêå ñ íèìè. Òàêèõ âåðøèí â ÿäðàõ, ñîäåðæàùèõ âåðøèíû èçN1, áóäåò íå ìåíååsXi=1 (n� ki � 1)� sXi=1 (k � ki + 1) = (n� k � 2)s > 0:Âûáåðåì èç íèõ îäíó âåðøèíó a1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç P1 ìíîæåñòâîâåðøèí, ñîåäèíåííûõ ñ a1 âíåøíèìè ðåáðàìè.Âûáåðåì ìíîæåñòâî M1 2 T1 òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû êîëè÷åñòâî âåð-øèí èç ìíîæåñòâà P1 \M1 áûëî ìèíèìàëüíûì ïî âñåì ìíîæåñòâàì èçT1. Îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî P1 \M1 íå ìîæåò áûòü ïóñòûì, ïîñêîëüêóèíà÷å âåðøèíà a1 áûëà áû ñâîáîäíîé äëÿ M1 è òîãäà åå ìîæíî áûëî îá-ìåíÿòü ñ âåðøèíîé v èçM1, âõîäÿùåé â òî æå ÿäðî, íî ýòî ïðîòèâîðå÷èòòîìó, ÷òî v 2 N1.�àññìîòðèì ìíîæåñòâî Z 01 âñåõ òàêèõ âåðøèí u, ñîåäèíåííûõ âíåø-íèìè ðåáðàìè ñ a1, ÷òî u =2M1. Ïîëîæèì Z1 = Z 01.3. Îïèøåì âòîðîé øàã ïðîöåññà.�àññìîòðèì òåïåðü êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè T2 òàêîé, ÷òî M1 2 T2 èâñå ìíîæåñòâà ýòîãî êëàññà ïîëó÷àþòñÿ èç M1 ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðè-ìåíåíèåì îïåðàöèè 1, â êîòîðûõ â êà÷åñòâå ñâîáîäíûõ âåðøèí x áåðóòñÿòîëüêî âåðøèíû èç ìíîæåñòâà S(M) n Z1.Ïîñòðîèì àíàëîãè÷íî ïåðâîìó øàãó ìíîæåñòâî N2 êàê ïåðåñå÷åíèåâñåõ ìíîæåñòâ èç T2. Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó P1\M1 áûëî ìèíèìàëüíî,òî Z1 = Z 01 = P1nM1 ìàêñèìàëüíî ïî âñåì ìíîæåñòâàì, âõîäÿùèì â T1 (âòîì ñìûñëå, ÷òî ìíîæåñòâà, àíàëîãè÷íûå Z 01 è P1, ìîæíî îïðåäåëèòü äëÿëþáîãî M 2 T1 è äëÿ óæå âûáðàííîé âåðøèíû a1). Òîãäà, â ñèëó ìàêñè-ìàëüíîñòè Z1, âñå âåðøèíû èç P1 \M1 âîéäóò â N2, èíà÷å ïðè ïîìîùèîïåðàöèè 1 ìîæíî áóäåò óâåëè÷èòü ìíîæåñòâî Z1. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðî-òèâíîì ñëó÷àå ìîæíî áóäåò ïðîâåñòè îïåðàöèþ 1 ñ íåêîòîðîé ñâîáîäíîéâåðøèíîé x, íå âõîäÿùåé â Z1 è âåðøèíîé y èç M 0 2 T2, ñîåäèíåííîéâíåøíèì ðåáðîì ñ a1. Ïîñêîëüêó âåðøèíû èç Z1 íå ìîãëè âõîäèòü â M 0,òàê êàê ïî îïðåäåëåíèþ êëàññà T2 îíè íèêîãäà íå ó÷àñòâîâàëè â îïåðà-öèè 1, òî ïîñëå ïðîâåäåíèÿ ýòîé îïåðàöèè ìíîæåñòâî Z1 âîçðàñòåò, òàêêàê ê íåìó äîáàâèòñÿ âåðøèíà y.Òîãäà N1 2 N2. 8



Âûáåðåì òåïåðü âåðøèíó a2 =2 N2 èç íåêîòîðîãî ÿäðà, ñîäåðæàùåãîâåðøèíó èç N2, íå ñîåäèíåííóþ âíåøíèìè ðåáðàìè ñ âåðøèíàìè èç N2.Âîçìîæíîñòü âûáîðà òàêîé âåðøèíû a2 áóäåò îáîñíîâàíà äàëåå. Âûáå-ðåì ìíîæåñòâî M2 2 T2 òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû êîëè÷åñòâî âåðøèí èçM2, ñìåæíûõ ñ a2, áûëî ìèíèìàëüíûì ïî âñåì ìíîæåñòâàì èç T2, ìíî-æåñòâî P2 âåðøèí, ñîåäèíåííûõ ñ a2 âíåøíèìè ðåáðàìè, íàêîíåö ìíî-æåñòâî Z2 = Z1 [Z 02, ãäå Z 02 � ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí, ñîåäèíåííûõ ñ a2âíåøíèìè ðåáðàìè è íå âõîäÿùèõ â M2.4. Äîêàæåì, ÷òî âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèé øàã ïðîöåññà.Áóäåì àíàëîãè÷íî ñòðîèòü êëàññû T3; T4 : : : è àíàëîãè÷íûì îáðà-çîì îïðåäåëÿòü ìíîæåñòâà N3; N4; : : : , âåðøèíû a3; a4; : : : , ìíîæåñòâàP3; P4; : : : , êëàññû M3;M4; : : : , ìíîæåñòâà Z 03; Z 04; : : : è íåóáûâàþùóþ ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ Z3; Z4; : : : .Çàìåòèì, ÷òî Pi \Mi � Ni+1, â ñèëó ìàêñèìàëüíîñòè Z 0i (àíàëîãè÷íîïåðâîìó øàãó ïðîöåññà). Êðîìå òîãî, ìíîæåñòâî Pi\Mi íåïóñòî, òàê êàêèíà÷å âåðøèíà ai áóäåò ñâîáîäíîé äëÿ ìíîæåñòâà Mi, ÷òî ïðîòèâîðå÷èòòîìó, ÷òî îíà íàõîäèòñÿ â îäíîì ÿäðå ñ âåðøèíîé èç Ni. Ïîýòîìó N1 �N2 � N3 : : : .Ëåììà 5. Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî q âñåãäà ìîæíî âû-áðàòü âåðøèíó aq, îáëàäàþùóþ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:1. aq ïðèíàäëåæèò ÿäðó J, ñîäåðæàùåìó âåðøèíó èç Nq.2. aq íå ñìåæíà ñ âåðøèíàìè èç Nq êðîìå òîé, êîòîðàÿ ëåæèò âJ. 3. aq =2 Zq�1.Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó âûáîðà âåðøèí ai (i < q), ìíîæåñòâî Pi íåïåðåñåêàåòñÿ ñ Ni, ïîýòîìó è Pi \ Mi \ Ni = ;. Ñëåäîâàòåëüíî, Ni �Ni+1 è jNqj � q. Çàìåòèì, ÷òî jZ 0ij � k, ïîñêîëüêó ëþáàÿ âåðøèíà èìååòâíåøíþþ ñòåïåíü íå áîëåå k+1, à õîòÿ áû îäíà âåðøèíà âõîäèò â Pi\Mi,ñëåäîâàòåëüíî, íå âõîäèò â Z 0i. Ïîýòîìó jZq�1j = jZ 01[Z 02[Z 03[� � �[Z 0q�1j �(q � 1)k.Îáîçíà÷èì ÿäðà, ñîäåðæàùèå âåðøèíû èç Nq ÷åðåç J1; J2 : : : JjNqj. Áó-äåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ÿäðå Ji, áóäåò n � ki âåðøèí. Â ÿäðàõ, ñîäåðæàùèõâåðøèíû èç Nq, áóäåò jNqjXi=1 (n� ki)âåðøèí.
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Ïîñêîëüêó âíåøíÿÿ ñòåïåíü âåðøèíû èç Nq \ Ji íå áîëåå k � ki + 1,òî íàéäåòñÿ íå ìåíååjNqjXi=1 (n� ki)� jNqjXi=1 (k � ki + 1)� jNqj = (n� k � 2)jNqjâåðøèí èç Ji, êîòîðûå áóäóò íåñìåæíû ñ âåðøèíàìè èç Nq è íå âõîäÿòâ Nq. Çàìåòèì íàêîíåö, ÷òî(n� k � 2)jNqj � jZqj � (n� k � 2)q � (q � 1)k > kq � k(q � 1) > 0:Ïîýòîìó îñòàíåòñÿ õîòÿ áû îäíà âåðøèíà, ïîäõîäÿùàÿ äëÿ aq+1.Òåïåðü, àíàëîãè÷íî âòîðîìó øàãó, âûáåðåì ìíîæåñòâàMq 2 Tq òàêèìîáðàçîì, ÷òîáû êîëè÷åñòâî âåðøèí èç Mq, ñìåæíûõ ñ aq, áûëî ìèíè-ìàëüíûì ïî âñåì ìíîæåñòâàì èç Tq, ìíîæåñòâî Pq âåðøèí, ñîåäèíåííûõñ aq âíåøíèìè ðåáðàìè, íàêîíåö ìíîæåñòâî Zq = Zq�1 [ Z 0q, ãäå Z 0q �ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí, ñîåäèíåííûõ ñ aq âíåøíèìè ðåáðàìè è íå âõî-äÿùèõ â Mq. Ïîñëå âûáîðà âåðøèíû aq âñå ýòè ìíîæåñòâà âûáèðàþòñÿàâòîìàòè÷åñêè.Íî ïîñêîëüêó ÷èñëî jNij ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, òî ýòîò ïðîöåññ äîë-æåí êîãäà-íèáóäü çàêîí÷èòüñÿ. Ïîëó÷èëîñü ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî N1íåïóñòî.Íî åñëè N1 ïóñòî, òî â ëþáîì ÿäðå áûëà ñâîáîäíàÿ âåðøèíà, à òîãäàèñõîäíîå ìíîæåñòâî M � íåçàâèñèìîå, ïîñêîëüêó â ïðîòèâíîì ñëó÷àåìîæíî áûëî áû óìåíüøèòü êîëè÷åñòâî âíóòðåííèõ ðåáåð â M , ÷òî èäîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.Ñëåäñòâèå 2. Åñëè d � b32! � 2
, òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî�max(d; !)� 1 � �max(d� 1; ! � 1).Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ êàêèõ-òî ïàðàìåòðîâ d è !,óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ ñëåäñòâèÿ, íåðàâåíñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ. Îáî-çíà÷èì ÷åðåç k ÷èñëî d � ! � b12! � 2
. �àññìîòðèì ãðà� G òàêîé,÷òî d(G) = d; !(G) = ! è äëÿ êîòîðîãî õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî â òî÷íî-ñòè ðàâíî �max(d; !). Çàìåòèì, ÷òî 2(k + 1) � 2b12!
 � 2 < !, ïîýòîìóìîæíî ïðèìåíèòü óòâåðæäåíèå ïðåäûäóùåé ëåììû. Áóäåì äîáàâëÿòü êâûáðàííîìó íåçàâèñèìîìó ìíîæåñòâóM âåðøèíû ïî îäíîé ñ ñîõðàíåíè-åì íåçàâèñèìîñòè, ïîêà ýòî âîçìîæíî. Ïîëó÷åííîå ìíîæåñòâî M 0 áóäåòíåçàâèñèìûì, äîìèíèðóþùèì è áóäåò ïåðåñåêàòü âñå n�êëèêè. Îêðà-ñèì âñå âåðøèíû M 0 â íåêîòîðûé öâåò 1. Çàìåòèì, ÷òî ïîñëå óäàëåíèÿ10



èç ãðà�à G âñåõ âåðøèí ìíîæåñòâà M 0, åãî ñòåïåíü è êëèêîâîå ÷èñëîóìåíüøàòñÿ õîòÿ áû íà 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïðåäïîëîæåíèþ åãî õðîìà-òè÷åñêîå ÷èñëî äîëæíî óìåíüøèòñÿ õîòÿ áû íà 2. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èòòîìó, ÷òî èç íåãî óäàëèëè íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî.Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü G � íåêîòîðûé òàêîé ãðà�, â êîòîðîì âûäåëåíîíåñêîëüêî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ âåðøèí A1; A2; : : : As, ìîù-íîñòè êîòîðûõ ðàâíû n�k1; n�k2; : : : ; n�ks à âíåøíèå ñòåïåíè âåðøèíïîäìíîæåñòâà Ai; 1 � i � s íå ïðåâîñõîäÿò k�ki+1. Òîãäà ñóùåñòâó-åò íåçàâèñèìîå ïîäìíîæåñòâîM � V òàêîå, ÷òîM[Ai 6= ; 1 � i � s.Äîêàçàòåëüñòâî. Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2 íèãäå íå èñïîëüçîâàëîñü,÷òî ÿäðà ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè ïîäãðà�àìè, à èñïîëüçîâàëîñü ëèøü îãðà-íè÷åíèå íà âíåøíþþ ñòåïåíü âåðøèí ýòèõ ÿäåð.Çàìå÷àíèå 1. Çàìåòèì, ÷òî îöåíêà íà ñòåïåíü ãðà�à d(G) � 3n�32 , ïî-ëó÷åííàÿ â òåîðåìå 2 � òî÷íàÿ, ÷òî èëëþñòðèðóåò ñëåäóþùèé ïðèìåðäëÿ ÷åòíûõ n.�àññìîòðèì íå÷åòíûé öèêë äëèíû áîëüøå òðåõ. Çàìåíèì êàæäóþ åãîâåðøèíó íà êëèêó ìîùíîñòè n2 . Òåïåðü ñîåäèíèì ðåáðàìè âåðøèíû ëþ-áûõ äâóõ êëèê, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñìåæíûì âåðøèíàì èñõîäíîãî öèêëà(òàêèå n2 -êëèêè áóäåò íàçûâàòü ñîñåäíèìè). Çàìåòèì, ÷òî â ïîëó÷åííîìãðà�å ñòåïåíè 32n� 1 ìàêñèìàëüíàÿ êëèêà áóäåò èìåòü ìîùíîñòü n. ßñ-íî, ÷òî íèêàêîå íåçàâèñèìîå ïîäìíîæåñòâî âåðøèí ïîëó÷åííîãî ãðà�àíå ìîæåò ñîäåðæàòü îäíîâðåìåííî äâå âåðøèíû ñîñåäíèõ n2 -êëèê, ïî-ýòîìó íàéäóòñÿ äâå ñîñåäíèå n2 -êëèêè, íè îäíà èç âåðøèí êîòîðûõ íåâõîäèò â âûáðàííîå íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî. Íî òîãäà îáúåäèíåíèå ýòèõn2 -êëèê áóäåò n-êëèêîé, íå ïåðåñåêàþùåéñÿ ñ âûáðàííûì íåçàâèñèìûììíîæåñòâîì.2 Õðîìàòè÷åñêèå ÷èñëà ñëîèñòûõ ãðà�îâ ñîãðàíè÷åííîé ñòåïåíüþ âåðøèí.Îïðåäåëåíèå 3. �ðà� áóäåì íàçûâàòü n-ñëîèñòûì, åñëè åãî âåðøèíûìîæíî ðàçáèòü íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ n-êëèêè (òàêèå êëèêè áóäåì íàçû-âàòü ñëîÿìè).Äëÿ òàêèõ ãðà�îâ âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, ñâÿçûâàþùàÿìàêñèìàëüíóþ âíåøíþþ ñòåïåíü âåðøèí n-ñëîèñòûõ ãðà�îâ ñ ÷èñëîìñëîåâ ïðè óñëîâèè, ÷òî õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî ãðà�à òàêæå ðàâíî n.11



Òåîðåìà 3. Ïóñòü G � òàêîé n-ñëîèñòûé ãðà�, ÷òî jV (G)j = nq,d(G) � n+ k, ïðè÷åì (3(k + 1)� n)q < 2k + 4. Òîãäà �(G) = n.Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó îñíîâíîé òåîðåìûïðåäûäóùåé ÷àñòè, äîêàçàòåëüñòâî áóäåò îñíîâàíî íà ïîñòðîåíèèïðîöåññà, ïðè êîòîðîì ìíîæåñòâî âåðøèí îäíîãî èç öâåòîâ, îñòàþùèõñÿíåïîäâèæíûìè ïðè ýòîì ïðîöåññå, áóäåò íåîãðàíè÷åííî ðàñòè, ÷òî ïðè-äåò â ïðîòèâîðå÷èå ñ èñõîäíîé ïîñûëêîé î òîì, ÷òî èñêîìîé ðàñêðàñêèíå ñóùåñòâóåò.1. Ñíà÷àëà îïðåäåëèì ìíîæåñòâà M è N1 à òàêæå êëàññ ýêâèâàëåíò-íîñòè T1.�àññìîòðèì êàêóþ-íèáóäü ðàñêðàñêó âåðøèí G â n öâåòîâ, ïðè êîòî-ðîé ìèíèìàëüíî êîëè÷åñòâî ðåáåð, ñîåäèíÿþùèõ îäíîöâåòíûå âåðøèíû(òàêèå ðåáðà áóäåì íàçûâàòü ïëîõèìè) è ïðè ýòîì âåðøèíû êàæäîãîöâåòà ëåæàò â ðàçíûõ ñëîÿõ ïî îäíîé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ai ìíîæåñòâîâñåõ âåðøèí öâåòà i > 1, à ÷åðåç M � ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí öâåòà 1.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå äâå âåðøèíû èçM . Âåðøèíó x öâåòà i, îòëè÷íîãî îò 1, áóäåì íàçûâàòü ñâîáîäíîé, åñëèîíà íå ñîåäèíåíà âíåøíèìè ðåáðàìè ñ âåðøèíàìè öâåòà 1 è âåðøèíà yöâåòà 1, ëåæàùàÿ â åå ñëîå, íå ñîåäèíåíà âíåøíèìè ðåáðàìè ñ âåðøèíàìèöâåòà i. Ìíîæåñòâî âñåõ ñâîáîäíûõ âåðøèí íàçîâåì S(M). Îòìåòèì, ÷òîìíîæåñòâî S(M) çàâèñèò îò ðàñêðàñêè.Çàìåòèì, ÷òî åñëè ïîìåíÿòü öâåòà âåðøèí x è y (íàçîâåì ýòó îïåðà-öèþ îáìåíîì), òî êîëè÷åñòâî ïëîõèõ ðåáåð íå óâåëè÷èòñÿ. �àññìîòðèìêëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè T1 òàêèõ ìíîæåñòâ M îòíîñèòåëüíî ñåðèè âñåõâîçìîæíûõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ îïåðàöèé îáìåíà ñî ñâîáîäíûìè âåðøèíà-ìè âñåâîçìîæíûõ öâåòîâ i, îòëè÷íûõ îò öâåòà 1. �àññìîòðèì ìíîæåñòâîâåðøèí N1, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò ïåðåñå÷åíèþ âñåõ ìíîæåñòâ, âõîäÿùèõâ T1.Íàøåé öåëüþ áóäåò äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî N1 = ;.2. Îïèøåì ïåðâûé øàã ïðîöåññà.Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü jN1j = s. ßñíî, ÷òî s > 2, ïîñêîëü-êó â N1 âõîäÿò äâå âåðøèíû, èçíà÷àëüíî ñîåäèíåííûå ðåáðîì (èíà÷åîïåðàöèåé îáìåíà ñ îäíîé èç ýòèõ âåðøèí ìîæíî áûëî áû óìåíüøèòüêîëè÷åñòâî ïëîõèõ ðåáåð). Çàìåòèì, ÷òî ñ âåðøèíàìè èç N1 âíåøíèìèðåáðàìè ñîåäèíåíî íå áîëåå s(k + 1) � 2 âåðøèí èç ñëîåâ, ñîäåðæàùèõâåðøèíû èç N1. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ òàêîé ñëîé W1, â êîòîðîì ýòèõâåðøèí íå áîëåå k + 1. Âåðøèíà ýòîãî ñëîÿ t1, âõîäÿùàÿ â N1, áóäåòñìåæíà íå áîëåå, ÷åì ñ k + 1 âåðøèíàìè äðóãèõ ñëîåâ. Ïîñêîëüêó èçóñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî 2k+2 < n� 1, òî â W íàéäåòñÿ âåðøèíà a1 6= t1, íå12



ñîåäèíåííàÿ âíåøíèìè ðåáðàìè ñ âåðøèíàìè èç N1 è íå ñîâïàäàþùàÿïî öâåòó ñ âåðøèíàìè äðóãèõ ñëîåâ, ñìåæíûõ ñ t1. Ñâîéñòâà âåðøèíûa1 ñîõðàíÿþòñÿ ïðè îïåðàöèÿõ îáìåíà, ïîñêîëüêó ýòè îïåðàöèè ïðîèçâî-äÿòñÿ òîëüêî ñî ñâîáîäíûìè âåðøèíàìè, à âåðøèíà t1 âñåãäà áóäåò öâåòà1, ñëåäîâàòåëüíî âåðøèíû, ñîåäèíåííûå ñ íåé âíåøíèìè ðåáðàìè, íèêî-ãäà íå áóäóò ñâîáîäíûìè. Êðîìå òîãî, âåðøèíà a1 íè â êàêîé ìîìåíò íåáûëà ñâîáîäíîé, òàê êàê t1 2 N1. Âûáåðåì ìíîæåñòâî M1 2 T1 òàêèìîáðàçîì, ÷òîáû êîëè÷åñòâî âåðøèí èç M1, ñìåæíûõ ñ a1 è íå âõîäÿùèõâ îäèí ñëîé ñ a1 (ìíîæåñòâî òàêèõ âåðøèí îáîçíà÷èì ÷åðåç P1), áûëîìèíèìàëüíûì ïî âñåì ìíîæåñòâàì èç T1. Îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî P1íå ìîæåò áûòü ïóñòûì, ïîñêîëüêó èíà÷å âåðøèíà a1 áûëà áû ñâîáîäíîé.�àññìîòðèì ìíîæåñòâî Z1 âñåõ òàêèõ âåðøèí u 2 P1nM1, ÷òî u íå âõîäèòâ ñëîé, ñîäåðæàùèé a1.3. Îïèøåì âòîðîé øàã ïðîöåññà.�àññìîòðèì òåïåðü êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè T2 òàêîé, ÷òî M1 2 T2 èâñå ìíîæåñòâà ýòîãî êëàññà ïîëó÷àþòñÿ èçM1 ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðèìå-íåíèåì îïåðàöèè îáìåíà, â êîòîðûõ â êà÷åñòâå âåðøèí x áåðóòñÿ òîëüêîâåðøèíû èç ìíîæåñòâà S(M) n Z1. Ïîñòðîèì àíàëîãè÷íî ïåðâîìó øàãóìíîæåñòâî N2 êàê ïåðåñå÷åíèå âñåõ ìíîæåñòâ èç T2, ñëîé W2, â êîòîðûéâõîäèò ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî âåðøèí, ñìåæíûõ ñ âåðøèíàìè èç N2,íå âõîäÿùèìè âW2, è íå âõîäÿùèõ â Z1, âåðøèíó a2 2 W2, íå ñìåæíóþ ñâåðøèíàìè èç N2 è íå ñîâïàäàþùóþ ïî öâåòó ñ âåðøèíàìè, ñìåæíûìè ñâåðøèíîé t =W2\N2, âûáåðåì äàëåå ìíîæåñòâîM2 2 T2 òàêèì îáðàçîì,÷òîáû êîëè÷åñòâî âåðøèí èç M2, ñìåæíûõ ñ a2, áûëî ìèíèìàëüíûì ïîâñåì ìíîæåñòâàì èç T2, ìíîæåñòâî P2, íàêîíåö, ìíîæåñòâî Z2 = Z1 [Z 02,ãäå Z 02 � ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí, ñìåæíûõ ñ A2 è íå âõîäÿùèõ íè â âM2, íè â ñëîé, ñîäåðæàùèé a2.Áóäåì àíàëîãè÷íî ñòðîèòü êëàññû T3; T4 : : : è àíàëîãè÷íûì îáðà-çîì îïðåäåëÿòü ìíîæåñòâà N3; N4; : : : , âåðøèíû a3; a4; : : : , ìíîæåñòâàP3; P4; : : : , êëàññû M3;M4; : : : , ìíîæåñòâà Z 03; Z 04; : : : è íåóáûâàþùóþ ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ Z3; Z4; : : : .4. Äîêàæåì, ÷òî âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèé øàã ïðîöåññà.Çàìåòèì, ÷òî Pi � Ni+1, â ñèëó ìèíèìàëüíîñòè ìíîæåñòâà Mi è Ni �Ni+1, ïîýòîìó âñå Pi ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ è jNq � q + 1. Êðîìåòîãî, jZ 0ij � k, ïîñêîëüêó ëþáàÿ âåðøèíà èìååò íå áîëåå k+1 ñìåæíîé ñíåé âåðøèíû â äðóãèõ ñëîÿõ. Êðîìå òîãî, õîòÿ áû îäíà èç íèõ âõîäèò âPi, à, ñëåäîâàòåëüíî, íå âõîäèò â Z 0i. ÏîýòîìójZq�1j = j [q�1i=1 Z 0ij � (q � 1)k:13



Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî q âñåãäà ìîæíî âûáðàòü âåðøèíó aq+1.�àññìîòðèì òå âåðøèíû, êîòîðûå íåëüçÿ áðàòü â êà÷åñòâå aq+1.Âî-ïåðâûõ, ýòî íå áîëåå jNqj(k + 1) � 2 âåðøèí, ñìåæíûõ ñ âåðøèíà-ìè èç Nq. Âî-âòîðûõ, ýòî jNqj âåðøèí èç Nq. Â-òðåòüèõ, â êàæäîì ñëîåíå áîëåå k+1 âåðøèí èìåþò öâåò, ñîâïàäàþùèé ñ öâåòàìè âåðøèí, ñìåæ-íûõ ñ âåðøèíîé ýòîãî ñëîÿ, âõîäÿùåé â Nq, ïðè÷åì õîòÿ áû â äâóõ ñëîÿõòàêèõ âåðøèí íå áîëåå, ÷åì ïî k, à èìåííî â òåõ ñëîÿõ, êîòîðûå ñîäåð-æàò ñìåæíûå âåðøèíû öâåòà 1 èç ìíîæåñòâà Nq. Íàêîíåö, â êà÷åñòâåaq+1 íåëüçÿ áðàòü âåðøèíû èç Zq�1. Òàêèì îáðàçîì â ñèëó òîãî, ÷òî âñëîÿõ, ñîäåðæàùèõ âåðøèíû èç Nq, áóäåò njNqj âåðøèí, òî íå ìåíåånjNqj � (2k + 3)jNqj+ 4� jZq�1jìîæíî âûáðàòü â êà÷åñòâå aq+1. Äîêàæåì, ÷òî ýòî ÷èñëî áîëüøå íóëÿ.Äëÿ ýòîãî âñïîìíèì, ÷òî jZq�1j 6 (q � 1)k, ñëåäîâàòåëüíînjNqj � (2k + 3)jNqj+ 4� jZq�1j > jNqj(n� 2k � 3))� (q � 1)k + 4:Íî q 6 jNqj � 1, ïîñêîëüêó íà êàæäîì øàãå jNqj âîçðàñòàåò, ïîýòîìójNqj(n� 2k � 3) + 4� (q � 1)k > jNqj(n� 3(k + 1)) + 2k + 4:Ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî íåðàâåíñòâà ïîëîæèòåëüíà â ñèëó òîãî, ÷òî jNqj 6q è ïî óñëîâèþ (3(k + 1)� n)q < 2k + 4.Íî ïîñêîëüêó ÷èñëî jNij ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, òî ýòîò ïðîöåññ äîë-æåí êîãäà-íèáóäü çàêîí÷èòüñÿ. Ïîëó÷èëîñü ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî N1íåïóñòî. Íî åñëè N1 ïóñòî, òî íèêàêèå âåðøèíû èç M íå ñìåæíû, èíà÷åîïåðàöèÿ îáìåíà, ïðîâåäåííàÿ ñ îäíîé èç òàêèõ âåðøèí óìåíüøèò êî-ëè÷åñòâî ïëîõèõ ðåáåð, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó èñõîäíîé ðàñêðàñêè.Àíàëîãè÷íî, íèêàêèå âåðøèíû êàæäîãî èç îñòàëüíûõ öâåòîâ íåñìåæíû,ïîýòîìó èñõîäíàÿ ðàñêðàñêà � ïðàâèëüíàÿ.Ñëåäñòâèå 4. Ïóñòü G � íåêîòîðûé òàêîé ãðà�, âåðøèíû êîòîðî-ãî ìîæíî ðàçáèòü íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ íå áîëåå, ÷åì n�ýëåìåíòíûåìíîæåñòâà A1; A2; : : :As òàêèì îáðàçîì, ÷òî âíåøíèå ñòåïåíè âñåõâåðøèí íå ïðåâîñõîäÿò n3 . Òîãäà ýòîò ãðà� n�õðîìàòè÷åí.Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3 íèãäå íå èñ-ïîëüçîâàëîñü, ÷òî ñëîè ÿâëÿþòñÿ êëèêàìè, à èñïîëüçîâàëîñü ëèøü îãðà-íè÷åíèå íà âíåøíþþ ñòåïåíü âåðøèí. Òîãäà äîáàâèì "�èêòèâíûå" âåð-øèíû ñòåïåíè 0 â êàæäîå èç Ai; 1 � i � s, ñäåëàâ âñå ýòè ìíîæåñòâà14



n�ýëåìåíòíûìè. Òåïåðü äîáàâèì â êàæäîå èç íèõ âñå âíóòðåííèå ðåá-ðà, ïðåâðàòèâ ýòè ìíîæåñòâà â n�êëèêè. Çàìåòèì, ÷òî òîãäà ñòåïåíüêàæäîé âåðøèíû áóäåò íå áîëåå n + n3 � 1. Ïîñêîëüêó 3(n3 � 1 + 1) = n,òî ìîæíî ïðèìåíèòü ðåçóëüòàò òåîðåìû 3 ïðè ëþáîì êîëè÷åñòâå ñëîåâ,îòêóäà è ïîëó÷àåòñÿ òðåáóåìîå.Çàìåòèì, ÷òî òåîðåìà 3 äàåò ðåçóëüòàò, íå ñëåäóþùèé íàïðÿìóþ èçòåîðåìû Áðóêñà, òîëüêî íà÷èíàÿ ñ n = 6. À ÷òî æå ïðè ìåíüøèõ n? Ìîæ-íî ïîëó÷èòü èíòåðåñíûå ðåçóëüòàòû äëÿ ìåíüøèõ n, åñëè èñïîëüçîâàòüíåñêîëüêî èíîé ïîäõîä. Íà÷íåì ñ îïðåäåëåíèÿ:Îïðåäåëåíèå 4. �ðà� G áóäåì íàçûâàòü áèïàðíûì, åñëè åãî âåðøèíûìîæíî ðàçáèòü íà ìíîæåñòâà, óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:1. Êàæäîå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç îäíîé èëè äâóõ âåðøèí.2. Ëþáàÿ âåðøèíà G ñìåæíà ñ âåðøèíàìè òîëüêî îäíîãî ìíîæåñòâàêðîìå òîãî, â êîòîðîì îíà ëåæèò.Òàêîå ðàçáèåíèå âåðøèí áèïàðíîãî ãðà�à áóäåì íàçûâàòü ñïåöèàëü-íûì.Ëåììà 6. Äàí ãðà� G, îáëàäàþùèé ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: ñóùåñòâó-åò òàêîé îñòîâíûé ïîäãðà� G1, êîòîðûé ñàì ÿâëÿåòñÿ áèïàðíûì è ïðèóäàëåíèè âñåõ ðåáåð G1 îñòàâøèåñÿ ðåáðà îáðàçóþò áèïàðíûé ãðà� G2.Òîãäà G 4-õðîìàòè÷åí.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü T1 è T2 � ñïåöèàëüíûå ðàçáèåíèÿ ãðà�îâ G1 èG2. �àññìîòðèì òîëüêî òå ðåáðà, êîòîðûå ñîåäèíÿþò âåðøèíû èç îäíîãîìíîæåñòâà êàæäîãî èç ñïåöèàëüíûõ ðàçáèåíèé. Çàìåòèì, ÷òî â îñòîâíîìãðà�å, îáðàçîâàííîì ýòèìè ðåáðàìè, âñå öèêëû áóäóò ÷åòíîé äëèíû, ïî-ñêîëüêó â íèõ áóäóò ÷åðåäîâàòüñÿ ðåáðà èç ñïåöèàëüíûõ ðàçáèåíèé G1è G2. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ðàçáèòü âåðøèíû G íà äâà ìíîæåñòâà Aè B òàêèå, ÷òî íèêàêèå äâå âåðøèíû, ïðèíàäëåæàùèå îäíîìó èç ýòèõìíîæåñòâ, íå ìîãóò îäíîâðåìåííî ïðèíàäëåæàòü îäíîìó ìíîæåñòâó ñïå-öèàëüíîãî ðàçáèåíèÿ. �àññìîòðèì îòäåëüíî êàêîå-òî èç ýòèõ ìíîæåñòâ(íàïðèìåð, A). Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ñïåöèàëüíîãî ðàçáèåíèÿ, íèêàêàÿâåðøèíà t èç A íå ìîæåò áûòü ñîåäèíåíà ðåáðîì, ïðèíàäëåæàùèì G1,ñ äâóìÿ äðóãèìè âåðøèíàìè èç A. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àåâåðøèíà t áûëà áû ñîåäèíåíà ñ âåðøèíàìè äâóõ ðàçëè÷íûõ ìíîæåñòâñïåöèàëüíîãî ðàçáèåíèÿ G1, íå ñîäåðæàùèõ t, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäå-ëåíèþ ñïåöèàëüíîãî ðàçáèåíèÿ. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå âûïîëíÿåòñÿè äëÿ G2. Òîãäà â A âñå öèêëû ÷åòíû, ïîñêîëüêó â íèõ ðåáðà, ïðèíàä-ëåæàùèå G1 è G2, ÷åðåäóþòñÿ. Ïîýòîìó âåðøèíû A ìîæíî ïðàâèëüíûì15



îáðàçîì îêðàñèòü â äâà öâåòà 1 è 2. Ïî àíàëîãè÷íûì ïðè÷èíàì âåðøè-íû G2 ìîæíî ïðàâèëüíûì îáðàçîì îêðàñèòü â äâà öâåòà 3 è 4, ÷òî äàåòïðàâèëüíóþ îêðàñêó âåðøèí ãðà�à G â ÷åòûðå öâåòà.Òåïåðü ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ áèïàðíûõ ãðà�îâ.1. ×åòíûé öèêë ÿâëÿåòñÿ áèïàðíûì ãðà�îì. Äåéñòâèòåëüíî, ñïåöè-àëüíûì ðàçáèåíèåì ÿâëÿåòñÿ ïîëíîå ïàðîñî÷åòàíèå.2. K4 ÿâëÿåòñÿ áèïàðíûì ãðà�îì. Ëþáîå åãî ðàçáèåíèå íà ïàðû ÿâ-ëÿåòñÿ ñïåöèàëüíûì.3. K3 òîæå ÿâëÿåòñÿ áèïàðíûì ãðà�îì êàê ïîäãðà� K4.4. Äâà òðåóãîëüíèêà, ñîåäèíåííûõ ïóòåì èç íå÷åòíîãî êîëè÷åñòâà ðå-áåð. Ñïåöèàëüíûì ðàçáèåíèåì áóäåò: ïàðû âåðøèí òðåóãîëüíèêîâ ñòåïå-íè 2, ïóòü ðàçáèâàåòñÿ íà ïàðû ñìåæíûõ âåðøèí.Çàìåòèì, ÷òî íå÷åòíûé öèêë äëèíû áîëåå 3 íå ÿâëÿåòñÿ áèïàðíûìãðà�îì. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó íå÷åòíîñòè öèêëà íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî,ñîñòîÿùåå èç åäèíñòâåííîé âåðøèíû A. Òîãäà îáå ñîñåäíèå ñ A âåðøè-íû äîëæíû âõîäèòü â îäíî ìíîæåñòâî. Íî òîãäà ó êàæäîé èç ýòèõ âåð-øèí áóäåò ïî äâà ñîñåäà èç ðàçíûõ ìíîæåñòâ (ñàìà âåðøèíà A è âòîðîéñîñåä), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ ñïåöèàëüíîãî ðàçáèåíèÿ. Òàêæåçàìåòèì, ÷òî â áèïàðíîì ãðà�å âñå âåðøèíû äîëæíû áûòü ñòåïåíè íåáîëåå 3.Ñëåäñòâèå 5. �àññìîòðèì 4-ñëîèñòûé ãðà� G ñòåïåíè 5. Ïóñòüïîñëå óäàëåíèÿ âñåõ âíóòðåííèõ ðåáåð âñåõ ñëîåâ îñòàâøèéñÿ ãðà�íå áóäåò ñîäåðæàòü íå÷åòíûõ öèêëîâ äëèíû áîëåå 3. Òîãäà ãðà� G4-õðîìàòè÷åí.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ïîñëå óäàëåíèÿ âñåõ ðåáåð G, ñîåäèíÿþ-ùèõ ðàçíûå ñëîè, ãðà� ñòàíåò áèïàðíûì è ñàìè óäàëåííûå ðåáðà îáðà-çîâûâàëè áèïàðíûé ãðà�, òî â ñèëó ëåììû 6 ãðà� G 4-õðîìàòè÷åí.Ñëåäñòâèå 6. �àññìîòðèì n-ñëîèñòûé ãðà� G ñòåïåíè n + 1 (n > 4).Ïóñòü ïîñëå óäàëåíèÿ âñåõ ðåáåð âñåõ ñëîåâ îñòàâøèéñÿ ãðà� íåáóäåò ñîäåðæàòü íå÷åòíûõ öèêëîâ äëèíû áîëåå 3. Òîãäà ãðà� Gn-õðîìàòè÷åí.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ïðè (n > 4) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå íà ñòå-ïåíü ãðà�à òåîðåìû 2 èç ïåðâîé ÷àñòè, òî ïîñëå íåñêîëüêèõ ïðèìåíåíèéýòîé òåîðåìû çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïðåäûäóùåìó ñëåäñòâèþ.
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