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ПОЛИНОМЫ АЛЕКСАНДРОВА–РЫЛЯ–ВОЙТАЩИКА
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Санкт-Петербургское отделение
Математического института


им. В. А. Стеклова
Российской Академии Наук


Август 2008


Аннотация


Пусть Hol(Bn) обозначает пространство всех голоморфных функций в единичном
шаре Bn из C


n, n ≥ 1. Классическая задача заключается в том, чтобы описать по-
ложительные меры µ, заданные на шаре Bn, такие что X ⊂ Lq(Bn, µ) для данных
X ⊂ Hol(Bn) и 0 < q < ∞. В работе получено соответствующее описание, если X
— пространство Блоха B(Bn), а мера µ является радиальной. Также сформулирован-
ная задача решена, если X является пространством роста A− log(Bn) или X является
пространством роста A−β(Bn), β > 0.


Работа поддержана грантом РФФИ No. 08-01-00358-a и Фондом содействия отечественной науке.
1







2


1. Введение


Пусть n ∈ N и пусть Hol(Bn) обозначает пространство всех голоморфных функций
в единичном шаре Bn = {z ∈ Cn : |z| < 1}.


Меры Карлесона. Пусть X ⊂ Hol(Bn) и 0 < q < ∞. По определению положительная
мера µ, заданная на шаре Bn, называется q-мерой Карлесона для X, если X ⊂ Lq(Bn, µ).
Классическая задача заключается в том, чтобы охарактеризовать q-меры Карлесона
для данного X ⊂ Hol(Bn). Карлесон [2] решил эту задачу, если X является простран-
ством Харди Hp(B1). К настоящему времени описания q-мер Карлесона известны для
разнообразных классических пространств X, состоящих из голоморфных функций. В
настоящей статье исследуются q-меры Карлесона для пространства Блоха B(Bn). На-
помним, что f ∈ B(Bn) тогда и только тогда, когда f ∈ Hol(Bn) и


‖f‖B(Bn) = |f(0)| + sup
z∈Bn


(1 − |z|)|Rf(z)| < ∞,


где


Rf(z) =
n
∑


j=1


zj
∂f


∂zj
(z), z ∈ Bn,


является радиальной производной функции f . Отметим, что


Rf(z) =


∞
∑


k=0


kfk(z), z ∈ Bn,


если f(z) =
∑∞


k=0 fk(z), z ∈ Bn, является однородным разложением функции f ∈
Hol(Bn). Пространство Блоха B(Bn) тесно связано с пространством роста A− log(Bn).
По определению f ∈ A− log(Bn) тогда и только тогда, когда f ∈ Hol(Bn) и


‖f‖− log = sup
z∈Bn


|f(z)|


log(e/(1 − |z|))
< ∞.


Хорошо известно, что B(Bn) ⊂ A− log(Bn). В данной работе также рассматриваются
пространства роста A−β(Bn), β > 0. При β > 0 пространство A−β(Bn) состоит из тех
функций f ∈ Hol(Bn), для которых


‖f‖−β = sup
z∈Bn


|f(z)|(1 − |z|)β < ∞.


Отметим, что B(Bn), A− log(Bn) и A−β(Bn), β > 0, являются банаховыми пространства-
ми относительно введенных выше норм.


При 0 < q < ∞ Хирела, Пелаес, Перес-Гонсалес и Раттюа [5] получили разнообраз-
ные результаты о q-мерах Карлесона для B(B1). В статье [5] также охарактеризованы
q-меры Карлесона для A− log(B1). В настоящей работе внимание сконцентрировано на
случае произвольной размерности n. Для n ∈ N в данной статье охарактеризованы
радиальные q-меры Карлесона для пространства Блоха B(Bn), а также получены опи-
сания q-мер Карлесона для A− log(Bn) и для A−β(Bn), β > 0.
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Полиномы Александрова–Рыля–Войтащика. Рыль и Войтащик [10] построили
голоморфные многочлены, которые оказались весьма полезными при решении многих
задач теории функций в единичном шаре (см., например, [9]). Результаты настоящей
работы основаны на следующем усилении теоремы Рыля–Войтащика.


Теорема 1.1 (Александров [1, теорема 4]). Пусть n ∈ N. Тогда существуют числа
δ = δ(n) ∈ (0, 1) и J = J(n) ∈ N, для которых выполнено следующее свойство: для
каждого числа d ∈ N существуют голоморфные однородные многочлены Wj [d] степени
d, 1 ≤ j ≤ J , такие что


‖Wj [d]‖L∞(∂Bn) ≤ 1 и(1.1)


max
1≤j≤J


|Wj [d](ζ)| ≥ δ для всех ζ ∈ ∂Bn.(1.2)


2. Меры Карлесона для пространства Блоха


Предложение 2.1. Пусть 0 < q < ∞ и пусть µ является q-мерой Карлесона для
B(Bn). Тогда


(2.1)


∫


Bn


(


log
e


1 − |z|


)
q
2


dµ(z) < ∞.


Доказательство. Зафиксируем константу δ(n) ∈ (0, 1) и многочлены Wj [d], 1 ≤ j ≤
J(n), d ∈ N, существование которых гарантировано теоремой 1.1. Для k ∈ Z+ пусть Rk


обозначает функцию Радемахера:


Rk(t) = sign sin(2k+1πt), t ∈ [0, 1].


Для каждого недиадического числа t ∈ [0, 1] рассмотрим функции


Fj,t(z) =
∞
∑


k=0


Rk(t)Wj [2
k](z), z ∈ Bn, 1 ≤ j ≤ J(n).


Оценка (1.1) гарантирует, что


(1 − |z|)|(RFj,t)(z)| ≤ (1 − |z|)
∞
∑


k=0


2k|z|2
k


≤ 2(1 − |z|)
∞
∑


m=1


|z|m ≤ 2


для всех z ∈ Bn. Имеем (RFj,t)(0) = 0, следовательно, ‖Fj,t‖B(Bn) ≤ 2. По предположе-
нию B(Bn) ⊂ Lq(Bn, µ), поэтому, применяя теорему о замкнутом графике, получаем


∫


Bn


|Fj,t(z)|q dµ(z) ≤ C‖Fj,t‖
q
B(Bn) ≤ C, 1 ≤ j ≤ J(n).


Меняя порядок интегрирования, имеем
∫


Bn


∫ 1


0


|Fj,t(z)|q dt dµ(z) =


∫ 1


0


∫


Bn


|Fj,t(z)|q dµ(z) dt ≤ C, 1 ≤ j ≤ J(n).
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Теорема 8.4 из главы V монографии [12] гарантирует, что


∫


Bn


(


∞
∑


k=0


|Wj[2
k](z)|2


)
q
2


dµ(z) ≤ C


∫


Bn


∫ 1


0


|Fj,t(z)|q dt dµ(z) ≤ C.


Для любых положительных чисел aj , 1 ≤ j ≤ J(n), имеет место неравенство








J(n)
∑


j=1


aj








q
2


≤ Cq,n


J(n)
∑


j=1


a
q/2
j .


Следовательно,


∫


Bn








J(n)
∑


j=1


∞
∑


k=0


|Wj [2
k](z)|2








q
2


dµ(z) ≤ C


J(n)
∑


j=1


∫


Bn


(


∞
∑


k=0


|Wj[2
k](z)|2


)
q
2


dµ(z)


≤ CJ(n)


≤ C.


Так как Wj [2
k] является однородным многочленом степени 2k, то оценка (1.2) гаранти-


рует, что


∞
∑


k=0


J(n)
∑


j=1


|Wj[2
k](z)|2 ≥ δ2


∞
∑


k=0


|z|2
k+1


≥ δ2
∞
∑


m=1


|z|2m


m
= δ2 log


1


1 − |z|2
, z ∈ Bn.


Таким образом,
∫


Bn


(


log
1


1 − |z|2


)
q
2


dµ(z) < ∞.


Наконец, отметим, что 1 ∈ B(Bn), поэтому мера µ является конечной. Итак, неравенство
(2.1) доказано. �


Предложение 2.2. Пусть 0 < q < ∞ и


(2.2)


∫


Bn


(


log
e


1 − |z|


)q


dµ(z) < ∞.


Тогда µ является q-мерой Карлесона для B(Bn).


Доказательство. Если свойство (2.2) имеет место, то A− log(Bn) ⊂ Lq(Bn, µ) по опреде-
лению пространства A− log(Bn). Остается напомнить, что B(Bn) ⊂ A− log(Bn). �


При n = 1 соотношения между (2.1) и (2.2) обсуждаются в статье [5].
Пусть σn обозначает нормированную меру Лебега на сфере ∂Bn. Следующая лемма


будет использована при описании радиальных q-мер Карлесона для B(Bn), n ∈ N.
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Лемма 2.3. Пусть 0 < q < ∞. Тогда


(2.3)


∫


∂Bn


|f(rζ)|q dσn(ζ) ≤ C‖f‖B(Bn)


(


log
e


1 − r


)
q
2


, 0 ≤ r < 1,


для всех f ∈ B(Bn).


Доказательство. Пусть f ∈ B(Bn). Для ζ ∈ Bn положим fζ(λ) = f(λζ) при λ ∈ B1.
Таким образом, fζ ∈ Hol(B1). Отметим, что (Rf)(λζ) = λf ′


ζ(λ), следовательно,


max
|λ|≤1/2


|f ′
ζ(λ)| ≤ 4‖f‖B(Bn)


в силу принципа максимума. Также имеем


sup
1/2<|λ|<1


(1 − |λ|)|f ′
ζ(λ)| ≤ 2 sup


1/2<|λ|<1


(1 − |λζ |)|(Rf)(λζ)| ≤ 2‖f‖B(Bn).


Так как fζ(0) = f(0), то получаем, что ‖fζ‖B(B1) ≤ C‖f‖B(Bn) для всех ζ ∈ ∂Bn.
Теперь заметим, что Клуни и МакГрегор [3] и Макаров [6] доказали оценку (2.3) при


n = 1. Таким образом, применяя предложение 1.4.7 из монографии [8], получаем
∫


∂Bn


|f(rζ)|q dσn(ζ) =


∫


∂Bn


∫


∂B1


|fζ(rw)|q dσ1(w) dσn(ζ)


≤ C


∫


∂Bn


‖fζ‖B(B1)


(


log
e


1 − r


)
q
2


dσn(ζ)


≤ C‖f‖B(Bn)


(


log
e


1 − r


)
q
2


при 0 ≤ r < 1, что и требовалось доказать. �


Теорема 2.4. Пусть 0 < q < ∞ и пусть ρ — положительная мера на интервале
[0, 1). Тогда следующие свойства эквивалентны:


∫ 1


0


∫


∂Bn


|f(rζ)|q dσn(ζ) dρ(r) < ∞ для всех f ∈ B(Bn);(2.4)


∫ 1


0


(


log
e


1 − r


)
q
2


dρ(r) < ∞.(2.5)


Доказательство. Пусть выполнено (2.5). Предположим, что f ∈ B(Bn), тогда


∫ 1


0


∫


∂Bn


|f(rζ)|q dσn(ζ) dρ(r) ≤ C‖f‖B(Bn)


∫ 1


0


(


log
e


1 − |z|


)
q
2


dρ(r) < ∞


в силу леммы 2.3. Итак, (2.4) следует из (2.5). Остается заметить, что обратная импли-
кация имеет место в силу предложения 2.1. �
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3. Меры Карлесона для пространств роста


Следующее утверждение является основным техническим средством при изучении
пространств роста. При n = 1 первая часть леммы 3.1 доказана в работах [7] и [4] для
β = 1 и для всех β > 0 соответственно. Вторая часть леммы 3.1 доказана в статье [5]
для n = 1.


Лемма 3.1. Пусть n ∈ N. Тогда существует натуральное число M = M(n), такое
что имеют место следующие свойства.


(i) Пусть β > 0. Тогда существуют функции fm ∈ A−β(Bn), 0 ≤ m ≤ M , такие
что


(3.1)


M
∑


m=0


|fm(z)| ≥
1


(1 − |z|)β
, z ∈ Bn.


(ii) Существуют функции gm ∈ A− log(Bn), 0 ≤ m ≤ M , такие что


M
∑


m=0


|gm(z)| ≥ log
e


1 − |z|
, z ∈ Bn.


Доказательство леммы 3.1 приведено в разделе 4.


Теорема 3.2. Пусть 0 < q < ∞ и пусть µ — положительная мера на шаре Bn.


(i) Пусть β > 0. Тогда µ является q-мерой Карлесона для A−β(Bn) в том и только
в том случае, когда


(3.2)


∫


Bn


dµ(z)


(1 − |z|)βq
< ∞.


(ii) Мера µ является q-мерой Карлесона для A− log(Bn) тогда и только тогда, когда
∫


Bn


(


log
e


1 − |z|


)q


dµ(z) < ∞.


Доказательство. Предположим, что выполнено неравенство (3.2). Если f ∈ A−β(Bn),
то


∫


Bn


|f(z)|q dµ(z) ≤ ‖f‖q
−β


∫


Bn


dµ(z)


(1 − |z|)βq
< ∞.


Для доказательства обратной импликации предположим, что A−β(Bn) ⊂ Lq(µ). За-
фиксируем число M = M(n) и функции fm, 0 ≤ m ≤ M , существование которые
гарантирует лемма 3.1. Для любых положительных чисел am, 0 ≤ m ≤ M , имеет место
оценка


(3.3)


(


M
∑


m=0


am


)q


≤ Cq,n


M
∑


m=0


aq
m.







7


Используя неравенства (3.1) и (3.3), получаем


∫


Bn


dµ(z)


(1 − |z|)βq
≤


∫


Bn


(


M
∑


m=0


|fm(z)|


)q


dµ(z)


≤ Cq,n


M
∑


m=0


∫


Bn


|fm(z)|q dµ(z)


< ∞,


так как fm ∈ A−β(Bn) ⊂ Lq(µ). Итак, часть (i) доказана. Доказательство части (ii)
аналогично, поэтому оно будет опущено. �


4. Доказательство леммы 3.1


Доказательство леммы 3.1(i). Зафиксируем константу δ(n) ∈ (0, 1) и полиномы Wj [d],
1 ≤ j ≤ J(n), d ∈ N, существование которых гарантирует теорема 1.1. Положим


Fj(z) =


∞
∑


k=0


Q(β−1)kWj [Q
k](z), z ∈ Bn, 1 ≤ j ≤ J(n),


для достаточно большого числа Q ∈ N. Рассматривая срез-функции (Fj)ζ ∈ Hol(B1),
ζ ∈ ∂Bn, и применяя оценку (1.1) и основной результат статьи [11], получаем, что


|RFj(z)|(1 − |z|)β ≤ C, z ∈ Bn.


Иными словами, RFj ∈ A−β(Bn), 1 ≤ j ≤ J(n). Теперь положим


fj(z) = RFj(z) =
∞
∑


k=0


QβkWj[Q
k](z), z ∈ Bn, 1 ≤ j ≤ J(n).


Утверждение. Для всех достаточно больших Q ∈ N имеет место неравенство


(4.1)


J(n)
∑


j=1


|fj(z)| ≥
C


(1 − |z|)β
при


(4.2) 1 − Q−k ≤ |z| ≤ 1 − Q−(k+1/2), k ∈ N.


Доказательство утверждения. Изложенное ниже рассуждение схоже с доказатель-
ством предложения 5.4 из статьи [7].


Для любой точки z ∈ Bn имеем


J(n)
∑


j=1


|fj(z)| ≥ Qβk


J(n)
∑


j=1


|Wj [Q
k](z)| − J(n)


k−1
∑


m=0


Qβm|z|Q
m


− J(n)


∞
∑


m=k+1


Qβm|z|Q
m


= Σ0 − Σ− − Σ+, k ∈ N.
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В силу неравенства (1.2) выполнена оценка


(4.3) Σ0 ≥ δQβk|z|Q
k


, k ∈ N.


Ниже будем предполагать, что выполнено условие (4.2). Таким образом, имеем


(1 − Q−k)Qk


≤ |z|Q
k


≤


(


(


1 − Q−(k+1/2)
)Qk+1/2


)Q−1/2


, k ∈ N.


Следовательно, если число Q достаточно велико, то


(4.4) 1/3 ≤ |z|Q
k


≤ 2−Q−1/2


, k ∈ N.


Таким образом, Σ0 ≥ δQβk/3 в силу оценки (4.3). Также имеем


Σ− ≤ J(n)


k−1
∑


m=0


Qβm ≤
J(n)Qβk


Q − 1
.


Теперь рассмотрим третье слагаемое. Отметим, что


|z|Q
m(Q−1) ≤ |z|Q


k+1(Q−1) для m ≥ k + 1, z ∈ Bn.


Поэтому соотношение между двумя последовательными слагаемыми в сумме Σ+ не
превосходит соотношения между вторым и первым слагаемым. Следовательно, ряд Σ+


оценивается геометрической прогрессией, первые два члена которой совпадают с пер-
выми двумя членами ряда Σ+. Таким образом, полагая x = |z|Q


k
, получаем


Σ+/J(n) ≤ Q(k+1)β |z|Q
k+1


∞
∑


m=0


(


Qβ|z|(Q
k+2−Qk+1)


)m


=
Q(k+1)β |z|Q


k+1


1 − Qβ|z|(Qk+2−Qk+1)


= Qkβ QβxQ


1 − Qβx(Q2−Q)


≤ Qkβ Qβ2−Q1/2


1 − Qβ2(Q1/2−Q3/2)


в силу условия (4.4). В сумме имеем


J(n)
∑


j=1


|fj(z)| ≥
δ


4
Qβk =


δ


4Qβ/2
Qβ(k+1/2) ≥


δ


4Qβ/2


1


(1 − |z|)β
,


если число Q достаточно велико, а точка z удовлетворяет условию (4.2). Доказательство
утверждения завершено. �
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Аналогично положим


fJ(n)+j(z) =


∞
∑


k=0


Qβ(k+1/2)Wj [Q
k+1/2](z), z ∈ Bn, 1 ≤ j ≤ J(n),


где Q = q2 и q ∈ N. Если число q достаточно велико, то fJ(n)+j ∈ A−β(Bn) и


J(n)
∑


j=1


|fJ(n)+j(z)| ≥
C


(1 − |z|)β
при(4.5)


1 − Q−(k+1/2) ≤ |z| ≤ 1 − Q−(k+1), k ∈ N.(4.6)


Доказательство последней оценки аналогично доказательству утверждения, поэтому
оно будет опущено.


Теперь зафиксируем столь большое число Q, что оценки (4.1) и (4.5) имеют место
при выполнении условий (4.2) и (4.6) соответственно. Положим M = 2J(n) и умножим
функции fm, 1 ≤ m ≤ M , на достаточно большую константу. Тогда


M
∑


m=1


|fm(z)| ≥
1


(1 − |z|)β
при 1 − Q−1 ≤ |z| < 1.


Остается положить по определению f0 ≡ Q. Доказательство леммы 3.1(i) завершено.
�


Доказательство леммы 3.1(ii). Положим


gj(z) =
∞
∑


k=0


QkWj [Q
Qk


](z), z ∈ Bn, 1 ≤ j ≤ J(n),


где использованы обозначения из доказательства леммы 3.1(i). Тогда gj ∈ A− log(Bn),
1 ≤ j ≤ J(n), в силу теоремы 12 из статьи [5]. Рассуждение, использованное в доказа-
тельстве теоремы 2 из работы [5], гарантирует, что


J(n)
∑


j=1


|gj(z)| ≥ C log
1


1 − |z|
при 1 − Q−Qk


≤ |z| ≤ 1 − Q−Q(k+1/2)


, k ∈ N,


если число Q ∈ N достаточно велико (см. также доказательство леммы 3.1(i)).
Аналогично положим


gJ(n)+j(z) =


∞
∑


k=0


Q(k+1/2)Wj [Q
Q(k+1/2)


](z), z ∈ Bn, 1 ≤ j ≤ J(n),


где Q = q2 и q ∈ N. Если число q достаточно велико, то gJ(n)+j ∈ A− log(Bn) и


J(n)
∑


j=1


|gJ(n)+j(z)| ≥ C log
1


1 − |z|
при 1 − Q−Q(k+1/2)


≤ |z| ≤ 1 − Q−Q(k+1)


, k ∈ N.
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Для завершения доказательства положим M = 2J(n) и f0 ≡ C > 0 для достаточно
большой константы C. �
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