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Аннотация

Пусть Bn обозначает единичный шар в Cn, n ≥ 1. Для α > 0 пусть Kα(n) обознача-
ет класс функций, задаваемых при z ∈ Bn в виде интеграла от ядра (1 − 〈z, ζ〉)−α по
некоторой комплексной борелевской мере, определенной на сфере {ζ ∈ C

n : |ζ | = 1}.
Семейства Kα(1) интенсивно изучались многими авторами. В настоящей работе иссле-
дованы разнообразные свойства пространств Kα(n) при n ≥ 2. В частности, при α ≥ 1
доказано, что f ∈ Kα(n) тогда и только тогда, когда f + Rf ∈ Kα+1(n), где Rf обозна-
чает радиальную производную. Также получены соотношения между Kα(n) и другими
пространствами голоморфных функций в шаре. Изучены исключительные множества
для пространств Kα(n) при 0 < α < n. Наконец, исследованы пространства мультипли-
каторов для семейств дробных преобразований Коши.

Работа поддержана грантом РФФИ No. 08-01-00358-a и Фондом содействия отечественной науке.
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1. Введение

Пусть B = Bn обозначает единичный шар в Cn и пусть M(n) обозначает пространство
комплексных борелевских мер, заданных на сфере ∂Bn.

1.1. Дробные преобразования Коши. Пусть α > 0 и µ ∈ M(n). Дробное преобра-
зование Коши меры µ порядка α задается равенством

(1.1) Kα[µ](z) =

∫

∂Bn

1

(1 − 〈z, ζ〉)α
dµ(ζ), z ∈ Bn.

Здесь и далее используется главная ветвь логарифма. Положим

(1.2) Kα = Kα(n) = {Kα[µ] : µ ∈ M(n)} .

Пусть Hol(Bn) обозначает пространство голоморфных функций в шаре Bn. Напомним,
что равенство A(B) = Hol(B)

⋂
C(B) определяет шар-алгебру A(B). Если z ∈ B и

α > 0, то (1 − 〈z, ·〉)−α ∈ A(B). Следовательно,

1 =

∫

∂Bn

1

(1 − 〈z, ζ〉)α
dσn(ζ), z ∈ Bn,

где σ = σn обозначает нормированную меру Лебега на сфере ∂B = ∂Bn. Таким образом,
1 ∈ Kα(n).

При n ∈ N обозначим символом K0(n) семейство функций f , таких что

(1.3) f(z) − f(0) =

∫

∂Bn

log
1

1 − 〈z, ζ〉
dµ(ζ), z ∈ Bn,

для некоторой меры µ ∈ M(n).
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1.2. Исторические замечания. Семейства Kα(n) обобщают классические семейства
интегралов Коши Kn(n). Исследования семейства K1(1) с точки зрения теории банахо-
вых пространств восходят к работам В. П. Хавина [17] и [18]. В недавней монографии
[11] представлены дальнейшие результаты и ссылки. Пространства Kα(1), α > 0, бы-
ли введены Т. Х. МакГрегором [24]. Разнообразные свойства семейств Kα(1) собраны
в недавней монографии [20]. Настоящая работа сфокусирована на изучении семейств
Kα(n) при n ≥ 2. Некоторые свойства пространств Kn(n), n ∈ N, доказаны в обзоре [4].
Насколько известно автору, при n ≥ 2 семейства Kα(n) не исследовались систематиче-
ски.

1.3. Смежные проблемы. Отметим, что в течение последних лет многие авторы ис-
следовали гибертовы пространства, которые состоят из функций, заданных в шаре Bn,
и имеют воспроизводящие ядра

1

(1 − 〈z, ζ〉)α
, α > 0, z ∈ Bn, ζ ∈ ∂Bn.

В качестве примера упомянем недавнюю статью [5], где исследованы операторы Тёп-
лица на таких гильбертовых пространствах. Далее, если n ≥ 2, то ядро

1

1 − 〈z, ζ〉
, z ∈ Bn, ζ ∈ ∂Bn,

играет ключевую роль в многомерной теории операторов. Соответствующее гильберто-
во пространство называют пространством Арвесона [7] или пространством Друри [12]
(см., например, [1], [6] и указанные в этих работах ссылки). Наконец, отметим, что
преобразование Фантаппье

Fµ(z) =

∫

B

1

1 − 〈z, w〉
dµ(w), z ∈ B,

изучалось с указанной точки зрения в статье [25]. Здесь µ является комплексной мерой,
заданной на шаре B.

1.4. Мультипликаторы. Функция g ∈ Hol(Bn) называется мультипликатором для
семейства Kα(n), если fg ∈ Kα(n) для всех f ∈ Kα(n). Пусть символ Mα(n) обозначает
множество всех мультипликаторов для Kα(n).

1.5. Семейства Kα(n) и Mα(n) как банаховы пространства. Если f ∈ Kα(n), то
положим

‖f‖Kα(n) = inf
{
‖µ‖M(n) : f = Kα[µ]

}
.

Стандартными методами проверяется, что соответствующий инфимум достигается, а
пространство Kα(n) с нормой ‖·‖Kα(n) является банаховым пространством. Далее, пред-
положим, что f = Kα[ρ], где ρ является положительной мерой. Пусть µ ∈ M(n) и
f = Kα[µ], тогда

‖ρ‖ = Kα[ρ](0) = Kα[µ](0) ≤ ‖µ‖.

Таким образом, ‖f‖Kα(n) = ‖ρ‖M(n).
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Если g ∈ Mα(n), то положим

‖g‖Mα(n) = sup
{
‖fg‖Kα(n) : ‖f‖Kα(n) ≤ 1

}
.

Теорема о замкнутом графике гарантирует, что ‖g‖Mα(n) < ∞. Семейство Mα(n) с нор-
мой ‖ · ‖Mα(n) является банаховым пространством. Отметим также, что Mα(n) является
банаховой алгеброй.

1.6. Общее замечание. В настоящей работе предполагаются известными основные
результаты теории функций в шаре (см. [29] или [36]).

2. Свойства вложения

2.1. Свойства вложения для семейств дробных преобразований Коши. Ниже
будет использована следующая лемма.

Лемма 2.1. ([9], лемма 1) Предположим, что u, v ∈ B1, α > 0, β > 0. Тогда

(1 − u)−α(1 − v)−β =
Γ(α + β)

Γ(α)Γ(β)

∫ 1

0

tα−1(1 − t)β−1[1 − (tu + (1 − t)v)]−α−β dt.

Пусть P(n) обозначает множество всех вероятностных мер, заданных на сфере ∂Bn,
n ∈ N. При n = 1 следующий результат получен в статье [9].

Предложение 2.2. Положим Fα(n) = {Kα[µ] : µ ∈ P(n)}, n ∈ N.

(i) Если α > 0, β > 0, то Fα(n) · Fβ(n) ⊂ Fα+β(n).
(ii) Если 0 < α < β, то Fα(n) ⊂ Fβ(n).

Доказательство. Прежде всего, покажем, как вывести часть (i) из следующего свой-
ства:

(2.1) (1 − 〈z, ζ〉)−α(1 − 〈z, ξ〉)−β ∈ Fα+β(n), z ∈ Bn,

для всех фиксированных точек ζ, ξ ∈ ∂Bn. Итак, пусть f ∈ Fα(n) и g ∈ Fβ(n). Тогда по
определению

f(z)g(z) =

∫

∂Bn×∂Bn

(1 − 〈z, ζ〉)−α(1 − 〈z, ξ〉)−β dρ(ζ, ξ), z ∈ Bn,

где ρ является вероятностной мерой на произведении ∂Bn × ∂Bn. Приблизим меру ρ в
слабой* топологии вероятностными мерами ρj , каждая из которых является конечной
суммой атомных нагрузок. Множество Fα+β(n) является выпуклым, поэтому, с одной
стороны, имеем

∫

∂Bn×∂Bn

(1 − 〈z, ζ〉)−α(1 − 〈z, ξ〉)−β dρj(ζ, ξ) ∈ Fα+β(n).

С другой стороны, сходимость
∫

∂Bn×∂Bn

(1 − 〈z, ζ〉)−α(1 − 〈z, ξ〉)−β dρj(ζ, ξ) → f(z)g(z)
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является равномерной на компактных подмножествах шара Bn при j → ∞. Остается
заметить, что множество Fα+β(n) замкнуто в топологии равномерной сходимости на
компактных подмножествах шара.

Теперь докажем свойство (2.1). Лемма 2.1 гарантирует, что

(2.2)

(1 − 〈z, ζ〉)−α(1 − 〈z, ξ〉)−β

=
Γ(α + β)

Γ(α)Γ(β)

∫ 1

0

tα−1(1 − t)β−1[1 − 〈z, w(t)〉]−α−β dt,

где z ∈ Bn и w(t) = tζ + (1 − t)ξ. Так как

Γ(α + β)Γ(α)−1Γ(β)−1tα−1(1 − t)β−1 dt

является вероятностной мерой на отрезке [0, 1], то достаточно показать, что

(2.3) [1 − 〈z, w(t)〉]−α−β ∈ Fα+β(n), z ∈ Bn,

для каждого фиксированного параметра t ∈ [0, 1]. Если t = 0 или t = 1, то свойство (2.3)
имеет место по определению. Итак, предположим, что 0 < t < 1. Тогда имеем w(t) ∈ Bn.
Далее, заметим, что [1−〈z, ·〉]−α−β является гармонической функцией в замкнутом шаре
Bn. Следовательно,

(2.4)
1

[1 − 〈z, w〉]α+β
=

∫

∂Bn

1 − |w|2

|w − η|2n

1

[1 − 〈z, η〉]α+β
dσn(η).

Если точка w ∈ Bn зафиксирована, то (1−|w|2)|w−η|−2n dσn(η) является вероятностной
мерой. Поэтому для доказательства свойства (2.3) достаточно положить w = w(t), 0 <
t < 1. Доказательство свойства (i) завершено.

Пусть β > α > 0. Напомним, что 1 = Kβ−α[σn]. Иными словами, 1 ∈ Fβ−α(n), поэтому
(ii) следует из (i) . �

Следствие 2.3. Пусть n ∈ N.

(i) Если α > 0, β > 0, то Kα(n) · Kβ(n) ⊂ Kα+β(n).
(ii) Если 0 < α < β, то Kα(n) ⊂ Kβ(n).

Доказательство. Пусть f = Kα[µ] и g = Kβ[ρ], где µ, ρ ∈ M(n) и α, β > 0. Рассматри-
вая разложения по Жордану мер µ, ρ и применяя часть (i) предложения 2.2, получаем
свойства (i) и (ii). �

2.2. Свойства вложения для семейств мультипликаторов. Напомним, что Mα(n)
обозначает пространство мультипликаторов для семейства Kα(n).

Доказательство следующей леммы практически совпадает с рассуждениями, приве-
денными в работе [35] для случая n = α = 1 (см. также [19], где рассмотрен случай
n = 1, α > 0).

Лемма 2.4. Предположим, что n ∈ N и α > 0. Тогда следующие свойства равносиль-
ны:

(i) g ∈ Mα(n);
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(ii) g(z)(1 − 〈z, ζ〉)−α ∈ Kα(n) для всех ζ ∈ ∂Bn, и

(2.5) sup

{∥∥∥∥
g(z)

(1 − 〈z, ζ〉)α

∥∥∥∥
Kα(n)

: ζ ∈ ∂Bn

}
< ∞.

При n = 1 следующее предложение доказано в статье [19].

Предложение 2.5. Если n ∈ N и 0 < α < β, то Mα(n) ⊂ Mβ(n).

Доказательство. Пусть g ∈ Mα(n). В силу леммы 2.4 существуют константа C > 0 и
меры µζ ∈ M(n), ζ ∈ ∂Bn, такие что ‖µζ‖ ≤ C и

g(z)

(1 − 〈z, ζ〉)α
=

∫

∂Bn

1

(1 − 〈z, ξ〉)α
dµζ(ξ), z ∈ Bn.

Следовательно,

g(z)

(1 − 〈z, ζ〉)β
=

∫

∂Bn

1

(1 − 〈z, ξ〉)α

1

(1 − 〈z, ζ〉)β−α
dµζ(ξ).

В силу (2.2) и (2.4) для каждой пары точек ζ, ξ ∈ ∂Bn существует вероятностная мера
ρζ,ξ ∈ M(n), такая что

1

(1 − 〈z, ξ〉)α

1

(1 − 〈z, ζ〉)β−α
=

∫

∂Bn

1

(1 − 〈z, η〉)β
dρζ,ξ(η).

Таким образом,

g(z)

(1 − 〈z, ζ〉)β
=

∫

∂Bn

∫

∂Bn

1

(1 − 〈z, η〉)β
dρζ,ξ(η) dµζ(ξ).

Зафиксируем точку ζ ∈ ∂Bn. Приблизим меру µ = µζ в слабой* топологии мерами µk,

такими что ‖µk‖ ≤ C и µk =
∑J(k)

j=1 aj,kδξj,k
, ak ∈ C. Пусть λ = λζ обозначает предельную

точку последовательности λk =
∑J(k)

j=1 aj,kρξj,k
в слабой* топологии. Имеем

g(z)

(1 − 〈z, ζ〉)β
=

∫

∂Bn

1

(1 − 〈z, w〉)β
dλζ(w),

где ‖λζ‖ ≤ C. Поэтому лемма 2.4 гарантирует, что g ∈ Mβ(n). �

3. Семейства Kα и дифференцирование

3.1. Радиальные производные. Пусть f ∈ Hol(Bn). Радиальная производная Rf
определяется с помощью равенства

Rf(z) =

n∑

j=1

zj
∂f

∂zj
(z).



7

Напомним, что

(3.1) f(z) − f(0) =

∫ 1

0

Rf(tz)

t
dt, z ∈ B.

Предложение 3.1. Пусть n ∈ N. Тогда f ∈ K0(n) в том и только в том случае,
когда Rf ∈ K1(n).

Доказательство. Предположим, что имеет место равенство (1.3). Тогда

Rf(z) =

∫

∂Bn

〈z, ζ〉

1 − 〈z, ζ〉
dµ(ζ) = K1[ρ](z),

где ρ = µ − µ(∂Bn)σn.
Для доказательства обратной импликации предположим, что

Rf(z) =

∫

∂Bn

1

1 − 〈z, ζ〉
dρ(ζ),

где ρ ∈ M(n). Отметим, что Rf(0) = 0, поэтому ρ(∂Bn) = 0. Используя равенство (3.1)
и свойство ρ(∂Bn) = 0, получаем

f(z) − f(0) =

∫ 1

0

∫

∂Bn

1

t(1 − t〈z, ζ〉)
dρ(ζ) dt

=

∫ 1

0

∫

∂Bn

(
1

t
+

〈z, ζ〉

1 − t〈z, ζ〉

)
dρ(ζ) dt

=

∫

∂Bn

∫ 1

0

〈z, ζ〉

1 − t〈z, ζ〉
dt dρ(ζ)

=

∫

∂Bn

log
1

1 − 〈z, ζ〉
dρ(ζ),

что и требовалось доказать. �

Предложение 3.2. Предположим, что n ∈ N и α > 0. Тогда f ∈ K0(n)+Kα(n) в том
и только в том случае, когда Rf ∈ Kα+1(n).

Доказательство. Пусть g ∈ K0(n) и f ∈ Kα(n), т.е.,

f(z) =

∫

∂Bn

1

(1 − 〈z, ζ〉)α
dµ(ζ), z ∈ Bn.

Непосредственные вычисления показывают, что

Rf(z) =

∫

∂Bn

α

(1 − 〈z, ζ〉)α+1
dµ(ζ) − αf(z) ∈ Kα+1(n),

так как αf ∈ Kα(n) ⊂ Kα+1(n) в силу части (ii) следствия 2.3. С другой стороны,
предложение 3.1 гарантирует, что Rg ∈ K1(n) ⊂ Kα+1(n).

Доказательство обратной импликации удобно разбить на два шага.



8

Шаг 1: α = m ∈ N. По предположению имеем

Rf(z) =

∫

∂Bn

1

(1 − 〈z, ζ〉)m+1
dµ(ζ), z ∈ Bn.

Следовательно,

f(z) − f(0) =

∫ 1

0

Rf(tz)

t
dt =

∫ 1

0

∫

∂Bn

1

t(1 − t〈z, ζ〉)m+1
dµ(ζ) dt, z ∈ Bn.

Если w ∈ C и |w| < 1, то

1

t(1 − tw)m+1
=

1

t
+

m+1∑

j=1

w

(1 − tw)j
.

Так как Rf(0) = 0, то имеем µ(∂Bn) = 0. Используя последний факт и полагая w =
〈z, ζ〉, получаем

f(z) − f(0) =
m+1∑

j=1

∫

∂Bn

∫ 1

0

〈z, ζ〉

(1 − t〈z, ζ〉)j
dt dµ(ζ)

= −

∫

∂Bn

log(1 − 〈z, ζ〉) dµ(ζ) +

m+1∑

j=2

∫

∂Bn

1

(j − 1)(1 − 〈z, ζ〉)j−1
dµ(ζ).

Вложения Kj−1(n) ⊂ Km(n), j = 2, . . . , m, гарантируют, что f ∈ K0(n) + Km(n).

Шаг 2: α > 0, α /∈ N. Повторяя рассуждения из шага 1 и меняя порядок интегрирова-
ния, имеем

f(z) − f(0) =

∫ 1

0

∫

∂Bn

1

t(1 − t〈z, ζ〉)α+1
dµ(ζ) dt

=

∫

∂Bn

∫ 1

0

〈z, ζ〉

(1 − t〈z, ζ〉)α+1
dt dµ(ζ) +

∫ 1

0

1

t

∫

∂Bn

1

(1 − t〈z, ζ〉)α
dµ(ζ) dt.

Внутренний интеграл в первом слагаемом явно вычисляется. Поэтому рассмотрим вто-
рое слагаемое. Положим [α] = m ∈ N. Отметим, что m + 1 > α и µ(∂Bn) = 0. Сле-
довательно, в силу части (ii) следствия 2.3 существует мера ρ ∈ M(n), такая что
Km+1[ρ] = Kα[µ]. Также имеем ρ(∂Bn) = Km+1[ρ](0) = Kα[µ](0) = µ(∂Bn) = 0. Таким
образом, вновь меняя порядок интегрирования, получаем

f(z) − f(0) =
1

α

∫

∂Bn

1

(1 − 〈z, ζ〉)α
dµ(ζ) +

∫

∂Bn

∫ 1

0

1

t(1 − t〈z, ζ〉)m+1
dt dµ(ρ).

По определению первое слагаемое в полученной сумме принадлежит семейству Kα(n).
Наконец, в шаге 1 доказано, что второе слагаемое принадлежит сумме K0(n)+Km(n) ⊂
K0(n) + Kα(n). �
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3.2. Операторы дробного дифференцирования порядка 1. Если f ∈ Hol(B), то
положим по определению R1f = f +Rf . Оператор R1 называется оператором дробного
дифференцирования порядка 1. Отметим, что

(3.2) f(z) =

∫ 1

0

R1f(tz) dt, z ∈ B.

Теорема 3.3. Пусть n ∈ N.

(i) Если α > 0, то из свойства f ∈ Kα(n) следует, что R1f ∈ Kα+1(n).
(ii) Если α ≥ 1, то из свойства R1f ∈ Kα+1(n) следует, что f ∈ Kα(n).

Доказательство. Пусть f ∈ Kα(n), т.е., f = Kα[µ]. Тогда

f + Rf = αKα+1[µ] + (1 − α)f ∈ Kα+1(n),

так как (1 − α)f ∈ Kα(n) ⊂ Kα+1(n). Доказательство части (i) завершено.
Доказательство части (ii) удобно разбить на два шага.

Шаг 1: α = m ∈ N. По предположению имеем

R1f(tz) =

∫

∂Bn

1

(1 − t〈z, ζ〉)m+1
dµ(ζ), z ∈ Bn, t ∈ [0, 1].

Следовательно, с помощью равенства (3.2) получаем

f(z) =

∫

∂Bn

∫ 1

0

1

(1 − t〈z, ζ〉)m+1
dt dµ(ζ), z ∈ Bn.

Пусть I(z, ζ) обозначает внутренний интеграл. Если 〈z, ζ〉 = 0, то I(z, ζ) = 1. Если
〈z, ζ〉 6= 0, то

I(z, ζ) =
1

m

1 − (1 − 〈z, ζ〉)m

〈z, ζ〉(1− 〈z, ζ〉)m
=

1

m

m∑

j=1

(1 − 〈z, ζ〉)−j.

Таким образом, в обоих случаях, имеем

I(z, ζ) =
1

m

m∑

j=1

(1 − 〈z, ζ〉)−j.

Следовательно,

f(z) =
1

m

m∑

j=1

∫

∂Bn

1

(1 − 〈z, ζ〉)j
dµ(ζ).

Окончательно получаем f ∈ Km(n), так как Kj(n) ⊂ Km(n) для j = 1, . . . , m − 1.
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Шаг 2: α > 1, α /∈ N. Повторяя рассуждения из шага 1, имеем

f(z) =

∫

∂Bn

∫ 1

0

1

(1 − t〈z, ζ〉)α+1
dt dµ(ζ), z ∈ Bn.

Представим внутренний интеграл в виде суммы двух слагаемых. Интегрируя по частям
второе слагаемое, получаем

∫ 1

0

1

(1 − t〈z, ζ〉)α+1
dt =

∫ 1

0

1

(1 − t〈z, ζ〉)α
dt +

∫ 1

0

t〈z, ζ〉

(1 − t〈z, ζ〉)α+1
dt

=
1

α

1

(1 − 〈z, ζ〉)α
+

α − 1

α

∫ 1

0

1

(1 − t〈z, ζ〉)α
dt.

Следовательно, с помощью теоремы Фубини имеем

f(z) =
1

α

∫

∂Bn

1

(1 − 〈z, ζ〉)α
dµ(ζ) +

α − 1

α

∫ 1

0

∫

∂Bn

1

(1 − 〈tz, ζ〉)α
dµ(ζ) dt.

По определению первое слагаемое в полученной сумме принадлежит семейству Kα(n).
Рассмотрим второе слагаемое. Пусть [α] = m ∈ N. Отметим, что m + 1 > α. Сле-

довательно, в силу части (ii) следствия 2.3 существует мера ρ ∈ M(n), такая что
Km+1[ρ] = Kα[µ]. Таким образом, второе слагаемое имеет следующий вид:

α − 1

α

∫ 1

0

∫

∂Bn

1

(1 − 〈tz, ζ〉)m+1
dρ(ζ) dt.

В шаге 1 доказано, что рассматриваемая функция принадлежит семейству Km(n) ⊂
Kα(n). �

4. Дробные преобразования Коши, классы Харди и K∞

4.1. Оценки для интегральных средних. При f ∈ Hol(B), 0 < p < +∞ и 0 < r < 1
положим

Mp(f, r) =

(∫

∂B

|f(rζ)|p dσ(ζ)

) 1

p

.

Таким образом, классическое пространство Харди Hp(B) задается равенством

Hp(B) = {f ∈ Hol(B) : Mp(f, r) ≤ C}.

Напомним, что при фиксированных f и p интегральное среднее Mp(f, r) является воз-
растающей функцией от переменной r ∈ (0, 1).

Пусть α ≥ 0 и f ∈ Kα. В данном разделе изучается рост интегральных средних
Mp(f, r) при r → 1−. Для n = 1 соответствующие результаты получены в статье [14].

Следующая лемма будет использоваться в данном и в дальнейших разделах. Сокра-
щение a(z) ≈ b(z) означает, что частное a(z)/b(z) имеет конечный предел при |z| → 1−.
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Лемма 4.1. ([29], предложение 1.4.10) Пусть n ∈ N и c ∈ R. Положим

Ic(z) =

∫

∂Bn

dσn(ζ)

|1 − 〈z, ζ〉|n+c
, z ∈ Bn.

(i) Если c < 0, то функция Ic(z) ограничена в замкнутом шаре Bn.
(ii) Если c > 0, то Ic(z) ≈ (1 − |z|2)−c.
(iii) Наконец,

I0(z) ≈ log
1

(1 − |z|2)
.

Предложение 4.2. Пусть α ≥ 0 и f ∈ Kα(n). Следующие оценки имеют место при
r → 1−.

Если α = 0 и 0 < p < +∞, то

(4.1) Mp
p (f, r) = O(1).

Если 0 < α ≤ n и 0 < p < n/α, то

(4.2) Mp
p (f, r) = O(1).

Если 0 < α ≤ n и p = n/α, то

(4.3) Mp
p (f, r) = O

(
log

1

1 − r

)
.

Если p > n/α и p ≥ 1, то

(4.4) Mp
p (f, r) = O

[
1

(1 − r)αp−n

]
.

Если 0 < p < 1 и α ≥ 2n, то

(4.5) Mp
p (f, r) = O

[
1

(1 − r)(α−n)p

]
.

Доказательство. Хорошо известно, что Kn(n) ⊂ Hp(Bn) для всех 0 < p < 1 ([29],
теорема 6.2.3). Иными словами, оценка (4.2) имеет место при α = n. Далее, предполо-
жим, что p ≥ 1. Интегральное неравенство Минковского, теорема Фубини и лемма 4.1
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гарантируют, что

Mp
p (f, r) =

∫

∂Bn

|f(rξ)|p dσ(ξ)

≤

∫

∂Bn

∫

∂Bn

1

|1 − 〈rξ, ζ〉|αp
dσ(ξ) d|µ|(ζ)

=





O(1), если αp < n,

O

(
log

1

1 − r

)
, если αp = n,

O

[
1

(1 − r)αp−n

]
, если αp > n.

Таким образом, оценки (4.3) и (4.4) доказаны. Свойство (4.2) проверено для p ≥ 1.
Напомним, что Hq(B) ⊂ H t(B) при q > t > 0. Следовательно, оценка (4.2) имеет место
для всех 0 < p < n/α.

Если γ > 0, то имеем

− log 2 ≤ log
1

|1 − 〈rξ, ζ〉|
≤ C(γ)

1

|1 − 〈rξ, ζ〉|γ
,

где 0 < r < 1 и ξ, ζ ∈ ∂B. Следовательно, оценка (4.1) имеет место для всех p ∈ (0, +∞).
Теперь предположим, что 0 < p < 1 и α ≥ 2n. Заметим, что (a + b)p ≤ C(p)(ap + bp)

при a ≥ 0, b ≥ 0. Следовательно, в силу теоремы о разложении Жордана можно пред-
положить, что µ является вероятностной мерой. Таким образом, пользуясь определе-
нием (1.1), получаем

(4.6)

|f(z)| ≤

∫

∂Bn

1

|1 − 〈z, ζ〉|α
dµ(ζ)

≤
1

(1 − |z|)α−2n

∫

∂Bn

1

|1 − 〈z, ζ〉|2n
dµ(ζ)

≤
1

(1 − |z|)α−n

∫

∂Bn

(1 − |z|2)n

|1 − 〈z, ζ〉|2n
dµ(ζ).

Заметим, что

u(z) =

∫

∂Bn

(1 − |z|2)n

|1 − 〈z, ζ〉|2n
dµ(ζ)

является положительной M-гармонической функцией в шаре. Поэтому

∫

∂Bn

u(rζ) dσ(ζ) = u(0)
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при 0 < r < 1 ([29], теорема 4.2.4). Далее, так как 1/p > 1, то неравенство Минковского
гарантирует, что

(4.7)

(∫

∂B

up(rζ) dσ(ζ)

)1

p

≤

∫

∂B

up· 1
p (rζ) dσ(ζ) = u(0)

для 0 < r < 1.
Из оценок (4.6) и (4.7) следует, что

Mp
p (f, r) =

∫

∂Bn

|f(rζ)|p dσ(ζ) ≤
1

(1 − r)(α−n)p
up(0) =

(µ(∂Bn))p

(1 − r)(α−n)p
.

Таким образом, оценка (4.5) доказана при α ≥ 2n. �

Следствие 4.3. Пусть n ∈ N.

(i) Если 0 ≤ α ≤ n, то Kα(n) ⊂ Hp(Bn) для 0 < p < n/α.
(ii) Если f ∈ H1(Bn), то f ∈ Kn(n); более того, ‖f‖Kn(n) ≤ ‖f‖H1(Bn).
(iii) K0(n) ⊂ Kn(n).

Доказательство. Часть (i) эквивалентна оценкам (4.1) и (4.2). Далее, если f ∈ H1(Bn),
то f = Kn[f ∗], где f ∗(ζ) = limr→1− f(rζ), ζ ∈ ∂Bn. Следовательно, ‖f‖Kn(n) ≤ ‖f‖H1(Bn).
Наконец, часть (iii) следует из (i) и (ii). �

Отметим, что часть (iii) будет усилена в следствии 5.5.

4.2. Слабые классы Харди. Оценку (4.2) можно уточнить в терминах слабых клас-
сов Харди Hp,∞(Bn).

Пусть p > 0. По определению f ∈ Hp,∞(Bn), если f ∈ Hq(Bn) для некоторого q > 0 и

σn{ζ ∈ Bn : |f ∗(ζ)| > τ} ≤ Cτ−p

для некоторой константы C > 0.

Предложение 4.4. Если n ∈ N и n/α ∈ N, то Kα(n) ⊂ H
n
α

,∞(Bn).

Доказательство. Предположим, что g ∈ Kn(n). Хорошо известно, что

(4.8) σn{ζ ∈ Bn : |g∗(ζ)| > t} ≤ Ct−1.

Теперь предположим, что f ∈ Kα(n). Так как n/α ∈ N, то повторное применение ча-
сти (i) следствия 2.3 гарантирует, что fn/α ∈ Kn(n). Применим оценку (4.8) для g = fn/α

и t = τn/α. Получаем

σn{ζ ∈ Bn : |f ∗(ζ)| > τ} ≤ Cτ−n
α ,

что и требовалось доказать. �
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4.3. Семейство K∞(n). Пусть n ∈ N. Положим

K∞(n) =
⋃

α≥0

Kα(n).

По определению множество A−∞(Bn) состоит из функций f ∈ Hol(Bn), таких что

|f(z)| ≤
C

(1 − |z|)β
, z ∈ Bn,

для некоторых констант C > 0, β > 0.
При n = 1 следующий факт доказан в монографии [20] (теорема 2.11).

Предложение 4.5. Пусть n ∈ N. Тогда f ∈ K∞(n) в том и только в том случае,
когда f ∈ A−∞(Bn).

Доказательство. Если f ∈ K∞(n), то f ∈ Kβ(n) для некоторого β > 0 в силу след-
ствия 4.3. Таким образом,

(4.9) |f(z)| ≤
C

(1 − |z|)β
, z ∈ Bn,

где C = ‖f‖Kβ
, что и требовалось доказать.

Для доказательства обратной импликации предположим, что выполнена оценка (4.9).
Предположим, не умаляя общности, что β /∈ N. Пусть m = [β] + 1. Положим f (0) = f и

(4.10) f (j)(z) =

∫ 1

0

f (j−1)(tz) dt

для j = 1, 2, . . . , m. Используем оценку (4.9) и повторно применим равенство (4.10). По
индукции получаем

|f (j)(z)| ≤

∫ 1

0

C(β) dt

(1 − t|z|)β+1−j
≤ C(β) ≤

C(β)

(1 − |z|)β−j
при |z| ≤ 1/2,

|f (j)(z)| ≤

∫ 1

0

C(β) dt

(1 − t|z|)β+1−j
≤

C(β)

(1 − |z|)β−j
при 1/2 < |z| < 1,

где j = 1, 2, . . . , m − 1. Последняя оценка имеет место в силу того, что β > m − 1 ≥ j.
Итак, имеем

|f (m−1)(z)| ≤
C(β)

(1 − |z|)β+1−m
, z ∈ Bn,

где β + 1 − m ∈ (0, 1). Следовательно, |f (m)(z)| ≤ C(β) при z ∈ Bn. Иными словами,
получаем

(4.11) f (m) ∈ H∞(Bn) ⊂ Kn(n).

Напомним, что R1 = I + R. Из равенства (4.10) следует, что R1f (j) = f (j−1) для j =
m, m−1, . . . , 1. Используем свойство (4.11) и применим предложение 3.2 и следствие 2.3.
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По индукции получаем, что f (m−s) ∈ Kn+s(n) для s = 1, 2, . . . , m. Окончательно имеем
f = f (0) ∈ Kn+m(n) ⊂ K∞(n). Доказательство обратной импликации завершено. �

5. Семейства Kα и голоморфные пространства Бесова

5.1. Модифицированные операторы дробного дифференцирования. Рассмот-
рим пару параметров (β, t) ∈ R2, таких что n− 1−β и n− 1− β + t не являются строго
отрицательными целыми числами. Определим оператор

Rβ,t : Hol(Bn) → Hol(Bn)

следующим образом. Если

(5.1) f(z) =

∞∑

k=0

fk(z)

является однородным разложением функции f ∈ Hol(Bn), то

(5.2) Rβ,tf(z) =

∞∑

k=0

Γ(n − β)Γ(n + k − β + t)

Γ(n − β + t)Γ(n + k − β)
fk(z).

Обратный к Rβ,t оператор обозначается Rβ,t и задается формулой

Rβ,tf(z) =

∞∑

k=0

Γ(n − β + t)Γ(n + k − β)

Γ(n − β)Γ(n + k − β + t)
fk(z).

Предположим, что β < n, t > 0 и имеет место равенство (5.1). Предположим также,
что r ∈ [0, 1] и z ∈ Bn. По определению оператора Rβ,t имеем

Γ(n − β + t)

Γ(n − β)Γ(t)
Rβ,tf(rz) =

∞∑

k=0

rkfk(z)

B(n + k − β, t)
.

Таким образом,

(5.3)
Γ(n − β + t)

Γ(n − β)Γ(t)

∫ 1

0

Rβ,tf(rz)rn−β−1(1 − r)t−1 dr =

∞∑

k=0

fk(z) = f(z).

Следующая лемма доказывается с помощью непосредственных вычислений.

Лемма 5.1. (ср. с [36], предложение 1.14) Пусть n ∈ N. Предположим, что n − 1− β
и n − 1 − β + t не являются строго отрицательными целыми числами. Тогда

Rβ,t

(
1

(1 − 〈z, ζ〉)n−β

)
=

1

(1 − 〈z, ζ〉)n−β+t

для всех точек z ∈ Bn и ζ ∈ ∂Bn.
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5.2. Условие, достаточное для принадлежности семейству Kα(n) при α > n.
Для n = 1 следующий факт доказан в статье [16].

Предложение 5.2. Пусть n ∈ N и α > n. Предположим, что g ∈ Hol(Bn) и
∫ 1

0

∫

∂Bn

|g(rζ)|(1− r)α−n−1 dσn(ζ) dr = V < +∞.

Тогда g ∈ Kα(n) и ‖g‖Kα(n) ≤ C(α, n, V ) = (α − n) . . . (α − 1)V/(n − 1)!.

Доказательство. Положим t = α − n и f = R0,tg. Тогда g = R0,tf и

f(z) =
Γ(n + t)

Γ(n)Γ(t)

∫ 1

0

g(rz)rn−1(1 − r)t−1 dr

в силу равенства (5.3). Если 0 < s < 1, то получаем

Γ(n)Γ(t)

Γ(n + t)

∫

∂Bn

|f(sζ)| dσn(ζ) ≤

∫ 1

0

∫

∂Bn

|g(srζ)| dσn(ζ)(1 − r)t−1 dr

≤

∫ 1

0

∫

∂Bn

|g(rζ)| dσn(ζ)(1 − r)t−1 dr = V < +∞.

Таким образом, f ∈ H1(Bn) ⊂ Kn(n) и ‖f‖Kn(n) ≤ ‖f‖H1(Bn) ≤ C(α, n, V ). Иными
словами,

f(z) =

∫

∂Bn

1

(1 − 〈z, ζ〉)n
dµ(ζ), z ∈ Bn,

где ‖µ‖M(n) ≤ C(α, n, V ). Поэтому с помощью леммы 5.1 получаем

g(z) = R0,tf(z) =

∫

∂Bn

1

(1 − 〈z, ζ〉)n+t
dµ(ζ), z ∈ Bn.

Следовательно, ‖g‖Kα(n) ≤ C(α, n, V ). �

5.3. Голоморфные пространства Бесова. Если j ∈ N и γ > 0, то пространство

Бесова B̃j
γ(Bn) — это множество функций f ∈ Hol(Bn), таких что

∫ 1

0

∫

∂Bn

|Rjf(rζ)|(1− r)γ−1 dσn(ζ) dr < +∞.

Предложение 5.3. Предположим, что n ∈ N, j ∈ {1, . . . , n} и α > n − j.

(i) Пусть α ≥ 1. Если f ∈ B̃j
α−n+j(Bn), то f ∈ Kα(n).

(ii) Пусть β > α. Если f ∈ Kα(n), то f ∈ B̃j
β−n+j(Bn).

Доказательство. Докажем часть (i). Имеем α + j > n, поэтому с помощью предложе-
ния 5.2 получаем Rjf ∈ Kα+j(n). Так как α ≥ 1, то повторное применение теоремы 3.3
гарантирует, что f ∈ Kα(n).
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Теперь обратимся к части (ii). Пусть f ∈ Kα(n), α > n− j. В силу теоремы 3.3 имеем
Rjf ∈ Kα+j(n), т.е.,

Rjf(z) =

∫

∂Bn

1

(1 − 〈z, ζ〉)α+j
dµ(ζ), z ∈ Bn,

для некоторой меры µ ∈ M(n). Таким образом, если 0 ≤ r < 1, то
∫

∂Bn

|Rjf(rξ)| dσn(ξ) ≤

∫

∂Bn

∫

∂Bn

1

|1 − r〈ξ, ζ〉|α+j
dσn(ξ) d|µ|(ζ).

Так как α + j > n, то с помощью леммы 4.1 получаем
∫

∂Bn

|Rjf(rξ)| dσn(ξ) ≤ C‖µ‖M(n)(1 − r)n−α−j.

Теперь предположим, что β > α. Тогда полученная оценка гарантирует, что
∫ 1

0

∫

∂Bn

|Rjf(rξ)|(1− r)β−n+j−1 dσn(ξ) dr ≤ C‖µ‖

∫ 1

0

(1 − r)β−α−1 < +∞.

Иными словами, f ∈ B̃j
β−n+j(Bn). �

Отметим, что более строгая версия части (i) предложения 5.3 имеет место при n = 1
([16], лемма 2).

5.4. Голоморфные пространства Бесова и K0.

Лемма 5.4. Пусть n ∈ N. Тогда K0(n) ⊂ B̃n
ε (Bn) для любого ε > 0.

Доказательство. Пусть f ∈ K0(n). Напомним, что K0(n) ⊂ Kn(n) в силу части (iii)
следствия 4.3. Далее, Rjf ∈ Kj(n) ⊂ Kn(n) для j = 1, 2, . . . , n в силу предложений 3.1,
3.2 и следствия 2.3. Следовательно, Rnf = (I + R)nf ∈ Kn(n), т.е.,

Rnf(z) =

∫

∂Bn

1

(1 − 〈z, ζ〉)n
dµ(ζ), z ∈ Bn,

для некоторой меры µ ∈ M(n). Следовательно, если 0 ≤ r < 1, то
∫

∂Bn

|Rnf(rξ)| dσn(ξ) ≤

∫

∂Bn

∫

∂Bn

1

|1 − r〈ξ, ζ〉|n
dσn(ξ) d|µ|(ζ).

С помощью леммы 4.1 имеем
∫

∂Bn

|Rnf(rξ)| dσn(ξ) ≤ C log
1

1 − r
.

Из данного неравенства следует оценка
∫ 1

0

∫

∂Bn

|Rnf(rξ)|(1− r)ε−1 dσn(ξ) dr ≤ C

∫ 1

0

(1 − r)ε−1 log
1

1 − r
< +∞,

что и требовалось доказать. �
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5.5. Свойство вложения для K0(n). Хорошо известно, что K0(1) ⊂ Kα(1) для всех
α > 0. В случае произвольной размерности имеет место следующий факт.

Следствие 5.5. Пусть n ∈ N. Тогда K0(n) ⊂ K1(n).

Доказательство. Лемма 5.4 гарантирует, что K0(n) ⊂ B̃n
1 (Bn). Остается заметить, что

в силу части (i) предложения 5.3 имеем B̃n
1 (Bn) ⊂ K1(n). �

5.6. Радиальные производные и Kα(n). Имеет место следующее уточнение предло-
жения 3.2.

Следствие 5.6. Пусть n ∈ N и α ≥ 1. Тогда f ∈ Kα(n) в том и только в том случае,
когда Rf ∈ Kα+1(n).

Доказательство. Применим предложение 3.2 и следствие 5.5. �

5.7. Модифицированные голоморфные пространства Бесова и Kα(n). Предпо-
ложим, что n ∈ N, j ∈ N и γ > 0. По определению модифицированное пространство
Бесова Bj

γ(Bn) состоит из функций f ∈ Hol(Bn), таких что

‖f‖Bj
γ(Bn) =

∑

|m|≤j−1

∣∣∣∣
∂mf

∂zm
(0)

∣∣∣∣ +

∫ 1

0

∫

∂Bn

|Rjf(rζ)|(1− r)γ−1 dσn(ζ) dr < +∞,

где m = (m1, . . . , mn) ∈ Zn
+ и |m| = m1 + · · · + mn. Пространство Bj

γ(Bn) с нормой
‖ · ‖Bj

γ(Bn) является банаховым (ср. с [36], предложение 6.2).

Лемма 5.7. Предположим, что n ∈ N, j ∈ {1, . . . , n} и α > n − j.

(i) Пусть α ≥ 1. Тогда Bj
α−n+j(Bn) ⊂ Kα(n). Если f ∈ Bj

α−n+j(Bn), то

‖f‖Kα(n) ≤ C‖f‖Bj
α−n+j(Bn),

где константа C > 0 не зависит от функции f .
(ii) Пусть β > α. Тогда Kα(n) ⊂ Bj

β−n+j(Bn).

Доказательство. Предположим, что f ∈ Bj
α−n+j(Bn). Имеем

∫ 1

0

∫

∂Bn

|Rjf(rζ)|(1− r)α+j−n−1 dσn(ζ) dr < +∞.

Так как α+j > n, то предложение 5.2 гарантирует, что Rjf ∈ Kα+j(n). По предположе-
нию α ≥ 1, следовательно, повторно применяя следствие 5.6, получаем, что f ∈ Kα(n).

Теперь рассмотрим оператор I : Bj
α−n+j(Bn) → Kα(n), заданный равенством If = f .

Если последовательность {fk}
∞
k=1 сходится в пространстве Bj

α−n+j(Bn) или в простран-
стве Kα(n), то она равномерно сходится на компактных подмножествах шара Bn. Сле-
довательно, график оператора I замкнут. Таким образом, теорема о замкнутом графике
гарантирует, что

‖f‖Kα(n) ≤ C‖f‖Bj
α−n+j(Bn)
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для всех f ∈ Bj
α−n+j(Bn). Часть (i) доказана.

Часть (ii). Пусть f ∈ Kα(n), α > n− j. В силу предложения 3.2 имеем Rjf ∈ Kα+j(n).
Для завершения рассуждения достаточно повторить доказательство части (ii) предло-
жения 5.3. �

6. Дробные преобразования Коши и внутренние функции

6.1. Пространства Дирихле. Предположим, что n ∈ N, j ∈ N и γ > 0. Обозначим
символом Dj

γ(Bn) пространство функций f ∈ Hol(Bn), таких что
∫ 1

0

∫

∂Bn

|Rjf(rζ)|2(1 − r)γ−1 dσn(ζ) dr < +∞.

Лемма 6.1. Предположим, что n ∈ N, j ∈ {1, . . . , n} и β > α > n − j. Тогда

H∞(Bn)
⋂

Kα(n) ⊂ Dj
β−n+2j(Bn).

Доказательство. Пусть f ∈ H∞(Bn)
⋂
Kα(n). Так как f ∈ H∞(Bn), то

f(z) =

∫

∂Bn

f ∗(ζ)

(1 − 〈z, ζ〉)n
dσn(ζ), z ∈ Bn,

где значения f ∗(ζ) = limr→1− f(rζ) определены σn-п.в. Таким образом,

Rf(z) =

∫

∂Bn

〈z, ζ〉f ∗(ζ)

(1 − 〈z, ζ〉)n+1
dσn(ζ), z ∈ Bn.

Следовательно, с помощью леммы 4.1 получаем

|Rf(z)| ≤

∫

∂Bn

C

|1 − 〈z, ζ〉|n+1
dσn(ζ) ≤

C

(1 − |z|)
, z ∈ Bn.

Аналогично проверяется, что

(6.1) |Rjf(z)| ≤
C

(1 − |z|)j
, z ∈ Bn.

Так как f ∈ Kα(n), то предложение 3.2 гарантирует, что Rjf ∈ Kα+j(n). Имеем
α + j > n и β > α, поэтому, применяя часть (ii) леммы 5.7, получаем

∫ 1

0

∫

∂Bn

|Rjf(rζ)|(1− r)β−n+j−1 dσn(ζ) dr < ∞.

Следовательно, используя неравенство (6.1), имеем
∫ 1

0

∫

∂Bn

|Rjf(rζ)|(1− r)j · |Rjf(rζ)|(1− r)β−n+j−1 dσ(ζ) dr < +∞,

что и требовалось доказать. �
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6.2. Внутренние функции. Непостоянная функция f ∈ H∞(Bn) называется внут-
ренней, если равенство |f ∗| = 1 имеет место σn-п.в. С одной стороны, семейства Kα(n)
при α ≥ n содержат все внутренние функции, потому что H∞(Bn) ⊂ H1(Bn) ⊂ Kn(n) ⊂
Kα(n). С другой стороны, при n ≥ 2 верно следующее утверждение.

Предложение 6.2. Пусть n ≥ 2. Если 0 ≤ α < n − 1/2, то семейство Kα(n) не
содержит внутренних функций.

Доказательство. Пусть f ∈ Kα(n) является внутренней функцией. В силу части (ii)
следствия 2.3 и в силу следствия 5.5, можно предположить, не умаляя общности, что
α ∈ (n − 1, n − 1/2).

Пусть ρ ∈ [1/2, 1) и fρ(ζ) = f(ρζ), ζ ∈ ∂B. Для ζ ∈ ∂B и λ ∈ B1 положим fζ(λ) =
f(λζ). Заметим, что Rf(λζ) = λf ′

ζ(λ), следовательно,

(6.2) |f ∗(ζ) − fρ(ζ)| ≤ 2

∫ 1

ρ

|Rf(rζ)| dr,

если значение f ∗(ζ) корректно определено. Применяя оценку (6.2), неравенство Гёль-
дера и теорему Фубини, получаем

‖fρ − f ∗‖2
L2(∂B) ≤ C

∫

∂B

(∫ 1

ρ

|Rf(rζ)|(1− r)
1

4 (1 − r)−
1

4 dr

)2

dσ(ζ)

≤ C(1 − ρ)
1

2

∫

∂B

∫ 1

ρ

|Rf(rζ)|2(1 − r)
1

2 dr dσ(ζ)

= ◦(1 − ρ)
1

2 при ρ → 1−

в силу леммы 6.1. М. Тамм [32] доказал, что любая внутренняя функция не удовлетворя-

ет оценке ‖fρ−f ∗‖2
L2(∂Bn) = ◦(1−ρ)

1

2 при ρ → 1−, если n ≥ 2. Полученное противоречие
завершает доказательство предложения. �

7. Граничное поведение: базовые результаты

7.1. Направления максимального радиального роста. Из определения нормы в
пространстве Kα, α > 0, следует, что

|f(z)| ≤
‖f‖Kα

(1 − |z|)α
, z ∈ B.

Предложение 7.1 показывает, что соответствующий максимальный рост возможен для
не более, чем счетного числа радиальных направлений. Если n = 1, то данное утвер-
ждение доказано в статье [14].

Пусть ξ ∈ ∂B и C > 1. Напомним, что соответствующая область Кораньи DC(ξ)
задается равенством

DC(ξ) = {z ∈ B : |1 − 〈z, ξ〉| < C(1 − |z|)} .
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Предложение 7.1. Предположим, что n ∈ N, µ ∈ M(n), α > 0 и f = Kα[µ]. Если
ξ ∈ ∂B, то

lim
z→ξ

z∈DC(ξ)

(1 − 〈z, ξ〉)αf(z) = µ ({ξ})

для всех C > 1.

Доказательство. Пусть ξ ∈ ∂B. Имеем

lim
z→ξ

z∈B

(1 − 〈z, ξ〉)α

(1 − 〈z, ζ〉)α
= δζ,ξ,

где δζ,ξ = 0 при ζ 6= ξ и δξ,ξ = 1. Если z ∈ DC(ξ), то
∣∣∣∣
1 − 〈z, ξ〉

1 − 〈z, ζ〉

∣∣∣∣
α

≤
|1 − 〈z, ξ〉|α

(1 − |z|)α
≤ Cα.

Следовательно, если f = Kα[µ], то

lim
z→ξ

z∈DC(ξ)

(1 − 〈z, ξ〉)αf(z) = lim
z→ξ

z∈DC(ξ)

∫

∂B

(1 − 〈z, ξ〉)α

(1 − 〈z, ζ〉)α
dµ(ζ) = µ ({ξ})

по теореме Лебега о мажорированной сходимости. �

7.2. Радиальное поведение функций из Kα(n) при α > n. Напомним, что про-
странство Блоха B(B) сотоит из функций f ∈ Hol(B), таких что

|Rf(z)| ≤
C

1 − |z|
, z ∈ B,

для некоторой константы C > 0 (эквивалентные определения можно найти в главе 3
монографии [36]).

Предложение 7.2. Пусть n ∈ N и α > n. Тогда B(Bn) ⊂ Kα(n).

Доказательство. Пусть f ∈ B(Bn), т.е., |Rf(rζ)| ≤ C(1 − r)−1 для всех ζ ∈ ∂B и
r ∈ [0, 1). Условие α > n гарантирует, что

∫ 1

0

∫

∂Bn

|Rf(rζ)|(1− r)(α+1)−n−1 dσn(ζ) dr < +∞.

Так как α + 1 > n, то имеем Rf ∈ Kα+1(n) в силу предложения 5.2. Наконец, применяя
следствие 5.6, получаем f ∈ Kα(n). �

Следствие 7.3. Пусть n ∈ N. Тогда существует функция f ∈
⋂

α>n Kα(n), такая
что конечный предел limr→1− f(rζ) не существует при всех ζ ∈ ∂Bn.

Доказательство. Д. К. Уллрич [33] построил функцию f ∈ B(Bn), которая нигде не
имеет конечных радиальных пределов. Остается применить предложение 7.2. �

Отметим, что количественные усиления следствия 7.3 для отдельных пространств
Kα(1) при α > 1 получены в статье [14].
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8. Граничное поведение: исключительные множества

8.1. Исключительные множества. Пусть функция f задана в шаре B. Исключи-
тельное множество E(f) по определению состоит из всех точек ζ ∈ ∂B, в которых
функция f не имеет допустимого предела. Напомним, что f имеет допустимый предел
в точке ζ ∈ ∂B, если для всех γ > 1 функция f(z) имеет конечный предел, когда точка
z стремится к ζ , оставаясь в области Кораньи

Dγ(ζ) = {z ∈ B : |1 − 〈z, ζ〉| < γ(1 − |z|)} .

С одной стороны, если α > n, то в силу следствия 7.3 существует функция f ∈ Kα(n),
такая что E(f) = ∂Bn. С другой стороны, если 0 ≤ α ≤ n, то в силу оценок (4.1) и
(4.2) имеет место вложение Kα(n) ⊂ Hp(Bn) для всех 0 < p < 1. Следовательно, если
f ∈ Kα(n), 0 ≤ α ≤ n, то функция f имеет допустимые пределы почти везде, иными
словами, σn(E(f)) = 0. В настоящем разделе последнее наблюдение будет усилено в
случае 0 ≤ α < n.

Для оценки размеров исключительных множеств E(f) ⊂ ∂B при f ∈ Kα естественно
использовать неизотропные охваты по Хаусдорфу, определяемые равенствами

(8.1) Hm(E, ∂Bn) = inf

{
∑

k

δm
k : E ⊂

⋃

k

B(ζk, δk)

}
,

где ζk ∈ ∂Bn и B(ζ, δ) = {ξ ∈ ∂Bn : |1 − 〈ζ, ξ〉| < δ}. Если ζ ∈ ∂B1, то B(ζ, δ) = {ξ ∈
∂B1 : |ζ−ξ| < δ}. Иными словами, если n = 1, то равенство (8.1) задает стандартный m-
мерный охват по Хаусдорфу множества E, если E рассматривается как подмножество
комплексной плоскости C, наделенной стандартной метрикой.

Исключительные множества для семейств Kα(1) исследовались в статье [15]. В част-
ности, имеет место следующий результат.

Теорема 8.1. (Д. Дж. Халленбек и Т. Х. МакГрегор [15].) Если f ∈ Kα(1) и 0 < α < 1,
то α-ёмкость множества E(f) равна нулю. Если f ∈ K0(1), то логарифмическая
ёмкость множества E(f) равна нулю.

В случае произвольной размерности ниже будет использован несколько иной подход.
А именно, для всех n ∈ N будут получены подобные результаты в терминах охватов по
Хаусдорфу Hm. Изначальная проблема будет сведена к вопросам об исключительных
множествах для пространств Харди–Соболева и их модификаций.

8.2. Пространства Харди–Соболева. Пусть функция f ∈ Hol(Bn) имеет однород-
ное разложение f =

∑
k fk. Тогда дробная производная порядка β > 0 задается с помо-

щью формулы

Rβf(z) =
∑

k

(k + 1)βfk(z).
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Как и ранее, R1f = f+Rf . При 0 < p < ∞ пространства Харди–Соболева определяются
равенствами

Hp
β(B) =

{
f ∈ Hol(B) : sup

0<r<1

∫

∂B

|Rβf(rζ)|p dσ(ζ) = ‖f‖p
p,β < ∞

}
.

Напомним, что E(f) обозначает исключительное множество для функции f . Следу-
ющая теорема доказана в статье [2].

Теорема 8.2. (П. Ахерн и У. Кон [2].) Пусть n − βp ≥ 0. Если f ∈ Hp
β(Bn), то

Hn−βp+ε(E(f)) =0 для всех ε > 0.

С помощью теоремы 3.3 и предложения 3.1 можно найти соотношения между семей-
ствами Kα(n) и пространствами Харди–Соболева при 0 ≤ α ≤ n − 1.

Предложение 8.3. Пусть n ≥ 2, j ∈ N и 0 ≤ n − j − 1 < α ≤ n − j. Тогда Kα(n) ⊂
Hp

j (Bn) при 0 < p < n
α+j

.

Доказательство. Предположим, что j ∈ {1, . . . , n − 1}, 0 < α ≤ n − j и f ∈ Kα(n).
Повторное применение теоремы 3.3 показывает, что Rjf ∈ Kα+j(n). Так как α + j ≤ n,
то предложение 4.2 гарантирует, что Rjf ∈ Hp(Bn) при 0 < p < n

α+j
. �

Следствие 8.4. Предположим, что n ≥ 2, j ∈ N и 0 ≤ n − j − 1 < α ≤ n − j. Если
f ∈ Kα(n), то Hγ(E(f)) = 0 для всех γ > αn

α+j
.

Доказательство. Применим предложение 8.3 и теорему 8.2. �

Предложение 8.5. Пусть n ∈ N. Тогда K0(n) ⊂ Hp
1 (Bn) для всех 0 < p < n.

Доказательство. Предположим, что f ∈ K0(n). Тогда Rf ∈ K1(n) в силу предложе-
ния 3.1. Наконец, предложение 4.2 гарантирует, что R1f ∈ Hp(Bn) для всех 0 < p <
n. �

Следствие 8.6. Если f ∈ K0(n), то Hε(E(f)) = 0 для всех ε > 0.

Доказательство. Применим предложение 8.5 и теорему 8.2. �

8.3. Модифицированные пространства Харди–Соболева. В настоящем пункте
будет получено усиление следствия 8.4 в случае α ∈ (0, n) \ N.

Предположим, что (β, t) ∈ R2, а также n − 1 − β и n − 1 − β + t не являются строго
отрицательными целыми числами. Таким образом, оператор Rβ,t корректно определен
с помощью формулы (5.2). При 0 < p < ∞ модифицированные пространства Харди–
Соболева задаются с помощью равенств

Hp
β,t(Bn) =

{
f ∈ Hol(Bn) : sup

0<r<1

∫

∂B

|Rβ,tf(rζ)|p dσn(ζ) = ‖f‖p
p,β,t < ∞

}
.

Доказательство следующего аналога теоремы 8.2 будет дано ниже, в пункте 8.5.

Теорема 8.7. Предположим, что n ∈ N, p > 1, t > 0, n − tp > 0 и β ∈ (−∞, n). Если
f ∈ Hp

β,t(Bn), то Hn−tp+ε(E(f)) = 0 для всех ε > 0.
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Отметим, что при выполнении условий сформулированной теоремы n − 1 − β и n −
1− β + t не являются строго отрицательными целыми числами. Поэтому пространства
Hp

β,t(Bn) корректно определены.

Следствие 8.8. Пусть n ∈ N и α ∈ (0, n). Если f ∈ Kα(n), то Hα+ε(E(f)) = 0 для
всех ε > 0.

Доказательство. Положим β = n − α ∈ (0, n) и t = β − ε, где число ε > 0 является
достаточно малым, в частности, ε < β. По условию f ∈ Kα(n), т.е.,

f(z) =

∫

∂Bn

1

(1 − 〈z, ζ〉)n−β
dµ(ζ), z ∈ Bn,

где µ ∈ M(n). Меняя порядок интегрирования и дифференцирования и используя
лемму 5.1, получаем

Rβ,β−εf(z) =

∫

∂Bn

1

(1 − 〈z, ζ〉)n−ε
dµ(ζ), z ∈ Bn.

Так как 0 < n − ε < n, то в силу предложения 4.2 имеем Rβ,β−εf ∈ Hp(Bn) для неко-
торого p = p(ε) > 1. Теперь теорема 8.7 гарантирует, что Hn−β+2ε(E(f)) = 0 для всех
ε > 0. Иными словами, Hα+ε(E(f)) = 0 для всех ε > 0, что и требовалось доказать. �

8.4. Примеры компактных исключительных множеств. Следующий результат
соответствует предложению 8.8.

Предложение 8.9. Предположим, что n ∈ N, α ∈ (0, n), 0 ≤ m < α, E ⊂ ∂Bn

является компактом, Hm(E) = 0 и C > 1. Тогда E = E1,C(f) для некоторой функции
f ∈ Kα(n).

Доказательство. Зафиксируем p0 > 1, такое что m = n− (n−α)p0. Имеем Hm(E) = 0,
следовательно, теорема 1.2 из статьи [2] гарантирует, что E = E1,C(f) для некоторой
функции f ∈ Hp0

n−α(Bn). Остается заметить, что Hp0

n−α(Bn) = Kα(Lp0(σn)) ⊂ Kα(n) в
силу теоремы 2.1 из статьи [10]. �

8.5. Исключительные множества для модифицированных классов Харди–
Соболева. Для доказательства теоремы 8.7 в данном пункте будут адаптированы
некоторые рассуждения из статьи [2].

Прежде всего, введем неизотропные потенциалы. Положим

kt(ξ, ζ) = |1 − 〈ξ, ζ〉|−n+t,

где ξ, ζ ∈ ∂Bn и 0 < t < n. Если мера µ ∈ M(n) является положительной, то по
определению

(kt ∗ µ)(ξ) =

∫

∂Bn

kt(ξ, ζ) dµ(ζ).

Как обычно, если µ = fdσn, где f ∈ L1(σn), то мы идентифицируем µ и f и полагаем

(kt ∗ f)(ξ) = (kt ∗ µ)(ξ).
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Если f ∈ L1(σn), то равенство

P [f ](z) =

∫

∂Bn

f(ζ)
(1 − |z|2)n

|1 − 〈z, ζ〉|2n
dσn(ζ), z ∈ Bn,

задает инвариантный интеграл Пуассона функции f .

Лемма 8.10. (ср. с [2], лемма 1.7.) Предположим, что f ∈ Hp
β,t(Bn), где t ∈ (0, n), β ∈

(−∞, n) и p > 1. Тогда существует функция g ∈ Lp(∂Bn), такая что ‖g‖p = ‖f‖p,β,t и

|f(z)| ≤ C(n, β, t)P [kt ∗ |g|](z), z ∈ Bn,

где C(n, β, t) является константой.

Доказательство. В силу равенства (5.3) имеем

f(z) = C(n, β, t)

∫ 1

0

g(rz)rn−β−1(1 − r)t−1 dr, z ∈ Bn,

где g = Rβ,tf ∈ Hp(Bn) и ‖g‖p = ‖f‖p,β,t. Так как β < n и t ∈ (0, n), то излагаемые ниже
рассуждения фактически совпадают с доказательством леммы 1.7 из статьи [2].

А именно, представим g(rz) в виде интеграла Коши по сфере ∂Bn, внесем знаки
абсолютной величины внутрь рассматриваемых интегралов и поменяем порядок инте-
грирования. Тогда получаем неравенство

|f(z)| ≤ C(n, β, t)

∫

∂Bn

|g(ζ)|

∫ 1

0

rn−β−1(1 − r)t−1 dr

|1 − r〈z, ζ〉|n
dσn(ζ), z ∈ Bn.

Имеем β < n и t ∈ (0, n), поэтому, оценивая внутренний интеграл, получаем

(8.2) |f(z)| ≤ C(n, β, t)

∫

∂Bn

|g(ζ)|

|1 − 〈z, ζ〉|n−t
dσn(ζ), z ∈ Bn.

Для фиксированной точки ζ ∈ ∂Bn, имеем (1 − 〈z, ζ〉)t−n ∈ H1(Bn), следовательно,

|1 − 〈z, ζ〉|t−n =
∣∣P [(1 − 〈·, ζ〉)t−n](z)

∣∣ ≤ P [kt(·, ζ)](z), z ∈ Bn.

Используя полученное неравенство и оценку (8.2), получаем

|f(z)| ≤ C(n, β, t)

∫

∂Bn

|g(ζ)|P [kt(·, ζ)](z) dσn(ζ) = C(n, β, t)P [kt ∗ |g|](z)

при z ∈ Bn, что и требовалось доказать. �

Доказательство теоремы 8.7. Зафиксируем ε > 0. Пусть K является произвольным
компактным подмножеством множества E(f). Достаточно доказать, что Hn−tp+ε(K) =
0.

Предположим, что Hn−tp+ε(K) > 0. В силу предложения 1.1 из статьи [2] существует
положительная мера µ ∈ M(n), такая что компакт K содержит носитель меры µ, а
также

(8.3) µ(B(ζ, δ)) = O(δn−tp+ε)
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для всех ζ ∈ ∂Bn и δ > 0. Лемма 8.10 гарантирует, что существует функция g, такая
что ∫

|Mγf |
p dµ ≤ C

∫
|MγP [kt ∗ |g|]|

p dµ,

где Mγ обозначает максимальный оператор, соответствующий областям Dγ(ζ), γ > 1.
В силу леммы 1.8 из статьи [2] существует константа C = C(γ, t), такая что

∫
|MγP [kt ∗ |g|]|

p dµ ≤ C

∫
(kt ∗ |g|)

p dµ.

Наконец, так как имеет место свойство (8.3), то теорема 1.9 из статьи [2] гарантирует,
что ∫

(kt ∗ |g|)
p dµ ≤ C‖g‖p

p = C‖f‖p
p,β,t.

В итоге получаем ∫
|Mγf |

p dµ ≤ C‖f‖p
p,β,t

для всех γ > 1. Как отмечено в работе [2], из полученного неравенства следует, что
функция f имеет допустимые пределы µ-a.e. Это противоречит предположению о том,
что K ⊂ E(f). Следовательно, Hn−tp+ε(K) = 0 и доказательство окончено. �

9. Касательно исключительные множества

9.1. Определения и мотивировка. Предположим, что 0 < τ ≤ 1 и ζ ∈ ∂B. Положим

Dτ,C(ζ) = {z ∈ B : |1 − 〈z, ζ〉| < C(1 − |z|)τ} ,

где C > 1 при τ = 1 и C > 0 при τ ∈ (0, 1). Отметим, что множества D1,C(ζ) совпадают
с допустимыми областями Кораньи DC(ζ), которые рассматривались в разделе 8. В
данном разделе изучается случай 0 < τ < 1. Отметим также, что порядок касания
между множеством Dτ,C(ζ) и сферой ∂B возрастает при убывании параметра τ .

Рассмотрим функцию f : B → C. По определению касательно исключительное мно-
жество Eτ,C(f), 0 < τ < 1, состоит из таких точек ζ ∈ ∂B, что функция f(z) не имеет
предела в точке ζ , если z стремится ζ , оставаясь в множестве Dτ,C(ζ).

Результаты этого раздела мотивированы следующей теоремой (дальнейшие утвер-
ждения в этом направлении можно найти в статье [13]).

Теорема 9.1. (Д. Дж. Халленбек [13], следствие 1.) Пусть α ∈ (0, 1) и C > 0. Если
f ∈ Kα(1), то σ1(Eα,C(f)) = 0.

9.2. Пространства Харди–Соболева. Для произвольной размерности n ∈ N анало-
ги теоремы 9.1 можно получить с помощью следующего результата о пространствах
Харди–Соболева Hp

β(Bn).

Теорема 9.2. (К. Касканте и Х. М. Ортега [10], следствие 2.1; см. также [31].) Пред-
положим, что n ∈ N, 0 < p < ∞, 0 < β < n/p, 0 < τ < 1 и m = (n − βp)/τ . Если
f ∈ Hp

β(Bn), то Hm (Eτ,C(f)) = 0 для всех C > 0.
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Следствие 9.3. Пусть f ∈ K0(n), n ∈ N. Тогда Hε(Eτ,C(f)) = 0 всех ε > 0, τ ∈ (0, 1)
и C > 0.

Доказательство. Применим предложение 8.5 и теорему 9.2. �

Следствие 9.4. Предположим, что n ≥ 2, j ∈ N, 0 ≤ n − j − 1 < α ≤ n − j и
α

α+j
< τ < 1. Если f ∈ Kα(n), то Hm(Eτ,C(f)) = 0 для всех m > αn

τ(α+j)
и C > 0.

Доказательство. Применим предложение 8.3 и теорему 9.2. �

Отметим, что заключение Hm(Eτ,C(f)) = 0 в последнем следствии не является три-
виальным, так как τ > α

α+j
.

9.3. Необходимые условия. В этом пункте следствие 9.4 будет усилено для α ∈
(0, n) \ N.

Предложение 9.5. Предположим, что n ∈ N, α ∈ (0, n), τ ∈ (α/n, 1) и m > α/τ .
Если f ∈ Kα(n), то Hm(Eτ,C(f)) = 0 для всех C > 0.

Доказательство. По предположению f = Kα[µ] для некоторой меры µ ∈ M(n). Поло-
жим g = Kn[µ], тогда g ∈ Hp(Bn) для всех p ∈ (0, 1). В силу леммы 5.1 и равенства (5.3)
имеем

(9.1) f(z) =
Γ(n)

Γ(α)Γ(n − α)

∫ 1

0

g(rz)rα−1(1 − r)n−α−1 dr, z ∈ Bn.

Зафиксируем константу C > 0. Для доказательства предложения достаточно прове-
рить, что Hm(K) = 0 для любого компакта K ⊂ Eτ,C(f). Предположим, что это не так
и Hm(K) > 0. Тогда в силу предложения 1.1 из статьи [2] существует положительная
мера ρ ∈ M(n), такая что множество K содержит носитель меры ρ и

(9.2) ρ(B(ζ, δ)) = O(δm), ζ ∈ ∂B.

Так как m > α/τ , то существует p0 ∈ (0, 1), такое что m = (n − (n − α)p0)/τ . Имеем
g ∈ Hp0(Bn), следовательно, формулы (9.1) и (9.2) гарантируют, что предел

lim
z→ζ

z∈Dτ,C(ζ)

f(z)

существует для ρ-почти всех точек ζ ∈ ∂B (см. замечания после теоремы 6 в статье [22]).
Это противоречит предположению о том, что K ⊂ Eτ,C(f). Таким образом, Hm(K) = 0
и доказательство предложения завершено. �

9.4. Примеры касательно исключительных множеств. Следующий факт соот-
ветствует предложению 9.5.

Предложение 9.6. Пусть n ∈ N, α ∈ (0, n), τ ∈ [α/n, 1), m < α/τ и C > 0. Пред-
положим, что E ⊂ ∂B является компактным множеством и Hm(E) = 0. Тогда
E = Eτ,C(f) для некоторой функции f ∈ Kα(n).
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Доказательство. Для p ≥ 1 положим

Kα(Lp0(σn)) = {Kα[gσn] : g ∈ Lp(σn)}.

Так как m < α/τ , то существует p0 > 1, такое что

m = (n − (n − α)p0)/τ.

Так как p0 > 1 и Hm(E) = 0, то имеем E = Eτ,C(f) для некоторой функции f ∈
Kα(Lp0(σn)) ([31], замечание после следствия 3.11). Для завершения доказательства от-
метим, что вложение Kα(Lp0(σn)) ⊂ Kα(n) имеет место по определению. �

10. Мультипликаторы: базовые результаты

В данном и следующем разделах изучаются пространства Mα(n), состоящие из муль-
типликаторов для семейств Kα(n). Отметим, что некоторые общие свойства пространств
Mα(n) получены в разделе 2. Напомним также, что семейства дробных преобразова-
ний Коши тесно связаны с голоморфными пространствами Бесова. Поэтому заметим,
что мультипликаторы для голоморфных пространств Бесова исследовались в статье
[26]; см. также [27]. Наконец, напомним, что некоторые свойства семейств Kα(n) весьма
близки к свойствам пространств Харди–Соболева. В связи с этим отметим, что мульти-
пликаторы для пространств Харди–Соболева изучались в недавних работах [28] и [8];
см. также приведенные в этих статьях ссылки.

10.1. Необходимые условия. При n = 1 результаты данного пункта получены в ста-
тье [19].

Лемма 10.1. Предположим, что n ∈ N, α > 0 и f ∈ Mα(n). Тогда f ∈ H∞(Bn); более
того, ‖f‖H∞ ≤ ‖f‖Mα

.

Доказательство. Зафиксируем точку ζ ∈ ∂B и зафиксируем константу K, такую что
‖f‖Mα

< K. Так как ‖(1 − 〈·, ζ〉)−α‖Kα
= 1, то существует мера µζ ∈ M, такая что

‖µζ‖ < K и
f(z)

(1 − 〈z, ζ〉)α
=

∫

∂B

1

(1 − 〈z, ξ〉)α
dµζ(ξ).

Иными словами,

f(z) =

∫

∂B

(
1 − 〈z, ζ〉

1 − 〈z, ξ〉

)α

dµζ(ξ).

Положим z = rζ, 0 ≤ r < 1. Тогда имеем

|f(rζ)| ≤

∫

∂B

(
1 − r

1 − r|〈ζ, ξ〉|

)α

dµζ(ξ) ≤ ‖µζ‖ < K.

Точка ζ ∈ ∂B и константа K > ‖f‖Mα
являются произвольными, следовательно,

‖f‖H∞ ≤ ‖f‖Mα
. �

Лемма 10.2. Предположим, что n ∈ N, α > 0 и f ∈ Mα(n). Тогда f ∈ Kα(n); более
того, ‖f‖Kα

≤ ‖f‖Mα
.
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Доказательство. Положим I(z) = 1 для z ∈ B. Напомним, что I = Kα[σ]. Так как
мера Лебега σ является положительной, то выполнены равенства ‖I‖Kα

= ‖σ‖ = 1. Из
предположения f ∈ Mα следует, что f = fI ∈ Kα. Более того, имеем ‖f‖Kα

= ‖fI‖Kα
≤

‖f‖Mα
‖I‖Kα

= ‖f‖Mα
. �

Предложение 10.3. Пусть α > 0. Тогда существует константа Cα, такая что
для любой функции f ∈ Mα(n), n ∈ N, радиальная вариация в направлении ξ ∈ S
удовлетворяет оценке V (f, ξ) ≤ Cα‖f‖Mα

для всех ξ ∈ ∂B.

Доказательство. Предположим, что f ∈ Mα, ξ ∈ ∂B и ε > 0. По определению про-
странства Mα существует мера µξ, такая что ‖µξ‖ ≤ ‖f‖Mα

+ ε и

f(z) =

∫

∂B

(1 − 〈z, ξ〉)α

(1 − 〈z, ζ〉)α
dµξ(ζ), z ∈ B.

Пусть λ ∈ B1. Положим z = λξ и fξ(λ) = f(λξ). Тогда

fξ(λ) =

∫

∂B

(1 − λ)α

(1 − λ〈ξ, ζ〉)α
dµξ(ζ),

f ′
ξ(λ) = α

∫

∂B

(1 − λ)α−1(〈ξ, ζ〉 − 1)

(1 − λ〈ξ, ζ〉)α+1
dµξ(ζ).

Теперь положим λ = r, 0 ≤ r < 1. Теорема Фубини гарантирует, что

(10.1)

∫ 1

0

|f ′
ξ(r)| dr ≤ α

∫

∂B

∫ 1

0

(1 − r)α−1|1 − 〈ξ, ζ〉|

|1 − r〈ξ, ζ〉|α+1
dr d|µξ|(ζ).

Положим w = 〈ξ, ζ〉 и b = |1 − 〈ξ, ζ〉|. Отметим, что

|1 − rw|2 = (1 − r)(1 − r|w|2) + r|1 − w|2 ≥ (1 − r)2 + r2b2.

Следовательно,
∫ 1

0

(1 − r)α−1b

|1 − r〈ξ, ζ〉|α+1
dr ≤

∫ 1

0

(1 − r)α−1b

((1 − r)2 + r2b2)(α+1)/2
dr := I(α, b).

Если b = 0, то доказательство завершено. Иначе, как показано в доказательстве теоре-
мы 2.6 из статьи [19], имеем I(α, b) ≤ Cα < ∞. Таким образом, из оценки (10.1) следует,
что V (f, ξ) ≤ Cα‖f‖Mα

. Доказательство предложения завершено. �

Напомним, что ограниченная непостоянная функция f ∈ Hol(B) называется внут-
ренней, если |f ∗| = 1 σ-п.в. Полное описание внутренних функций из пространства
M1(1) получено в работе [21]. При произвольном α > 0 внутренние функции из семей-
ства Mα(1) исследовались в статье [16]. При n ≥ 2 ответ на соответствующий вопрос
немедленно следует из предложения 10.3.

Следствие 10.4. Предположим, что n ≥ 2 и α > 0. Если f является внутренней
функцией в шаре Bn, то f /∈ Mα(n).

Доказательство. Хорошо известно, что при n ≥ 2 любая внутренняя функция не имеет
радиальных пределов на плотном подмножестве сферы ∂Bn ([30], раздел 1). �
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10.2. Мультипликаторы и семейство K0(n).

Предложение 10.5. Пусть n ∈ N и n ≥ 2. Тогда

Mβ(n)
⋂

K0(n) = Mα(n)
⋂

K0(n)

для всех β ≥ α ≥ 1.

Доказательство. Предположим, что α ≤ β ≤ β̃ и β̃ − α ∈ N. Имеем Mα(n) ⊂ Mβ(n) ⊂
Meβ(n) в силу предложения 2.5. Поэтому достаточно доказать искомое равенство, до-
полнительно предполагая, что β − α ∈ N. Следовательно, можно считать, не умаляя
общности, что β = α + 1.

Итак, предположим, что g ∈ Mα+1(n)
⋂
K0(n). Требуется проверить, что g ∈ Mα(n).

Иными словами, для любой функции f ∈ Kα(n) необходимо доказать, что fg ∈ Kα(n).
В силу следствия 5.6 свойство fg ∈ Kα(n) имеет место тогда и только тогда, когда
fRg + gRf = R(fg) ∈ Kα+1(n).

С одной стороны, в силу предложения 3.1 из условия g ∈ K0(n) следует, что Rg ∈
K1(n). Таким образом, следствие 2.3 гарантирует, что fRg ∈ Kα(n) · K1(n) ⊂ Kα+1(n).

С другой стороны, в силу следствия 5.6 свойство f ∈ Kα(n) влечет, что Rf ∈ Kα+1(n).
Таким образом, gRf ∈ Mα+1(n) · Kα+1(n) ⊂ Kα+1(n) по определению пространства
мультипликаторов.

Окончательно получаем R(fg) ∈ Kα+1(n) и fg ∈ Kα(n), что и требовалось доказать.
�

Пусть α > 0 и f ∈ Hol(B1). Напомним, что условия f ∈ Kα(1) и f ′ ∈ Kα+1(1)
равносильны (см. [24]). Таким образом, изложенное выше рассуждение показывает, что

Mβ(1)
⋂

K0(1) = Mα(1)
⋂

K0(1)

для всех β ≥ α > 0.

10.3. Достаточные условия. Напомним, что A(B) обозначает шар-алгебру. Если f ∈
A(B), то положим f ∗ = f |∂B. Комплексный модуль непрерывности функции f ∗ опре-
деляется с помощью равенства

ωC(f ∗, δ) = sup
ζ, ξ∈∂B

{|f ∗(ζ) − f ∗(ξ)| : d(ζ, ξ) ≤ δ} ,

где δ ∈ (0, 2] и d(ζ, ξ) = |1 − 〈ζ, ξ〉|. Отметим, что d(ζ, ξ) является квази-метрикой на
сфере.

Пусть ν = νn обозначает меру Лебега на B = Bn, нормированную условием νn(Bn) =
1. Предположим, что n ≥ 2. Если f : B1 → C является борелевской функцией, то
хорошо известно, что равенство

(10.2)

∫

∂Bn

f(〈ξ, ζ〉) dσn(ξ) = (n − 1)

∫

B1

f(z)(1 − |z|2)n−2 dν1(z)

имеет место, если корректно определена его левая или правая часть.
Аналог следующего утверждения для n = 1 доказан в статье [35].
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Предложение 10.6. Пусть n ∈ N, n ≥ 2 и α ≥ n. Предположим, что функция
g ∈ A(Bn) удовлетворяет следующему условию:

(10.3) (n − 1)

∫

B1

(1 − |z|2)n−2ωC(g∗, |1 − z|)

|1 − z|n
dν1(z) = Cω < +∞.

Тогда g ∈ Mα(n).

Доказательство. В силу леммы 2.4 и предложения 2.5 достаточно проверить, что функ-
ция g удовлетворяет условию (2.5) при α = n.

Зафиксируем точку ζ ∈ ∂Bn. Тогда

g(w)

(1 − 〈w, ζ〉)n
=

g(w)− g(ζ)

(1 − 〈w, ζ〉)n
+

g(ζ)

(1 − 〈w, ζ〉)n
:= h1(w) + h2(w), w ∈ Bn.

С одной стороны, отметим, что ‖h2‖Kn(n) ≤ ‖g‖A(Bn).
С другой стороны, имеем g(·) − g(ζ) ∈ H∞(Bn) и (1 − 〈·, ζ〉)−n ∈ Hp(Bn) для всех

0 < p < 1. Следовательно, h1 ∈ Hp(Bn) для всех 0 < p < 1. Пусть h∗
1(ξ) = limr→1− h1(rξ),

ξ ∈ ∂Bn, ξ 6= ζ . Формула (10.2) и условие (10.3) гарантируют, что ‖h∗‖L1(∂Bn) ≤ Cω.
Таким образом, h1 ∈ H1(Bn); также получаем ‖h1‖Kn(n) ≤ ‖h1‖H1(Bn) ≤ Cω. Поэтому
имеет место свойство (2.5). �

Следствие 10.7. Пусть n ∈ N, n ≥ 2 и 1 ≤ α < n. Предположим, что функция
g ∈ K0(n)

⋂
A(Bn) удовлетворяет условию (10.3). Тогда g ∈ Mα(n).

Доказательство. Применим предложения 10.6 и 10.5. �

Предположим, что 0 < β < 1. По определению стандартное пространство Липшица
Λβ(∂Bn) состоит из функций f : ∂Bn → C, таких что

|f(ζ) − f(ξ)| ≤ Cf |ζ − ξ|β

для всех ζ, ξ ∈ ∂Bn. Иными словами, Λβ(∂Bn) — это пространства Липшица относитель-
но евклидовой метрики на сфере. Элементы этих пространств могут быть использованы
для построения функций из семейств Mα(n) при α ≥ n.

Следствие 10.8. Предположим, что n ≥ 2, 0 < β < 1/2 и f ∈ Λβ(∂Bn). Тогда
Kn[f ] ∈ Mα(n) для α ≥ n.

Доказательство. Пусть f ∈ Λβ(∂Bn). Хорошо известно, что ωC(Kn[f ]∗, δ) = O(δβ) (см.
[3]). Следовательно, условие (10.3) выполнено. �

Явные примеры функций из семейств Mα(n) при α ≥ 1 можно получить с помощью
следующего утверждения.

Предложение 10.9. Пусть n ∈ N, n ≥ 2, j ∈ {0, 1, . . . , n − 1} и α ≥ n − j. Предполо-
жим, что производная Rjg ∈ A(Bn) удовлетворяет условию (10.3). Тогда g ∈ Mα(n).
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Доказательство. Проведем рассуждение по индукции. В качестве базы индукции пред-
положим, что предложение доказано для j = 0. Это верно в силу предложения 10.6.

Теперь предположим, что рассматриваемая импликация доказана для некоторого j−
1 из множества {0, 1, . . . , n − 2}.

Пусть j ∈ {1, . . . , n − 1} и f ∈ Kα(n), α ≥ n − j. В качестве индукционного перехода
необходимо доказать, что fg ∈ Kα(n). Так как α ≥ n−j ≥ 1, то в силу теоремы 3.3 свой-
ство fg ∈ Kα(n) имеет место тогда и только тогда, когда R1(fg) ∈ Kα+1(n). Напомним,
что R1 = R + I, следовательно,

R1(fg) = fRg + gR1f.

С одной стороны, имеем f ∈ Kα(n) ⊂ Kα+1(n), а также функция Rj−1(Rg) ∈ A(Bn)
удовлетворяет условию (10.3). Так как α + 1 ≥ n − (j − 1), то получаем Rg ∈ Mα+1(n)
в силу индукционного предположения. Таким образом, fRg ∈ Kα+1(n) по определению
пространства мультипликаторов.

С другой стороны, f ∈ Kα(n) тогда и только тогда, когда R1f ∈ Kα+1(n). Далее,
функция Rj−1g ∈ A(Bn) удовлетворяет условию (10.3). По индукционному предполо-
жению имеем g ∈ Mα+1(n), поэтому gR1f ∈ Kα+1(n).

Следовательно, R1(fg) ∈ Kα+1(n) и fg ∈ Kα(n).
Индукционный переход завершен и предложение доказано. �

При α ∈ (1, n) \ N предложение 10.9 будет усилено ниже в следствии 11.4.

11. Мультипликаторы: основные результаты

11.1. Вещественные и комплексные пространства Липшица. Зафиксируем β ∈
(0, 1). По определению функция f : Bn → C принадлежит вещественному пространству
Липшица LipR

β (Bn), если существует константа C > 0, такая что

|f(z) − f(w)| ≤ C|z − w|β, z, w ∈ Bn.

Зафиксируем α ∈ (0, 1/2). По определению функция f : Bn → C принадлежит ком-
плексному пространству Липшица LipC

α(Bn), если существует константа C > 0, такая
что

|f(z) − f(w)| ≤ C|1 − 〈z, w〉|α, z, w ∈ Bn.

Лемма 11.1. Пусть n ∈ N. Предположим, что 0 < β < 1, f ∈ Hol(Bn) и

(11.1) |Rf(rζ)| ≤
C

(1 − r)1−β
, r ∈ [0, 1), ζ ∈ ∂Bn.

Тогда f ∈ LipC

γ (Bn), где 0 < γ < min{1/2, β}.

Доказательство. Пусть функция f ∈ Hol(Bn) обладает свойством (11.1). Обозначим
тем же символом непрерывное продолжение функции f на замкнутый шар Bn. Такое
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продолжение существует в силу теоремы 6.4.10 из монографии [29]; более того, оцен-
ка (11.1) гарантирует, что f ∈ LipR

β (Bn). Следовательно,

|f(z) − f(w)| ≤ Cγ|1 − 〈z, w〉|γ, z, w ∈ Bn,

где 0 < γ < 1/2 и 0 < γ ≤ β (см. [29], теорема 6.4.10 и [4], глава 3, следствие 3.2.4). �

11.2. Общие достаточные условия. Результаты настоящего пункта мотивированы
теоремой 1 из статьи [23], где исследованы семейства Mα(1) при 0 < α < 1.

Теорема 11.2. Пусть n ∈ N и n ≥ 2. Предположим, что j ∈ {1, . . . , n}, α > n − j,
α ≥ 1,

g ∈ Hol(Bn)
⋂

LipC

ε (Bn)

для некоторого ε ∈ (0, 1/2) и

Iα(g, j, k) = sup
ζ∈∂Bn

∫ 1

0

∫

∂Bn

|Rkg(rξ)|(1− r)α+j−n−1

|1 − r〈ξ, ζ〉|α+j−k
dσn(ξ) dr < ∞

для k = 1, . . . , j. Тогда g ∈ Mα(n).

Доказательство. Прежде всего, докажем следующее вспомогательное утверждение.

Утверждение. Для ζ ∈ ∂Bn положим

(11.2) hζ(z) =
g(z) − g(ζ)

(1 − 〈z, ζ〉)α
, z ∈ Bn.

Тогда

(11.3) ‖hζ‖Kα(n) ≤ C,

где константа C > 0 не зависит от точки ζ ∈ ∂Bn.

Доказательство утверждения. Из определения функции hζ(z) следует, что Rjhζ(z),
z ∈ Bn, является линейной комбинацией следующих выражений:

Qk(ζ, z) = Rkg(z) · Rj−k

(
1

(1 − 〈z, ζ〉)α

)
, z ∈ Bn, k = 1, . . . , j,

Q0(ζ, z) = (g(z) − g(ζ)) · Rj

(
1

(1 − 〈z, ζ〉)α

)
, z ∈ Bn.

Ниже будут получены оценки для интегралов

(11.4)

∫ 1

0

∫

∂Bn

|Qk(ζ, rξ)|(1− r)(α+j−n)−1 dσn(ξ) dr, k = 0, . . . , j.
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1. По определению функции Qj(ζ, z), z ∈ Bn, имеем
∫ 1

0

∫

∂Bn

|Qj(ζ, rξ)|(1− r)(α+j−n)−1 dσn(ξ) dr

≤

∫ 1

0

∫

∂Bn

|Rjg(rξ)|(1− r)α+j−n−1

|1 − r〈ξ, ζ〉|α
dσn(ξ) dr

≤ Iα(g, j, j).

2. Отметим, что

R

(
1

(1 − 〈z, ζ〉)α

)
=

−α

(1 − 〈z, ζ〉)α
+

α

(1 − 〈z, ζ〉)α+1
.

Таким образом, производная

Rj

(
1

(1 − 〈z, ζ〉)α

)

является линейной комбинацией дробей

1

(1 − 〈z, ζ〉)α+m
, m = 0, . . . , j.

Чтобы оценить интеграл (11.4) при k = 0, достаточно рассмотреть случай m = j, так
как |1 − 〈z, ζ〉| ≤ 2.

Напомним, что g ∈ LipC

ε (Bn). Предположим, не умаляя общности, что α + j − ε 6=
n. Тогда определение пространства LipC

ε (Bn) и лемма 4.1 влекут следующую цепочку
неравенств:

∫ 1

0

∫

∂Bn

|g(rξ)− g(ζ)|

|1 − r〈ξ, ζ〉|α+j
dσn(ξ)(1 − r)α+j−n−1 dr

≤

∫ 1

0

∫

∂Bn

C

|1 − r〈ξ, ζ〉|α+j−ε
dσn(ξ)(1 − r)α+j−n−1 dr

≤ C max

{∫ 1

0

(1 − r)α+j−n−1 dr,

∫ 1

0

(1 − r)α+j−n−1−α−j+ε+n dr

}

≤ C,

так как α + j − n − 1 > −1 и −1 + ε > −1.
Итак, получаем

∫ 1

0

∫

∂Bn

|Q0(ζ, rξ)|(1− r)(α+j−n)−1 dσn(ξ) dr ≤ C,

где константа C > 0 не зависит от точки ζ ∈ ∂Bn.
3. Если j ≥ 2, то необходимо рассмотреть интегралы (11.4) при k = 1, . . . , j − 1.

Производная

Rj−k

(
1

(1 − 〈z, ζ〉)α

)
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является линейной комбинацией дробей

1

(1 − 〈z, ζ〉)α+m
, m = 0, . . . , j − k.

Как и выше, чтобы оценить интеграл (11.4), достаточно рассмотреть случай m = j − k.
Теперь заметим, что

∫ 1

0

∫

∂Bn

|Rkg(rξ)|(1− r)α+j−n−1

|1 − r〈ξ, ζ〉|α+j−k
dσn(ξ) dr ≤ Iα(g, j, k).

Таким образом, имеем
∫ 1

0

∫

∂Bn

|Qk(ζ, rξ)|(1− r)(α+j−n)−1 dσn(ξ) dr ≤ C, k = 1, . . . , j − 1,

где константа C > 0 не зависит от точки ζ ∈ ∂Bn.
Итак, все интегралы (11.4) ограничены универсальной константой C > 0. Поэтому

∫ 1

0

∫

∂Bn

|Rjhζ(rξ)|(1 − r)(α+j−n)−1 dσn(ξ) dr ≤ C,

где константа C > 0 не зависит от точки ζ ∈ ∂Bn. Также имеем

∑

|m|≤j−1

∣∣∣∣
∂mhζ

∂zm
(0)

∣∣∣∣ ≤ C


‖g‖H∞(Bn) +

∑

|m|≤j−1

∣∣∣∣
∂mg

∂zm
(0)

∣∣∣∣


 .

Следовательно, получаем оценку ‖hζ‖Bj
α+j−n

≤ C. Наконец, так как α ≥ 1, то лемма 5.7

гарантирует оценку (11.3). �

Теперь вернемся к доказательству теоремы. Пусть ζ ∈ ∂Bn. Имеем

g(z)

(1 − 〈z, ζ〉)α
=

g(ζ)

(1 − 〈z, ζ〉)α
+ hζ(z), z ∈ Bn,

где функция hζ(z) задается равенством (11.2). Отметим, что
∥∥∥∥

g(ζ)

(1 − 〈z, ζ〉)α

∥∥∥∥
Kα(n)

= |g(ζ)| ≤ ‖g‖H∞(Bn).

Следовательно, применяя доказанное утверждение, получаем
∥∥∥∥

g(z)

(1 − 〈z, ζ〉)α

∥∥∥∥
Kα(n)

≤ C,

где константа C > 0 не зависит от точки ζ ∈ ∂Bn. Наконец, лемма 2.4 гарантирует, что
g ∈ Mα(n). �

Следствие 11.3. Пусть n ∈ N и n ≥ 2.

(i) Предположим, что α > n − 1 и g ∈ Hol(Bn)
⋂

LipC

ε (Bn) для некоторого ε ∈
(0, 1/2). Если Iα(g, 1, 1) < +∞, то g ∈ Mα(n).
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(ii) Предположим, что j ∈ {2, . . . , n}, α > n − j, α ≥ 1, g ∈ Hol(Bn) и Rj−1g ∈
H∞(Bn). Если Iα(g, j, j) < +∞, то g ∈ Mα(n).

Доказательство. Часть (i). Применим теорему 11.2.
Часть (ii). В силу леммы 11.1 имеем Rkg ∈ H∞(Bn) для k = 1, . . . , j − 1. Также лем-

ма 11.1 гарантирует, что g ∈ LipC

ε (Bn), 0 < ε < 1/2. Таким образом для доказательства
части (ii) достаточно проверить, что Iα(g, j, k) < +∞ для k = 1, . . . , j − 1.

Пусть ζ ∈ ∂Bn. В силу леммы 4.1 имеем

∫ 1

0

∫

∂Bn

|Rkg(rξ)|(1− r)α+j−n−1

|1 − r〈ξ, ζ〉|α+j−k
dσn(ξ) dr

≤

∫ 1

0

∫

∂Bn

‖Rkg‖H∞(Bn) dσn(ξ)

|1 − r〈ξ, ζ〉|α+j−k
(1 − r)α+j−n−1 dr

≤ C max

{∫ 1

0

(1 − r)α+j−n−1 dr,

∫ 1

0

(1 − r)α+j−n−1−α−j+k− 1

2
+n dr

}

≤ C,

так как α+ j −n−1 > −1 и k−3/2 ≥ −1/2. Иными словами, Iα(g, j, k) < +∞; остается
применить теорему 11.2. �

11.3. Условия гладкости и Mα(n).

Функции из пространств Липшица. Как обычно, ниже предполагается, что R0 = I.
При n = 1 аналог следующего результата получен в статье [16] (следствие 4).

Следствие 11.4. Пусть n ∈ N и n ≥ 2. Предположим, что j ∈ {1, . . . , n}, α > n − j,
α ≥ 1, g ∈ Hol(Bn) и

Rj−1g ∈ LipR

β (Bn) для некоторого β ∈ (max{0, n + 1 − j − α}, 1).

Тогда g ∈ Mα(n).

Доказательство. Так как Rj−1g ∈ LipR

β (Bn), то получаем

|Rjg(rξ)| ≤
C

(1 − r)1−β
, r ∈ [0, 1), ξ ∈ ∂Bn,

в силу теоремы 6.4.9 из монографии [29]. Таким образом, с одной стороны, лемма 11.1
гарантирует, что g ∈ LipC

ε (Bn) для некоторого ε ∈ (0, 1/2). С другой стороны, применяя
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лемму 4.1, имеем
∫ 1

0

∫

∂Bn

|Rjg(rξ)|(1− r)α+j−n−1

|1 − r〈ξ, ζ〉|α
dσn(ξ) dr

≤

∫ 1

0

∫

∂Bn

Cdσn(ξ)

|1 − r〈ξ, ζ〉|α
(1 − r)α+β+j−n−2 dr

≤ C max

{∫ 1

0

(1 − r)α+β+j−n−2 dr,

∫ 1

0

(1 − r)α+β+j−n−2−α+n dr

}

≤ C,

так как α + β + j − n− 2 > −1 и β + j − 2 > −1. Следовательно, Iα(g, j, j) < +∞. Итак,
все предположения следствия 11.3 выполнены. Окончательно получаем g ∈ Mα(n) в
силу следствия 11.3. �

Функции из пространств Харди–Соболева. Напомним, что оператор дробного диффе-
ренцирования порядка 1 определяется равенством R1 = R + I. Также напомним, что
пространства Харди–Соболева Hp

j (Bn) состоят их функций g ∈ Hol(Bn), таких что

Rjg ∈ Hp(Bn). Ниже потребуется следующая лемма.

Лемма 11.5. ([4], глава 2, теорема 1.3.3.) Предположим, что n ∈ N, p1, p2 ∈ (0, +∞) и
n

p2
−

n

p1
= 1.

Если f ∈ Hol(Bn) и R1f ∈ Hp2(Bn), то f ∈ Hp1(Bn).

Хорошо известно, что из принадлежности производной g′ классу Харди H1(B1) сле-
дует, что g ∈ Mα(1) для всех α > 0 (см. [34] и [19]). Для произвольной размерности n
имееет место следующий результат данного типа.

Следствие 11.6. Пусть n ∈ N и n ≥ 2. Предположим, что j ∈ {1, . . . , n}, α > n − j,
α ≥ 1 и g ∈ Hp

j (Bn) для некоторого p > n/j. Тогда g ∈ Mα(n).

Доказательство. По условию имеем Rjg ∈ Hpj(Bn) для некоторого pj > n/j. Исполь-
зуя индукцию и лемму 11.5, получаем, что Rkg ∈ Hpk(Bn) для некоторого pk > n/k,
где k = j, . . . , 1. Также можно предполагать, не умаляя общности, что pk ≥ pk+1 при
k = 1, . . . , j − 1, если j ≥ 2. Таким образом, получаем

Rkg ∈ Hpk(Bn) для некоторого pk > n/k, где k = 1, . . . , j.

1. Имеем Rg ∈ Hp(Bn) для некоторого p = p1 > n. Следовательно, с помощью
теоремы 7.2.5 из монографии [29] получаем

|Rg(rξ)| ≤
C

(1 − r)n/p
, r ∈ [0, 1), ξ ∈ ∂Bn.

Так как n/p < 1, то лемма 11.1 гарантирует, что g ∈ LipC

ε (Bn), где 0 < ε < min{1/2, 1−
n/p}.
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2. Пусть k ∈ {1, . . . , j}. Если pk ∈ (n/k, +∞), то будем предполагать, что p−1
k +

q−1
k = 1. Тогда 1 < qk < n/(n − k). Если Rkg ∈ Hpk(Bn) для некоторого pk > n/k, то
Rkg ∈ H epk(Bn) для всех p̃k ∈ (n/k, pk). Следовательно, не умаляя общности, можно
предположить, что αqk 6= n.

Пусть ζ ∈ ∂Bn. Положим

I(r, α, qk) =

(∫

∂Bn

dσn(ξ)

|1 − r〈ξ, ζ〉|(α+j−k)qk

)1/qk

.

Лемма 4.1 гарантирует, что

I(r, α, qk) ≤ C max
{

1, (1 − r)
n
qk

−α−j+k
}

.

Действительно, если αqk < n, то I(r, α, qk) ≤ C; если αqk > n, то I(r, α, qk) ≤ C(1 −

r)
n
qk

−α−j+k
.

Таким образом, применяя неравенство Гёльдера, получаем
∫ 1

0

(1 − r)α+j−n−1

∫

∂Bn

|Rkg(rξ)|

|1 − r〈ξ, ζ〉|α+j−k
dσn(ξ) dr

≤

∫ 1

0

(1 − r)α+j−n−1‖Rkg‖Hpk(Bn)I(r, α, qk) dr

≤ C max

{∫ 1

0

(1 − r)α+j−n−1 dr,

∫ 1

0

(1 − r)
α+j−n−1+ n

qk
−α−j+k

dr

}

≤ C,

так как α + j − n − 1 > −1 и n
qk

+ k − n − 1 > −1 соответственно. Иными словами,

Iα(g, j, k) < +∞ при k = 1, . . . , j.
Для завершения доказательства остается применить теорему 11.2. �

11.4. Срез-функции и Mα(n). Аналог следующего результата для n = 1 получен в
статье [23] (теорема 2).

Теорема 11.7. Пусть n ∈ N и n ≥ 2. Предположим, что j ∈ {1, . . . , n−1}, n− j +1 >
α > n − j, g ∈ Hol(Bn) и

Jα(g, j) = sup
ξ∈∂Bn

∫ 1

0

|Rjg(rξ)|r−1(1 − r)α+j−n−1 dr < +∞.

Тогда g ∈ Mα(n).

Доказательство. Зафиксируем точку ζ ∈ ∂Bn. Предположим, что ξ ∈ ∂Bn и ζ 6= ξ.
Для r ∈ [0, 1] положим

u(r) =

∫ r

0

|Rjg(ρξ)|(1− ρ)α+j−n−1 dρ и

v(r) = |1 − r〈ξ, ζ〉|−α.
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С одной стороны, имеем u′(r) = |Rjg(rξ)|(1−r)α+j−n−1. С другой стороны, v(r) = |h(r)|,
где функция

h(λ) =
1

(1 − λ〈ξ, ζ〉)α

является голоморфной в окрестности множества B1

⋃
[0, 1] ⊂ C. Так как h(r) 6= 0, то

получаем

|v′(r)| =

∣∣∣∣
∂|h(λ)|

∂r
(r)

∣∣∣∣ ≤ |h′(r)| ≤
C

|1 − r〈ξ, ζ〉|α+1
.

Таким образом, интегрируя по частям, имеем
∫ 1

0

|Rjg(rξ)|(1− r)α+j−n−1

|1 − r〈ξ, ζ〉|α
dr

≤

∫ 1

0
|Rjg(ρξ)|(1 − ρ)α+j−n−1 dρ

|1 − 〈ξ, ζ〉|α
+

∫ 1

0

∫ r

0
|Rjg(ρξ)|(1 − ρ)α+j−n−1 dρ

|1 − r〈ξ, ζ〉|α+1
dr

≤
Jα(g, j)

|1 − 〈ξ, ζ〉|α
+ Jα(g, j)

∫ 1

0

dr

|1 − r〈ξ, ζ〉|α+1
.

Нами рассматриваются интегралы от неотрицательных функций, поэтому теорема
Фубини и лемма 4.1 гарантируют, что

∫

∂Bn

∫ 1

0

|Rjg(rξ)|(1− r)α+j−n−1

|1 − r〈ξ, ζ〉|α
dr dσn(ξ)

≤ Jα(g, j)

∫

∂Bn

dσn(ξ)

|1 − 〈ξ, ζ〉|α
+ Jα(g, j)

∫ 1

0

∫

∂Bn

dσn(ξ)

|1 − r〈ξ, ζ〉|α+1
dr

≤ CJα(g, j)

(
1 + max

{
1,

∫ 1

0

(1 − r)n−α−1 dr

})

≤ CJα(g, j),

так как n > α. Константа C > 0 в полученной оценке не зависит от точки ζ ∈ ∂Bn,
поэтому, применяя теорему Фубини, получаем

(11.5) Iα(g, j, j) < +∞.

Теперь положим h(z) = Rj−1g(z), z ∈ Bn. Далее, при ζ ∈ ∂Bn положим hζ(w) =
h(wζ), w ∈ B1. Напомним, что hζ называют срез-функцией. Отметим, что Rjg(rλζ) =
Rh(rλζ) = rλh′

ζ(rλ) для r ∈ [0, 1) и λ ∈ ∂B1. Следовательно,

(11.6) Jα(hζ) = sup
λ∈∂B1

∫ 1

0

|h′
ζ(rλ)|(1 − r)α+j−n−1 dr ≤ Jα(g, j) < +∞.

В силу теоремы 6.13 из монографии [20] для каждой точки ζ ∈ ∂Bn функция hζ непре-
рывно продолжается на замкнутый круг B1 и hζ удовлетворяет условию Липшица

∣∣hζ(e
i(θ+h)) − hζ(e

iθ)
∣∣ ≤ C(α)Jα(hζ)h

n+1−α−j ≤ C(α)Jα(g, j)hn+1−α−j
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для h > 0 и θ ∈ R. Также из предположения Jα(g, j) < +∞ следует, что Rj−1 ∈
H∞(Bn), так как n+1−α− j > 0. Если j 6= 1, то применение следствия 11.3 завершает
доказательство теоремы.

Если j = 1, то g = h ∈ H∞(Bn) и условие (11.6) имеет место с заменой функции h на
функцию g. Таким образом, теорема 6.4.9 из монографии [29] гарантирует, что

|Rg(rξ)| ≤
C

(1 − r)α+j−n
, r ∈ [0, 1), ξ ∈ ∂Bn.

Следовательно, с помощью леммы 11.1 получаем, что g ∈ LipC

ε (Bn) при 0 < ε <
min{1/2, n+1−α− j}. В силу условия (11.5) все предположения следствия 11.3 выпол-
нены. Поэтому для завершения доказательства остается применить следствие 11.3. �

Предположим, что n ≥ 2, j ∈ {1, . . . , n − 1}, n − j + 1 > α > n − j и g ∈ Hol(Bn).
Отметим, что Jα(g, j) < +∞ тогда и только тогда, когда

sup
ξ∈∂Bn

∫ 1

0

|Rjg(rξ)|(1− r)α+j−n−1 dr < +∞.

В последнем результате рассматриваются разности второго порядка для срез-функ-
ций. Пусть выдана функция f : ∂B1 → C и число t ∈ R. Положим по определению

D(f, t) = f(eit) − 2f(1) + f(e−it).

Следствие 11.8. Пусть n ∈ N и n ≥ 2. Предположим, что j ∈ {1, . . . , n−1}, n−j+1 >
α > n − j, g ∈ Hol(Bn) и h = Rj−1g ∈ H∞(Bn). Для ξ ∈ ∂Bn положим hξ(w) = h(wξ),
w ∈ B1. Если

Dα(h) = sup
ξ∈∂Bn

∫ π

0

|D(hξ, t)|

tn+2−α−j
dt < +∞,

то g ∈ Mα(n).

Доказательство. Зафиксируем точку ξ ∈ ∂Bn. Отметим, что hξ ∈ H∞(B1). Следова-
тельно, как показано в доказательстве теоремы 3 из статьи [23], имеем

∫ 1

0

|h′
ξ(r)|(1 − r)α+j−n−1 dr ≤ C

∫ π

0

|D(hξ, t)|

tn+2−α−j
dt.

Так как |Rjg(rξ)| = |Rh(rξ)| = |rh′
ξ(r)|, то получаем

Jα(g, j) = sup
ξ∈∂Bn

∫ 1

0

|Rjg(rξ)|r−1(1 − r)α+j−n−1 dr ≤ CDα(h) < +∞.

Окончательно получаем, что g ∈ Mα(n) в силу теоремы 11.7. �
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57–82. MR 2274973
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