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1 ÷×ÅÄÅÎÉÅîÁ �ÒÏÔÑÖÅÎÉÉ ÄÁÎÎÏÊ ÓÔÁÔØÉ G | ÒÅÄÕËÔÉ×ÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕ��Á ÎÁÄ ËÏÍÍÕ-ÔÁÔÉ×ÎÙÍ ËÏÌØ�ÏÍ R Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ.ðÏÎÑÔÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ �ÏÄÇÒÕ��Ù En(R) �ÏÌÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÇÒÕ�Ù GLn(R) ÂÙÌÏ ××Å-ÄÅÎÏ âÁÓÓÏÍ [12℄ (ÄÏ ÜÔÏÇÏ × ÎÅÑ×ÎÏÍ ×ÉÄÅ ÏÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÏÓØ õÁÊÔÈÅÄÏÍ �ÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉÇÏÍÏÔÏ�ÉÞÅÓËÉÈ ÔÉ�Ï× CW-ËÏÍ�ÌÅËÓÏ×) É ÌÅÇÌÏ × ÏÓÎÏ×Õ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊK-ÔÅÏÒÉÉ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÅÓÔÁÂÉÌØÎÙÊ K1-ÆÕÎËÔÏÒ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÆÁËÔÏÒ-ÇÒÕ��ÁGLn(R)=En(R), Á K2 | ËÁË ÑÄÒÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ En(R). ÷Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ �ÏÄÇÒÕ��Ù ÕÞÁÓÔ×ÕÅÔ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÍÏÄÕÌÑ Rn, ÎÏ,ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ óÕÓÌÉÎÁ [5℄, × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ R ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏ, Á n ≥ 3, En(R) ÎÅ ÚÁ-×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ, ÉÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÏÒÍÁÌØÎÁ × GLn(R). ïÂÓÕÖÄÅÎÉÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈÍÅÔÏÄÏ× ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÜÔÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × ÒÁÂÏÔÁÈ ÷Á×ÉÌÏ×Á É óÔÅ�Á-ÎÏ×Á [23, 31℄.óÈÏÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á ÂÙÌÁ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÒÁÓ-ÝÅ�ÉÍÙÈ �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÙÈ ÇÒÕ�� ÎÁÄ R ËÁË �ÏÄÇÒÕ��Á, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ×ÓÅÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉËÏÒÎÅ×ÙÍÉ ÕÎÉ�ÏÔÅÎÔÁÍÉ x�(�) ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, R-ÔÏÞËÁÍÉ ÕÎÉ�ÏÔÅÎÔÎÏÇÏ ÒÁ-ÄÉËÁÌÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÏÊ �ÏÄÇÒÕ��Ù B × G É ÕÎÉ�ÏÔÅÎÔÎÏÇÏ ÒÁÄÉËÁÌÁ �ÒÏÔÉ×Ï-�ÏÌÏÖÎÏÊ ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÏÊ �ÏÄÇÒÕ��Ù B− (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [7, 21℄). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Ï�ÉÓÁÎÎÏÍÕ×ÙÛÅ ÓÌÕÞÁÀ G = GLn ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÒÁÎÇ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ ÓÉÓÔÅÍÙËÏÒÎÅÊ G ÈÏÔÑ ÂÙ 2, ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÏÊ �ÏÄ-ÇÒÕ��Ù, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÏÒÍÁÌØÎÁ × G(R). äÌÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ É ÓÉÍ�ÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Ù ÜÔÏÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ óÕÓÌÉÎÙÍ É ëÏ�ÅÊËÏ [6, 2℄ É æÕ-ÁÎ ìÉ [20℄, Á ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÇÒÕ��ÙûÅ×ÁÌÌÅ | áÂÅ [7℄ × ÓÌÕÞÁÅ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á É �ÁÄÄÅÉ [25℄ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ (ÓÍ.ÔÁËÖÅ [8℄). õ�ÒÏÝÅÎÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÒÁÂÏÔÅ èÁÚÒÁÔÁ É ÷Á×ÉÌÏ×Á [17℄.îÏÒÍÁÌØÎÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ �ÏÄÇÒÕ��Ù × ÓËÒÕÞÅÎÎÙÈ ÇÒÕ��ÁÈ ûÅ×ÁÌÌÅ ÂÙÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁóÕÄÚÕËÉ [24℄ É âÁËÏÍ É ÷Á×ÉÌÏ×ÙÍ [10℄.äÌÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕ�� ÉÍÅÀÔÓÑ ÔÁËÖÅ ×ÁÒÉÁÎÔÙ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ �ÏÄ-ÇÒÕ��Ù Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÉ É \ÆÏÒÍÅÎÎÏÇÏ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ" (ÕÎÉÔÁÒÎÙÅ ÇÒÕ��ÙâÁËÁ), × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔØ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÷ÁÓÅÒÛÔÅÊÎÏÍ É èÏÎ à [30℄ É âÁËÏÍ É÷Á×ÉÌÏ×ÙÍ [11℄; ÓÍ. ÔÁËÖÅ ÓÔÁÔØÀ �ÅÒ×ÏÇÏ Á×ÔÏÒÁ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ \ÎÅÞÅÔÎÙÈ" ÕÎÉÔÁÒÎÙÈÇÒÕ�� [3℄. òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÎÅ ×ÓÅ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÇÒÕ��Ù âÁËÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÇÒÕ��ÁÍÉ ÔÏÞÅËÒÅÄÕËÔÉ×ÎÙÈ ÇÒÕ��Ï×ÙÈ ÓÈÅÍ, ÏÄÎÁËÏ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÍÅÔÏÄÏ× ÜÔÉ ÒÁÂÏÔÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ�ÒÑÍÙÍ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ Õ�ÏÍÑÎÕÔÙÈ ×ÙÛÅ.äÌÑ ÎÅÒÁÓÝÅ�ÉÍÙÈ �ÏÞÔÉ �ÒÏÓÔÙÈ ÇÒÕ�� ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k ÞÁÓÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÊ ÁÎÁÌÏÇ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ �ÏÄÇÒÕ��Ù, ËÏÔÏÒÙÊ ÂÙÌ ××ÅÄÅÎ �ÉÔÓÏÍ [26℄. éÍÅÎÎÏ,ÏÎ Ï�ÒÅÄÅÌÉÌ ÇÒÕ��Õ G+(k) (× ÏÒÉÇÉÎÁÌÅ G0k) ËÁË �ÏÄÇÒÕ��Õ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ k-ÔÏÞËÁÍÉÕÎÉ�ÏÔÅÎÔÎÙÈ ÒÁÄÉËÁÌÏ× ×ÓÅÈ �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ �ÏÄÇÒÕ�� × G, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÎÁÄ k. ðÒÉÔÁËÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÅÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔØ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÇÒÕ��Á G+(k) �ÏÞÔÉ ×ÓÅ-ÇÄÁ (ÓÍ. [26℄) �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏ �ÒÏÓÔÁ, É Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ �ÏÄÇÒÕ�� × G(k) Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë×ÙÞÉÓÌÅÎÉÀ ÆÁËÔÏÒÁ G(k)=G+(k) (ËÏÔÏÒÙÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÏÍ K1-ÆÕÎËÔÏÒÁ). éÚ×ÅÓÔ-ÎÁÑ �ÒÏÂÌÅÍÁ ëÎÅÚÅÒÁ{�ÉÔÓÁ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ×ÙÑÓÎÉÔØ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÜÔÏÔÆÁËÔÏÒ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍ ÄÌÑ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏÊ ÇÒÕ��Ù G. äÌÑ ÞÉÓÌÏ×ÙÈ �ÏÌÅÊ ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÏÄÌÑ ÇÒÕ�� ×ÓÅÈ ÔÉ�Ï×, ËÒÏÍÅ 2E356;1, ÎÏ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÔ×ÅÔ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÊ ÄÁÖÅ ÄÌÑÇÒÕ�� ÔÉ�Á Al (ËÏÎÔÒ�ÒÉÍÅÒ ðÌÁÔÏÎÏ×Á), ÓÍ. [4℄.óÈÏÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÒÁÓÝÅ�ÉÍÙÈ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕ�� ÎÁÄ ËÏÌØ�ÁÍÉ ÷Á-ÓÅÒÛÔÅÊÎ ([28, 29℄) Ï�ÒÅÄÅÌÉÌ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÕÀ �ÏÄÇÒÕ��Õ ËÁË �ÏÄÇÒÕ��Õ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ×ÓÅÍÉ ÔÒÁÎÓ×ÅË�ÉÑÍÉ üÊÈÌÅÒÁ{úÉÇÅÌÑ{äÉËÓÏÎÁ. îÏÒÍÁÌØÎÏÓÔØ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÔÁËÖÅ ÏÞÅ-×ÉÄÎÁ, ÏÄÎÁËÏ ÷ÁÓÅÒÛÔÅÊÎ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á �ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÔÒÁÎÓ-×ÅË�ÉÑÍÉ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÇÏ ×ÉÄÁ. ðÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ, ÏÎ ÆÉËÓÉÒÕÅÔ �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÕÀ �ÏÄÇÒÕ��ÕÔÉ�Á P1 É ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔ ÔÏÞËÉ ÅÅ ÕÎÉ�ÏÔÅÎÔÎÏÇÏ ÒÁÄÉËÁÌÁ É ÕÎÉ�ÏÔÅÎÔÎÏÇÏ ÒÁÄÉËÁÌÁ�ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÊ �ÏÄÇÒÕ��Ù. 1







üÔÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÉ×ÏÄÉÔ ÎÁÓ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ�ÏÄÇÒÕ��Ù, ÏÂÏÂÝÁÀÝÅÍÕ ×ÓÅ ×ÙÛÅÕ�ÏÍÑÎÕÔÙÅ.ðÕÓÔØ P | �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á ÒÅÄÕËÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��Ù G ÎÁÄ R, UP | ÅÅ ÕÎÉ-�ÏÔÅÎÔÎÙÊ ÒÁÄÉËÁÌ. �ÁË ËÁË G Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÄÕËÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ ÎÁÄ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÓÈÅÍÏÊSpeR, ÇÒÕ��Á P ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÏÄÇÒÕ��ÏÊ ìÅ×É LP ( [16℄, Exp. XXVI Cor. 2.3 2).ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á P− ÇÒÕ��Ù G, �ÒÏÔÉ-×Ï�ÏÌÏÖÎÁÑ P ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ LP (ÔÏ ÅÓÔØ ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ P− ∩ P = LP , ÓÍ. Exp. XXVI Th.4.3.2).ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÕÀ �ÏÄÇÒÕ��Õ EP (R), ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ P , ËÁË �ÏÄÇÒÕ��Õ× G(R), �ÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ (× ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ) UP (R) É UP−(R).úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ L′P | ÄÒÕÇÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á ìÅ×É �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ �ÏÄÇÒÕ��Ù P , ÔÏL′P É LP ÓÏ�ÒÑÖÅÎÙ �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ u ∈ UP (R) (Exp. XXVI Cor. 1.8),�ÏÜÔÏÍÕ ÇÒÕ��Á EP (R) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ �ÏÄÇÒÕ��Ù ìÅ×É ÉÌÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ,�ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÊ �ÏÄÇÒÕ��Ù P−. íÙ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÈÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÈ EP (R) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ É ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÓÁÍÏÊ �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ �ÏÄÇÒÕ��Ù P É,× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ �ÏÄÇÒÕ��ÏÊ G(R).îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÓÎÏ×ÎÙÍ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏÍ ÒÁÓÝÅ�ÉÍÏÊ ÒÅÄÕËÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��Ù G ÎÁÄ ÁÌ-ÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ �ÏÌÅÍ (ÉÌÉ ËÏÌØ�ÏÍ, Exp. XXII) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÅ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÒÎÅÊ� ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÝÅ�ÉÍÏÇÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÔÏÒÁ T . ëÁÖÄÁÑ �ÁÒÁÂÏ-ÌÉÞÅÓËÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á P ÒÁÓÝÅ�ÉÍÏÊ ÇÒÕ��Ù Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ-ÚÕÅÔÓÑ Ó×ÏÉÍ ÔÉ�ÏÍ J ⊆ �, ÇÄÅ � | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ �ÒÏÓÔÙÈ ËÏÒÎÅÊ × �. ëÌÁÓ-ÓÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÜÔÉÈ �ÏÎÑÔÉÊ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÎÅÒÁÓÝÅ�ÉÍÏÊ ÒÅÄÕËÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��Ù ÎÁÄÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁÍËÎÕÔÙÍ �ÏÌÅÍ k (ÉÌÉ ÌÏËÁÌØÎÙÍ ËÏÌØ�ÏÍ, Exp. XXVI §7) ÓÏÓÔÏÉÔ× ÚÁÍÅÎÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÒÎÅÊ � ÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÒÎÅÊ k� × ÓÍÙÓÌÅ âÏÒÅÌÑ{�ÉÔÓÁ [1, 27℄, É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÁÄÁ�ÔÁ�ÉÉ �ÏÎÑÔÉÑ ÔÉ�Á �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ �ÏÄÇÒÕ��Ù(ÓÍ. ÔÁËÖÅ �ÁÒÁÇÒÁÆ 2).÷ ÓÌÕÞÁÅ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÒÅÄÕËÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��Ù G ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ R, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ GadÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ÇÒÕ��Õ. íÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÍ �ÁÒÁÂÏÌÉ-ÞÅÓËÕÀ �ÏÄÇÒÕ��Õ P × G ÓÔÒÏÇÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁM × R �ÒÏÅË�ÉÑ �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ �ÏÄÇÒÕ�Ù PRM ÎÁ ËÁÖÄÙÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ Gi, ÕÞÁÓÔ×Õ-ÀÝÉÊ × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ GadRM = ∏iGi �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÏÊ ÇÒÕ��Ù GadRM × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ �ÒÏÓÔÙÈÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕ��, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÊ �ÏÄÇÒÕ��ÏÊ Gi. ÷ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÉ âÏÒÅÌÑ{�ÉÔÓÁ (Exp. XXVI §7) ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ: ÔÉ� �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ�ÏÄÇÒÕ��Ù PRM ÇÒÕ��Ù GRM ÉÍÅÅÔ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó ËÁÖÄÏÊ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉ-ÍÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÒÎÅÊ GRM .ïÓÎÏ×ÎÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ M ËÏÌØ�Á R ×ÓÅÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÒÎÅÊ ÇÒÕ��Ù GRM ÉÍÅÀÔ ÒÁÎÇÈÏÔÑ ÂÙ 2. �ÏÇÄÁ EP (R) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÓÔÒÏÇÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÊ �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ�ÏÄÇÒÕ��Ù P . ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, E(R) = EP (R) ÎÏÒÍÁÌØÎÁ × G(R).úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. õÓÌÏ×ÉÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙËÏÒÎÅÊ ÇÒÕ��Ù GRM ÉÍÅÀÔ ÒÁÎÇ ÈÏÔÑ ÂÙ 2, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÀ ÒÁÓÝÅ�ÉÍÙÈÔÏÒÏ× ÒÁÎÇÁ 2 × �ÒÏÓÔÙÈ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑÈ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÊ ÇÒÕ��Ù GadRM .úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. ðÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ, �ÅÏÒÅÍÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ P É P ′ | ÔÒÏÇÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎ-ÎÙÅ �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ �ÏÄÇÒÕ��Ù × G, ÔÏ × ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ Ä×ÕÈ ÓÌÕÞÁÑÈ EP ′(R) = EP (R):
• ËÏÇÄÁ P É P ′ | (ÌÏËÁÌØÎÏ) ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÅ �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ �ÏÄÇÒÕ��Ù;
• ËÏÇÄÁ P ≤ P ′ | ×ÌÏÖÅÎÎÙÅ �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ �ÏÄÇÒÕ��Ù.÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÁ ÒÁÎÇÉ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ËÏÍ�ÎÏÎÅÎÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍËÏÒÎÅÊ ÍÏÖÎÏ Ï�ÕÓÔÉÔØ (ìÅÍÍÁ 12).ëÌÀÞÅ×ÙÍ ÍÏÍÅÎÔÏÍ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å �ÅÏÒÅÍÙ 1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÁÎÁÌÏÇÁÌÅÍÍÙ ë×ÉÌÌÅÎÁ{óÕÓÌÉÎÁ (ìÅÍÍÁ 17), ËÏÔÏÒÁÑ, �Ï ÓÕÝÅÓÔ×Õ, Ó×ÏÄÉÔ ÚÁÄÁÞÕ Ë ÓÌÕÞÁÀ2÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ×ÓÅ ÓÓÙÌËÉ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÅÓÑ Ó Exp., Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÓÙÌËÁÍÉ ÎÁ SGA 3 [16℄.2







ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á R. K0-ÁÎÁÌÏÇ ÜÔÏÊ ÌÅÍÍÙ ×ÏÚÎÉË × ÒÅÛÅÎÉÉ ë×ÉÌÌÅÎÁ [22℄ �ÒÏ-ÂÌÅÍÙ óÅÒÒÁ, Á K1-×ÅÒÓÉÑ, ËÏÔÏÒÏÊ �ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÍÙ, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÁ óÕÓÌÉÎÙÍ [5℄. îÁÄÌÏËÁÌØÎÙÍ ËÏÌØ�ÏÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÄÁÖÅ ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ ÒÁÎÇÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÒÎÅÊ É �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ÓÒÁ×ÎÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÔÅÏ-ÒÅÍÅ Ï ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ �ÏÄÇÒÕ�� (Exp. XXVI
§ 5).ïÓÎÏ×ÎÙÍ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÍ �ÒÉÅÍÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅ×ÙÈ�ÏÄÇÒÕ�� ÇÒÕ��Ù G. éÍÅÎÎÏ, × �ÁÒÁÇÒÁÆÁÈ 3{4 ÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ-ÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ �P ÇÒÕ��Ù G �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ �ÏÄÇÒÕ��Å P ,ÏÂÏÂÝÁÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ âÏÒÅÌÑ É �ÉÔÓÁ [1℄, Õ�ÏÍÑ-ÎÕÔÏÅ ×ÙÛÅ. ÷ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ, �P ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÏÊËÏÒÎÅÊ. äÁÌÅÅ, Ó �ÏÍÏÝØÀ ÓÔÒÏÇÏ �ÌÏÓËÏÇÏ Ó�ÕÓËÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÇÏ ËÏÒÎÑA ∈ �P ÍÙ ÓÔÒÏÉÍ (�ÁÒÁÇÒÁÆ 4, �ÅÏÒÅÍÁ 2) ÎÅËÏÔÏÒÙÊ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÊ R-ÍÏÄÕÌØ VA ÉÚÁÍËÎÕÔÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÇÒÕ��Ï×ÙÈ ÓÈÅÍXA : W(VA) → G;ÇÄÅ W(VA) | ÁÆÆÉÎÎÁÑ ÇÒÕ��Ï×ÁÑ ÓÈÅÍÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ VA. üÌÅÍÅÎÔÙ XA(v),A ∈ �P , v ∈ VA, ÇÒÕ��Ù G(R) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÁÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ËÏÒÎÅ×ÙÈ ÕÎÉ�ÏÔÅÎ-ÔÏ× × ÒÁÓÝÅ�ÉÍÙÈ ÇÒÕ��ÁÈ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÎÉ �ÏÒÏÖÄÁÀÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÕÀ �ÏÄÇÒÕ��ÕEP (R) É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ËÏÍÍÕÔÁ�ÉÏÎÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ, ÏÂÏÂÝÁÀÝÉÍ ËÏÍÍÕÔÁ�ÉÏÎ-ÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ûÅ×ÁÌÌÅ (ìÅÍÍÙ 9, 10):[XA(v); XB(u)℄ = ∏i;j>0XiA+jB(NABij(v; u));ÇÄÅ NABij : VA × VB → ViA+jB | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÏÄÎÏ-ÒÏÄÎÙÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ i �Ï �ÅÒ×ÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ É ÓÔÅ�ÅÎÉ j �Ï ×ÔÏÒÏÍÕ. ðÒÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈÕÓÌÏ×ÉÑÈ �ÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ \ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ" NABij ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÙ, ÞÔÏ ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× × ÒÁÓÝÅ�ÉÍÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.á×ÔÏÒÙ ×ÙÒÁÖÁÀÔ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔØ îÉËÏÌÁÀ áÌÅËÓÁÎÄÒÏ×ÉÞÕ ÷Á×ÉÌÏ×Õ ÚÁ ÎÅÉÚÍÅÎ-ÎÏÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ É ×ÓÅÓÔÏÒÏÎÎÀÀ �ÏÄÄÅÒÖËÕ.2 ìÏËÁÌØÎÙÅ ÏÓÎÁÝÅÎÉÑ É �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ �ÏÄÇÒÕ��ÙðÕÓÔØ G | ÒÅÄÕËÔÉ×ÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕ��Á ÎÁÄ R. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÓÎÁÝÅÎÉÅÍ(�epinglage, Exp. XXIII D�ef 1.1) ÇÒÕ��Ù G ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ E , ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ËÏÒÎÅ×ÙÈÄÁÎÎÙÈ R = (X;X∨;�;�∨;�) Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ �ÒÏÓÔÙÈ ËÏÒÎÅÊ �, ÒÁÓÝÅ�É-ÍÏÇÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÔÏÒÁ T × G, ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ X∗(T ) ≃ X, ÇÄÅ X∗(T ) | ÒÅÛÅÔËÁ ÈÁ-ÒÁËÔÅÒÏ× T , É ×ÙÂÏÒÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ �ÒÏÓÔÏÇÏ ËÏÒÎÑ � ∈ � ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ x� : Ga → X�ÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ËÏÒÎÅ×ÕÀ �ÏÄÇÒÕ��Õ. ïÓÎÁÝÅÎÉÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏÓÉÓÔÅÍÙ ûÅ×ÁÌÌÅ, Ô.Å. ÎÁÂÏÒÁ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× x� ÄÌÑ ×ÓÅÈ ËÏÒÎÅÊ � ∈ �, ÄÌÑ ËÏÔÏ-ÒÏÇÏ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁ�ÉÏÎÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ûÅ×ÁÌÌÅ. çÒÕ��Á G, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÏÖÎÏ×ÙÂÒÁÔØ ÏÓÎÁÝÅÎÉÅ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÓÝÅ�ÉÍÏÊ.åÓÌÉ × ÒÁÓÝÅ�ÉÍÏÊ ÇÒÕ��Å G ×ÙÂÒÁÎÙ Ä×Á ÏÓÎÁÝÅÎÉÑ E É E ′, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎ-ÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÊ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ � ÜÔÏÊ ÇÒÕ��Ù, ËÏÔÏÒÙÊ ÌÏËÁÌØÎÏ × fpq-ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉÏÎ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÏÄÎÏ ÏÓÎÁÝÅÎÉÅ × ÄÒÕÇÏÅ. �ÏÞÎÅÅ, � �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ T × T ′, É ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ fpq-�ÏËÒÙÔÉÅ ∐SpeS� → SpeR, ÜÌÅÍÅÎÔÙ g� ∈ G(S�) É ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ � : R → R′ (�ÒÉÜÔÏÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ �(�) = �′) ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÎÁÄ S� ÍÏÒÆÉÚÍ � �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ××ÉÄÅ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÑ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ g�, Á ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍX′S� ≃ X∗(T ′�) ≃ X∗(T�) ≃ XS� ;ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ �, ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó −1� , É � ◦ x� = x′�(�) ÄÌÑ ×ÓÅÈ � ∈ � (ÓÍ. Exp. XXIV,Lemme 1.5). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ SpeS� É SpeS� �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ (Ô.Å. S� ⊗R S� 6= 0),3







ÔÏ � = � . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× {�} ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ�ÏËÒÙÔÉÑ; ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÉÈ ÓËÌÅÉ×ÁÀÝÉÍÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑÍÉ ÍÅÖÄÕ E É E ′.ðÕÓÔØ P | �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á (Exp. XXVI D�ef. 1.1) × ÒÁÓÝÅ�ÉÍÏÊ ÇÒÕ��ÅG. ïÓÎÁÝÅÎÉÅ E ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙÍ Ó P , ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÏÅÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÒÎÅÊ 	, � ⊆ 	 ⊆ �, ÞÔÏ P �ÏÒÏÖÄÅÎÁ (× ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ ÓÍÙÓÌÅ) ÔÏÒÏÍ TÉ ËÏÒÎÅ×ÙÍÉ �ÏÄÇÒÕ��ÁÍÉ X ,  ∈ 	. ðÒÉ ÜÔÏÍ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÕÎÉ�ÏÔÅÎÔÎÙÊ ÒÁÄÉËÁÌUP ÇÒÕ��Ù P �ÏÒÏÖÄÅÎ X�, � ∈ 	 \−	. åÓÌÉ × P ×ÙÂÒÁÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á ìÅ×ÉLP , ÔÏ ÏÓÎÁÝÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙÍ Ó �ÁÒÏÊ P É LP , ÅÓÌÉ ÇÒÕ��Á LP �ÏÒÏÖÄÅÎÁT É X�, � ∈ 	∩−	, ÔÏ ÅÓÔØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ �ÏÄÇÒÕ��ÏÊ ìÅ×É × P , ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊÔÏÒ T (Exp. XXVI Prop. 1.12).åÓÌÉ × G ×ÙÂÒÁÎÙ Ä×Á ÏÓÎÁÝÅÎÉÑ E É E ′, ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙÅ Ó P , ÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ g�, ÏÓÕÝÅ-ÓÔ×ÌÑÀÝÉÅ �ÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ, ÌÅÖÁÔ × P (S�) (Exp. XXVI Prop. 1.15). åÓÌÉÜÔÉ ÏÓÎÁÝÅÎÉÑ, Ó×ÅÒÈ ÔÏÇÏ, ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÏÄÇÒÕ��ÏÊ ìÅ×É LP , ÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙg� ÌÅÖÁÔ × LP (S�) (Exp. XXVI Cor. 1.8).ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ G | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ (Ô.Å. ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÝÅ�ÉÍÁÑ) ÒÅ-ÄÕËÔÉ×ÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕ��Á. �ÏÇÄÁ G ÒÁÓÝÅ�ÉÍÁ ÌÏËÁÌØÎÏ × ÜÔÁÌØÎÏÊ, Á ÚÎÁÞÉÔ,É × fpq-ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ (Exp. XXII Cor. 2.3).ðÕÓÔØ P | �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á × G. �ÏÇÄÁ ÌÏËÁÌØÎÏ × fpq-ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ ÍÏÖÎÏ×ÙÂÒÁÔØ ÏÓÎÁÝÅÎÉÅ G, ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÏÅ Ó P (Exp. XXVI Lemme 1.14). �ÁË ËÁË G Ñ×ÌÑÅÔÓÑÒÅÄÕËÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ ÎÁÄ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÓÈÅÍÏÊ SpeR, ÇÒÕ��Á P ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÏÄ-ÇÒÕ��ÏÊ ìÅ×É LP (Exp. XXVI Cor. 2.3). éÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÌÏËÁÌØÎÏ × ÜÔÁÌØÎÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉLP ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÔÏÒ ÇÒÕ��Ù G, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÌÏËÁÌØÎÏ × fpq-ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÏÓÎÁÝÅÎÉÅ G, ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÏÅ Ó P É LP .ìÏËÁÌØÎÙÍ ÏÓÎÁÝÅÎÉÅÍ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÎÁÂÏÒ ÄÁÎÎÙÈ � , ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏÏÔËÒÙÔÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á U� ⊆ SpeR, ÅÇÏ ÓÔÒÏÇÏ �ÌÏÓËÏÇÏ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑSpeS� → U� , ÎÁÄ ËÏÔÏÒÙÍ G ÒÁÓÝÅ�ÌÑÅÔÓÑ, É ÏÓÎÁÝÅÎÉÑ E� ÇÒÕ��Ù GS� .òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ, ÏÂßÅËÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÏÓÎÁÝÅÎÉÑ, Á ÍÏÒ-ÆÉÚÍÁÍÉ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ÏÂßÅËÔÁÍÉ | ÇÒÁÆÏ×ÙÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÄÉÁ-ÇÒÁÍÍ äÙÎËÉÎÁ D� . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉ-ÞÅÓËÉÍ ÇÒÕ��ÏÉÄÏÍ Sym({D�}), Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÏÍ ×ÓÅÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍ äÙÎËÉÎÁ ÌÏ-ËÁÌØÎÙÈ ÒÁÓÝÅ�ÌÅÎÉÊ.ä×Á ÏÂßÅËÔÁ � É � ÚÁÄÁÀÔ Ä×Á ÏÓÎÁÝÅÎÉÑ ÇÒÕ��Ù GS�⊗S� ; ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÙ ÓËÌÅÉ×ÁÀÝÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÉÚ R� × R�, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÎÄÕ�ÉÒÕÀÔ ÇÒÁÆÏ×ÙÅ ÉÚÏÍÏÒ-ÆÉÚÍÙ ÄÉÁÇÒÁÍÍ äÙÎËÉÎÁ D� É D� . ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÓËÌÅÉ×ÁÀÝÉÊ ÇÒÕ��ÏÉÄ � ËÁË �ÏÄ-ÇÒÕ��ÏÉÄ × Sym({D�}), �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ×ÓÅÍÉ ÓËÌÅÉ×ÁÀÝÉÍÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ. çÒÕ��ÕÁ×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÏÂßÅËÔÁ D� × ÇÒÕ��ÏÉÄÅ � ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ �� ; ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,�� | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á × Aut (D� ). îÁ�ÒÉÍÅÒ, × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ R = k | �ÏÌÅ, ÁS� = K, ÇÄÅ K=k | ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ, �� ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ  ÏÂÒÁÚÏÍ ÇÒÕ��Ù çÁÌÕÁ Gal(K=k)ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ∗-ÄÅÊÓÔ×ÉÑ [27℄.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ËÌÁÓÓ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÓÔÉ � ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÏÓÎÁÝÅÎÉÊ, É Ï�ÒÅÄÅ-ÌÉÍ ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U� ËÁË ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ×ÓÅÈ U� �Ï � ∈ �. îÅÓÌÏÖÎÏ ×ÉÄÅÔØ,ÞÔÏ U� ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ SpeR; × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÎÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÏ-ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉÁÆÆÉÎÎÙÍÉ �ÏÄÓÈÅÍÁÍÉ. ðÏÓËÏÌØËÕ SpeR Ë×ÁÚÉËÏÍ�ÁËÔÅÎ, ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÌÁÓÓÏ× ÉÚÏ-ÍÏÒÆÎÏÓÔÉ ËÏÎÅÞÎÏ. �ÁË ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ U� = SpeR� , �ÒÉÞÅÍ R ≃
∏� R� .îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ EP (R) ≃ ∏� EPR� (R�) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ �ÏÄÇÒÕ��ÙP , �ÏÜÔÏÍÕ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ×Ï�ÒÏÓÏ× �ÒÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÕÀ �ÏÄÇÒÕ��Õ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÌÕÞÁÀ,ËÏÇÄÁ ÇÒÕ��ÏÉÄ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÓÔÉ.äÁÄÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÉ�Á �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ �ÏÄÇÒÕ��Ù P .òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÏÓÎÁÝÅÎÉÑ � , ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙÅ Ó P . ëÁÖÄÁÑ ÇÒÕ��Á PS� Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ �ÏÄÇÒÕ��ÏÊ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ �ÏÄÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Õ J� ⊆ �� ÔÁËÏÍÕ, ÞÔÏ PS� �ÏÒÏÖÄÅÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÔÏÒÏÍ T� É ËÏÒÎÅ×ÙÍÉ�ÏÄÇÒÕ��ÁÍÉ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÍÉ ËÏÒÎÑÍ, × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÏÓÔÙÅ ËÏÒÎÉ ÉÚ J� ×ÈÏ-4







ÄÑÔ Ó ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ. îÁÂÏÒ ×ÓÅÈ J� ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÄÅÊÓÔ×ÉÑ � (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ËÁÖÄÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï J� ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �� ). ïÞÅ-×ÉÄÎÏ, ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÏÓÎÁ-ÝÅÎÉÑ � (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÏÇÏ Ó P ) Ó ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ.ðÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ {J�} ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÔÉ�ÏÍ P .ðÏÓÔÏÑÎÎÙÅ ÓÈÅÍÙ D� ÎÁÄ S� ÍÏÖÎÏ ÓËÌÅÉÔØ ×ÄÏÌØ ÓËÌÅÉ×ÁÀÝÉÈ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× É�ÏÌÕÞÉÔØ ÓËÒÕÞÅÎÎÕÀ �ÏÓÔÏÑÎÎÕÀ ÓÈÅÍÕ ÎÁÄ R, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÈÅÍÏÊ äÙÎËÉÎÁ(ÓÍ. Exp XXIV § 3). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÏÔËÒÙÔÏ-ÚÁÍËÎÕÔÙÅ �ÏÄÓÈÅÍÙ J� ÎÁÄ S� ÍÏÖÎÏÓËÌÅÉÔØ É �ÏÌÕÞÉÔØ ÏÔËÒÙÔÏ-ÚÁÍËÎÕÔÕÀ �ÏÄÓÈÅÍÕ × ÓÈÅÍÅ äÙÎËÉÎÁ, ËÏÔÏÒÁÑ × SGA 3É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÉ�ÏÍ �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ �ÏÄÇÒÕ��Ù. îÁÍ, ÏÄÎÁËÏ, ÂÕÄÕÔ ÂÏÌÅÅ ÕÄÏÂÎÙÉÚÌÏÖÅÎÎÙÅ ×ÙÛÅ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ �ÏÎÑÔÉÑ.÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ R ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØ�Ï, ÓÒÅÄÉ ÔÉ�Ï× �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ �ÏÄÇÒÕ�� ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ �Ï ×ËÌÀÞÅÎÉÀ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÊ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ �ÏÄ-ÇÒÕ��Å (Exp. XXVI Cor. 5.7).3 ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉîÁ �ÒÏÔÑÖÅÎÉÉ ÄÁÎÎÏÇÏ �ÁÒÁÇÒÁÆÁ � | �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÒÎÅÊ × l-ÍÅÒÎÏÍ Å×ËÌÉ-ÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÓÏ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ( ; ) É ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ �ÒÏ-ÓÔÙÈ ËÏÒÎÅÊ � = {�1; : : : ; �l} (× ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ � ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÁ, ÎÕÍÅÒÁ�ÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ [14℄).íÙ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ � Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ äÙÎËÉÎÁD. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï J ⊆ �. ðÕÓÔØ � | �ÏÄÓÉÓÔÅÍÁ �, �ÏÒÏ-ÖÄÅÎÎÁÑ � \ J . ëÁÖÄÙÊ ËÏÒÅÎØ � ∈ � ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ� = ∑1≤r≤lmr(�)�r :äÌÑ � ∈ � \� ÍÙ �ÏÌÁÇÁÅÍ �J = ∑1≤r≤l;�r∈J mr(�)�r :íÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÀ a �ÒÏÓÔÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÉÚ J ÛÁÂÌÏÎÏÍ (\shape"× [9℄), ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÒÅÎØ � ∈ � \ � ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ �J = a. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, � |ËÏÒÅÎØ ÛÁÂÌÏÎÁ �J .ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ �; �;  ∈ � ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ �+ � +  Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ, É ÓÒÅÄÉ �; �; ÎÅÔ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ. �ÏÇÄÁ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ Ä×Å ÉÚ ÓÕÍÍ �+�; �+; �+ Ñ×ÌÑÀÔÓÑËÏÒÎÑÍÉ.Proof. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ � ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÁ. ðÏÌÏÖÉÍ Æ = �+ � + . �ÁË ËÁË(Æ; �+�+) = (Æ; Æ) > 0, ÏÄÎÏ ÉÚ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ (Æ; �), (Æ; �), (Æ; ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØ-ÎÙÍ, �ÕÓÔØ ÜÔÏ (Æ; �). �ÏÇÄÁ Æ − � = � +  Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ. äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ (�; � + ) < 0,ÔÏ ÏÄÎÏ ÉÚ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ (�; �), (�; ) ÔÏÖÅ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏ, Á ÚÎÁÞÉÔ, � + � ÉÌÉ � + Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ. åÓÌÉ ÖÅ (�; � + ) ≥ 0, ÔÏ (Æ; � + ) = (�; � + ) + (� + ; � + ) > 0,ÏÔËÕÄÁ ÏÄÎÏ ÉÚ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ (Æ; �), (Æ; ) �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØ Æ − � ÉÌÉ Æ −  |ËÏÒÅÎØ.ìÅÍÍÁ 2. ðÕÓÔØ a; b;  | ÔÁËÉÅ ÛÁÂÌÏÎÙ, ÞÔÏ a+ b = . �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÒÎÑ ÛÁÂÌÏÎÁ  ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÏÊ ËÏÒÅÎØ � ÛÁÂÌÏÎÁ a É ÔÁËÏÊ ËÏÒÅÎØ � ÛÁÂÌÏÎÁ b, ÞÔÏ�+ � = . 5







Proof. éÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á a + b =  ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÛÁÂÌÏÎÙ a; b;  Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ËÏÍ-ÂÉÎÁ�ÉÑÍÉ �ÒÏÓÔÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ �, �ÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ � ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÁ. íÙ ÍÏÖÅÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ  × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ  =�0 + �0 + �1 + : : : + �n, ÇÄÅ �0 | ËÏÒÅÎØ ÛÁÂÌÏÎÁ a, �0 | ËÏÒÅÎØ ÛÁÂÌÏÎÁ b, �i ∈ �.ðÒÏ×ÅÄÅÍ ÉÎÄÕË�ÉÀ �Ï n. âÁÚÁ n = 0 ÏÞÅ×ÉÄÎÁ. åÓÌÉ (; �0) > 0 ÉÌÉ (; �0) > 0, ÔÏ − �0 ÉÌÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ,  − �0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ×ÚÑÔØ� = �0, � =  − �0 ÉÌÉ � = �0, � =  − �0. ÷ �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÚ (; ) > 0 ÓÌÅ-ÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ �i, ÞÔÏ (; �i) > 0, ÔÏ ÅÓÔØ ′ =  − �i Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ.ðÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕË�ÉÉ ′ = �′ + �′, ÇÄÅ �′ | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ËÏÒÅÎØ ÛÁÂÌÏÎÁ a, Á�′ | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ËÏÒÅÎØ ÛÁÂÌÏÎÁ b. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ �Ï ìÅÍÍÅ 1 ÏÄÎÁ ÉÚ ÓÕÍÍ�′ + �i; �′ + �i Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ.ðÕÓÔØ � | �ÏÄÇÒÕ��Á Aut (D), J | �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÄÅÊÓÔ×ÉÑ �. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ � ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ Z. �ÏÇÄÁ ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕ��ÁMap �(J;Z) ×ÓÅÈ �-ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ J × Z Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÂÅÌÅ×ÏÊÇÒÕ��ÏÊ, ÒÁÎÇ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÞÉÓÌÏÍ ÏÒÂÉÔ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ J . ï�ÒÅÄÅ-ÌÉÍ ÎÁ ÒÅÛÅÔËÅ ËÏÒÎÅÊ Z� ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ� = �J;� : Z�→ Map �(J;Z)ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ×ÅËÔÏÒ v �ÅÒÅ×ÏÄÉÔÓÑ × ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÔ�ÒÁ×ÌÑÅÔ �i ∈ J× ÓÕÍÍÕ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× v �ÒÉ �ÒÏÓÔÙÈ ËÏÒÎÑÈ �j , ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÏÒÂÉÔÕ �i ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ�. íÎÏÖÅÓÔ×Ï �(�)\{0} ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ (ÉÌÉ ÓÉÓÔÅÍÏÊ) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÈËÏÒÎÅÊ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ �J;�. òÁÎÇÏÍ rank�J;� ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÒÁÎÇ ÇÒÕ��Ù Map �(J;Z).úÁÍÅÔÉÍ ÓÒÁÚÕ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ R | ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØ�Ï, � | ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÒÎÅÊÒÅÄÕËÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Ù G, J | ÔÉ� ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ �ÏÄ-ÇÒÕ��Ù, Á � | ÇÒÕ��Á Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÏÂßÅËÔÁ ÓËÌÅÉ×ÁÀÝÅÇÏ ÇÒÕ��ÏÉÄÁ, ÔÏ �J;� ÏÂÒÁ-ÚÕÅÔ × ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÒÎÅÊ (×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÎÅ�ÒÉ×ÅÄÅÎÎÕÀ, Ô.Å. ÔÉ�Á BCl).åÓÌÉ ÇÒÕ��Á G �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÁ, ÒÁÎÇ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÒÎÅÊ ÒÁ×ÅÎ ÒÁÎÇÕ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÓ-ÝÅ�ÉÍÏÇÏ ÔÏÒÁ × G. ðÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÓÍ. × Exp. XXVI § 7 ÉÌÉ (× ÓÌÕÞÁÅ �ÏÌÑ) [1, § 5℄. ÷ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÏÄÎÁËÏ, �J;� ÓÉÓÔÅÍÏÊ ËÏÒÎÅÊ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ, É ÎÁÍ �ÒÉÄÅÔÓÑ �ÅÒÅÏ�ÒÅÄÅ-ÌÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ �ÏÎÑÔÉÑ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë ÓÉÓÔÅÍÁÍ ËÏÒÎÅÊ.ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ A ∈ �J;� ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ, ×ÈÏÄÑÝÉÈ × �(�). õÒÏ×ÎÅÍlev(A) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ A ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÓÕÍÍÕ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× × ÅÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅ-ÎÉÉ.ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ A ∈ �J;� ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ,ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍ), ÅÓÌÉ ÏÎ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �(�)Ó ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍÉ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÎÅ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ) ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ. íÎÏÖÅ-ÓÔ×Á �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ É ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÂÕÄÕÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÓÑ �+J;�É �−J;� ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, A ∈ �±J;� ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ �−1(A) ⊆ �±,É, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �J;� = �+J;� ∪ �−J;�.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÇÒÕ��Á Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× � ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ ÓÉÓÔÅÍÙ �. åÓÌÉ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÙÍ, ÓÉ-ÓÔÅÍÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ �J;� ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÊ. îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ,ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉÚßÀÎËÔÎÙÍ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÎÅ-�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ | Ó×ÏÉÈ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ.ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �i; �j ∈ J , ÔÏ �(�i) = �(�j) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ �i É�j �ÅÒÅ×ÏÄÑÔÓÑ ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ �. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, �|� = 0, ÔÏ ÅÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ� ÎÁ ËÏÒÎÅ � ∈ � ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ � ÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍ ÛÁÂÌÏÎÅ, �(�) =�(�J ). åÓÌÉ � | ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁÑ ÇÒÕ��Á, ÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ × ÏÞÅ×ÉÄÎÏÍ×ÚÁÉÍÎÏÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÛÁÂÌÏÎÁÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ J .6







ìÅÍÍÁ 3. ðÕÓÔØ �; � ∈ �. �ÏÇÄÁ �(�) = �(�) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ �, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ �J × �J .Proof. óÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ � | ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁÑ ÇÒÕ��Á, ÏÞÅ×ÉÄÅÎ. äÁÌÅÅ, ÎÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÒÎÅÊ � ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÊ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÍÙÍÏÖÅÍ ÚÁÍÅÎÉÔØ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï J ÎÁ ÌÀÂÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï J ′ ⊆ �, ÏÔÌÉÞÁÀÝÅÅÓÑ ÏÔÎÅÇÏ ÎÁ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ �-ÏÒÂÉÔ × �. �ÏÇÄÁ × ÓÌÕÞÁÅ � = Dl,l ≥ 4, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï J ÓÏÓÔÏÉÔ ÒÏ×ÎÏ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÏÒÂÉÔÙ, É ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ ÓÌÕÞÁÉ � = Al, l ≥ 1, É � = E6.îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ � = Al ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÛÁÂÌÏÎÏ× ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �-ÉÎ×ÁÒÉ-ÁÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÔ×Á J ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ×Ï ×ÚÁÉÍÎÏÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ  ËÏÒÎÑÍÉ ÎÅ-ËÏÔÏÒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÒÎÅÊ �′ = Am, m ≤ l, �ÒÉÞÅÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ � ÎÁ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ Aut (D′), ÇÄÅ D′ | ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ äÙÎËÉÎÁ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ.ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ J = �. �ÏÇÄÁ �J;� ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ Ó ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÊÓÉÓÔÅÍÏÊ ËÏÒÎÅÊ × ÓÍÙÓÌÅ âÏÒÅÌÑ{�ÉÔÓÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ Ë×ÁÚÉÒÁÓÝÅ�ÉÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊÇÒÕ��Ù ÔÉ�Á Am ÎÁÄ �ÏÌÅÍ, �ÏÜÔÏÍÕ ÎÁÛÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÏÂÝÅÊ ÔÅÏÒÉÉ [1, 27℄.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ � = E6 É J ⊇ {�1; �6} ∪ {�3; �5} ÓÏÄÅÒÖÉÔ Ä×Å ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÅ�-ÏÒÂÉÔÙ, ÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ J = �, É ÓÎÏ×Á �J;� ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ Ó ÏÔ-ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ËÏÒÎÅÊ Ë×ÁÚÉÒÁÓÝÅ�ÉÍÏÊ ÇÒÕ��Ù × ÓÍÙÓÌÅ âÏÒÅÌÑ{�ÉÔÓÁ. åÓÌÉÖÅ J ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÊ �-ÏÒÂÉÔÙ, ÔÏ ÅÓÔØ J = {�1; �6} ÉÌÉJ = {�3; �5}, ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ | ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ × E6 ÎÅÔ ËÏÒÎÑ ÓËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ 0 É 2 �ÒÉ �ÒÏÓÔÙÈ ËÏÒÎÑÈ �3 É �5.ìÅÍÍÁ 4. ðÕÓÔØ A;B;C ∈ �J;� É A + B = C. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÒÎÑ  ∈ �−1(C)ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ËÏÒÎÉ � ∈ �−1(A), � ∈ �−1(B), ÞÔÏ �+ � = .Proof. åÓÌÉ ÇÒÕ��Á Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× � ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁ, ÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔÓ ÛÁÂÌÏÎÁÍÉ, É ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �ÒÑÍÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ìÅÍÍÙ 2. ÷ �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ,ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÉÅ ÛÁÂÌÏÎÙ a; b; , ÞÔÏ �(a) = A, �(b) = B, �() = C É a + b =. äÁÌÅÅ, �ÅÒÅÎÅÓÑ, ÅÓÌÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ, ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ËÏÒÎÅÊ A;B;C × ÄÒÕÇÕÀ ÞÁÓÔØÒÁ×ÅÎÓÔ×Á A + B = C, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ A;B;C ∈ �+J;�. ëÁË É × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÅìÅÍÍÙ 3, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÒÎÅÊ � ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÁ, É ÉÓËÌÀÞÉÔØ ÉÚÍÎÏÖÅÓÔ×Á J ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÙÅ �-ÏÒÂÉÔÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÌÕÞÁÊ � = Dl, l ≥ 4, ÓÎÏ×Á ÏÞÅ×ÉÄÅÎ.äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ � ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ �.÷ ÓÌÕÞÁÅ � = Al, ÓÎÏ×Á ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ìÅÍÍÙ 3, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏJ = �, ÔÏ ÅÓÔØ ÛÁÂÌÏÎÙ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó ËÏÒÎÑÍÉ, É ÓÉÓÔÅÍÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ËÏÒÎÅÊ × ÓÍÙÓÌÅ âÏÒÅÌÑ{�ÉÔÓÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ Ë×ÁÚÉÒÁÓÝÅ�É-ÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Ù ÎÁÄ �ÏÌÅÍ, � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÇÒÕ��ÙçÁÌÕÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ∗-ÄÅÊÓÔ×ÉÑ [1, 27℄. �ÁË ËÁË ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÒÅÎÅÂÒÅÞØ ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÏÊÏÒÂÉÔÏÊ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ l = 2n ÞÅÔÎÏ. �ÏÇÄÁ �J;� = BCn.éÚ×ÅÓÔÎÏ [1℄, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕ��Ù ÷ÅÊÌÑ �J;� ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÄÎÑÔÄÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÇÒÕ��Ù ÷ÅÊÌÑ �, �ÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ËÏÒÎÅÊ A;B,ÓËÁÖÅÍ, A, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍ ËÏÒÎÅÍ ÓÉÓÔÅÍÙ �J;�, ÔÏ ÅÓÔØ A = �(�i), ÉÌÉ ÕÄ×ÏÅÎÎÙÍËÏÒÏÔËÉÍ �ÒÏÓÔÙÍ ËÏÒÎÅÍ, ÔÏ ÅÓÔØ A = �(�n + �n+1). ðÕÓÔØ � ∈ �−1(B),  ∈ �−1(C),J ′ = � \ �−1(A). �ÏÇÄÁ �J′ = J′ , �ÏÜÔÏÍÕ �Ï ìÅÍÍÅ 3 ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ �J′ = J′ .îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ �(�) + A = �() ×ÌÅÞÅÔ � + �i =  ÉÌÉ � + �(�i) =  ×�ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, É �+ �n + �n+1 =  ×Ï ×ÔÏÒÏÍ.ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ � = E6, É �; �;  ∈ �+ | ÔÁËÉÅ ËÏÒÎÉ, ÞÔÏ �(�) = A, �(�) = BÉ �() = C. åÓÌÉ ÛÁÂÌÏÎÙ �J , �J , J ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ �Ï �ÒÏÓÔÙÍ ËÏÒ-ÎÑÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×, ÂÏÌØÛÉÈ 1, ÔÏ ÚÁÄÁÞÁ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÌÕÞÁÀ � = A5, ÒÁÚÏÂÒÁÎÎÏÍÕ×ÙÛÅ. ÷ �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �3; �5 ∈ J É, ÎÅ ÕÍÁÌÑÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, m3() = 2. �ÏÇÄÁm5() = 2 ÉÌÉ m5() = 1. åÓÌÉ J = {�3; �5}, ÔÏ, ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÚÁ×ÅÒÛÁÅÔÓÑ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ � Ë ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÛÁÂÌÏÎÏ× �J , �J , �ÏÜÔÏÍÕ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏJ = {�1; �3; �5; �6}.ðÏ ÓÌÕÞÁÀ J = {�3; �5} ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ �J′ + �J′ = J′ , ÇÄÅ J ′ = {�3; �5}.åÓÌÉ m5() = 2, ÔÏ m1() = m6() = 1. åÓÌÉ × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ËÏÒÎÅÊ �; �7







�ÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ≥ 2, ÔÏ, ÎÅ ÕÍÁÌÑÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, m3(�) = 2, m5(�) = 1, ÏÔ-ËÕÄÁ m1(�) = 1 É m3(�) = 0, m5(�) = 1. �ÏÇÄÁ m1(�) = 0 É m6(�) +m6(�) = m6(),ÔÁË ÞÔÏ �J + �J = J . ðÒÉ m3(�) = m5(�) = m3(�) = m5(�) = 1 ÓÌÅÄÕÅÔ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ-×ÁÔØÓÑ ÓÌÕÞÁÅÍ J = {�1; �6}. ïÓÔÁ×ÛÉÊÓÑ ÓÌÕÞÁÊ m3() = 2, m5() = 1 ÒÁÚÂÉÒÁÅÔÓÑÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.ìÅÍÍÁ 5. åÓÌÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ A ∈ �J;� ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÊ ËÏÍ�Ï-ÎÅÎÔÅ ÒÁÎÇÁ ≥ 2, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÎÅËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙÅ B;C ∈ �J;�, ÞÔÏ A = B+C.åÓÌÉ � = G2, ÔÏ B;C ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏ B − C 6∈ �J;�.Proof. íÙ ÍÏÖÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÒÎÅÊ � ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÎÁ-ÞÁÌÁ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ � = G2. �ÁË ËÁË rank�J;� ≥ 2, × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ � = �J;� É ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó ÏÂÙÞÎÙÍÉ. �ÁË ËÁË ÌÀÂÏÊ ËÏÒÅÎØ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍÇÒÕ��Ù ÷ÅÊÌÑ × �ÒÏÓÔÏÊ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ A| �ÒÏÓÔÏÊ ËÏÒÅÎØ × G2. �ÏÇÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ�ÏÌÏÖÉÔØ B = �1 + �2, C = −�2 × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ A = �1 | ËÏÒÏÔËÉÊ �ÒÏÓÔÏÊ ËÏÒÅÎØ,É B = 3�1 + 2�2, C = −(3�1 + �2) × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ A = �2 | ÄÌÉÎÎÙÊ �ÒÏÓÔÏÊ ËÏÒÅÎØ.ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÓÌÕÞÁÀ � 6= G2. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ A | �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÊËÏÒÅÎØ, ÔÏ ÅÓÔØ �−1(A) ⊆ �+.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ A = k�(�r), ÇÄÅ �r ∈ � | �ÒÏÓÔÏÊ ËÏÒÅÎØ, k > 0.ðÕÓÔØ �s ∈ � | ÂÌÉÖÁÊÛÉÊ Ë �r ÎÁ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ äÙÎËÉÎÁ ËÏÒÅÎØ ÉÚ ÄÒÕÇÏÊ �-ÏÒÂÉÔÙ,ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊÓÑ × J . ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÒÎÑ � ∈ �−1(A) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÒÅÎØ� ∈ �−1(�s) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ (�; �) < 0 É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, � + � ∈ �. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑÌÀÂÏÇÏ � ∈ �−1(A) ÍÙ ÉÍÅÅÍ ms(�) = 0 �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �, �ÏÜÔÏÍÕ × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÓÕÍÍÕ �ÒÏÓÔÙÈ ËÏÒÎÅÊ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÎÁ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ äÙÎËÉÎÁ �Å�ÏÞËÕ,ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÕÀ �s É ÂÌÉÖÁÊÛÉÊ Ë ÎÅÍÕ �ÒÏÓÔÏÊ ËÏÒÅÎØ, ×ÈÏÄÑÝÉÊ × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ � ÓÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ. �Å�ÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉ B =�(� + �) É C = �(−�). �ÁË ËÁË �(�) = k�(�r), Á �(−�) ÓÏÄÅÒÖÉÔ × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ �(�s),×ÙÂÒÁÎÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÎÅËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ A 6= k�(�r). äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÒÎÑ � ∈ �−1(A) ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÎÁÂÏÒ �ÒÏÓÔÙÈ ËÏÒÎÅÊ �1; : : : ; �n ∈ �, ÞÔÏ � = �1+ : : :+�n, É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ1 ≤ i ≤ n ÓÕÍÍÁ �1+ : : :+�i Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ. ðÕÓÔØ i| ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÚÎÁÞÅ-ÎÉÅ ÉÎÄÅËÓÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ �i+1; : : : ; �n ∈ �. �ÏÇÄÁ �i ∈ J É �(�1 + : : :+ �i−1 + �i) = A.ðÏÌÏÖÉÍ B = �(�1 + : : : + �i−1) É C = �(�i). ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉ B É C ÎÅËÏÌ-ÌÉÎÅÁÒÎÙ, �ÏÓËÏÌØËÕ × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÉÍÅÌÉ ÂÙ A = k�(�i) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏk > 0.4 ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÒÎÅ×ÙÅ �ÏÄÇÒÕ��Ù÷ ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÓËÌÅÉ×ÁÀÝÉÊ ÇÒÕ��ÏÉÄ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏËÌÁÓÓÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÓÔÉ; P | ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á G ÔÉ�Á {J�}.�ÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �� : X∗(T� ) → Map �(J� ;Z) ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÙ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ, ÞÔÏ �ÏÚ×Ï-ÌÑÅÔ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ �J� ;�� ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ. ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÕÄÅÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÓÑ ÞÅÒÅÚ �P .ðÕÓÔØ 	 | ÕÎÉ�ÏÔÅÎÔÎÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ, Ô.Å.�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÌÀÂÙÍÉ Ä×ÕÍÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÒÎÑÍÉ ÉÈ ÓÕÍÍÕ(ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÔÏÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ) É ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ Ä×ÕÈ ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙÈ�ÒÏÔÉ×ÏÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ. �ÏÇÄÁ �ÒÏÏÂÒÁÚ �−1(	) | ÕÎÉ�ÏÔÅÎÔÎÏÅÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × �.úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ × P ÎÅËÏÔÏÒÕÀ �ÏÄÇÒÕ��Õ ìÅ×É LP . ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÏÓÎÁÝÅÎÉÑ� , ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙÅ Ó P É LP , ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÏËÒÙÔÉÅ SpeR. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÔÁËÏÇÏ � Ï�ÒÅÄÅÌÉÍU	;� ËÁË �ÏÄÇÒÕ��Õ × GS� , �ÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ×ÓÅÍÉ ËÏÒÎÅ×ÙÍÉ �ÏÄÇÒÕ��ÁÍÉ X�;� �Ï � ∈�−1(	). ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÏÓÎÁÝÅÎÉÊ � , �, ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙÈ Ó LP , �ÅÒÅÈÏÄ ÏÔÏÄÎÏÇÏ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ LP ,U	;� �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × U	;� . ðÏÜÔÏÍÕ U	;� ÓËÌÅÉ×ÁÀÔÓÑ × ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÇÌÏÂÁÌØÎÕÀ �ÏÄÇÒÕ��ÕU	 ÇÒÕ��Ù G. 8







÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ �ÏÄÇÒÕ��Ù U(A), ÇÄÅ (A) ÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÓÔÏ-ÑÝÅÅ ÉÚ ×ÓÅÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ËÒÁÔÎÙÈ A ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏU(iA) ÎÏÒÍÁÌØÎÁ × U(A) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i ≥ 1.äÌÑ ËÏÎÅÞÎÏ�ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ R-ÍÏÄÕÌÑ V ÆÕÎËÔÏÒ S 7→ V ⊗RS �ÒÅÄÓÔÁ-×ÉÍ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÇÒÕ��Ï×ÏÊ ÓÈÅÍÏÊ W(V ) = Spe Sym∗(V ∗), ÇÄÅ V ∗ | Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÏ-ÄÕÌØ, Sym∗ | ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÈÅÍ W(V1)→W(V2)ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ Sym∗(V ∗1 )⊗RV2. åÓÌÉ ÜÔÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÌÅÖÉÔ × Symd(V ∗1 )⊗RV2, ÂÕÄÅÍÎÁÚÙ×ÁÔØ ÍÏÒÆÉÚÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÓÔÅ�ÅÎÉ d. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÓÔÅ�ÅÎÉ 1 ÌÉÎÅÊÎÙ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. äÌÑ ×ÓÅÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ A ∈ �P ÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ ÍÏ-ÄÕÌÉ VA ÎÁÄ R É ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ×ÌÏÖÅÎÉÑ ÓÈÅÍXA : W(VA)→ GÔÁËÉÅ, ÞÔÏ �ÒÉ �ÅÒÅÈÏÄÅ ÎÁ ËÁÖÄÏÅ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ÏÓÎÁÝÅÎÉÅ � , ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÏÅ Ó P É LP ,ÍÏÄÕÌÉ VA ⊗R S� ÓÔÁÎÏ×ÑÔÓÑ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍÉ, Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ XA �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ (�ÏÓÌÅÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ e1; : : : ; ekA × VA ⊗R S�)XA(e1a1 + : : :+ ekAakA) = kA
∏j=1xj (aj) · ∏i≥2 ∏�(�)=iAx�(pi�;�(a1; : : : ; akA)); (1)ÇÄÅ j | ×ÓÅ ËÏÒÎÉ ÉÚ �−1(A), Á ËÁÖÄÙÊ pi�;� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÓÔÅ-�ÅÎÉ i (�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÂÅÒÅÔÓÑ × ÌÀÂÏÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ, ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÏÍ Ó ÕÒÏ×-ÎÅÍ).ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:1. XA(0) = 1;2. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ g ∈ LP ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏgXA(v)g−1 = ∏i≥1XiA('ig;A(v));ÇÄÅ 'ig;A : W(VA) →W(ViA) ÏÄÎÏÒÏÄÎÏ ÓÔÅ�ÅÎÉ i;3. ÷Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏXA(v)XA(w) = XA(v + w)∏i>1XA(qiA(v; w))ÇÄÅ qiA : W(VA)×SpeR W(VA) = W(VA ⊕ VA) →W(ViA) ÏÄÎÏÒÏÄÎÏ ÓÔÅ�ÅÎÉ i.Proof. îÁÄ ÌÏËÁÌØÎÙÍ ÏÓÎÁÝÅÎÉÅÍ � Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ VA;� ËÁË SkA� , ÇÄÅ kA | ÞÉÓÌÏ ËÏÒÎÅÊÉÚ �−1(A), É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÓÈÅÍYA;� : W(VA;� )→ UA;� ;ÚÁÄÁÎÎÙÅ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ YA;� (e1a1 + : : :+ ekAakA) = ∏j xj (aj);ÇÄÅ j | ×ÓÅ ËÏÒÎÉ ÉÚ �−1(A) × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ �ÏÒÑÄËÅ. ëÏÍÍÕÔÁ�ÉÏÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ûÅ-×ÁÌÌÅ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÄ SpeS� ÄÌÑ YA;� ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÁÎÁÌÏÇÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ 1 É 3ÔÅÏÒÅÍÙ, Á ÔÁËÖÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 2 ÄÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (LP )� , ÌÅÖÁÝÉÈ × ÔÏÒÅ T� ÉÌÉ ËÏÒÎÅ-×ÙÈ �ÏÄÇÒÕ��ÁÈ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÁÄ S� ÂÏÌØÛÁÑ ËÌÅÔËÁ 
LP �ÌÏÔÎÁ × LP É �ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ×ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÔÏÒÏÍ É ËÏÒÎÅ×ÙÍÉ �ÏÄÇÒÕ��ÁÍÉ, ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 2 ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (LP )� . 9







äÁÌÅÅ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÏËÒÙÔÉÑ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï��� (YA;� (v)) = YA;�('A;�;� (v)) mod U(2A);ÇÄÅ 'A;�;� : VA;� ⊗R S� → VA;� ⊗R S� | ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ; ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÏÎÉ ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ 1-ËÏ�ÉËÌÁ, ÔÁË ÞÔÏ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÎÉÈ ÍÏÄÕÌÉ VA;� ÓËÌÅÉ×ÁÀÔÓÑ× �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÊ R-ÍÏÄÕÌØ VA. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ�A;� : VA ⊗R S� → VA;� ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ 'A;�;� = �A;� ◦ (�A;� )−1.�Å�ÅÒØ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï j ÂÕÄÅÍ ÎÁÈÏÄÉÔØ ÔÁËÉÅ ÓÅÞÅÎÉÑ XjA;� : VA;� → UA;� , ÞÔÏ ×Ù-�ÏÌÎÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ��� (XjA;� (v)) = XjA;�('A;�;� (v)) mod U((j+1)A);�ÒÉÞÅÍ XjA;� ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (1). ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ XjA;� Ó ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÂÏÌØÛÉÍ j, ÂÕÄÕÞÉ ÁÆÆÉÎÎÙÍÉ, ÓËÌÅÉ×ÁÀÔÓÑ × ÇÌÏÂÁÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅXA : W(VA) → U(A), É ×ÓÅ ÅÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á, �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÅ × ÔÅÏÒÅÍÅ, ÌÅÇËÏ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑÓ�ÕÓËÏÍ ÉÚ ËÏÍÍÕÔÁ�ÉÏÎÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ûÅ×ÁÌÌÅ.éÔÁË, �ÏÌÏÖÉÍ X1A;� = YA;� . ðÕÓÔØ ÍÙ ÕÖÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÌÉ XjA;� É ÈÏÔÉÍ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØXj+1A;� . âÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ ÅÇÏ × ×ÉÄÅXj+1A;� (v) = XjA;� (v)Y(j+1)A;� (�� (v));ÇÄÅ �� : VA;� → V(j+1)A;� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ. íÙÈÏÔÉÍ, ÞÔÏÂÙ ×Ù�ÏÌÎÑÌÏÓØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ��� (XjA;� (v)Y(j+1)A;� (�� (v))) = XjA;�('A;�;� (v))Y(j+1)A;�(��('A;�;� (v))) mod U((j+2)A);ÉÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ,��� (XjA;� (v))−1XjA;�('A;�;� (v)) = Y(j+1)A;�('(j+1)A;�;� (�� (v))−��('A;�;� (v))) mod U((j+2)A) :ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ  �� (v) ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ V(j+1)A;� ⊗R S� ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ��� (XjA;� (v))−1XjA;�('A;�;� (v)) = Y(j+1)A;�( �� (v)) mod U((j+2)A);ÔÏÇÄÁ �ÒÑÍÁÑ �ÒÏ×ÅÒËÁ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ �� = '(j+1)A;�;� ◦  �� +  �� ◦ 'A;�;� :ðÏÌÁÇÁÑ a�� = �−1(j+1)A;� ◦  �� ◦ �A;� , �ÅÒÅ�ÉÓÙ×ÁÅÍ ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × ×ÉÄÅa�� = a�� + a�� :ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ �ÏËÒÙÔÉÅ Á�ÉËÌÉÞÎÏ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × W(V(j+1)A), ÉH1(SpeR;W(V(j+1)A)) = 0, ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÉ b� ÓÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍa�� = b� − b� :�Å�ÅÒØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏÌÏÖÉÔØ �� = �(j+1)A;� ◦ b� ◦ �−1A;� , É ÔÏÇÄÁ �� = '(j+1)A;�;� ◦ �� − �� ◦ 'A;�;� ; (2)ÞÔÏ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ.ïÓÔÁÌÏÓØ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �� ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍÉ ÏÄÎÏ-ÒÏÄÎÙÍÉ ÓÔÅ�ÅÎÉ j + 1. éÚ ËÏÍÍÕÔÁ�ÉÏÎÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ûÅ×ÁÌÌÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ  �� Ñ×ÌÑ-ÀÔÓÑ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ÓÔÅ�ÅÎÉ j + 1. òÁÓÛÉÒÉÍ ÂÁÚÕ ÄÏ ËÏÌØ�Á ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎÏ× R[Z1; : : : ; ZkA ℄ É �ÏÌÏÖÉÍ vZ = e1Z1 + : : :+ ekAZkA ∈ S� [Z1; : : : ; ZkA ℄kA . îÁÊÄÅÍ�� (vZ) ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔ S� [Z1; : : : ; ZkA ℄k(j+1)A É ÏÓÔÁ×ÉÍ × ËÁÖÄÏÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÅ ÔÏÌØËÏ10







ÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÕ ÓÔÅ�ÅÎÉ j+1; �ÏÌÕÞÉ×ÛÉÊÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �′� (vZ).�Å�ÅÒØ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ v = e1a1+ : : :+ekAakA �ÏÌÁÇÁÅÍ �′� (v) ÒÁ×ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÕ �′� (vZ)�ÒÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÅ Ó�Å�ÉÁÌÉÚÁ�ÉÉS� [Z1; : : : ; ZkA ℄→ S�Z1 7→ a1; : : : ; ZkA 7→ akA :ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÔÁËÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÎÕÖÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (2) ×ÓÅ ÅÝÅ ×Ù�ÏÌÎÑ-ÅÔÓÑ. �ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.ìÅÍÍÁ 6. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X	 : W(⊕A∈	VA) → U	(vA)A 7→
∏A XA(vA);ÇÄÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÂÅÒÅÔÓÑ × ÌÀÂÏÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ, ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÏÍ Ó ÕÒÏ×ÎÅÍ,Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÓÈÅÍ.Proof. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÞÌÅÎÅ �ÏËÒÙÔÉÑ Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍÆÏÒÍÕÌÙ (1), �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÎÕÖÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ Ó�ÕÓËÏÍ.ìÅÍÍÁ 7. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ A ∈ 	 × VA ×ÙÂÒÁÎÁ ËÏÎÅÞÎÁÑ �ÏÒÏÖÄÁÀÝÁÑÓÉÓÔÅÍÁ fA1 ; : : : ; fAnA , nA ≥ 1. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ËÏÌÅ� R → S ÇÒÕ��Á ÔÏÞÅËU	(S) ËÁË ÁÂÓÔÒÁËÔÎÁÑ ÇÒÕ��Á �ÏÒÏÖÄÅÎÁ ×ÓÅÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ×ÉÄÁ XA(�fAi ), � ∈ S,A ∈ 	, 1 ≤ i ≤ nA.Proof. óÌÅÄÕÅÔ ÉÚ �ÕÎËÔÁ 3 �ÅÏÒÅÍÙ 2 É ìÅÍÍÙ 6.îÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÁÓÔÏÑÝÅÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ, ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒ-ÎÅÊ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ �ÏÒÑÄÏË, ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙÊ Ó ÕÒÏ×ÎÅÍ. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÕÎÉ�ÏÔÅÎÔÎÏÇÏÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á 	 ⊆ �P ÍÙ ÍÏÖÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙp	;A : U	 →W(VA)(\ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ" �ÒÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÍ ËÏÒÎÅ A).ìÅÍÍÁ 8. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ g ∈ U	(R) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ g(X) ∈ U	(R[X ℄) ÓÏ Ó×ÏÊ-ÓÔ×ÁÍÉ g(0) = 1 É g(1) = g.Proof. åÓÌÉ g = ∏AXA(vA), �ÏÌÏÖÉÍ g(X) = ∏AXA(vAX).5 ëÏÍÍÕÔÁ�ÉÏÎÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ûÅ×ÁÌÌÅíÙ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÓËÌÅÉ×ÁÀÝÉÊ ÇÒÕ��ÏÉÄ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÉÚÏ-ÍÏÒÆÎÏÓÔÉ É ÞÔÏ × �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ �ÏÄÇÒÕ��Å P ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ �ÏÄÇÒÕ��ÁìÅ×É LP .äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ A;B ∈ �P ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÞÅÒÅÚ (A;B) ÕÎÉ�Ï-ÔÅÎÔÎÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÅ ×ÓÅÍÉ ËÏÍÂÉÎÁ�É-ÑÍÉ iA+ jB, i; j > 0, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÍÉ �P .ìÅÍÍÁ 9. ðÕÓÔØ A;B | ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉ, �ÒÉÞÅÍ mA 6= −kB ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ m; k ≥1. �ÏÇÄÁ ËÏÍÍÕÔÁÎÔ [XA(VA); XB(VB)℄ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × U(A;B) = ∏i;j>0XiA+jB(ViA+jB),É ËÁÖÄÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅNABij : VA × VB → ViA+jB(vA; vB) 7→ p(A;B);iA+jB([XA(vA); XB(vB)℄)ÏÄÎÏÒÏÄÎÏ ÓÔÅ�ÅÎÉ i �Ï �ÅÒ×ÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ É ÓÔÅ�ÅÎÉ j �Ï ×ÔÏÒÏÍÕ.11







Proof. ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ËÏÍÍÕÔÁ�ÉÏÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ûÅ×ÁÌÌÅ × ÒÁÓÝÅ�ÉÍÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ Ó�ÕÓ-ËÏÍ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ �ÅÏÒÅÍÙ 2.ìÅÍÍÁ 10. ðÕÓÔØ A;B;A+B ∈ �P , É A;B ÎÅ ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ. �ÏÇÄÁ1) ÅÓÌÉ A−B 6∈ �P , ÔÏ Im NAB11 = VA+B :2) ÅÓÌÉ A−B ∈ �P É � 6= G2, ÔÏIm NAB11 + Im NA−B;2B;1;1 + ∑v∈VB Im (NA−B;B;1;2(−; v)) = VA+B ;ÇÄÅ ÅÓÌÉ 2B 6∈ �P , ÓÞÉÔÁÅÍ Im NA−B;2B;1;1 = 0.Proof. 1) ðÏ ìÅÍÍÅ 4 ÕÓÌÏ×ÉÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ËÏÒÅÎØ  ∈ �−1(A+B) ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ  = � + �, � ∈ �−1(A), � ∈ �−1(B), ÇÄÅ � − � | ÎÅ ËÏÒÅÎØ. �ÏÇÄÁ ËÏÍÍÕ-ÔÁÔÏÒ [XA(e�); XB(e�)℄, ×ÚÑÔÙÊ �Ï ÍÏÄÕÌÀ U	, ÇÄÅ 	 = (A;B) \ {A + B}, ÎÁ ËÁÖÄÏÍÜÌÅÍÅÎÔÅ �ÏËÒÙÔÉÑ S� ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ x�+�(±1), ÏÔËÕÄÁ Im (NAB11)� = VA+B ⊗ S� ; �Ï-ÓËÏÌØËÕ Im NAB11 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÍÏÄÕÌÅÍ VA+B , Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ ÎÁÄ ÂÁÚÏ×ÙÍ ËÏÌØ�ÏÍ,ÉÍÅÅÍ Im NAB11 = VA+B .2) äÅÊÓÔ×ÕÑ, ËÁË × �ÕÎËÔÅ 1), ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÏÌÕÞÉÔØ, ÞÔÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÅ �ÏËÒÙ-ÔÉÑ S� ÍÏÄÕÌØ Im (NAB11)� ÓÏÄÅÒÖÉÔ ±e , ÇÄÅ  | ËÏÒÏÔËÉÊ ËÏÒÅÎØ ÉÚ �−1(A + B).åÓÌÉ ÖÅ  | ÄÌÉÎÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÉÚ �−1(A + B), ÉÚ ÎÁÛÉÈ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÊ É ìÅÍÍÙ 4ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ � ∈ �−1(A −B), � ∈ �−1(B) ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ  = � + 2�. ðÏÌØÚÕÑÓØ�ÕÎËÔÏÍ 3 �ÅÏÒÅÍÙ 2, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ [XA−B(e�); XB(e�)℄ �Ï ÍÏÄÕÌÀ U	,ÇÄÅ 	 = (A−B;B) \ {A+B}, ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÅ �ÏËÒÙÔÉÑ S� ÉÍÅÅÔ ×ÉÄx�+2�(±1) · ∏�′∈2B[x�(1); x�′(u�′)℄; u�′ ∈ S� :óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, e ∈ Im (NA−B;B;1;2)� (−; e�) + Im (NA−B;2B;1;1)� . äÁÌÅÅ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ e� × ×ÉÄÅe� = a1f1 + : : :+ amfm; ai ∈ S� ; fi ∈ VB :ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ Æ ∈ �−1(A−B)[XA−B(eÆ); XB(e�)℄ = [XA−B(eÆ);∏i XB(aifi) ·X2B(w)℄ == [XA−B(eÆ);∏i XB(aifi)℄ · [XA−B(eÆ); X2B(w)℄ == ∏i [XA−B(eÆ); XB(aifi)℄∏i<j[XB(aifi); [XA−B(eÆ); XB(ajfj)℄℄·
· [XA−B(eÆ); X2B(w)℄ mod U	ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ w ∈ (V2B)� (�ÅÏÒÅÍÁ 2, �ÕÎËÔ 3). òÁÓËÒÙ×ÁÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÙ ÄÁÌÅÅ,�ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ (NA−B;B;1;2)� (eÆ; e�) ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ×


∑i (NA−B;B;1;2)� (eÆ; aifi) + Im (NAB11)� + Im (NA−B;2B;1;1)� =
∑i (NA−B;B;1;2)� (a2i eÆ; fi) + Im (NAB11)� + Im (NA−B;2B;1;1)� :óÕÍÍÉÒÕÑ ×ÓÅ ×ÙÛÅÓËÁÚÁÎÎÏÅ, ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ e �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ


∑i Im (NA−B;B;1;2)� (−; fi) + Im (NAB11)� + Im (NA−B;2B;1;1)� ;ÞÔÏ É ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 12







ìÅÍÍÁ 11. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ A ∈ �P ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÎÅ�ÒÉ-×ÏÄÉÍÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÅ ÒÁÎÇÁ ≥ 2. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ v ∈ VA ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ-ÎÙÅ ËÏÒÎÉ Bi; Ci ∈ �P , ÎÅ ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙÅ A, ÜÌÅÍÅÎÔÙ vi ∈ VBi , ui ∈ VCi , É ÞÉÓÌÁki; li > 0, ni ≥ 0 ( 1 ≤ i ≤ m ), ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ �; � ∈ R ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ 3XA(��2v) = m
∏i=1XBi(�ki�nivi)XCi(�liui):Proof. íÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ �; � Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍÉ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ, �ÏÒÏÖÄÁÀ-ÝÉÍÉ ËÏÌØ�Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× R[�; �℄, É ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ R[�; �℄-ÔÏÞËÉ ÆÕÎËÔÏÒÏ× XA, A ∈�P , ×ÍÅÓÔÏ R-ÔÏÞÅË. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ ÔÏÇÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ Ó�Å�ÉÁ-ÌÉÚÁ�ÉÅÊ � É �.ðÏ ìÅÍÍÅ 5 ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÎÅËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉ B;C ∈ �P , ÞÔÏA = B + C, �ÒÉÞÅÍ ÅÓÌÉ � = G2, ÔÏ B − C ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ. �ÏÇÄÁ�Ï ìÅÍÍÁÍ 9 É 10 (ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÏÍÍÕÔÁ�ÉÏÎÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ×ÅÒÎÙÍÉ ÎÁÄÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ R[�; �℄ ËÏÌØ�Á R) ÜÌÅÍÅÎÔ XA(��2v) ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÇÒÕ��Å, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ [XB(� · VB); XC(�2 · VC)℄ É ∏i;j>0;(i;j)6=(1;1)XiB+jC(�i�2j · ViB+jC );Á ÔÁËÖÅ, ÅÓÌÉ B − C Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ, ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ[XB−C(� · VB−C); X2C(�2 · V2C)℄; ∏i;j>0;(i;j)6=(1;1)Xi(B−C)+2jC(�i�2j · Vi(B−C)+2jC);[XB−C(� · VB−C); XC(� · VC)℄; ∏i;j>0;(i;j)6=(1;2)Xi(B−C)+jC(�i�j · Vi(B−C)+jC)É, Ó ÕÞÅÔÏÍ �ÕÎËÔÁ 3 �ÅÏÒÅÍÙ 2,


∏i>1XiA(�i�2i · ViA):ðÏÓËÏÌØËÕ B É C ÎÅ ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ, ×ÓÅ ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÌÉÂÏ ÎÅËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ A, ÌÉÂÏ ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ iA, i > 1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÉÍÅÎÉÔØÉÎÄÕË�ÉÀ �Ï ÕÂÙ×ÁÎÉÀ k = lev(A).ðÕÓÔØ P ≤ P ′ | Ä×Å �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ �ÏÄÇÒÕ��Ù × G. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ LP ′ |�ÏÄÇÒÕ��Á ìÅ×É P ′, ÔÏ P ÏÂÌÁÄÁÅÔ �ÏÄÇÒÕ��ÏÊ ìÅ×É LP ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ LP ⊆ LP ′ (Exp.XXVI Prop. 1.20). ðÕÓÔØ � | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ÏÓÎÁÝÅÎÉÅ, ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÏÅ Ó P É LP ,É �ÏÄÇÒÕ��Á P ÉÍÅÅÔ ÔÉ� J = J� ⊆ �� = �. �ÁË ËÁË P ⊆ P ′, ÌÏËÁÌØÎÏÅ ÏÓÎÁÝÅÎÉÅ �Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÏ Ó P ′ É LP ′ (ÓÒ. Exp. XXVI Prop. 1.4), É �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ�ÏÄÇÒÕ��Á P ′ ÉÍÅÅÔ ÔÉ� J ′ ⊆ J .ìÅÍÍÁ 12. ðÕÓÔØ P ≤ P ′ | ÓÔÒÏÇÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ �ÏÄÇÒÕ��Ù × G.�ÏÇÄÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ k > 0, ÚÁ×ÉÓÑÝÅÅ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÒÁÎÇÁ �P , ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ A ∈ �P É ÌÀÂÏÇÏ v ∈ VA ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉ3íÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÕÀ ÚÁ�ÉÓØ ÄÌÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÑ × ÇÒÕ��Å, Ô.Å. xy ÏÚÎÁÞÁÅÔy−1xy. 13







Bi; Cij ∈ �P ′ , ÜÌÅÍÅÎÔÙ vi ∈ VBi , uij ∈ VCij , É ÞÉÓÌÁ ki; ni; lij > 0, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ÄÌÑÌÀÂÙÈ �; � ∈ R ×Ù�ÏÌÎÅÎÏXA(��kv) = m
∏i=1XBi(�ki�nivi)mi


∏j=1XCij (�lijuij):÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, EP (R) = EP ′(R).Proof. ðÕÓÔØ � ⊆ �+ | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÕÎÉ�Ï-ÔÅÎÔÎÏÍÕ ÒÁÄÉËÁÌÕ UP ′ . ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÕÎÉ�ÏÔÅÎÔÎÏÍÕ ÒÁÄÉËÁÌÕ U(P ′)− ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÒÎÅÊ −�. �ÏÇÄÁ × ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ �ÁÒÁÇÒÁÆÁ UP ′ = U	,U(P ′)− = U−	, ÇÄÅ 	 = �(�) ⊆ �+P | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÈËÏÒÎÅÊ.úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ �+ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ �ÏÒÑÄÏË, ÉÎÄÕ-�ÉÒÕÀÝÉÊ ÎÁ �+P ′ �ÏÒÑÄÏË, ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÊ Ó ÕÒÏ×ÎÅÍ. îÅ ÕÍÁÌÑÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ A ∈ �+P .åÓÌÉ A ∈ 	, ÔÏ �Ï ìÅÍÍÅ 6 Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÈÅÍ�B = p�+P ′
;B ◦XA : W(VA)→W(VB); B ∈ �+P ′ ;ÔÁËÉÅ ÞÔÏ XA(u) = ∏B∈�+P ′


XB(�B(u)) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ u ∈ VA, ÇÄÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÂÅÒÅÔÓÑ ××ÙÂÒÁÎÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ. éÚ ËÏÍÍÕÔÁ�ÉÏÎÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ûÅ×ÁÌÌÅ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ Ó�ÕÓËÁ ÓÌÅÄÕÅÔ,ÞÔÏ �B , B ∈ �+P ′ , | ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ×ÓÅÈA ∈ 	 (É, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÄÌÑ ×ÓÅÈ A ∈ (−	) ) ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ Ó uij = 0,1 ≤ i; j ≤ m.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ A 6∈ 	. íÎÏÖÅÓÔ×Á �ÒÏÓÔÙÈ ËÏÒÎÅÊ J É J ′ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÒÕ��Ù Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ äÙÎËÉÎÁ �� = �, ÔÏ ÅÓÔØ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ �-ÏÒÂÉÔ �ÒÏÓÔÙÈ ËÏÒÎÅÊ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ,ÞÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ J \ J ′ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ �-ÏÒÂÉÔÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ �ÒÏÓÔÏÊ ËÏÒÅÎØ�r ∈ �. �ÏÇÄÁ 	 = �+P \N�(�r), ÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ A ∈ �+P ÉÍÅÅÔ ×ÉÄA = n�(�r), n ∈ Z. �ÁË ËÁË P ′ | ÓÔÒÏÇÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÁÑ �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á, ÔÏÒÁÎÇ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ �P , ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ A, ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 2. �ÏÇÄÁ ÎÁÛÅ ÕÔ×ÅÒ-ÖÄÅÎÉÅ �ÒÉ k ≥ 3 �ÒÑÍÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ìÅÍÍÙ 11 (Ó ÚÁÍÅÎÏÊ � ÎÁ ��) É �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏÓÌÕÞÁÑ, ÔÁË ËÁË ÌÀÂÏÊ ËÏÒÅÎØ B ∈ �P , ÎÅ ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙÊ A, Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ× 	 ∪ (−	) = �P \ Z�(�r).�Å�ÅÒØ ÅÓÌÉ J \ J ′ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÏÄÎÏÊ �-ÏÒÂÉÔÙ, ÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÇËÏÚÁ×ÅÒÛÁÅÔÓÑ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ, ÕÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á J ′′ ⊆� ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ J ′ ⊆ J ′′ ⊆ J , ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÔÒÏÇÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÁÑ �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ �ÏÄÇÒÕ��ÁP ′′ ÇÒÕ��Ù G, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ P É ÉÍÅÀÝÁÑ ÔÉ� J ′′ (Exp. XXVI Lemme 3.8).6 ìÅÍÍÁ ë×ÉÌÌÅÎÁ-óÕÓÌÉÎÁ É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÓÎÏ×-ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ÷×ÅÄÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. äÌÑ ÉÄÅÁÌÁ I ËÏÌØ�Á R ÍÙ ÏÂÏÚÎÁ-ÞÉÍ ÞÅÒÅÚ G(R; I) ÑÄÒÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÒÅÄÕË�ÉÉ G(R) → G(R=I), ÞÅÒÅÚ U	(R; I) |�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ U	(R) ∩ G(R; I), ÞÅÒÅÚ EP (I) | �ÏÄÇÒÕ��Õ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ UP (R; I) ÉUP−(R; I), Á ÞÅÒÅÚ EP (R; I) | ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ EP (I) × EP (R). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,ÄÌÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ M ËÏÌØ�Á R ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ FM ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÌÏËÁÌÉÚÁ-�ÉÉ G(R)→ G(RM ).ìÅÍÍÁ 13. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï EP (R[X ℄) ≃ EP (R[X ℄; XR[X ℄)⋊ EP (R).Proof. çÒÕ��Á EP (R[X ℄; XR[X ℄) �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÎÏÒÍÁÌØÎÁ × EP (R[X ℄) É �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑÓ EP (R) ÔÏÌØËÏ �Ï ÅÄÉÎÉ�Å. �ÁË ÞÔÏ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ UP (R) É UP (R[X ℄; XR[X ℄)14







�ÏÒÏÖÄÁÀÔ UP (R[X ℄). íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÓËÌÅÉ×ÁÀÝÉÊ ÇÒÕ��ÏÉÄ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏËÌÁÓÓÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÓÔÉ. �ÏÇÄÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �ÒÑÍÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ìÅÍÍÙ 7.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. EP (R[X ℄) ∩G(R[X ℄; XR[X ℄) = EP (R[X ℄; XR[X ℄).Proof. ðÕÓÔØ g(X) ÌÅÖÉÔ × EP (R[X ℄)∩G(R[X ℄; XR[X ℄); �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÅÇÏ × ×ÉÄÅ g1(X)g2,ÇÄÅ g1(X) ∈ EP (R[X ℄; XR[X ℄), g2 ∈ EP (R). �ÏÇÄÁ g2 = g1(0)g2 = g(0) = 1.ìÅÍÍÁ 14. ðÕÓÔØ g(Z); h(Z) ∈ G(R[Z℄) ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ FM (g(Z)) = FM (h(Z)) É g(0) =h(0). �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ s ∈ R \M ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ g(sZ) = h(sZ).Proof. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ An ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, Á G Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁ-ÍËÎÕÔÏÊ �ÏÄÓÈÅÍÏÊ An ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n.îÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÁÓÔÏÑÝÅÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ ÍÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ �ÅÏÒÅÍÙ 1.ìÅÍÍÁ 15. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g(Z) ∈ EP (RM [Z℄; ZRM [Z℄) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÜÌÅÍÅÎÔÙ h(Z) ∈EP (R[Z℄; ZR[Z℄) É s ∈ R \M ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ FM (h(Z)) = g(sZ).Proof. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÓËÌÅÉ×ÁÀÝÉÊ ÇÒÕ��ÏÉÄ G (ÎÁÄ R) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁÉÚÏÍÏÒÆÎÏÓÔÉ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÔÏÞËÁ SpeR, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ M , ÌÅ-ÖÉÔ × ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÅ U� = SpeR�, É ÍÙ ÎÁÛÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔ h′(Z) ∈ EP (R�[Z℄; ZR�[Z℄), ÏÔÏ-ÂÒÁÖÁÀÝÉÊÓÑ × g(sZ), ÍÏÖÎÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å h(Z) ×ÚÑÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÒÁ×ÎÙÊ h′(Z) ÎÁÄ U� É 1ÎÁÄ ∐� 6=�U�.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ìÅÍÍÙ 13 �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ EP (RM [Z℄) �ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ EP (ZRM [Z℄) ÉEP (RM ). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ g(Z) ×ÉÄÁ g1g2(Z)g−11 , ÇÄÅg1 ∈ EP (RM ) É g2(Z) ∈ EP (ZRM [Z℄). ðÏÌÏÖÉÍ S = R \M . îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑÌÀÂÏÇÏ s′ ∈ S ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ s ∈ S, ÞÔÏ g2(sZ) ÌÅÖÉÔ × FM (EP (s′ZR[Z℄)).ïÓÔÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ s′ ∈ S, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊg1FM (EP (s′ZR[Z℄))g−11 ⊆ FM (EP (R[Z℄; ZR[Z℄)):÷ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ s′′ ∈ S ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ s′ ∈ SÔÁËÏÊ, ÞÔÏg1FM (EP (s′ZR[Z℄))FM (EP (s′R[Z℄))g−11 ⊆ FM (EP (s′′ZR[Z℄))FM (EP (s′′R[Z℄)): (3)�ÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ g1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ EP (RM ).ðÕÓÔØ Pmin | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á ÇÒÕ��Ù GRM , ÓÏÄÅÒÖÁÝÁ-ÑÓÑ × PRM , �Pmin | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ. éÚ ìÅÍÍÙ 12ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÇÒÕ��Á EP (RM ) = EPRM (RM ) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó EPmin(RM ), �ÏÜÔÏÍÕ ×ÏÚØÍÅÍg1 = XA(v) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ A ∈ �Pmin , v ∈ VA. éÚ ìÅÍÍÙ 12 ÔÁËÖÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏXA(tv) ∈ FM (EP (R)) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ t = t(g1) ∈ S.ðÏ ìÅÍÍÅ 7 ÇÒÕ��Á FM (EP (s′R[Z℄)) ÓÏÏÔ×. FM (EP (s′ZR[Z℄)) �ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÁÍÉ h0 ×ÉÄÁ XC(�s′FM (eC;i)) ÓÏÏÔ×. XC(�s′ZFM (eC;i)), ÇÄÅ C ∈ �P , � ∈ R[Z℄ ÉÜÌÅÍÅÎÔÙ eC;i ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÏÒÏÖÄÁÀÝÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÍÏÄÕÌÑ VC ⊗ R[Z℄ ÎÁÄ R[Z℄. þÔÏÂÙÄÏËÁÚÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ (3), ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ g1h0g−11 ∈ FM (EP (s′′R[Z℄)) ÓÏÏÔ×.g1h0g−11 ∈ FM (EP (s′′ZR[Z℄))FM (EP (s′′R[Z℄)) ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ h0 Ó � = 1, ÔÁË ËÁËÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊ Z 7→ �Z.ðÏÌÏÖÉ× × ìÅÍÍÅ 12 � = 1, � = s′ ÓÏÏÔ×. � = Z, � = s′, Á ÔÁËÖÅ s′ = (s′′′)kÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ s′′′ ∈ S, ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ h0 × ×ÉÄÅ (ËÏÎÅÞÎÏÇÏ) �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÜÌÅÍÅÎÔÏ× h ×ÉÄÁXB(s′′′u) ÓÏÏÔ×. XB(s′′′Zu)∏ iDi(s′′′wi), ÇÄÅ B ∈ �Pmin , u ∈ VB⊗RM [Z℄,Di ∈ �Pmin , wi ∈ VDi ⊗ RM [Z℄. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙh ×ÉÄÁ XB(s′′′u) ÓÏÏÔ×. XB(s′′′Zu). ëÁË É ×ÙÛÅ, �Ï ìÅÍÍÅ 12 h ∈ FM (EP (R[Z℄)) ÓÏÏÔ×.FM (EP (ZR[Z℄)), ÅÓÌÉ s′′′ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ r = r(h) ∈ S.äÁÌÅÅ, × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ mB 6= −kA ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ m; k ≥ 1, ìÅÍÍÁ 9, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ×ÌÅÞÅÔg1hg−11 ∈ FM (EP (s′′R[Z℄)) ÓÏÏÔ×. g1hg−11 ∈ FM (EP (s′′ZR[Z℄)), ÅÓÌÉ s′′′ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ s′′ ÉÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ t É r. òÁÚÂÅÒÅÍ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ A É B ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ.15







ðÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ �ÅÏÒÅÍÙ 1 ÒÁÎÇ ËÁÖÄÏÊ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ �Pmin ÎÅÍÅÎÅÅ 2. �ÏÇÄÁ �Ï ìÅÍÍÅ 11 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ u ∈ VB ⊗ RM [Z℄ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÅËÏÒÎÉ B1; : : : ; Bm; C1; : : : ; Cm ∈ �Pmin , ÎÅ ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙÅ B (Á ÚÎÁÞÉÔ, É A), ÜÌÅÍÅÎÔÙvi ∈ VBi ⊗RM [Z℄, ui ∈ VCi ⊗RM [Z℄, É ÞÉÓÌÁ ki; li > 0, ni ≥ 0 ( 1 ≤ i ≤ m ), ÔÁËÉÅ ÞÔÏXB(��2u) = m
∏i=1XBi(�ki�nivi)XCi(�liui)ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ �; � ∈ RM [Z℄. ðÏÌÏÖÉÍ � = s1 ÓÏÏÔ×. Zs1, � = s2, ÇÄÅ ÏÂÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ s1; s2 ∈ SÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ t É s′′, Á ÔÁËÖÅ ÎÁ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ p ∈ S, ÞÔÏpui; pvi ∈ R[Z℄ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ 1 ≤ i ≤ m. �ÏÇÄÁ ÅÓÌÉ s′′′ ∈ S ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ s1s22, �Ï ìÅÍÍÁÍ 9É 12 ÍÙ ËÁË ÒÁÚ �ÏÌÕÞÉÍ g1hg−11 ∈ FM (EP (s′′R[Z℄))FM (EP (s′′R[Z℄)) = FM (EP (s′′R[Z℄))ÓÏÏÔ×. g1hg−11 ∈ FM (EP (s′′ZR[Z℄))FM (EP (s′′R[Z℄)).ìÅÍÍÁ 16. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g(X) ∈ G(R[X ℄) ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ FM (g(X)) ÌÅÖÉÔ × EP (RM [X ℄),ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ s ∈ R \M ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ g(aX)g(bX)−1 ∈ EP (R[X ℄) ÄÌÑ ×ÓÅÈ a; b ∈ R ÔÁËÉÈ,ÞÔÏ a ≡ b mod s.Proof. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔ f(Z) = g(X(Y + Z))g(XY )−1 ∈ G(R[X;Y; Z℄). úÁÍÅÔÉÍ,ÞÔÏ FM (f(Z)) ∈ EP (RM [X;Y; Z℄) É f(0) = 1. ðÏ óÌÅÄÓÔ×ÉÀ ÉÚ ìÅÍÍÙ 13 FM (f(Z))ÌÅÖÉÔ × EP (RM [X;Y; Z℄; ZRM [X;Y; Z℄). �Å�ÅÒØ �Ï ìÅÍÍÅ 15 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÜÌÅÍÅÎÔ h(Z)ÉÚ EP (R[X;Y; Z℄; ZR[X;Y; Z℄) É s1 =∈ M ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ FM (h(Z)) = FM (f(s1Z)). ðÏìÅÍÍÅ 14 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ s2 =∈ M ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ h(s2Z) = f(s1s2Z). ðÏÌÏÖÉÍ s = s1s2; ÔÏÇÄÁg(X(Y + sZ))g(XY )−1 ÌÅÖÉÔ × EP (R[X;Y; Z℄), ÏÔËÕÄÁ Ó�Å�ÉÁÌÉÚÁ�ÉÅÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ YÉ Z É �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÕÖÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.ìÅÍÍÁ 17. ðÕÓÔØ g(X) ∈ G(R[X ℄) ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏ g(0) ∈ EP (R) ÉFM (g(X)) ∈ EP (RM [X ℄) ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× M . �ÏÇÄÁ g(X) ∈ EP (R[X ℄).Proof. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ M ×ÙÂÅÒÅÍ sM =∈ M ËÁË × ìÅÍÍÅ 16. ðÏ-ÓËÏÌØËÕ ÉÄÅÁÌ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ×ÓÅÍÉ sM , ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÎÉ × ËÁËÏÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ ÉÄÅ-ÁÌÅ, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉ�Ù 1 = ∑Ni=1 sMiti. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÔÒÀË áÂÅÌÑ: ÏÂÏÚÎÁÞÉÍÞÅÒÅÚ aj ÞÁÓÔÉÞÎÕÀ ÓÕÍÍÕ ∑N−ji=1 sMiti. �ÏÇÄÁ aj+1 ≡ aj mod sMN−j , É ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÒÁÚ-ÌÏÖÅÎÉÅ g(X) = (


N−1
∏j=0 g(ajX)g(aj+1X)−1)g(0);ÇÄÅ ×ÓÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÌÅÖÁÔ × EP (R[X ℄) �Ï ×ÙÂÏÒÕ sM .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÅÏÒÅÍÙ 1. ðÕÓÔØ Q| �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á G, ÏÔÌÉÞÎÁÑ ÏÔP . ðÕÓÔØ g ∈ EQ(R); ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ g ∈ EP (R). íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ g ∈ UQ(R).îÁÊÄÅÍ g(X) ∈ UQ(R[X ℄) ËÁË × ìÅÍÍÅ 8. ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ M | ËÁËÏÊ-ÔÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊÉÄÅÁÌ. éÚ SGA 3, Exp. XXVI, Cor. 5.2 É Cor. 5.7 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ P ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÁÄ RMÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÕÀ Pmin, Q ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ �ÁÒÁÂÏÌÉ-ÞÅÓËÕÀ Qmin, �ÒÉÞÅÍ ÏÎÉ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ h ∈ EPmin(RM ). �Å�ÅÒØFM (g(X)) ÌÅÖÉÔ × UQ(RM [X ℄) É a fortiori × UQmin(RM [X ℄). úÎÁÞÉÔ, hFM (g(X))h−1, ÁÔÅÍ ÓÁÍÙÍ É FM (g(X)), ÌÅÖÉÔ × ÇÒÕ��Å EPmin(RM [X ℄), ËÏÔÏÒÁÑ �Ï ìÅÍÍÅ 12 ÓÏ×�ÁÄÁÅÔÓ EP (RM [X ℄). ðÏÓËÏÌØËÕ g(0) = 1, ÍÏÖÎÏ �ÒÉÍÅÎÉÔØ ìÅÍÍÕ 17 É �ÏÌÕÞÉÔØ, ÞÔÏ g(X)ÌÅÖÉÔ × EP (R[X ℄). �Å�ÅÒØ g = g(1), ÔÁË ÞÔÏ g ÌÅÖÉÔ × EP (R), É ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.7 ðÒÉÍÅÒÙ1. ðÕÓÔØ D | ÁÌÇÅÂÒÁ áÄÚÕÍÁÊÉ ÎÁÄ R ÓÔÅ�ÅÎÉ d. �ÏÇÄÁ ÇÒÕ��Á G = GLr+1(D)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÄÕËÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ ÔÉ�Á A(r+1)d−1 (ÔÏÞÎÅÅ, ÆÕÎËÔÏÒ S 7→ GLr+1(D ⊗ S)16







�ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÒÅÄÕËÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��Ï×ÏÊ ÓÈÅÍÏÊ G). ðÏÄÇÒÕ��Á P , ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ×ÅÒÈÎÅÔÒÅ-ÕÇÏÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ �ÏÄÇÒÕ��ÏÊ ÔÉ�Á {d; 2d; : : : ; (r+1)d}; ÏÔÎÏ-ÓÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÒÎÅÊ Ar. íÏÄÕÌØ VA, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏÍÕ ËÏÒÎÀA, ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ ÓD. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅN"i−"j ;"j−"k;11 : D×D → D ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ × D. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á EP (R) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó �ÏÄ-ÇÒÕ��ÏÊ Er+1(D), �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ.2. ðÕÓÔØ V | �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÒÁÎÇÁ 2n, ÓÎÁÂÖÅÎÎÙÊ ÎÅÏÓÏÂÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊÆÏÒÍÏÊ Q. �ÏÇÄÁ ÎÁ ÇÒÕ��Å O(V;Q), ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ×ÓÅÈ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× V , ÓÏÈÒÁÎÑÀ-ÝÉÈ Q, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ äÉËÓÏÎÁ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ × �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÓÈÅÍÅ (Z =2Z)R,ËÏÔÏÒÏÅ × ÓÌÕÞÁÅ 2 ∈ R∗ ÏÎÏ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ �ÒÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÉ (Z =2Z)RÓ (�2)R (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [18℄). åÇÏ ÑÄÒÏ O+(V;Q) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÄÕËÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ ÔÉ�ÁDn. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ V ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÁÂÏÒ ÉÚ r < n �Ï�ÁÒÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÇÉ�ÅÒÂÏ-ÌÉÞÅÓËÉÈ �ÁÒ (e1; f1),. . . ,(er; fr) (ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ Q(ei) = Q(fi) = 0 É Q(ei + fj) = Æij).�ÏÇÄÁ �ÏÄÇÒÕ��Á P , ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÆÌÁÇ
〈e1〉 ≤ 〈e1; e2〉 : : : ≤ 〈e1; : : : ; er〉;Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ �ÏÄÇÒÕ��ÏÊ ÔÉ�Á {1; : : : ; r}; ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÒÎÅÊ ÔÉ�Á Br. íÏÄÕÌØ VA, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÍÕ ËÏÒÎÀ A,ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ Ó R, ÅÓÌÉ A ÄÌÉÎÎÙÊ, É Ó ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅÍ Ë �ÏÄÍÏ-ÄÕÌÀ 〈e1; : : : ; er; f1; : : : ; fr〉, ÅÓÌÉ A ËÏÒÏÔËÉÊ. åÓÌÉ A, B É A + B | ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÅËÏÒÎÉ, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ NAB11 ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË:


• (u; v) 7→ ±(Q(u+ v)−Q(u)−Q(v)), ÅÓÌÉ A É B ËÏÒÏÔËÉÅ;
• (a; b) 7→ ±ab, ÅÓÌÉ A É B ÄÌÉÎÎÙÅ;
• (a; v) 7→ ±av, ÅÓÌÉ A ÄÌÉÎÎÙÊ, Á B ËÏÒÏÔËÉÊ.îÁËÏÎÅ�, ÅÓÌÉ A ÄÌÉÎÎÙÊ, Á B ËÏÒÏÔËÉÊ, É A+2B Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ,ÔÏ NAB12 �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ (a; v) × ±aQ(v). üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó �ÏÄÇÒÕ��ÏÊ,�ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÔÒÁÎÓ×ÅË�ÉÑÍÉ üÊÈÌÅÒÁ{úÉÇÅÌÑ{äÉËÓÏÎÁ.3. ðÕÓÔØ S | Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÅ ÜÔÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ R, Ô.Å. ÓËÒÕÞÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÁÌÇÅÂÒÙR×R. �ÏÇÄÁ ÎÁ S Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÑ x 7→ �x, �ÏÌÕÞÁÀÝÁÑÓÑ ÓËÒÕÞÉ×ÁÎÉÅÍ ÉÎ×ÏÌÀ-�ÉÉ (a; b) 7→ (b; a); ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÅÅ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó R. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅtr : S → R, x 7→ x+ �x, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÓÌÅÄÁ.ðÕÓÔØ V | �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÊ S-ÍÏÄÕÌØ ÒÁÎÇÁ n + 1, ÓÎÁÂÖÅÎÎÙÊ ÎÅÏÓÏÂÏÊ ÜÒÍÉÔÏ×ÏÊÆÏÒÍÏÊ H . �ÏÇÄÁ ÇÒÕ��Á U(V;H), ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ×ÓÅÈ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× V , ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈH , Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÄÕËÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ (ÎÁÄ R) ÔÉ�Á 2An (ÉÎÄÅËÓ 2 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÇÒÕ��ÙÁ×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÏÂßÅËÔÏ× ÓËÌÅÉ×ÁÀÝÅÇÏ ÇÒÕ��ÏÉÄÁ ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×). ðÒÅÄ-�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ V ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÁÂÏÒ ÉÚ r ≤ n2 �Ï�ÁÒÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ�ÁÒ (e1; f1), . . . , (er; fr) (ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ H(ei; ei) = H(fi; fi) = 0 É H(ei; fj) = Æij).�ÏÇÄÁ �ÏÄÇÒÕ��Á P , ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÆÌÁÇ


〈e1〉 ≤ 〈e1; e2〉 : : : ≤ 〈e1; : : : ; er〉;Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ �ÏÄÇÒÕ��ÏÊ ÔÉ�Á {1; : : : ; r; n − r + 1; : : : ; n}; ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÅËÏÒÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÒÎÅÊ ÔÉ�Á BCr. íÏÄÕÌØ VA, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ-ÎÏÍÕ ËÏÒÎÀ A, ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ Ó S, ÅÓÌÉ A ËÏÒÏÔËÉÊ, Ó ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÄÏ�ÏÌ-ÎÅÎÉÅÍ Ë 〈e1; : : : ; er; f1; : : : ; fr〉, ÅÓÌÉ A ÜËÓÔÒÁËÏÒÏÔËÉÊ, É Ó ÑÄÒÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÌÅÄÁ,ÅÓÌÉ A ÄÌÉÎÙÊ. åÓÌÉ A, B É A + B | ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉ, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ NAB11×ÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË:
• (u; v) 7→ ±H(u; v), ÅÓÌÉ A É B ÜËÓÔÒÁËÏÒÏÔËÉÅ;
• (a; b) 7→ ±ab, ÅÓÌÉ A, B É A+B ËÏÒÏÔËÉÅ;17







• (a; v) 7→ ±av, ÅÓÌÉ A ËÏÒÏÔËÉÊ, Á B ÜËÓÔÒÁËÏÒÏÔËÉÊ;
• (a; b) 7→ ±(ab− �b�a), ÅÓÌÉ A É B ËÏÒÏÔËÉÅ, Á A+B ÄÌÉÎÎÙÊ;
• (a; b) 7→ ±ab, ÅÓÌÉ A ÄÌÉÎÎÙÊ, Á B ËÏÒÏÔËÉÊ;
• (u; v) 7→ ±(H(u; v)−H(v; u)), ÅÓÌÉ A = B ÜËÓÔÒÁËÏÒÏÔËÉÊ.åÓÌÉ A+2B Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅNAB12 ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË:
• (a; b) 7→ ±�bab, ÅÓÌÉ A ÄÌÉÎÎÙÊ, Á B ËÏÒÏÔËÉÊ;
• (a; v) 7→ ±a�(H(v; v)), ÇÄÅ � | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ Ë ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀÓÌÅÄÁ, ÅÓÌÉ A ËÏÒÏÔËÉÊ, Á B ÜËÓÔÒÁËÏÒÏÔËÉÊ.4. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÙÅ ÅÅ Ä×Á ÜÌÅÍÅÎÔÁ�ÏÒÏÖÄÁÀÔ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÕÀ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÕ. áÌÇÅÂÒÏÊ ëÜÌÉ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ R ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ C Ó 1, ÓÎÁÂÖÅÎÎÁ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÅÊ x 7→ �x, �ÒÉÞÅÍ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙC Ñ×ÌÑÌÁÓØ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ R-ÍÏÄÕÌÅÍ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ 8, Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÏÒÍÙ n(x) =�xx = x�x �ÒÉÎÉÍÁÌÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ × R É Ñ×ÌÑÌÏÓØ ÎÅÏÓÏÂÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÎÁ C.îÁ C ÔÏÇÄÁ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ÔÁËÖÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÌÅÄÁ t(x) = x + �x ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ × R(ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, t(x) = n(x+ 1)− n(x) − 1).ðÏ ÁÌÇÅÂÒÅ ëÜÌÉ C É ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ ÓËÁÌÑÒÁÍ 1, 2 É 3 ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ËÕÂÉÞÅÓËÕÀÊÏÒÄÁÎÏ×Õ ÁÌÇÅÂÒÕ J = H3(C; 1; 2; 3), ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ×ÉÄÁ








�1 3 −11 3�2−12 1�3 �2 12 −13 2�1 �3 


 (4)ÇÄÅ 1, 2, 3 | ÜÌÅÍÅÎÔÙ C, Á �1, �2, �3 | ÓËÁÌÑÒÙ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÁ J Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁÎÏÒÍÁ | ËÕÂÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ N : J → R; ÎÏÒÍÁ ÍÁÔÒÉ�Ù (4) ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁË�1�2�3 − −13 2�1n(1)− −11 3�2n(2)− −12 1�1n(3) + t(123)(�ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ Ó�ÏÓÏÂÁ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÉ ÓËÏÂÏË). ðÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÓÍ.,ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, × [19℄ ÉÌÉ [13℄.ðÏÌÏÖÉÍ e1 = 





1 0 00 0 00 0 0 ; e2 = 





0 0 00 1 00 0 0 É e3 = 





0 0 00 0 00 0 1 :úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ e1, e2, e3 | �Ï�ÁÒÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔÙ × J , ÄÁÀÝÉÅ × ÓÕÍÍÅ 1.þÅÒÅÚ [ij℄, ÇÄÅ  ∈ C É 1 ≤ i 6= j ≤ 3, ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÍÁÔÒÉ�Õ ×ÉÄÁ (4) Ó ÜÌÅÍÅÎÔÏÍj × �ÏÚÉ�ÉÉ (i; j) É ÎÕÌÑÍÉ × �ÏÚÉ�ÉÑÈ, ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ (i; j) É (j; i).æÕÎËÔÏÒS 7→ {g ∈ GL(J ⊗ S) | N(gx) = N(x) ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈ J ⊗ S′; S ⊆ S′}�ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÏÊ ÇÒÕ��Ï×ÏÊ ÓÈÅÍÏÊ G ÔÉ�Á E6. ðÏÄÇÒÕ��Á P , ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ×ÓÅÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÆÌÁÇ0 ≤








∗ 0 00 0 00 0 0 ≤








∗ ∗ 0
∗ ∗ 00 0 0 ≤ J;Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ �ÏÄÇÒÕ��ÏÊ ÔÉ�Á {�1; �6} (ÓÒ. [15, �able 1℄). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ�ÅÒ×ÏÅ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÆÌÁÇÁ ÎÁÔÑÎÕÔÏ ÎÁ ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔ e1, Á ×ÔÏÒÏÅ ÓÏ-×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ J0(e3) ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ðÉÒÓÁ, �ÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ �Ï ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔÕ e3 (Ô.Å. ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× J , ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÍÙÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ e3).18







ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÒÎÅÊ ÔÉ�Á A2, × ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ [14℄ �P =
{±("1 − "2);±("2 − "3);±("1 − "3)} . íÏÄÕÌØ VA, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÍÕËÏÒÎÀ A, ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ Ó C. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔ X"i−"j () Ñ×ÌÑÅÔÓÑ \ÁÌÇÅÂÒÁÉ-ÞÅÓËÏÊ ÔÒÁÎÓ×ÅË�ÉÅÊ" T−1j [ij℄;ej , Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ N"i−"j ;"j−"k;11 : C × C → C ÓÏ×�ÁÄÁÅÔÓ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ × C (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [13, (v)℄). üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á EP (R) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó�ÏÄÇÒÕ��ÏÊ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ×ÓÅÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÔÒÁÎÓ×ÅË�ÉÑÍÉ.ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ[1℄ á. âÏÒÅÌØ, ö. �ÉÔÓ, òÅÄÕËÔÉ×ÎÙÅ ÇÒÕ��Ù, óÂ. íÁÔÅÍÁÔÉËÁ, 11 (1967), 1, 43{111;2, 3{31.[2℄ ÷.é. ëÏ�ÅÊËÏ, óÔÁÂÉÌÉÚÁ�ÉÑ ÓÉÍ�ÌÅËÔÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕ�� ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×,íÁÔ. óÂÏÒÎÉË 106 (1978), 94{107.[3℄ ÷.á. ðÅÔÒÏ×, îÅÞÅÔÎÙÅ ÕÎÉÔÁÒÎÙÅ ÇÒÕ��Ù, úÁ�. îÁÕÞÎ. óÅÍ. ðïíé 305 (2003),195{225.[4℄ ÷.ð. ðÌÁÔÏÎÏ×, á.ó. òÁ�ÉÎÞÕË, áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÇÒÕ��Ù É ÔÅÏÒÉÑ ÞÉÓÅÌ, îÁÕËÁ,çÌ. ÒÅÄ. ÆÉÚ.-ÍÁÔ. ÌÉÔ., í., 1991.[5℄ á.á. óÕÓÌÉÎ, ï ÓÔÒÕËÔÕÒÅ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÇÒÕ��Ù ÎÁÄ ËÏÌØ�ÁÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅ-ÎÏ×, éÚ×. áî óóóò. óÅÒ. ÍÁÔ. 41 (1977), 235{252.[6℄ á.á. óÕÓÌÉÎ, ÷.é. ëÏ�ÅÊËÏ, ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ É ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÇÒÕ��Ù ÎÁÄËÏÌØ�ÁÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, úÁ�. îÁÕÞÎ. óÅÍ. ìïíé 71 (1977), 216{250.[7℄ E. Abe, Chevalley groups over loal rings, Tôhoku Math. J. 21 (1969), 474{494.[8℄ E. Abe, Normal subgroups of Chevalley groups over ommutative rings, Algebrai K-theory and algebrai number theory (Honolulu, HI, 1987), Contemp. Math 83, Amer.Math. So., Providene RI, 1989, 1{17.[9℄ H. Azad, M. Barry, G. Seitz, On the struture of paraboli subgroups, Comm. in Algebra18 (1990), 551{562.[10℄ A. Bak, N. Vavilov, Normality for elementary subgroup funtors, Math. Pro. Cam-bridge Phil. So. 118 (1995), 35{47.[11℄ A. Bak, N. Vavilov, Struture of hyperboli unitary groups I. Elementary subgroups,Algebra Colloquium 7 (2000), 159{196.[12℄ H. Bass, K-theory and stable algebra, Publ. Math. I.H.�E.S. 22 (1964), 5{60.[13℄ R. Bix, Otonion planes over loal rings, Trans. of Amer. Math. So. 261 (1980), 417{438.[14℄ N. Bourbaki, Groupes et alg�ebres de Lie. Chapitres 4{6, Hermann, Paris, 1968.[15℄ S. Garibaldi, M. Carr, Geometries, the priniple of duality, and algebrai groups, Exp.Math. 24 (2006), 195{234.[16℄ M. Demazure, A. Grothendiek, Sh�emas en groupes, Leture Notes in Mathematis,Vol. 151{153, Springer-Verlag, Berlin-Heidelberg-New York, 1970.[17℄ R. Hazrat, N. Vavilov, K1 of Chevalley groups are nilpotent, J. Pure Appl. Algebra 179(2003), 99{116.[18℄ M.-A. Knus, Quadrati and Hermitian forms over rings, Springer-Verlag, Berlin, 1991.19
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