POMI PREPRINT — 14/2006

VE`LEVSKA˚ ASIMPTOTIKA SPEKTRA OPERATORA MAKSVELLA S NEGLADKIMI KO�FFICIENTAMI V LIPXICEVYH OBLAST˚H

M. X. BIRMAN, N. D. FILONOV

1Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet ROSSI˚, 198504, S.-Peterburg Petrodvorec, ul. Ul~ØnovskaØ, 1

2Sankt-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN ROSSI˚, 191011, S.-Peterburg nab. r. Fontanki, 27

OktØbr~ 2006

ANNOTACI˚ Rassmotrim stacionarnyæ operator Maksvella s negladkimi kofffficientami (difflektriqeskaØ i magnitnaØ pronicaemosti) v ograniqennoæ oblasti s lipxicevoæ graniceæ. Obosnovana veælevskaØ asimptotika dlØ spektra takogo operatora.

Rabota vypolnena pri podderßke granta RFFI 05-01-01076-a.

1. Vvedenie 1.1. Rabota posvØwena opravdani¸ veælevskoæ asimptotiki dlØ qastot fflektromagnitnyh kolebaniæ rezonatora Ω ⊂ R^3 s ideal~no provodØweæ graniceæ ∂Ω. Trudnosti zdes~ svØzany s vozmoßnymi naruxeniØmi gladkosti granicy ∂Ω i s negladkost~¸ matric-funkciæ ε(x), μ(x), x ∈ Ω; poslednie opisyva¸t sootvetstvenno difflektriqesku¸ i magnitnu¸ pronicaemosti sredy, zapolnØ¸weæ rezonator Ω. Pust~ u, v – fflektriqeskaØ i magnitnaØ naprØßennosti fflektromagnitnogo polØ v Ω. Qastoty sobstvennyh kolebaniæ sootvetstvu¸t spektru stacionarnogo operatora Maksvella M = M_{ε,μ}, deæstvu¸wego na paru {u, v} po formule M{u, v} = {iε^{−1} rot v, −iμ^{−1} rot u}. (1.1) Pri fftom predpolagaetsØ, qto vypolneny usloviØ solenoidal~nosti

div(εu) = 0, div(μv) = 0, (1.2)

i graniqnye usloviØ

u_τ |_{∂Ω}= 0, (μv)_ν |_{∂Ω}= 0. (1.3)

Zdes~, kak i vs¸du v dal~neæxem, indeks τ sootvetstvuet kasatel~noæ sostavlØ¸- weæ vektora na ∂Ω, a ν – normal~noæ sostavlØ¸weæ. Odnako formuly (1.1)–(1.3) nedostatoqny dlØ odnoznaqnoæ realizacii operatora M_{ε,μ} kak samosoprØßennogo operatora v nadleßawem vesovom prostranstve tipa L_2. Kogda ∂Ω i matricy ε, μ dostatoqno gladkie, suwestvennyh trudnosteæ ne voznikaet. Operator (1.1) v fftom sluqae sleduet opredelØt~ na polØh klassa Soboleva H^1(Ω, C^3 ). Togda graniqnye usloviØ (1.3) moßno ponimat~ v smysle teorem vloßeniØ; ne voznikaet trudnosteæ i s ponimaniem usloviæ (1.2). Sovsem inaqe obstoit delo v “negladkih” situaciØh, kotorye predstavlØ¸t znaqitel~nyæ prikladnoæ interes. Daße v sluqae, kogda ε = μ = 1I (pustoæ rezonator), no Ω – nevypuklyæ mnogogrannik, opredelenie operatora M tol~ko na polØh klassa H^1(Ω) privodit ne k samosoprØßennomu operatoru, a k simmetriqnomu operatoru s beskoneqnymi indeksami defekta. Vybor “pravil~nogo” samosoprØßennogo rasxireniØ diktuetsØ fiziqeski estestvennym usloviem koneqnosti fflektromagnitnoæ ffnergii. Poslednee v negladkih situaciØh xire, qem privyqnoe dlØ fflliptiqeskih zadaq trebovanie prinadleßnosti poleæ klassu Soboleva.

Drugie osloßneniØ voznika¸t pri negladkih ε, μ. UsloviØ (1.2) terØ¸t razumnyæ smysl na polØh klassa H^1(Ω). Takim obrazom, v “negladkih” situaciØh trudnosti voznika¸t uße na urovne pravil~nogo opredeleniØ operatora Maksvella. Obzor svØzannyh s fftim obstoØtel~stv priveden v stat~Øh [8] i [5], sm. takße niße §2, 3.

1.2. Glavnyæ qlen asimptotiki spektra dlØ pustogo rezonatora byl vyqislen ewe G. Veælem [13]. V to vremØ Veæl~ razrabotal obwu¸ variacionnu¸ tehniku vyqisleniØ spektral~noæ asimptotiki dlØ mnogomernyh operatorov matematiqeskoæ fiziki. Zadaqa ob fflektromagnitnom rezonatore Øvilas~ odnim iz primerov primeneniØ fftoæ tehniki i ne dostavila bol~xih zatrudneniæ. V [13] byla poluqena asimptotiqeskaØ formula

lim_{k→∞} k^{−1/3}m_k = ( mes Ω 3π^2 )_{−1/3} . (1.4)

Zdes~ m_k – poloßitel~nye sobstvennye znaqeniØ operatora Maksvella (pri

ε = μ = 1I), zanumerovannye v porØdke neubyvaniØ. V obwem sluqae asimpto-

tiqeskaØ formula neskol~ko usloßnØetsØ. Vproqem, standartnye ffvristiqeskie soobraßeniØ pozvolØ¸t napisat~ pravil~nu¸ asimptotiqesku¸ formulu. Imenno, pust~ r(ξ) – simvoliqeskaØ matrica, otveqa¸waØ differencial~nomu vyraßeni¸ rot: r(ξ) = i 0 ξ_3 −ξ_2 −ξ_3 0 ξ_1 ξ_2 −ξ_1 0

. (1.5)

Rassmotrim algebraiqesku¸ zadaqu

r(ξ)μ(x)^{−1} r(ξ)h = Λε(x)h, h ∈ C^3 , x ∈ Ω, 0 ≠ ξ ∈ R^3. (1.6)

Oboznaqim qerez Λ_1, Λ_2 dva poloßitel~nyh sobstvennyh znaqeniØ zadaqi (1.6) (tret~e sobstvennoe znaqenie ravno nul¸). Poloßim Γ(ε, μ, Ω) = 1 24π^3 ∫ Ω ∫ |θ|=1 ( Λ_1(x, θ)^{−3/2} + Λ_2(x, θ)^{−3/2} ) dS(θ)dx. (1.7) Togda dlØ m_k = m_k(ε, μ) spravedliva asimptotika

lim_{k→∞} k^{−1/3}m_k = Γ(ε, μ, Ω)^{−1/3} . (1.8)

DlØ gladkih ∂Ω, ε, μ asimptotiku (1.8) netrudno obosnovat~ kak variacionnym, tak i tauberovym metodom. Avtory zatrudnØ¸tsØ ukazat~ rabotu, gde sootvetstvu¸wiæ rezul~tat byl poluqen vpervye. Otmetim, odnako, qto v gladkom sluqae asimptotika (1.8) moßet sqitat~sØ prØmym sledstviem obwih teorem o spektral~noæ asimptotike dlØ fflliptiqeskih sistem. Podrobnee ob fftom sm. v obzore [8].

1.3. Znaqitel~no trudnee obosnovat~ asimptotiku (1.8) pri naruxenii gladkosti. Zdes~ prodvißeniØ sil~no zaderßalis~ vo vremeni. Oni okazalis~ svØzany s obwim usoverxenstvovaniem variacionnoæ tehniki i s progressom v teoretiko-funkcional~nom opisanii samogo operatora Maksvella. Soderßatel~nye rezul~taty dlØ negladkih situaciæ byli poluqeny sravnitel~no nedavno. OstanovimsØ na fftom neskol~ko podrobnee.

V sluqae, kogda granica ∂Ω – gladkaØ, no matricy-funkcii ε, μ izmerimy i udovletvorØ¸t lix~ usloviØm (2.1), asimptotika (1.8) obosnovana v rabotah [2, 3]. V [2] oblast~ opredeleniØ operatora M_{ε,μ} byla opisana v terminah operatora M_{1I,1I}. Posledniæ v sluqae gladkoæ granicy opredelen na polØh klassa

H^1(Ω). V rezul~tate vopros svelsØ k variacionnoæ zadaqe na klasse H^1 pri na-

liqii “razreximoæ svØzi” – fflliptiqeskogo differencial~nogo uravneniØ. I v variacionnoæ zadaqe, i v uravnenii svØzi prisutstvu¸t negladkie kofffficienty. Poslednee obstoØtel~stvo sil~no usloßnØlo zadaqu, no k tomu vremeni uße byla horoxo razrabotana tehnika raboty s “negladkimi” variacionnymi zadaqami bez svØzeæ. Na fftoæ osnove v [3] byli ustanovleny spektral~nye asimptotiqeskie formuly dlØ xirokogo klassa variacionnyh zadaq so svØzØmi. Ots¸da, v qastnosti, sledoval nußnyæ rezul~tat o zadaqe so svØz~¸, k kotoroæ v [2] byla svedena zadaqa ob asimptotike spektra operatora M_{ε,μ}.

Otmetim, qto v [2] po suti ispol~zovalis~ abstraktnye soobraßeniØ. Oni ispol~zu¸tsØ i v rassmatrivaemom niße obwem sluqae. V soobwenii [3] dokazatel~stva ne privodilis~. HotØ dokazatel~stva byli polnost~¸ izloßeny v dissertacii [1], ßurnal~noæ publikacii ne posledovalo po tehniqeskim priqinam.

Esli granica ∂Ω – ne gladkaØ (naprimer, lipxiceva), to daße vopros o spektral~noæ asimptotike (1.4) (t.e. v sluqae ε = μ = 1I) ne svoditsØ k variacionnoæ zadaqe na klasse H^1(Ω). NußnaØ variacionnaØ zadaqa dolßna stavit~sØ na bolee xirokom klasse, kotoryæ niße oboznaqen qerez F (τ, 1I). �tot klass udalos~ sravnitel~no Øvno opisat~ v sluqae, kogda granica ∂Ω – lipxiceva. Imenno, togda vypolneno uslovie 5.1 (sm. niße). �tot fakt po suwestvu byl ustanovlen v [7] (privedennoe tam utverßdenie sformulirovano v neskol~ko bolee slabom vide), sm. takße [8, teorema 3.1]. Niße dano neskol~ko inoe dokazatel~stvo togo, qto uslovie 5.1 vypolneno, esli granica lipxiceva (sm. teoremu 5.4 i §7). �to dokazatel~stvo zaimstvovano iz [12]. Rezul~tata iz [7] okazalos~ dostatoqno, qtoby obosnovat~ variacionnymi sredstvami asimptotiku (1.4) dlØ oblasteæ s lipxicevoæ graniceæ. �to sdelano v [9].

1.4. Sledovalo oßidat~, qto ob¨edinenie podhodov iz [2, 3] i iz [9] dolßno privesti k sledu¸wemu rezul~tatu.

Teorema 1.1. Pust~ Ω – ograniqennaØ oblast~ s lipxicevoæ graniceæ i izmeri-

mye matricy-funkcii ε, μ udovletvorØ¸t uslovi¸ (2.1). Togda dlØ spektra operatora Maksvella M_{ε,μ} spravedliva asimptotika (1.8).

Odnako takoe ob¨edinenie podhodov ne proishodit avtomatiqeski. Ono trebuet preodoleniØ opredelennyh trudnosteæ. Polnoe izloßenie dokazatel~stva teoremy 1.1 i ØvlØlos~ osnovnoæ cel~¸ avtorov. Pri fftom vyØsnilos~, qto dlØ opravdaniØ asimptotiki (1.8) nußno tol~ko, qtoby oblast~ Ω udovletvorØla uslovi¸ 5.1. Lipxicevost~ granicy sama po sebe bol~xe nigde ne ispol~zuetsØ. Takim obrazom, teorema 1.1 okazalas~ prØmym sledstviem bolee obweæ teoremy 5.5 ob asimptotike spektra i teoremy 5.4.

Dokazatel~stvo teoremy 5.5 svedeno k obosnovani¸ spektral~noæ asimptotiki dlØ odnoæ variacionnoæ zadaqi so svØz~¸. Sootvetstvu¸wiæ rezul~tat (teorema 6.1) soderßitsØ v obwih rezul~tatah iz [3]. Poskol~ku dokazatel~- stva, soderßawiesØ v [1], trudno dostupny, celesoobrazno adaptirovat~ sootvetstvu¸wie rassußdeniØ k usloviØm teoremy 6.1. Pri fftom nekotoroe uprowenie svØzano s tem, qto v usloviØh teoremy 6.1 vypolneny graniqnye usloviØ Dirihle. No i v fftom sluqae izloßenie okazyvaetsØ dostatoqno tehniqeskim i gromozdkim. Pofftomu bylo rexeno vydelit~ dokazatel~stvo teoremy 6.1 v otdel~nu¸ publikaci¸ [4]. Vmeste s neæ nastoØwaØ rabota zaverxit sil~no zatØnuvxu¸sØ istori¸ s dokazatel~stvom teoremy 1.1.

1.5. Sostav stat~i sledu¸wiæ. V §2 obsußda¸tsØ nußnye dlØ dal~neæxego funkcional~nye klassy. V §3 req~ idet o toqnom opredelenii operatora Maksvella. V §4 zadaqa o spektre operatora Maksvella poluqaet variacionnu¸ formulirovku. V §5 formuliru¸tsØ rezul~taty raboty i preobrazuetsØ variacionnaØ zadaqa. V §6 dokazatel~stvo osnovnoæ teoremy 5.5 svoditsØ k variacionnoæ zadaqe so svØz~¸. V §7 ustanavlivaetsØ, qto dlØ lipxicevyh oblasteæ vypolneno uslovie 5.1. Nakonec, v §8 pereqisleny nekotorye nerexennye voprosy.

2. Klassy funkciæ 2.1. OboznaqeniØ. Niße Ω ⊂ R^3 – ograniqennoe otkrytoe mnoßestvo. V Ω zadany dve izmerimye vewestvennye (3 × 3)-matricy-funkcii ε i μ, igra¸wie rol~ difflektriqeskoæ i magnitnoæ pronicaemosteæ. PredpolagaetsØ, qto poqti vezde

ε_0 1I 6 ε(x) 6 ε_1 1I , μ_0 1I 6 μ(x) 6 μ_1 1I , x ∈ Ω; (2.1)

zdes~ ε_0, ε_1, μ_0, μ_1 – poloßitel~nye qisla, 1I – ediniqnaØ matrica. Simvoly

⟨ . , . ⟩ i | . | oznaqa¸t standartnoe skalØrnoe proizvedenie i normu v vektor-

nom prostranstve C^3 . OboznaqeniØ L_2(Ω) = L_2(Ω, C ) i L_2(Ω, C^3 ) ime¸t obyqnyæ smysl; qerez ( . , . ) i ‖ . ‖ oboznaqa¸tsØ skalØrnoe proizvedenie i norma v kaßdom iz fftih gil~bertovyh prostranstv. Dalee, H^l(Ω) = H^l(Ω, C ), H^l(Ω, C^3 ) – klassy Soboleva; simvol H^1_0 (Ω) oznaqaet zamykanie klassa C^∞_0 (Ω) v norme klassa H^1(Ω); analogiqnyæ smysl imeet oboznaqenie H^1_0 (Ω, C^3 ). Qerez L_2(Ω, ε) oboznaqaetsØ vesovoe gil~bertovo prostranstvo so skalØrnym proizvedeniem

(εu_1, u_2) = ∫ Ω ⟨εu_1, u_2⟩dx, u_1, u_2 ∈ L_2(Ω, C^3 ).

Analogiqnyæ smysl imeet oboznaqenie L_2(Ω, μ). Differencial~nye operacii div, rot ponima¸tsØ v smysle teorii raspredeleniæ.

2.2. Graniqnye usloviØ vida (1.3) dlØ vektor-funkciæ udobno ponimat~ v sledu¸wem obobwennom smysle.

Opredelenie 2.1. Pust~ u ∈ L2(Ω, C^3 ). Togda

(ν). Esli div u ∈ L_2(Ω), to uslovie u_ν |_{∂Ω}= 0 oznaqaet, qto (u, ∇ω) = −(div u, ω), ∀ω ∈ H^1(Ω). (τ ). Esli rot u ∈ L_2(Ω), to uslovie u_τ |_{∂Ω} = 0 oznaqaet, qto

(u, rot z) = (rot u, z), ∀z ∈ L_2(Ω, C^3 ) : rot z ∈ L_2(Ω, C^3 ).

2.3. RazloßeniØ VeælØ. Vvedem v L2(Ω, C^3 ) podprostranstva

G(Ω) = {u = ∇φ; φ ∈ H^1_{loc}(Ω), ∇φ ∈ L_2(Ω, C^3 )},

G_0(Ω) = {u = ∇φ; φ ∈ H^1_0 (Ω)}

i opredelim podprostranstva J(τ, ε), J(ν, μ) posredstvom razloßeniæ G. VeælØ

L_2(Ω, ε) = G_0(Ω) ⊕_ε J(τ, ε), (2.2)

L_2(Ω, μ) = G(Ω) ⊕_μ J(ν, μ), (2.3)

ortogonal~nyh sootvetstvenno v L_2(Ω, ε) i v L_2(Ω, μ). ˚sno, qto togda

J(τ, ε) = {u ∈ L_2(Ω, C^3 ) : div(εu) = 0},

J(ν, μ) = {u ∈ L_2(Ω, C^3 ) : div(μu) = 0, (μu)_ν |_{∂Ω}= 0}.

2.4. Prostranstvo F (τ, ε) vvoditsØ sootnoxeniem

F (τ, ε) = {u ∈ L_2(Ω, C^3 ) : rot u ∈ L_2(Ω, C^3 ), div(εu) ∈ L_2(Ω), u_τ |_{∂Ω} = 0}

i ØvlØetsØ polnym gil~bertovym prostranstvom otnositel~no metriqeskoæ formy

‖u‖^2_{F (τ,ε)} = ‖ rot u‖^2 + ‖ div(εu)‖^2 + (εu, u). (2.4)

V F (τ, ε) soderßatsØ (zamknutye) podprostranstva

E(τ, ε) = F (τ, ε) ∩ G_0(Ω) = {u = ∇φ : φ ∈ H^1_0 (Ω), div(ε∇φ) ∈ L_2(Ω)}, (2.5) Φ(τ, ε) = F (τ, ε) ∩ J(τ, ε) = = {v ∈ L_2(Ω, C^3 ) : rot v ∈ L_2(Ω, C^3 ), div(εv) = 0, v_τ |_{∂Ω}= 0}.

(2.6)

Prostranstvo (2.5) sostoit iz gradientov rexeniæ uravneniØ

− div(ε∇φ) = f, φ ∈ H^1_0 (Ω), f ∈ L_2(Ω), (2.7)

ponimaemyh v slabom smysle. �lementarno proverØetsØ Predloßenie 2.2. Spravedlivo ortogonal~noe otnositel~no metriki (2.4) raz-

loßenie F (τ, ε) = E(τ, ε) ⊕_{F (τ,ε)} Φ(τ, ε). (2.8) Spravedlivo takße Predloßenie 2.3. Kompaktnost~ vloßeniØ v L2(Ω, C^3 ) prostranstv F (τ, ε) i

Φ(τ, ε) imeet mesto odnovremenno.

Dokazatel~stvo. V silu ograniqennosti mnoßestva Ω razrexa¸wiæ operator zadaqi Dirihle (2.7) kompakten kak operator iz L_2(Ω) v H^1_0 (Ω). �to oznaqaet, qto prostranstvo E(τ, ε) kompaktno vkladyvaetsØ v L_2(Ω, C^3 ). OstaetsØ soslat~- sØ na (2.8). •

V [10] soderßitsØ Predloßenie 2.4. Kompaktnost~ vloßeniØ F (τ, ε) v L2(Ω, C^3 ) imeet mesto od-

novremenno dlØ l¸byh matric ε, podqinennyh uslovi¸ vida (2.1). V qastnosti, moßno prinØt~ ε = 1I.

NarØdu s F (τ, ε), Φ(τ, ε) moßno vvesti prostranstva F (ν, μ), Φ(ν, μ). Imenno,

F (ν, μ) = {u ∈ L_2(Ω, C^3 ) : rot u ∈ L_2(Ω, C^3 ), div(μu) ∈ L_2(Ω), (μu)_ν |_{∂Ω}= 0},

‖u‖^2_{F (ν,μ)} = ‖ rot u‖^2 + ‖ div(μu)‖^2 + (μu, u), Φ(ν, μ) = F (ν, μ) ∩ J(ν, μ) = = {v ∈ L_2(Ω, C^3 ) : rot v ∈ L_2(Ω, C^3 ), div(μv) = 0, (μv)_ν |_{∂Ω}= 0}.

DlØ fftih prostranstv spravedlivy (sm. [10]) analogi predloßeniæ 2.2 i 2.4 (no ne 2.3). Vproqem, oni nam ne ponadobØtsØ.

2.5. Operatory Πε,^^Πε opredelim kak (ε)-ortogonal~nye proektory v razloßenii (2.2) na podprostranstva G_0(Ω), J(τ, ε) sootvetstvenno. V [3, 10] soderßitsØ sledu¸wee Predloßenie 2.5. Operator^^Π1I biektivno i nepreryvno otobraßaet J(τ, ε) na

J(τ, 1I) i Φ(τ, ε) na Φ(τ, 1I). Pri fftom obratnoe otobraßenie daetsØ operatorom Π̂_ε.

3. Operator Maksvella 3.1. Operatory, poroßdennye vyraßeniem rot. V L2(Ω, C^3 ) svØßem s differencial~nym vyraßeniem rot tri operatora R_0, R, R_∗ sootvetstvenno na (plotnyh) oblastØh opredeleniØ

Dom R_0 = C^∞_0 (Ω, C^3 ),

Dom R = {u ∈ L_2(Ω, C^3 ) : rot u ∈ L_2(Ω, C^3 ), u_τ |_{∂Ω}= 0},

Dom R_∗ = {u ∈ L_2(Ω, C^3 ) : rot u ∈ L_2(Ω, C^3 )}.

Togda R_0 ⊂ R ⊂ R_∗, operatory R i R_∗ zamknuty i vzaimno soprØßeny v

L_2(Ω, C^3 ):

R^∗ = R_∗, (R_∗)^∗ = R. (3.1)

Operator R est~ zamykanie operatora R_0. Takim obrazom, R – minimal~nyæ, a R_∗ – maksimal~nyæ operatory, poroßdennye v L_2(Ω, C^3 ) differencial~nym vyraßeniem rot.

3.2. Opredelenie operatora Maksvella. V ortogonal~noæ summe gil~bertovyh prostranstv

G_{ε,μ} := L_2(Ω, ε) ⊕ L_2(Ω, μ)

na oblasti opredeleniØ

Dom M_{ε,μ} := Dom R ⊕ Dom R^∗

rassmotrim “bloqnyæ” operator M_{ε,μ} := ( 0 iε^{−1}R^∗ −iμ^{−1}R 0 ) . (3.2)

V silu (3.1) operator M_{ε,μ} samosoprØßen v prostranstve G_{ε,μ}. Ortogonal~naØ summa G_0 ⊕ G oqevidno soderßitsØ v Ødre operatora (3.2): G_0 ⊕ G ⊂ ker M_{ε,μ}. Pofftomu, v sootvetstvii s (2.2), (2.3), ortogonal~naØ summa H_{ε,μ} := J(τ, ε) ⊕ J(ν, μ) (3.3) privodit operator M_{ε,μ}. Qast~ operatora M_{ε,μ} v H_{ε,μ} oboznaqim qerez M_{ε,μ}. Operator M_{ε,μ} po opredeleni¸ primem za operator Maksvella, otveqa¸wiæ rezonatoru Ω s ideal~no provodØweæ graniceæ, zapolnennomu sredoæ s harakteristikami ε i μ. Legko ponØt~, qto operator M_{ε,μ} imeet bloqnyæ vid otnositel~no ortogonal~noæ summy (3.3). Imenno, vvedem operatory R = R(ε, μ) i R_∗ = R_∗(ε, μ) sledu¸wimi sootnoxeniØmi: R : J(τ, ε) → J(ν, μ), R_∗ : J(ν, μ) → J(τ, ε), (3.4) Ru = −iμ^{−1} rot u, u ∈ Dom R = Φ(τ, ε), (3.5)

R_∗v = iε^{−1} rot v, v ∈ Dom R_∗ = Φ(ν, μ). (3.6)

Iz (3.1) sleduet, qto operatory R, R_∗ vzaimno soprØßeny:

R^∗ = R_∗, (R_∗)^∗ = R.

SamosoprØßennyæ v prostranstve H_{ε,μ} operator M = M_{ε,μ} zapisyvaetsØ bloqnoæ formuloæ M = M_{ε,μ} = ( 0 R(ε, μ)^∗ R(ε, μ) 0 ) . (3.7)

Otmetim, qto sootnoxeniØ (1.1) uqteny formulami (3.5)–(3.7). SootnoxeniØ (1.2) i vtoroe uslovie (1.3) avtomatiqeski uqteny v (3.4); pervoe uslovie (1.3) uqteno opredeleniem (2.6) prostranstva Φ(τ, ε).

3.3. O spektre operatora Maksvella. Pust~ σ – (tret~Ø) matrica Pauli σ = ( 1 0 0 −1 ) , σ = σ^∗ = σ^{−1}.

Tem ße simvolom oboznaqim unitarnyæ v H_{ε,μ} operator umnoßeniØ na matricu σ. Oqevidno, σ^∗Mσ = −M, t.e. operatory M i (−M) unitarno ffkvivalentny. V qastnosti, ots¸da sleduet, qto spektr operatora M simmetriqen otnositel~no toqki 0.

V sootvetstvii s (3.7) imeem:

M^2 = ( S 0 0 S_∗ ) , gde S = R^∗R : J(τ, ε) → J(τ, ε), S_∗ = RR^∗ : J(ν, μ) → J(ν, μ). Pri fftom

ker M = ker R ⊕ ker R^∗ = ker S ⊕ ker S_∗.

Qasti operatorov S i S_∗, deæstvu¸wie sootvetstvenno v J(τ, ε) ⊖_ε ker S i v

J(ν, μ)⊖_μ ker S_∗, unitarno ffkvivalentny. Ots¸da sleduet, qto spektral~nyæ ana-

liz operatora M svoditsØ k spektral~nomu analizu strogo poloßitel~noæ qasti operatora S (ili operatora S_∗) i ukazani¸ Ødra M.

V dal~neæxem budem ispol~zovat~ oboznaqenie

Z_ε := ker R(ε, μ).

˚sno, qto Z_ε ne zavisit ot μ. Dopolnim teper~ predloßenie 2.5. Predloßenie 3.1. Operator^^Π1I biektivno otobraßaet Zε na Z1I. Obratnoe

otobraßenie daetsØ operatorom Π̂_ε. V qastnosti, vypolneno ravenstvo

dim Z_ε = dim Z_{1I} =: l. (3.8)

Otmetim, qto spravedliv i analog (3.8) dlØ operatorov R(ε, μ)^∗. Imenno, veliqina

l_∗ := dim ker R(ε, μ)^∗

ne zavisit ot ε i μ.

Do sih por predpolagalos~, qto Ω – l¸boe ograniqennoe otkrytoe mnoßestvo. Seæqas my primem sledu¸wee

Uslovie 3.2. Vloßenie v L2(Ω, C^3 ) prostranstva Φ(τ, ε), snabßennogo metrikoæ

(2.4), kompaktno.

Zameqanie 3.3. Uslovie 3.2 ravnosil~no predpoloßeni¸ o kompaktnosti rezol~venty operatora S ili, qto to ße, diskretnosti spektra S. Drugie oqevidnye pereformulirovki fftogo usloviØ vyteka¸t iz predloßeniæ 2.3, 2.4. V qastnosti, uslovie 3.2 est~ uslovie tol~ko na Ω i ne zavisit ot ε. Zameqanie 3.4. V terminah operatora M uslovie 3.2 ravnosil~no tomu, qto poloßitel~nyæ (a togda i otricatel~nyæ) spektr M diskreten i otdelen ot nulØ. Toqka 0 takße moßet okazat~sØ (izolirovannym) sobstvennym znaqeniem (kratnosti dim ker M = l + l_∗). Pri fftom kratnost~ toqki 0 beskoneqna togda i tol~ko togda, kogda l_∗ = dim ker R^∗ = ∞.

Zameqanie 3.5. Spektr operatora M moßno bylo by izuqat~, rassmatrivaØ operator S_∗. Odnako rassmatrivat~ operator S tehniqeski udobnee, a poluqaemye na fftom puti rezul~taty bolee estestveny.

Oboznaqim qerez m_k (→ +∞) poloßitel~nye sobstvennye znaqeniØ operatora M, zanumerovannye v porØdke neubyvaniØ s uqetom kratnosteæ. Togda spektr M sovpadaet s posledovatel~nost~¸ ..., −m_2, −m_1, 0, m_1, m_2, ...; lix~ v sluqae ker M = {0} toqka 0 okazyvaetsØ regulØrnoæ.

Naxa cel~ sostoit v otyskanii glavnogo qlena asimptotiki qisel m_k pri

k → ∞. Pust~ σ_k, k ∈ N, – posledovatel~nye poloßitel~nye sobstvennye zna-

qeniØ operatora S. Togda, oqevidno,

σ_k = m^2_k, k ∈ N, (3.9)

i delo svoditsØ k nahoßdeni¸ asimptotiki dlØ posledovatel~nosti qisel σ_k pri k → ∞.

4. VariacionnaØ postanovka zadaqi 4.1. Variacionnoe otnoxenie. DlØ operatora R = R(ε, μ) rassmotrim otnoxenie kvadratiqnyh form (variacionnoe otnoxenie) ‖Ru‖^2_{L2(Ω,μ)} ‖u‖^2_{L2(Ω,ε)} = (μ^{−1} rot u, rot u) (εu, u) , u ∈ Φ(τ, ε) ⊖_ε Z_ε. (4.1)

Pri uslovii 3.2 spektr operatora S diskreten i ego poloßitel~nye sobstvennye znaqeniØ σ_k sovpada¸t s posledovatel~nymi minimumami otnoxeniØ (4.1). Pofftomu dostatoqno rassmotret~ spektr variacionnogo otnoxeniØ (4.1). Polezno, odnako, pereæti k rassmotreni¸ posledovatel~nyh maksimumov λ_k > 0 obratnogo otnoxeniØ (εu, u) (μ^{−1} rot u, rot u)

, u ∈ Φ(τ, ε), (εu, z_ε) = 0 ∀z_ε ∈ Z_ε; (4.2)

togda, oqevidno,

λ_k = σ^{−1}_k , k ∈ N. (4.3)

Vse ße i otnoxenie (4.2) ne vpolne udobno, poskol~ku uslovie u ∈ Φ(τ, ε) soderßit “svØz~” div(εu) = 0, zavisØwu¸ ot (negladkoæ) matricy ε. Pofftomu my podvergnem variacionnu¸ zadaqu (4.2) dal~neæxemu ffkvivalentnomu preobrazovani¸.

4.2. Preobrazovanie variacionnoæ zadaqi (4.2). Napomnim, qto qerez Πε oboznaqen operator proektirovaniØ L_2(Ω, ε) na G_0(Ω) v sootvetstvii s ortogonal~nym razloßeniem (2.2). Drugimi slovami, dlØ u ∈ L_2(Ω, C^3 ) vypolneno

Π_εu = ∇φ, gde φ ∈ H^1_0 (Ω, C ) opredeleno sootnoxeniem

(ε(u − ∇φ), ∇ζ) = 0, ∀ζ ∈ H^1_0 (Ω, C ). (4.4)

Na L_2(Ω, C^3 ) opredelim nepreryvnu¸ polutoralineænu¸ formu

K_ε[u_1, u_2] = (εu_1, u_2) − (εΠ_εu_1, Π_εu_2) = (ε(u_1 − Π_εu_1), u_2 − Π_εu_2) ,

u_1, u_2 ∈ L_2(Ω, C^3 ). (4.5)

Vtoroe vyraßenie dlØ K_ε poluqaetsØ iz pervogo na osnovanii (4.4). Ravenstvo (4.5) moßno zapisat~ takße v vide

K_ε[u_1, u_2] = ( εΠ̂_εu_1, Π̂_εu_2 ) , Π̂_ε = I − Π_ε. (4.6)

KvadratiqnaØ forma K_ε[u, u] neotricatel~na. ˚sno takße, qto

K_ε[u, v] = 0 pri u ∈ G_0(Ω), v ∈ L_2(Ω, C^3 ), (4.7)

K_ε[u_1, u_1] = K_ε[u_2, u_2] pri u_1 − u_2 ∈ G_0(Ω). (4.8)

Poloßim teper~ v (4.2) v = Π̂_{1I}u ∈ Φ(τ, 1I). Togda (sm. predloßenie 2.5) u = Π̂_εv i, v silu (4.6), K_ε[v, v] = ( εΠ̂_εv, Π̂_εv ) = (εu, u). Krome togo, u − v ∈ G_0(Ω), a potomu rot u = rot v. OstaetsØ peresqitat~ uslovie ortogonal~nosti v (4.2). Vospol~zovavxis~ predloßeniem 3.1, imeem:

0 = (εu, z_ε) = (εΠ̂_εv, z_ε) = (εv, Π̂_εz_ε) = (εv, z_{1I} ), ∀z_{1I} ∈ Z_{1I}.

V itoge ustanovleno Predloßenie 4.1. Spektr {λk} otnoxeniØ (4.2) sovpadaet so spektrom (posle-

dovatel~nymi maksimumami) otnoxeniØ K_ε[v, v] (μ^{−1} rot v, rot v)

, v ∈ Φ(τ, 1I), (εv, z_{1I} ) = 0 ∀z_{1I} ∈ Z_{1I}. (4.9)

4.3. Dal~neæxee preobrazovanie variacionnoæ zadaqi soderßitsØ v sledu¸- wem utverßdenii.

Predloßenie 4.2. Spektr {λk} otnoxeniØ (4.9) sovpadaet s poloßitel~nym

spektrom otnoxeniØ K_ε[w, w] (μ^{−1} rot w, rot w) + ‖ div w‖^2

, w ∈ F (τ, 1I), (4.10) pri usloviØh ortogonal~nosti (εΠ̂_{1I}w, z_{1I}) = 0 ∀z_{1I} ∈ Z_{1I}. (4.11)

Dokazatel~stvo. Poloßim

v = Π̂_{1I}w ∈ Φ(τ, 1I), ∇φ = Π_{1I}w ∈ E(τ, 1I) ⊂ G_0(Ω).

Togda w = v + ∇φ, i v silu (2.8), (4.8), otnoxenie (4.10) prinimaet vid K_ε[v, v] (μ^{−1} rot v, rot v) + ‖Δφ‖^2

, (4.12)

priqem v i ∇φ ne zavisØt drug ot druga. Uslovie (4.11) sovpadaet s usloviem ortogonal~nosti v (4.9). Takim obrazom, posledovatel~nye (nenulevye) maksimumy v (4.12) dostiga¸tsØ pri φ = 0, qto privodit k (4.9). •

Iz dokazatel~stva Øsno, qto pered slagaemym ‖ div w‖^2 v znamenatele (4.10) moßno postavit~ l¸boæ mnoßitel~ α > 0; spektr pri fftom ne izmenitsØ.

5. Formulirovki rezul~tatov 5.1. Ußestoqenie usloviØ na Ω. V dal~neæxem stanem predpolagat~, qto ograniqennoe otkrytoe mnoßestvo Ω udovletvorØet bolee sil~nomu uslovi¸, neßeli uslovie 3.2.

Uslovie 5.1. Suwestvu¸t lineænye nepreryvnye operatory

X : F (τ, 1I) → H^1_0 (Ω, C^3 ), Y : F (τ, 1I) → E(τ, 1I), takie qto X + Y = I.

PoØsnim, qto nepreryvnost~ X i Y oznaqaet sledu¸wee. Pust~ w ∈ F (τ, 1I), v = Xw, ∇φ = w − v = Y w. Togda spravedliva ocenka

‖v‖^2_H1 + ‖∇φ‖^2 + ‖Δφ‖^2 6 C‖w‖^2_{F (τ,1I)}. (5.1)

Legko ponØt~, qto ecli uslovie 5.1 vypolneno, to operatory X i Y ne opredelØ¸tsØ odnoznaqno.

Tak kak H^1_0 (Ω, C^3 ) i E(τ, 1I) kompaktno vkladyva¸tsØ v L_2(Ω, C^3 ), to pri uslovii

5.1 uslovie 3.2 takße vypolneno. Obratnoe, voobwe govorØ, neverno. V svØzi s

usloviem 5.1 otmetim ewe, qto

ker X ⊂ E(τ, 1I) ⊂ G_0(Ω). (5.2)

Dalee, pust~ vypolneno Uslovie 5.2. Suwestvu¸t lineænye nepreryvnye operatory X0 : Φ(τ, 1I) →

H^1_0 (Ω, C^3 ), Y_0 : Φ(τ, 1I) → E(τ, 1I), takie qto X_0u_0 + Y_0u_0 = u_0 pri u_0 ∈ Φ(τ, 1I).

Predloßenie 5.3. UsloviØ 5.1 i 5.2 ravnosil~ny.

Dokazatel~stvo. Pust~ vypolneno uslovie 5.2. Togda v silu (2.8) i uslovie 5.1 vypolneno pri X = X_0Π̂_{1I}, Y = Π_{1I} + Y_0Π̂_{1I}. •

5.2. Dostatoqnye usloviØ spravedlivosti usloviØ 5.1.

Teorema 5.4. DlØ ograniqennoæ oblasti s lipxicevoæ graniceæ uslovie 5.1 vy-

polneno.

Vse neobhodimoe dlØ dokazatel~stva fftogo utverßdeniØ faktiqeski soderßitsØ v [7] (sm. tam dokazatel~stvo teoremy 4.1). Odnako v [7] formal~no proverØlos~ bolee slaboe svoæstvo lipxicevyh oblasteæ, neßeli uslovie 5.1. DlØ zamknutosti izloßeniØ my privedem v §7 dokazatel~stvo teoremy 5.4. Ono zaimstvovano iz [12] i tehniqeski neskol~ko otliqaetsØ ot rassußdeniØ iz [7].

Drugoæ klass oblasteæ, udovletvorØ¸wih uslovi¸ 5.1, predstavlØ¸t soboæ “oblasti s ffkranami”, o kotoryh idet req~ v [11]. DlØ takih oblasteæ takße ustanovlena spravedlivost~ usloviØ 5.1 (v [11] – v oslablennoæ forme, a v [12] – v polnom ob¨eme).

5.3. Osnovnoæ rezul~tat ob asimptotike spektra operatora Maksvella predstavlØet soboæ Teorema 5.5. Pust~ Ω ⊂ R^3 – ograniqennoe otkrytoe mnoßestvo, udovletvorØ-

¸wee uslovi¸ 5.1, i pust~ ε i μ – izmerimye matricy-funkcii, udovletvorØ¸wie (2.1). Togda dlØ poloßitel~nyh sobstvennyh znaqeniæ m_k operatora Maksvella M_{ε,μ}, opredelennogo v (3.7), spravedliva asimptotika

lim_{k→∞} k^{−1/3}m_k = Γ^{−1/3}, (5.3)

gde kofffficient Γ = Γ(ε, μ, Ω) opredelen v (1.7).

˚sno, qto teorema 1.1 poluqaetsØ prostym sopostavleniem teorem 5.4 i 5.5. Vvedem v rassmotrenie funkci¸ raspredeleniØ n( . ,(4.10)) posledovatel~nyh maksimumov otnoxeniØ (4.10): n(λ, (4.10)) = card{n ∈ N : λ_n > λ}, λ > 0. V sootvetstvii so skazannym v §4 (sm. (3.9), (4.3) i predloßeniØ 4.1, 4.2) asimptotika (5.3) ravnosil~na asimptotike

lim_{λ→0} λ^{3/2}n(λ, (4.10)) = Γ(ε, μ, Ω). (5.4)

Rassmotrim teper~ narØdu s otnoxeniem (4.10) otnoxenie K_ε[w, w] (μ^{−1} rot w, rot w) + ‖ div w‖^2 + ‖w‖^2

, w ∈ F (τ, 1I), (5.5)

i sootvetstvu¸wu¸ funkci¸ raspredeleniØ n(λ,(5.5)) ego posledovatel~nyh maksimumov. Spravedlivo Predloßenie 5.6. Asimptotika (5.4) (a togda i (5.3)) ravnosil~na asimptoti- ke lim_{λ→0} λ^{3/2}n(λ, (5.5)) = Γ(ε, μ, Ω). (5.6)

Dokaztel~stvo. KvadratiqnaØ forma ‖w‖^2 kompaktna otnositel~no formy, stoØweæ v znamenatele otnoxeniØ (4.10). Pofftomu (sm. [6, lemma 1.16]) ee moßno dobavit~ v znamenatel~ otnoxeniØ (4.10), ne izmenØØ stepennoæ asimptotiki spektra (sam spektr pri fftom izmenitsØ). Posle fftogo moßno ustranit~ usloviØ ortogonal~nosti (4.11) (ih koneqnoe qislo), qto takße ne izmenit stepennoæ asimptotiki spektra. •

6. Svedenie teoremy 5.5 k rezul~tatam raboty [2] 6.1. Variacionnye zadaqi so svØzØmi. My vyvedem teoremu 5.5 iz obwih rezul~tatov stat~i [2] o spektre zadaq s razreximymi svØzØmi.

Pust~ Ω ⊂ R^3 proizvol~noe ograniqennoe otkrytoe mnoßestvo. V kaqestve osnovnoæ metriqeskoæ formy na klasse H^1_0 (Ω, C ) niße prinimaetsØ forma ∫ Ω |∇φ|^2dx, φ ∈ H^1_0 (Ω, C ), (6.1)

a na klasse H^1_0 (Ω, C^3 ) – forma ∫ Ω |∇w|^2dx = ∫ Ω ( | rot w|^2 + | div w|^2 ) dx, w ∈ H^1_0 (Ω, C^3 ). (6.2)

Pust~ teper~ b, f – dve izmerimye (3 × 3)-matricy-funkcii, priqem

0 < b_0 1I 6 b(x) 6 b_1 1I , x ∈ Ω, (6.3)

f ∈ L_3(Ω).

Otmetim, qto matricy b, f mogut ne byt~ vewestvennymi. Poloßim B[φ, φ] = ∫ Ω ⟨b∇φ, ∇φ⟩dx, φ ∈ H^1_0 (Ω, C ). (6.4) Vsledstvie (6.3) forma B ffkvivalentna forme (6.1).

DlØ w ∈ H^1_0 (Ω, C^3 ) opredelim funkci¸ φ ∈ H^1_0 (Ω, C ) iz uravneniØ div(b∇φ − fw) = 0, ponimaemogo v tom smysle, qto

(b∇φ − fw, ∇ζ) = 0 ∀ζ ∈ H^1_0 (Ω, C ). (6.5)

V silu nepreryvnosti vloßeniØ H^1_0 (Ω) ⊂ L_6(Ω), uravnenie (6.5) imeet edinstvennoe rexenie φ ∈ H^1_0 (Ω, C ). Pri fftom lineænyæ operator Ψ : w → φ, nepreryven:

Ψ : H^1_0 (Ω, C^3 ) → H^1_0 (Ω, C ).

Vvedem formu K_{b,f} , K_{b,f} [w, w] = (b^{−1}fw, fw) − B[Ψw, Ψw] = ( b^{−1}(fw − b∇(Ψw)), fw − b∇(Ψw) ) , w ∈ H^1_0 (Ω, C^3 ).

(6.6)

˚sno, qto neotricatel~naØ forma K_{b,f} nepreryvna na klasse H^1_0 (Ω, C^3 ). Bolee togo, netrudno videt~, qto ffta forma kompaktna. Vvedem takße formu

A_α[w, w] = (μ^{−1} rot w, rot w) + α‖ div w‖^2, w ∈ H^1_0 (Ω, C^3 ), α > 0.

V silu (2.1) ffta forma metriqeski ffkvivalentna forme (6.2).

Rassmotrim teper~ variacionnoe otnoxenie K_{b,f} [w, w] A_α[w, w] , w ∈ H^1_0 (Ω, C^3 ), α > 0. (6.7)

Qislitel~ fftogo otnoxeniØ soderßit nelokal~nyæ operator Ψ : w → φ. Otnositel~no pary w, φ otnoxenie (6.7) imeet lokal~nyæ harakter, no na argumenty

w, φ naloßena svØz~ (6.5). Asimptotika spektra xirokogo klassa variacionnyh

zadaq so svØzØmi rassmatrivalas~ v [2].

Iz obwih rezul~tatov raboty [2] moßno, v qastnosti, izvleq~ sledu¸wiæ rezul~tat.

Teorema 6.1. Pust~ Ω ⊂ R^3 – ograniqennoe otkrytoe mnoßestvo. DlØ spektra

otnoxeniØ (6.7) pri l¸bom α > 0 spravedliva asimptotika n(λ, (6.7), α) ∼ (2π)^{−3} ∫ Ω ∫ R 3 n(λ; x, ξ, α)dxdξ, λ → 0. (6.8) Zdes~ n(λ; x, ξ, α) – sqita¸waØ funkciØ λ-spektra koneqnomernoæ zadaqi f(x)^∗ b(x)^{−1} f(x)h − ⟨b(x)ξ, ξ⟩^{−1} ⟨h, f(x)^∗ ξ⟩f(x)^∗ ξ = λ ( r(ξ)μ(x)^{−1} r(ξ)h + α⟨h, ξ⟩ξ ) , 0 ≠ h ∈ C^3 ;

(6.9)

matrica r(ξ) opredelena v (1.5), x ∈ Ω, ξ ∈ R^3 \ {0}.

subheading6.2 Sledstviem teoremy 6.1 ØvlØetsØ sledu¸waØ Teorema 6.2. Pust~ Ω ⊂ R^3 – ograniqennoe otkrytoe mnoßestvo. DlØ funkcii

raspredeleniØ spektra variacionnogo otnoxeniØ K_ε[w, w] (μ^{−1} rot w, rot w) + α(‖ div w‖^2 + ‖w‖^2)

, w ∈ H^1_0 (Ω, C^3 ), α > 0, (6.10)

pri l¸bom α > 0 spravedliva asimptotika

lim_{λ→0} λ^{3/2}n(λ, (6.10), α) = Γ(ε, μ, Ω). (6.11)

Dokazatel~stvo. Neposredstvenno vidno, qto pri b = f = ε forma Kb,f perehodit v formu K_ε, opredelennu¸ v (4.5), (4.6). Znamenatel~ otnoxeniØ (6.10) otliqaetsØ ot znamenatelØ otnoxeniØ (6.7) lixnim slagaemym α‖w‖^2. Ono ØvlØetsØ kompaktnoæ v H^1_0 (Ω, C^3 ) formoæ, a potomu moßet byt~ ustraneno v (6.10) bez naruxeniØ asimptotiki.

OstaetsØ proverit~, qto asimptotika (6.11) perehodit v (6.8). Deæstvitel~- no, uravnenie (6.9) pri b = f = ε perehodit v sootnoxenie εh − ⟨εξ, ξ⟩^{−1}⟨εh, ξ⟩εξ = λ ( r(ξ)μ^{−1} r(ξ)h + α⟨h, ξ⟩ξ ) , 0 ≠ h ∈ C^3 , ξ ∈ R^3 \ {0}. (6.12)

Vektor h = ξ ØvlØetsØ, oqevidno, sobstvennym pri λ = 0. Ostal~nye dva sobstvennye vektora dolßny byt~ ortogonal~ny k vektoru ξ v metrike, zadavaemoæ matriceæ r(ξ)μ^{−1} r(ξ) + α⟨ . , ξ⟩ξ. ˚sno, qto ffto uslovie ortogonal~nosti svoditsØ k ravenstvu ⟨h, ξ⟩ = 0. V rezul~tate (6.12) prinimaet vid εh − ⟨εξ, ξ⟩^{−1} ⟨εh, ξ⟩εξ = λr(ξ)μ^{−1} r(ξ)h, ⟨h, ξ⟩ = 0, (6/13)

priqem zavisimosti ot α uße net. Posle podstanovki h_∗ = h − ⟨εξ, ξ⟩^{−1} ⟨εh, ξ⟩ξ, zadaqa (6.13) perehodit v zadaqu εh_∗ = λr(ξ)μ^{−1} r(ξ)h_∗ , ⟨εh_∗, ξ⟩ = 0. (6.14) Poskol~ku zavedomo λ > 0, uravnenie (6.14) sovpadaet pri λ = Λ^{−1} s zadaqeæ (1.6) na poloßitel~nye sobstvennye znaqeniØ Λ.

Dalee, ffti sobstvennye znaqeniØ Λ_j (x, ξ), j = 1, 2, poloßitel~no odnorodny vtorogo porØdka po ξ. Sledovatel~no, ∫ R3 n(λ; x, ξ, α)dξ = 1 3λ^{3/2} ∫ |θ|=1 ( Λ_1(θ)^{−3/2} + Λ_2(θ)^{−3/2} ) dS(θ). S uqetom skazannogo asimptotika (6.8) pri b = f = ε perehodit v asimptotiku (6.11). • 6.3. Vyvod teoremy 5.5 iz teoremy 6.2. OtnoxeniØ (5.5) i (6.10) opredeleny na raznyh prostranstvah funkciæ. �to otliqie suwestvenno. Vaßno takße, qto na klasse H^1_0 forma v znamenatele otnoxeniØ (6.10) ffkvivalentna H^1-metrike. Na klasse F (τ, 1I) ffto, voobwe govorØ, ne tak. Naprimer, esli Ω – nevypuklyæ mnogogrannik, to F (τ, 1I) soderßit lineænoe beskoneqnomernoe podmnoßestvo vektor-funkciæ, ne prinadleßawih klassu H^1(Ω, C^3 ). Tem ne menee, uslovie 5.1 pozvolØet vyvesti teoremu 5.5 iz teoremy 6.2.

My uße videli (predloßenie 5.6), qto trebuemaØ asimptotika (5.3) ravnosil~na asimptotike (5.6) dlØ spektra otnoxeniØ (5.5).

Poskol~ku H^1_0 (Ω, C^3 ) ⊂ F (τ, 1I), iz (6.11) pri α = 1 srazu sleduet, qto

lim inf λ→0 λ^{3/2}n(λ, (5.5)) ¿ Γ(ε, μ, Ω). (6.15)

OpiraØs~ na uslovie 5.1, udaetsØ ustanovit~ protivopoloßnoe neravenstvo dlØ verhnego predela. Vospol~zuemsØ lemmoæ Glazmana primenitel~no k funkciØm raspredeleniØ spektra n(λ, (5.5)), n(λ, (6.10), α). Imeem:

n(λ, (5.5)) = max dim L, L ⊂ F (τ, 1I),

gde maksimum beretsØ po vsem podprostranstvam L, dlØ kotoryh K_ε[w, w] > λ ( (μ^{−1} rot w, rot w) + ‖ div w‖^2 + ‖w‖^2 ) , w ∈ L \ {0}. (6.16) V svo¸ oqered~,

n(λ, (6.10), α) = max dim L_0, L_0 ⊂ H^1_0 (Ω, C^3 ), (6.17)

gde maksimum beretsØ po vsem podprostranstvam L_0, dlØ kotoryh vypolneno K_ε[v, v] > λ ( (μ^{−1} rot v, rot v) + α ( ‖ div v‖^2 + ‖v‖^2 )) , v ∈ L_0 \ {0}. (6.18)

Fiksiruem λ > 0. Pust~ L ⊂ F (τ, 1I) – podprostranstvo, dlØ kotorogo vypolneno (6.16) i takoe, qto n(λ, (5.5)) = dim L. Rassmotrim podprostranstvo

L_0 = XL ⊂ H^1_0 (Ω, C^3 ), gde X – operator iz usloviØ 5.1. V silu (5.2) i (4.7) dim L_0 = dim L. Pust~ v = Xw (≠ 0). Togda rot v = rot w i, v silu (4.8), K_ε[v, v] = K_ε[w, w]. Dalee, s uqetom (5.1), imeem:

(μ^{−1} rot v, rot v) + α ( ‖ div v‖^2 + ‖v‖^2 ) 6(μ^{−1} rot w, rot w) + Cα^(‖ rot w‖^2 + ‖ div w‖^2 + ‖w‖^{2)} 6(1 + Cαμ1)(μ^{−1} rot w, rot w) + Cα^(‖ div w‖^2 + ‖w‖^{2)} 6C(α)^((μ^{−1} rot w, rot w) + ‖ div w‖^2 + ‖w‖^{2)} ,

C(α) := 1 + Cα(1 + μ_1),

i s uqetom (6.16)

(μ^{−1} rot v, rot v) + α ( ‖ div v‖^2 + ‖v‖^2 ) 6 λ^{−1}C(α)Kε[w, w] = λ^{−1}C(α)Kε[v, v], 0 ≠ v ∈ L_0 ⊂ H^1_0 (Ω, C^3 ).

V silu (6.17), (6.18) ffto oznaqaet, qto

n(λ, (5.5)) = dim L = dim L_0 6 n(λ(C(α))^{−1}, (6.10), α).

Teper~ iz (6.11) sleduet, qto

lim sup λ→0 λ^{3/2}n(λ, (5.5)) 6 (C(α))^{3/2} lim_{λ→0} λ^{3/2}n(λ, (6.10), α) = (C(α))^{3/2}Γ(ε, μ, Ω).

V fftom sootnoxenii pereædem k predelu pri α → 0. Togda poluqim neravenstvo

lim sup λ→0 λ^{3/2}n(λ, (5.5)) 6 Γ(ε, μ, Ω), kotoroe vmeste s (6.15) privodit k (5.6). • 6.4. Kommentarii. Dokazatel~stva rezul~tatov soobweniØ [2] ne publikovalis~, no oni podrobno izloßeny v dissertacii [1]. Polnoe dokazatel~stvo teoremy 6.1, osnovannoe na materiale iz [1], budet opublikovano v drugom meste (sm. [4]).

Otmetim takße, qto my ispol~zovali tol~ko teoremu 6.2, faktiqeski ØvlØ- ¸wu¸sØ qastnym sluqaem teoremy 6.1 (b = f = ε). Formulirovka bolee obweæ teoremy 6.1 suwestvenna: blagodarØ nezavisimosti kofffficientov b i f, dokazatel~stvo teoremy 6.1 okazyvaetsØ prowe, qem prØmoe dokazatel~stvo teoremy 6.2.

7. Dokazatel~stvo teoremy 5.4

Nam ostalos~ privesti dokazatel~stvo teoremy 5.4.

7.1. OboznaqeniØ. Pust~ Ω ⊂ R^3 – ograniqennoe otkrytoe mnoßestvo, B – nekotoryæ fiksirovannyæ xar, B ⊃ Ω i A := B \ Ω. V fftom paragrafe v oboznaqenie funkcional~nyh klassov budem vkl¸qat~ sootvetstvu¸wee mnoßestvo. Pust~ f ∈ J(ν, 1I, Ω). ProdolßaØ f nulem na B \ Ω, poluqim fflement prostranstva J(ν, 1I, B), dlØ kotorogo sohranim oboznaqenie f. Poloßim w(x) = 1 4π rot ∫ f(y) dy |x − y| , x ∈ B.

Togda

w ∈ H^1(B, C^3 ), ‖w‖_H1_{(B,C}3_) 6 C_1‖f‖_{L2 (Ω,C}3_), (7.1)

rot w(x) = f(x), x ∈ B. (7.2)

Predpoloßim teper~, qto Ω – ograniqennaØ oblast~ s lipxicevoæ graniceæ, gomeomorfnaØ xaru. Togda oblast~ A odnosvØzna. V silu (7.2) rot w(x) = 0, x ∈ A. Pofftomu w = ∇θ v A, ∫ A θdx = 0, priqem v silu (7.1), θ ∈ H^2(A, C ) i

‖θ‖_H2_{(αA,C )} 6 C_2‖f‖_{L2(Ω,C} 3_). (7.3)

Tak kak granica ∂A – lipxiceva, to suwestvuet lineænyæ nepreryvnyæ operator prodolßeniØ Ξ : H^2(A, C ) → H^2(B, C ). Poloßim θ_∗ = Ξθ. V sootvetstvii s (7.3)

‖θ_∗‖_H2_{(B,C )} 6 C_3‖f‖_{L2(Ω,C}3_). (7.4)

7.2. Dve lemmy. V fftom punkte po-preßnemu sqitaem, qto Ω – oblast~ s lip-

xicevoæ graniceæ, gomeomorfnaØ xaru.

Lemma 7.1. Suwestvuet lineænyæ nepreryvnyæ operator W : J(ν, 1I, Ω) →

H^1_0 (Ω, C^3 ), takoæ qto rot(Wf) = f, f ∈ J(ν, 1I, Ω). (7.5)

Dokazatel~stvo. Pust~ f, w i θ∗ – te ße, qto i v p. 7.1. FunkciØ w − ∇θ∗ ∈

H^1(B, C^3 ), a potomu imeet sled na granice ∂Ω v smysle teorem vloßeniØ. Po-

skol~ku w − ∇θ_∗ = 0 v A, fftot sled raven nul¸. Poloßim Wf = (w − ∇θ_∗) |_Ω; togda Wf ∈ H^1_0 (Ω, C^3 ) i rot(Wf) = rot w = f. Lineænost~ W oqevidna. Krome togo, v silu (7.1), (7.4) est~ ocenka

‖Wf‖_H1_{(Ω,C}3_) 6 C_4‖f‖_{L2(Ω,C}3_), C_4 = C_1 + C_3. (7.6) • Pust~ teper~ R – vvedennyæ v p.3.1 minimal~nyæ operator, svØzannyæ s differencial~nym vyraßeniem rot.

Lemma 7.2. Suwestvu¸t lineænye nepreryvnye operatory X : Dom R →

H^1_0 (Ω, C^3 ) i Y : Dom R → ∇H^1_0 (Ω, C ), takie qto X + Y = I.

Dokazatel~stvo. DlØ u ∈ Dom R poloßim rot u = f ∈ J(ν, 1I, Ω) i

v = X u = Wf ∈ H^1_0 (Ω, C^3 ).

Pri fftom, soglasno (7.6),

‖v‖_H1_{(Ω,C}3_) 6 C_4‖ rot u‖_{L2(Ω,C}3_), (7.7)

t.e. operator X nepreryven. Dalee, prodolßim funkcii u i v nulem v A. V silu (7.5), rot(u − v) = 0 v B. Pofftomu dlØ nekotoroæ funkcii ψ ∈ H^1(B, C ) budet u − v = ∇ψ. Tak kak (∇ψ) |_A= 0 i A – svØzno, to moßno sqitat~ ψ |_A= 0. Takim obrazom, ψ |_Ω∈ H^1_0 (Ω) i ostaetsØ prinØt~ Yu = ∇ψ |_Ω. •

7.3. Spravedlivost~ lemmy 7.2 bez usloviØ gomeomorfnosti Ω xaru. Poskol~ku granica oblasti Ω – lipxiceva, to naædetsØ koneqnyæ nabor funkciæ

{ξ_j }, j = 1, ..., k, takih qto

ξ_j ∈ C^1(Ω); k∑ j=1 ξ_j (x) = 1, x ∈ Ω; ξ_j (x) = 0, x ∉ Ω_j ;

pri fftom oblasti Ω_j ⊂ Ω gomeomorfny xaru i ime¸t lipxicevu granicu. Pust~

R_j , X_j , Y_j – operatory vida R, X , Y sootvetstvenno, postroennye dlØ oblasti Ω_j . DlØ u ∈ Dom R zapixem ravenstvo u = ∑ j û_j , gde û_j = ξ_j u. Togda u_j = û_j |_{Ωj} ∈ Dom R_j . Otmetim, qto

‖ rot u_j ‖_{L2(Ωj ,C}3_) 6 c_j ( ‖ rot u‖_{L2(Ω,C}3_) + ‖u‖_{L2(Ω,C}3_) ) . (7.8)

Primenitel~no k oblasti Ω_j lemma 7.2 daet

u_j = X_ju_j + Y_j u_j = v_j + ∇ψ_j , v_j ∈ H^1_0 (Ω_j , C^3 ), ψ_j ∈ H^1_0 (Ω_j , C ).

Budem sqitat~ funkcii v_j , ψ_j rasprostranennymi nulem do funkciæ klassa H^1_0 (Ω). Togda u = v + ∇ψ, gde v = ∑ j v_j , ψ = ∑ j ψ_j . Moßno poloßit~ X u = v ∈ H^1_0 (Ω, C^3 ) i Yu = ∇ψ, ψ ∈ H^1_0 (Ω, C ). Nepreryvnost~ X sleduet (sm.

(7.7), (7.8)) iz ocenki

‖v‖_H1_{(Ω,C}3_) 6 ∑ j ‖v_j ‖_H1_{(Ωj ,C}3_) 6 ( max_j ‖X_j ‖ ) ∑ j ‖ rot u_j‖_{L2(Ωj ,C}3_)

6 C5^(‖ rot u‖L_2(Ω,C3 ) + ‖u‖L_2(Ω,C3 )^) , C5 =^(max_j ‖Xj ‖^{) ∑}_j cj.

(7.9)

Lemma 7.2 dokazana v polnom ob¨eme. •

7.4. Dokazatel~stvo teoremy 5.4. Pust~ u ∈ Φ(τ, 1I, Ω) (fftogo dostatoqno v silu predloßeniØ 5.3). Ispol~zuem lemmu 7.2:

u = v + ∇ψ, X u = v ∈ H^1_0 (Ω, C^3 ), Yu = ∇ψ, ψ ∈ H^1_0 (Ω, C ).

Poskol~ku div u = 0, to Δψ = − div v i, v silu 7.9,

‖Δψ‖_{L2(Ω,C )} 6 ‖v‖_H1_{(Ω,C}3_) 6 C_6‖u‖_{F (τ,1I)}. (7.10)

Takim obrazom, ∇ψ ∈ E(τ, 1I). Poloßim

X_0 = X |_{Φ(τ,1I)}, Y_0 = Y |_{Φ(τ,1I)} .

Togda u = v + ∇ψ = X_0u + Y_0u. Nepreryvnost~ X_0 i Y_0 sleduet iz (7.10). •

8. Nekotorye nerexennye zadaqi

My pereqislim zdes~ nekotorye problemy, estestvenno voznika¸wie v svØzi s nastoØweæ rabotoæ. Niße Ω ⊂ R^3 otkrytoe ograniqennoe mnoßestvo; matricyfunkcii ε, μ udovletvorØ¸t uslovi¸ (2.1).

8.1. Naæti neobhodimoe i dostatoqnoe uslovie (kriteriæ) otdelennosti ot nulØ i diskretnosti poloßitel~nogo spektra operatora Maksvella M_{ε,μ}. �tot vopros ffkvivalenten vypolnimosti usloviØ 3.2. Ego dostatoqno rexit~ (sm. zameqanie 3.3) dlØ sluqaØ ε = μ = 1I. Otvet dolßen byt~ sformulirovan v terminah geometrii oblasti Ω.

8.2. Pust~ uslovie 3.2 vypolneno. Ukazat~ kriteriæ spravedlivosti veælevskoæ asimptotiki (5.3) dlØ spektra operatora Maksvella. Avtory oßida¸t, qto takoæ kriteriæ ne dolßen zaviset~ ot ε i μ i moßet byt~ vyraßen v terminah geometrii oblasti Ω.

8.3. Naæti “Øvno geometriqesku¸” pereformulirovku usloviØ 5.1. 8.4. Pri uslovii 5.1 i pri ε = μ = 1I naæti toqnu¸ po porØdku ocenku ostatka v asimptotiqeskoæ formule (5.4). Rexit~ ukazannyæ vopros hotØ by dlØ sluqaØ, kogda granica ∂Ω – lipxiceva. Tot ße vopros pri proizvol~nyh ε, μ.

Literatura

1. A. B. Alekseev, Spektral~naØ asimptotika fflliptiqeskih kraevyh zadaq s razreximymi svØzØmi. — KandidatskaØ dissertaciØ, LGU (1977).

2. A. B. Alekseev, M. X. Birman, Asimptotika spektra fflliptiqeskih graniqnyh zadaq s razreximymi svØzØmi. — Dokl. AN SSSR, 230 (1976), No. 3, 505–507.

3. A. B. Alekseev, M. X. Birman, VariacionnaØ postanovka zadaqi o kolebaniØh rezonatora, zapolnennogo anizotropnoæ sloistoæ sredoæ. — Vestnik LGU (1977), vyp.7, 9–15.

4. A. B. Alekseev, M. X. Birman, N. D. Filonov, Asimptotika spektra odnoæ variacionnoæ zadaqi s razreximoæ svØz~¸, (gotovitsØ k peqati).

5. M. X. Birman, Tri zadaqi teorii sploxnyh sred v mnogogrannikah. — Zap. nauqn. semin.

LOMI 200 (1992), 27–37.

6. M. X. Birman, M. Z. SolomØk, Koliqestvennyæ analiz v teoremah vloßeniØ Soboleva i priloßeniØ k spektral~noæ teorii. — Trudy DesØtoæ matematiqeskoæ xkoly, In-t Matematiki AN UkrSSR, Kiev (1974), 5–189.

7. M. X. Birman, M. Z. SolomØk, Operator Maksvella v oblastØh s negladkoæ graniceæ. — Sib. mat. ßurnal 28 (1987), No. 1, 23–36.

8. M. X. Birman, M. Z. SolomØk, L_2-teoriØ operatora Maksvella v proizvol~nyh oblastØh.

— Uspehi mat. nauk 42 (1987), vyp. 6, 61–76.

9. M. X. Birman, M. Z. SolomØk, VeælevskaØ asimptotika spektra operatora Maksvella dlØ oblasteæ s lipxicevoæ graniceæ. — Vestnik LGU 3 (1987), ser. 1, 23–28.

10. M. X. Birman, M. Z. SolomØk, SamosoprØßennyæ operator Maksvella v proizvol~nyh oblastØh. — Algebra i Analiz 1 (1989), vyp. 1, 96–110.

11. M. X. Birman, M. Z. SolomØk, Glavnye osobennosti fflektriqeskoæ sostavlØ¸weæ fflektromagnitnogo polØ v oblastØh s ffkranami. — Algebra i Analiz 5 (1993), vyp. 1, 143–159.

12. N. D. Filonov, Operator Maksvella v oblastØh s negladkimi granicami. — KandidatskaØ dissertaciØ, SPbGU (1999).

13. H. Weyl, Uber das Spectrum der Hohlraumstrahlung. — J. Reine Angew. Math. 141 (1912), 163–181.