POMI PREPRINT — 06/2006

URAVNENI˚ XLEZINGERA I

URAVNENI˚ GARN^E–PENLEVE 6, GEOMETRI˚ PEREHODA

M. V. Babiq

Sankt-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

ABSTRACT

Pri postanovke zadaqi izomonodromnoæ deformacii lineænogo uravneniØ dΨ/dλ = n∑ k=0 A^{(k)} λ − λ_k Ψ, A^{(k)} ∈ sl(2, C), Ψ ∈ SL(2, C) obyqno ispol~zuetsØ normirovka A^{(0)}_{ij} = const ∀i, j, λ_0 = ∞ – vse tri “normirovoqnyh” matriqnyh fflementa kakoæ-nibud~ odnoæ iz matric poloßeny konstantami.

PredlagaetsØ drugaØ normirovka – tri “normirovoqnyh” matriqnyh fflementa “raspredeleny” po trem raznym matricam A^{(k)}.

TakaØ normirovka imeet krasivu¸ geometriqesku¸ interpretaci¸ i privodit k estestvennomu perehodu meßdu sistemoæ Xlezingera i sistemoæ Garn~e.

Detal~no rassmotren Penleve 6 – sluqaæ (n = 3). Postroeny poverhnost~ Okamoto i OpredelØ¸wee mnogoobrazie.

0. Vvedenie

UravneniØ klassa Penleve pretendu¸t na rol~ nelineænyh special~nyh funkciæ, smotri [GtoP, Ok, Its, Slav].

Osoboe mesto v spiske fftih uravneniæ zanimaet uravnenie Penleve 6 (PVI) – naibolee obwee (naimenee “vyroßdennoe”) iz vseh; i v fftom smysle – naibolee fundamental~noe.

Uravnenie PVI vyvoditsØ, to est~ svØzyvaetsØ s ostal~nym mirom matematiki (voobwe) i differencial~nyh uravneniæ (v qastnosti) dvumØ sposobami – vo-pervyh kak uravnenie, rexeniØ kotorogo oblada¸t special~nogo tipa zavisimost~¸ ot naqal~nyh dannyh (ffto – Penleve-svoæstvo, ego my ni obsußdat~, ni upominat~ v fftoæ stat~e bol~xe ne budem), i, vo-vtoryh, kak uravnenie, kotoromu udovletvorØ¸t kofffficienty lineænogo uravneniØ pri special~nyh, “izomonodromnyh” deformaciØh (lineænogo uravneniØ). Imenno fftot “vyvod uravneniØ PVI i ego okrestnosti” sostavlØet soderßanie dannoæ stat~i.

Avtor priderßivaetsØ mneniØ, qto teksty – izloßeniØ togo ili inogo predmeta dolßny byt~ raznymi, rassqitannymi na raznu¸ podgotovku i raznye matematiqeskie vkusy(!) qitateleæ. Koliqestvo takih tekstov dolßno sootnosit~sØ s fundamental~nost~¸ izlagaemogo predmeta. DlØ primera moßno rassmotret~ nabor: “arifmetika”, “lineænaØ algebra”, “differencial~naØ geometriØ”, “teoriØ rimanovyh poverhnosteæ”. S fftoæ toqki zreniØ poloßenie del s uravneniem PVI i sistemoæ Xlezingera nedopustimo, osobenno uqityvaØ “pretenzii” uravneniæ Penleve na mesto v klasse specfunkciæ. Predlagaemyæ tekst – xag v storonu ispravleniØ situacii.

Tekst rassqitan na qitatelØ s “formul~nym” (ne abstraktno-algebraiqes-kim) vzglØdom na matematiku. PredpolagaemaØ podgotovka – kurs matematiki fiziqeskogo fakul~teta universiteta (ne obØzatel~no Moskovskogo ili Peterburgskogo), to est~ uroven~ “potrebitelØ special~nyh funkciæ”. Avtoram citiruemyh stateæ, a tak ße tem, na kogo oni ssyla¸tsØ, zavedomo izvestny (byli izvestny) bol~xinstvo ime¸wihsØ v tekste utverßdeniæ i svØzok meßdu nimi; tem ne menee nekotorye postroeniØ, v qastnosti normirovka Ψ-funkcii v treh razliqnyh toqkah odnovremenno, ni gde avtoru ne vstreqalas~^1 Bol~xoe vliØnie na fftu rabotu – kak “lokal~no”, to est~ na izloßenie teh ili inyh voprosov, tak i “global~no”, to est~ vzglØd na problemu “v celom”, vybor materiala i stilØ izloßeniØ, okazali raboty [Manin, ArLys, Hitchin, ShT,

DjMw, DjMw1, KitKor].

Tekst sostoit iz xesti qasteæ, nekotorye iz kotoryh, v svo¸ oqered~, razbity na bolee melkie razdely.

V pervoæ qasti rassmatrivaetsØ lineænoe differencial~noe uravnenie dΨ dλ = n∑ i=0 A^{(i)} 1 λ − λ_i , Ψ ∈ SL(2, C), A^{(i)} ∈ sl(2, C ), n∑ i=0 A^{(i)} = 0,

kotoroe qasto nazyva¸t “uravneniem po λ”, a ego rexenie – “Ψ – funkcieæ”. Pokazano, qto esli dΨΨ^{−1} imeet tol~ko prostye pol¸sy, to uslovie izomono-

1Budu blagodaren za l¸bu¸ informaci¸ na fftu temu.

dromnosti imeet vid

dA^{(k)} = n∑ i=0 i≠k [A^{(i)}, A^{(k)}]d log(λ_i − λ_k) ∀k ∈ {0, . . . , n},

to est~ ØvlØetsØ sistemoæ uravneniæ Xlezingera.

Oboznaqenie. Na protØßenie vsego teksta qerta nad indeksom budet oznaqat~ nabor takih veliqin so vsevozmoßnymi (iz konteksta) znaqeniØmi indeksa:

λ¯_i ∼ λ_0, λ_1, λ_2, . . . , λ_n; A^{¯(i)} ∼ A^{(0)}, A^{(1)}, . . . , A^{(n)} i t. p.

�_{Okonqanie nekotoroæ vydelennoæ qasti teksta (dokazatel~stva, zameqaniØ i}

t.p.) oboznaqaem znakom “�”.

V qasti II privodØtsØ neobhodimye svedeniØ iz teorii gamil~tonovyh sistem. DokazyvaetsØ, qto v prostranstve, snabßennom standartnoæ skobkoæ Li– Puassona sistema uravneniæ Xlezingera sovpadaet s kanoniqeskoæ sistemoæ uravneniæ, zadavaemoæ gamil~tonianami H_k = ∑ i≠k T rA^{(i)}A^{(k) 1}_{λk −λi} . Dokazyvaet-

sØ, qto takie gamil~toniany zada¸t integriruemoe raspredelenie – sistema uravneniæ Xlezingera integriruema, rezul~tat ffvol¸cii rexeniØ A^{(i)}(λ_i) ne zavisit (lokal~no) ot puti v prostranstve parametrov λ¯_i, a tol~ko ot naqal~noæ i koneqnoæ toqek.

Qast~ III posvØwena akkuratnomu postroeni¸ fazovyh prostranstv^≈M_{aii} , ~M_{aii} i, nakonec, M_{aii} : ≈ M_{aii} ∋ (A^{(0)}, A^{(1)}, . . . , A^{(n)}) – dekartovo proizvedenie n + 1-oæ kvadriki det A^{(i)} = const, i = 0, 1, . . . , n;

~M_{aii} ⊂^≈M_{aii} – podmnogoobrazie ∑ A^{(i)} = 0;

M_{aii} = ~M_{aii} / SL(2, C ) – imenno ffto mnogoobrazie i ØvlØetsØ osnovnym ob¨ek-

tom naxego issledovaniØ – fazovym prostranstvom sistemy Garn~e, kotoraØ v vaßneæxem (prosteæxem) sluqae n = 3 nazyvaetsØ (ØvlØetsØ) sistemoæ Penleve 6.

Sledu¸waØ qast~ IV – vaßneæxaØ. Ona posvØwena vvedeni¸ koordinat^2 na M_{aii} . Faktorizaci¸ ~M_{aii} po deæstvi¸ SL(2, C ) moßno traktovat~ kak “normirovanie Ψ-funkcii”, ili, qto to ße samoe, kak vybor “podvißnogo”, t.e. zavisØwego ot λ¯_i i ot A^{(i)} bazisa prostranstva sl(2, C ), soderßawego matricy A^{(i)}.

Prostranstvo sl(2, C ) – lineænoe 3-mernoe prostranstvo s nevyroßdennym (tol~ko nulevoæ vektor ortogonalen vsemu prostranstvu) skalØrnym proizvedeniem ⟨A, B⟩ = Tr AB.

2Zametim, qto sam process rexeniØ uravneniØ moßno rassmatrivat~ kak process otyskaniØ novyh koordinatnyh funkciæ, udovletvorØ¸wih dopolnitel~nomu uslovi¸ (uravneni¸)

Rassmotrim bazis σ_+, σ_−, σ_3. �to budet libo nabor ( 0 1 0 0 ) , ( 0 0 1 0 ) , ( 1 0 0 −1 ) , libo l¸boæ, poluqennyæ iz nego “povorotom” iz SL(2, C ). S takim

(kak i s l¸bym) bazisom invariantno svØzany tri ploskosti:

(σ_+)^⊥ ={A ∈ sl(2, C ) : ⟨σ_+A⟩ = 0}

(σ_−)^⊥ ={A ∈ sl(2, C ) : ⟨σ_−A⟩ = 0}

~(σ_−) : = {A ∈ sl(2, C ) : ⟨σ_−A⟩ = 1}.

V qasti IV dokazyvaetsØ, qto poqti dlØ l¸bogo nabora A^{(i)} bazis σ_+, σ_−, σ_3 moßno, i priqem edinstvennym obrazom, raspoloßit~ tak, qtoby kakie-nibud~ ukazannye verxiny A^{(0)}, A^{(n−1)} i A^{(n)} okazalis~ na ploskostØh (σ_+)^⊥, (σ_−)^⊥ i ~(σ_−) sootvetstvenno (takaØ dual~nost~). Poskol~ku bazis fiksirovan fftim usloviem odnoznaqno, to avtomatiqeski koordinaty ostal~nyh n − 2 − x verxin da¸t 2(n − 2) koordinaty. Poskol~ku kaßdaØ iz matric A^{(i)} dolßna leßat~ na kvadrike det A^{(i)} = const, to koordinat ne 3(n−2) (prostranstvo sl(2, C ) 3-merno), a imenno 2(n − 2).

Kvadrika det A = const ØvlØetsØ simplektiqeskim prostranstvom s formoæ

dA_{11} ∧ d log A_{12} (A_{ij} – matriqnye fflementy A). Poskol~ku usloviØ prinadleß-

nosti A^{(i)} ploskostØm (σ_±)^⊥ i ~(σ_−) ograniqiva¸t dvißenie A^{(i)} i ∈ (0, . . . , n) na krivye (koniki – pereseqeniØ kvadrik det A^{(i)} = const s sootvetstvu¸weæ ploskost~¸ – (σ_±)^⊥, (~σ_−), to vklada v summu ∑ i w^{(i)} = n∑ i=0 dA^{(i)}_{11} ∧ d log A^{(i)}_{12}

qleny w^{(0)}, w^{(n−1)} i w^{(n)} ne dadut, i forma w :=^{n−2} ∑ i=1 dA^{(i)}_{11} ∧ d log A^{(i)}_{12} okaßetsØ

simplektiqeskoæ formoæ na M_{aii} , ee znaqeniØ budut ravny znaqeniØm ishodnoæ

simplektiqeskoæ formy^≈w :=^n ∑ i=0 w^{(i)} na^≈M_{aii} .

Sistema uravneniæ na koordinaty “vydelennyh” vektorov A^{(0)}, A^{(n−1)} i A^{(n)}, pri zadannyh ostal~nyh n − 2 − x okazyvaetsØ treugol~noæ i legko razrexaetsØ, qto daet biracional~nu¸ svØz~ meßdu koordinatami vektorov A^{(i)}, i = 1, . . . , n − 2 v postroennom nami bazise (my nazovem ego “standartnym soputstvu¸wim”) i estestvennymi koordinatami na M_{aii} – poparnymi skalØrnymi i smexannymi proizvedeniØmi

a_{ij} := Tr A^{(i)}A^{(j)}, f_{ijk} := Tr[A^{(i)}, A^{(j)}]A^{(k)}.

Pol~zuØs~ Øvnymi formulami uße ne trudno vyrazit~ gamil~tonian

Σa_{ij} d log (λ_i − λ_j ) qerez matriqnye fflementy A^{(i)} i perepisat~ gamil~tonovu

sistemu Xlezingera v peremennyh p_i, q_i – kanoniqeskih peremennyh na “koordinatnyh” kvadrikah A^{(i)}, i = 1, . . . , n − 2. PoluqivxaØsØ sistema uravneniæ nazyvaetsØ sistemoæ Garn~e.

Dalee my budem zanimat~sØ tol~ko sluqaem Penleve, to est~ n = 3. V qasti V, akkuratno prodelav vse vyqisleniØ, my pokaßem, kak sistema uravneniæ Xlezingera prevrawaetsØ v uravnenie Penleve 6, priqem kak v klassiqeskom ee vide, tak i v “fflliptiqeskom” (smotri [Pain, Manin, BaBoell]).

PoslednØØ qast~ VI posvØwena issledovani¸ M_{aii} kak algebraiqeskogo mnogoobraziØ. OkazyvaetsØ, (smotri [Ok-s, ShT]) pri kaßdom znaqenii t moßno dobavit~ k M_{aii} ewe odnu lini¸, kaßdaØ toqka kotoroæ budet sootvetstvovat~ svoemu rexeni¸, obrawa¸wemusØ v beskoneqnost~ pri dannom znaqenii t.

Deæstvitel~no, zapixem sistemu Xlezingera v koordinatah a_{ij} , f_{ijk} . DlØ fftogo moßno prosto “skalØrno” umnoßit~ uravneniØ Xlezingera na vsevozmoßnye A^{(i)} i sloßit~ ⟨dA^{(i)}, A^{(j)}⟩ s ⟨A^{(i)}, dA^{(j)}⟩; poluqitsØ da_{k0} = f_{ijk}d log λ_i − λ_k λ_i − λ_0 λ_j − λ_0 λ_j − λ_k := f_{ijk}(t_j − t_i)dτ, gde my oboznaqili d log(λ_i − λ_0)(λ_j − λ_k) := t_idτ , τ – kakoæ-nibud~ lokal~nyæ parametr, opredelØ¸wiæ dvoænoe otnoxenie toqek λ¯_i, obyqno vybiraetsØ τ =

t = (t_3 − t_2)/(t_1 − t_2).

V fftom sluqae

da_{01} : da_{02} : da_{03} = t_2 − t_3 : t_3 − t_1 : t_1 − t_2 = t : −t + 1 : −1.

Esli rexenie singulØrno – a_{0i} → ∞, f_{ijk} → ∞, to, po pravilu LopitalØ, poluqaem, qto

a_{01} : a_{02} : a_{03} → t : −t + 1 : −1 ,

vse singulØrnye krivye “pokida¸t M_{aii} qerez odnu toqku proektivnogo zamykaniØ afinnoæ ploskosti parametrov a_{01}, a_{02}, a_{03}, a_{01} + a_{02} + a_{03} = −a_{00} = const”. Bolee twatel~nyæ analiz pokazyvaet, qto veliqiny vida a_{t0}a_{0j} /f_{123}, gde a_{t0} :=

t_1a_{01} + t_2a_{02} + t_3a_{03} osta¸tsØ koneqnymi pri prohoßdenii singulØrnosti – “raz-

rexa¸t ee”. Dobavim k mnogoobrazi¸ M_{aii} sootvetstvu¸wie toqki; ffto moßno sdelat~ algebraiqeski, smotri [Ok-s, ShT, ArLys]. PoluqivxeesØ kompleksnodvumernoe algebraiqeskoe mnogoobrazie nazyvaetsØ “poverhnost~¸ naqal~nyh dannyh PVI”, ili poverhnost~¸ Okamoto. My oboznaqim ee M_{aii t}. Sostavim nesvØznoe ob¨edinenie fftih poverhnosteæ po vsem t. �to – kompleksno-3-mernoe algebraiqeskoe mnogoobrazie (oboznaqim ego M^T_{aii} ) – estestvennoe rasxirennoe fazovoe prostranstvo gamil~tonovoæ sistemy Penleve 6. Ono obladaet zameqatel~nym svoæstvom (zakl¸qitel~naØ teorema fftoæ stat~i) – na M^T_{aii} ne suwestvuet drugogo polØ napravleniæ, krome kak zadavaemogo sistemoæ Penleve 6. Takim obrazom l¸boe utverßdenie (smotri [ArLys]) o pole napravleniæ na M^T_{aii} stanovitsØ utverßdeniem o rexeniØh uravneniØ Penleve 6 – “geometriØ opredelØet dinamiku”.

I. Izomonodromnye deformacii i sistema uravneniæ Xlezingera

Rassmotrim sledu¸wu¸ klassiqesku¸ (voshodØwu¸ k B. Rimanu) zadaqu izomonodromnoæ deformacii lineænogo differencial~nogo uravneniØ:

Kak dolßny zaviset~ ot parametrov λ_k matricy A^{(j)} ∈ gl(m, C ) – kofffficienty uravneniØ d dλ Ψ = n∑ i=0 A^{(i)} 1 λ − λ_i Ψ, n∑ i=0 A^{(i)} = 0, (1)

qtoby mnoßiteli monodromii M := Ψ^{−1}Ψ | |�, voznika¸wie pri analitiqeskom prodolßenii ee fundamental~nogo rexeniØ Ψ = Ψ(λ, λ_0, . . . , λ_n) ∈ GL(m, C ) po peremennoæ λ vdol~ l¸bogo zamknutogo cikla “�” na C \ {λ_0, . . . , λ_n} ne zaviseli by ot parametrov λ_0, λ_1, . . . , λ_n ∈ C ?

Takoe izmenenie A^{(k)} = A^{(k)}(λ_0, . . . , λ_n), k = 0, . . . , n nazyvaetsØ izomonodromnoæ deformacieæ uravneniØ (1).

Zametim, qto iz samoæ formulirovki zadaqi sleduet, qto uravneniØ na

A^{(k)}(λ_0, . . . , λ_n), ffkvivalentnye uslovi¸ izomonodromnoæ deformacii, dolßny

byt~ invariantny otnositel~no obwego soprØßeniØ vseh A^{(k)} proizvol~no zavisØweæ ot parametrov λ_k matriceæ Φ = Φ(λ_0, . . . , λ_n) ∈ GL(m, C ), a takße invariantny otnositel~no drobno-lineænyh preobrazovaniæ “nezavisimyh peremennyh” λ_k – dvißeniæ sfery Rimana C_λ ∋ λ, λ_0, . . . , λ_n. PoØsnim.

Uslovie izomonodromnosti – ffto uslovie na pravye mnoßiteli Ψ → ΨM, ni kak ne zavisØwie ot domnoßeniØ Ψ sleva na l¸bu¸ ne zavisØwu¸ ot λ (no, vozmoßno, zavisØwu¸ ot λ_0, . . . , λ_n) matricu Φ. Deæstvitel~no, esli d/dλΨΨ^{−1} imeet tol~ko prostye pol¸sy A^{(k)} v toqkah λ = λ_k, i pri obhode po kakomunibud~ zamknutomu konturu matrica Ψ priobretaet mnoßitel~ M : Ψ|� = ΨM (ne vaßno – zavisØwiæ ili ne zavisØwiæ ot kakih-nibud~ parametrov), to ~Ψ := ΦΨ toße imeet tol~ko prostye pol¸sy (s vyqetami ΦA^{(k)}Φ^{−1}) i, koneqno ße, ~Ψ|� = ΦΨ|� = ΦΨM =^~ΨM s tem ße samym M.

To ße i s drobno-lineænymi preobrazovaniØmi C ∋ λ, λ_0, . . . , λ_n, ne menØ¸wimi ni vid uravneniØ (1), ni monodromii.

Pust~ g = ( g_1 g_2 g_3 g_4 ) ∈ GL(2, C ), g_i = g_i(λ_0, . . . , λ_n) – proizvol~noe dvißenie

C λ:

λ^g := g(λ) := g_1λ + g_2 g_3λ + g_4

, λ^g_i := g(λ_i), (2)

togda, koneqno ße, Ψ^g := Ψ(λ^g , λ^g_1, . . . , λ^g_n) imeet te ße samye (naprimer posto- Ønnye) monodromii, qto i Ψ = Ψ(λ, λ_1, . . . , λ_n) pri obhode po sootvetstvu¸wim drug drugu konturam na C_λ.

Preßde qem vypisat~ “pravil~nye”, to est~ invariantnye uravneniØ izomonodromnoæ deformacii snaqala vypixem drugie, bolee “sil~nye” uravneniØ na A^{(k)}, iz kotoryh budet sledovat~ izomonodromnost~ deformacii (1), hotØ nekotorye deformacii, ØvlØ¸wiesØ izomonodromnymi, im i ne budut udovletvorØt~.

Predpoloßim teper~, qto udalos~ izomonodromno deformirovat~ kakoenibud~ rexenie (1) – ~Ψ(λ, λ_0, . . . , λ_n) ∈ GL(m, C ); rassmotrim Ψ := ~Ψ/^m √ det ~Ψ ∈

SL(m, C ), gde^m √ det ~Ψ – proizvol~naØ vetv~ kornØ.

Oqevidno, qto Ψ toße budet imet~ postoØnnye monodromii, otliqa¸wiesØ ot monodromiæ ~Ψ na skalØrnye mnoßiteli (korni iz edinicy). Takim obrazom, soderßatel~naØ qast~ zadaqi ne postradaet, esli my budem sqitat~, qto

Ψ ∈ SL(m, C ), A^{(k)} ∈ sl(m, C ).

Suzim ewe rassmatrivaemyæ klass matric – ograniqimsØ matricami 2 × 2, tak qto otnyne

Ψ ∈ SL(2, C ), A^{(k)} ∈ sl(2, C ).

Lokal~nyæ analiz povedeniØ rexeniæ uravneniæ (1) pokazyvaet, qto esli sobstvennye qisla matricy A^{(k)} ∈ sl(2, C ) ne polucelye (oboznaqim ih ± √ a_{kk}/2, pri takom oboznaqenii tr(A^{(k)})^2 = a_{kk}), to imeetsØ para lineæno-nezavisimyh rexeniæ (1) vida (λ − λ_k)^± √_{akk/2} ^Ψ_±, ^Ψ_±(λ, λ_0, . . . , λ_n) = ( Ψ_{1±} Ψ_{2±} ) , gde ^Ψ_+ i ^Ψ_− regulØrnye v okrestnosti λ = λ_k vektor-funkcii. Esli ße sobstvennye qisla A^{(k)} polucelye, to est~ ± √ 2a_{kk} ∈ Z, to imeetsØ para lineæno-

nezavisimyh rexeniæ vida (λ − λ_k)^− √_{akk /2} ^Ψ_−, (λ − λ_k) √_{akk /2} log(λ − λ_k) ^Ψ_+, √ 2a_{kk} ∈ Z_+ = N ∪ {0}, √ 2a_{kk} > 0, gde opØt~ ße ^Ψ_± – regulØrnye v okrestnosti λ = λ_k vektor-funkcii.

Zameqanie. Na protØßenii vsego teksta postoØnno budet voznikat~ qislo^√2; my raz i navsegda zafiksiruem arifmetiqeskoe znaqenie fftogo kornØ, to est~ vsegda √

2a_{kk} = 2 √ a_{kk}/2 = √ 2 √ a_{kk}, √ 2 > 0. Iz takih vektornyh rexeniæ moßno sostavit~ matricu Ψ – fundamental~noe rexenie (1) so sledu¸weæ asimptotikoæ v okrestnostØh osobyh toqek λ = λ_k:

Ψ(λ, λ_0, . . . , λ_n) = ^Ψ_k · ( (λ − λ_k) √_{akk /2} 0 0 (λ − λ_k)^− √_{akk/2} )

· ( 1 m_k log(λ − λ_k) 0 1 ) R_k (3)

^Ψ_k = ^Ψ_k(λ, λ_0, . . . , λ_n) ∈ SL(2, C ) regulØrna v okrestnosti λ_k, R_k ∈ SL(2, C ) –

postoØnnaØ (v okrestnosti kakoæ-nibud~ odnoæ iz λ_k moßno bylo by poloßit~

R_{k0} = id);

esli √ 2a_{kk} /∈ Z, to m_k = 0,

esli √ 2a_{kk} ∈ Z, to m_k ≠ 0 – kompleksnoe qislo; v fftom sluqae qerez √ a_{kk} oboznaqen arifmetiqeskiæ koren~: 0 6 √ 2a_{kk} ∈ Z_+.

Pri analitiqeskom prodolßenii Ψ po okrußnosti malogo radiusa vokrug

λ = λ_k Ψ poluqaet, kak vidno, mnoßitel~ (monodromii)

M_k = R^{−1}_k ( e^{πi√2akk} 0 0 e^{−πi√2akk} ) ( 1 2πim_k 0 1 ) R^{−1}_k ,

tak qto usloviØ izomonodromnosti (t.e. M_k = const) vlekut a_{kk} = const i m_k =

const.

V okrestnosti λ = λ_k “singulØrnaØ qast~” zavisimosti v predstavlenii (3) est~ zavisimost~ ot raznosti λ − λ_k. Iz fftogo srazu ße sleduet, qto pri differencirovanii (3) po λ_k i po λ poluqatsØ singulØrnye qleny, otliqa¸wiesØ lix~ znakom: ∂ ∂λ_k | | | |_{λ=const} λ_i=const,i≠k Ψ Ψ^{−1} = − ∂ ∂λ | | | |_{λi=const} ∀i∈0,1,...,n Ψ Ψ^{−1} + O(1) = −A^{(k)} λ − λ_k + O(1), (4)

λ → λ_k, gde qerez A^{(k)} oboznaqili A^{(k)} := √ a_{kk}/2^Ψ_k ( 1 0 0 −1 ) ^Ψ^{−1}_k (λ_k, λ_0, . . . , λ_k), esli

a_{kk} ≠ 0; A^{(k)} = m_k ^Ψ_k ( 0 1 0 0 ) ^Ψ^{−1}_k , esli a_{kk} = 0.

Zafiksiruem vse λ_i krome λ_k. Zavisimost~ Ψ ot λ_k v okrestnosti vseh λ_i,

i ≠ k gladkaØ – ona zadaetsØ regulØrnymi matricami ^Ψ_i, a singulØrnaØ qast~

asimptotiki v λ = λ_i ot λ_k ne zavisit. Iz fftogo sleduet, qto ( ∂ ∂λ_k | | | |_{λ=const}

λ_i=const i≠k Ψ ) Ψ^{−1}

imeet singulØrnost~ tol~ko v λ = λ_k, priqem v silu (4), vyqety “po λ” i “po

λ_k” sovpada¸t, tak qto esli my potrebuem qtoby dΨΨ^{−1} imela tol~ko prostye

pol¸sy po peremennoæ λ na sfere Rimana C , to togda uravneniØ izomonodromnosti deformacii Ψ moßno zapisat~ v vide

dΨ = n∑ k=0 A^{(k)}d log(λ − λ_k)Ψ, n∑ k=0 A^{(k)} = 0. (5)

Zameqanie. UsloviØ, ffkvivalentnye izomonodromnosti deformacii (1), poluqatsØ iz (5) dopuweniem vsevozmoßnyh kalibrovoqnyh preobrazovaniæ rexeniæ uravneniØ (5)

Ψ → ΦΨ, to est~ A^{(i)} → ΦA^{(i)}Φ^{−1}, Φ = Φ(λ_0, λ_1, . . . , λ_n),

a takße dvißeniæ sfery Rimana C_λ λ → λg_1 + g_2/λg_3 + g_4, λ_i → λ_ig_1 + g_2/λ_ig_3 + g_4,

g_1g_4 − g_2g_3 ≠ 0, g_i = g_i(λ_0, λ_1, . . . , λ_n).

UravneniØ (5) predstavlØ¸t iz sebØ zapis~ sistemy iz n + 2 lineænyh uravneniæ – uravneniØ (1) (“uravneniØ po λ”), i ewe n + 1-go uravneniØ po λ_0, . . . , λ_n vida ∂ ∂λ_k | | | |_{λ=const}

λ_i =const i≠k Ψ = 1 λ_k − λ A^{(k)}.

Uslovie ih sovmestnosti, to est~ ravenstva perekrestnyh qastnyh proizvodnyh

∂^2 ∂λ∂λ_k Ψ = ∂^2 ∂λ_k∂λ Ψ, ∂^2 ∂λ_i∂λ_j Ψ = ∂^2 ∂λ_j ∂λ_i Ψ, ili, qto to ße samoe, uslovie togo, qto svØznost~ ΣA^{(k)}d log(λ − λ_k) ØvlØetsØ ploskoæ, predstavlØet soboæ sistemu nelineænyh uravneniæ na vyqety A^{(k)} =

A^{(k)}(λ_0, . . . , λ_n) ∈ sl(2, C ) – sistemu uravneniæ Xlezingera:

dA^{(k)} = m∑ i=0 i≠k [A^{(i)}, A^{(k)}]d log(λ_i − λ_k). (6)

�ta zapis~ predstavlØet iz sebØ sokrawennu¸ zapis~ sistemy iz (n + 1)^2 uravneniæ na n + 1-nu matricu A^{(k)}: ∂ ∂λ_i | | | |_{λj=const,} j≠i≠k A^{(k)} = 1 λ_i − λ_k [A^{(i)}, A^{(k)}], ∂ ∂λ_k | | | |_λ i=const i≠k A^{(k)} = ∑ i=0 i≠k 1 λ_k − λ_i [A^{(i)}, A^{(k)}]. (7)

To, qto takoe ogromnoe koliqestvo uravneniæ okazyvaetsØ sovmestnym est~ netrivial~nyæ fakt, kotoryæ my dokaßem v sledu¸weæ qasti. Zdes~ lix~ otmetim, qto iz dal~neæxego tak ße budut sledovat~, qto (6) imeet smysl bolee glubokiæ, qem tol~ko simvoliqeskaØ zapis~ (7).

Esli predpoloßit~, qto ime¸tsØ dva razliqnyh gomotopnyh puti λ^A_i (t) i

λ^B_i (t) v prostranstve parametrov λ_i, soedinØ¸wih toqki (λ^A_0 (0), . . . , λ^A_n (0)) = (λ^B_0 (0), . . . , λ^B_n (0)) i (λ^A_0 (1), . . . , λ^A_n (1)) = (λ^B_0 (1), . . . , λ^B_n (1)), to rexeniØ raznyh dif-

ferencial~nyh uravneniæ:

Ȧ^{(k)} = ∑ i [A^{(i)}, A^{(k)}] λ̇A_i − λ̇A_k λ^A_i − λ^A_k , i Ȧ^{(k)} = ∑ i [A^{(i)}, A^{(k)}] λ̇B_i − λ̇B_k λ^B_i − λ^B_k s odinakovymi pri t = 0 naqal~nymi dannymi sovpadut pri t = 1. Drugimi slovami, uravneniØ (6), (7) zada¸t integriruemoe raspredelenie, smotri [ModGeom].

Zameqanie 1, I. ImeetsØ odin ves~ma special~nyæ sluqaæ “vzaimnogo raspoloßeniØ” matric A^{(i)}, kotoryæ ne popadaet pod razvivaemu¸ v fftoæ stat~e teori¸. Sluqaæ fftot mnogo prowe obwego – on svoditsØ k lineænym uravneniØm, no trebuet drugih sredstv issledovaniØ i my ego hotim iskl¸qit~.

Req~ idet vot o qem. Pust~ vse matricy A^{(i)} takovy, qto mogut byt~ odnovremenno privedeny k verhne-treugol~noæ forme; vyberem bazis sl(2, C ) tak, qtoby oni deæstvitel~no byli verhne-treugol~ny. V fftom sluqae na diagonalØh A^{(k)} stoØt postoØnnye veliqiny √ a_{kk}/2, priqem poskol~ku ΣA^{(k)} = 0, to rasprede-

lenie znakov korneæ dolßno byt~ takim: n∑ k=0 √ a_{kk} = 0

– obsußdaemoe mnogoobrazie matric suwestvuet tol~ko pri special~nom vybore parametrov a_{kk} i raspredelenii znakov √a_{kk}. Pust~

A^{(k)} = ( √ a_{kk}/2 α_k 0 − √ a_{kk}/2 ) . Tak kak √a_{kk} = const, uslovie izomonodromnosti deformacii (6) vo-pervyh, ostavlØet matricy treugol~nymi, i vo-vtoryh, ffkvivalentno sisteme lineænyh uravneniæ na α_k: dα_k = ∑ i ( √ a_{ii}/2α_k − √ a_{kk}/2α_i)d log(λ_i − λ_k). �to – lineænaØ sistema na n+1 skalØrnu¸ funkci¸ α_k, v to vremØ kak, v obwem sluqae, (6) – sistema nelineænyh uravneniæ na n+1-nu sl(2, C )-znaqnu¸ matricu.

Qtoby iskl¸qit~ takie nabory, zametim, qto esli matricy A i B iz sl(2, C ) odnovremenno treugol~ny, to

(tr AB)^2 = tr A^2 tr B^2.

Verno i obratnoe. PrivedØ odnu iz matric k normal~noæ ȷordanovoæ forme, vidno, qto vtoraØ toße dolßna imet~ sobstvennye znaqeniØ na diagonali – byt~ treugol~noæ.

Iskl¸qim nabory A^{(i)} takie, qto

(tr A^{(i)}A^{(j)})^2 = tr(A^{(i)})^2 tr(A^{(j)})^2 ∀i, j. (8)

Ograniqenie 1, I.

My rassmatrivaem tol~ko takie nabory matric A^{(i)}, i = 0, . . . , n, qto

∃i, j : (tr A^{(i)}A^{(j)})^2 ≠ tr A^{(i)2} tr A^{(j)2} . (9)

Zameqanie. Esli parametry akk takovy, qto dlØ l¸bogo vybora znakov^√akk n∑ k=0 √ a_{kk} ≠ 0, to Ograniqenie 1, I vypolneno avtomatiqeski – emu udovletvorØ¸t vsevozmoßnye nabory A^{(k)} s dannymi a_{kk}. Itak, startovoæ toqkoæ naxih postroeniæ ØvlØ- ¸tsØ uravneniØ Xlezingera (6). Pokaßem, kak oni estestvennym obrazom voznika¸t v teorii algebr Li, i to, kak v prosteæxem netrivial~nom sluqae n = 3 (uqityvaØ Ograniqenie, 1 I) uravneniØ (6) privodØt k uravneni¸ Penleve 6.

Otmetim osobo, qto svØz~ meßdu (ID) – izomonodromnymi deformaciØmi (uravneniæ (1), sluqaæ n = 3, m = 2, iskl¸qaØ (8)), sistemoæ Xlezingera (SX) i uravneniem Penleve PVI poluqitsØ takoæ:

(SX) ↙ ↘ (ID) ⇐⇒ (PVI),

qto protivoreqit rashoßemu, sbiva¸wemu s tolka utverßdeni¸, qto v fftoæ diagramme vse znaki ØvlØ¸tsØ znakami ravnosil~nosti. V to ße vremØ, diagramma podtverßdaet iskl¸qitel~nu¸ vaßnost~ sistemy Xlezingera dlØ vseæ teorii, tem bolee qto “prØmoæ” put~ po nißneæ gorizontal~noæ streloqke (avtoru) ne izvesten.

Stat~Ø ffta, v b&ol~xeæ svoeæ qasti, posvØwena putexestvi¸ po streloqke “(SX)→ (P V I)”, perehod “(ID)←(SX)” my uße obsudili i bol~xe vozvrawat~sØ k nemu ne budem.

II. Gamil~tonov formalizm, puassonova dinamika na sl(2, C )^{n+1} i sistema Xlezingera Gamil~tonov formalizm. Izloßim v kratkoæ forme osnovnye poloßeniØ i privedem formuly gamil~tonovoæ dinamiki, kotorye potrebu¸tsØ v dal~neæxem.

Pust~ snaqala M – simplektiqeskoe mnogoobrazie, na kotorom zadana simplektiqeskaØ, to est~ gladkaØ, zamknutaØ, ne obrawa¸waØsØ v nol~ 2-forma: w = ∑ i,j Π_{ij} dx^i ∧ dx^j , Π_{ij} = −Π_{ji}. Simplektiqeskoe mnogoobrazie ØvlØetsØ puassonovym – skobka Puassona, kososimmetriqeskoe proizvedenie ko-vektorov – differencialov funkciæ {f, g} = ∑ i,j Π^{ij} ∂f ∂x^i ∂g ∂x^j , Π^{ij} = −Π^{ji} zadaetsØ obratnoæ matriceæ (Π_{...})^{−1} = Π^{...}: ∑ k Π_{ik}Π^{kj} = δ^j_i .

Koordinaty x^1 = p, x^2 = q nazyva¸tsØ kanoniqeskimi, esli w = dp ∧ dq, t.e.

Π_{...} = ( 0 1 −1 0 ) , Π_{12} = −Π_{21} = 1, Π^{...} = ( 0 −1 1 0 ) = −Π_{...}, Π^{12} = −Π^{21} = −1

i, znaqit, dlØ kanoniqeskih koordinat

{x^1, x^2} = Π^{12} = {p, q} = −1.

Sistema uravneniæ Gamil~tona – (gamil~tonovo) vektornoe pole na M v kanoniqeskih koordinatah imeet vid { q̇ =^∂_{∂p} H ṗ = −^∂_{∂q} H, (9) gde H – funkciØ na M (gamil~tonian).

Sistema (9) moßet byt~ zapisana po-raznomu a) “simplektiqeskaØ” formulirovka: kak uslovie togo, qto napravlenie dp :

dq : dt v rasxirennom fazovom prostranstve M^Λ: M^Λ := M × Λ^{πM}→ M ØvlØetsØ

napravleniem vyroßdeniØ 2-formy Ω. Ω = π^∗_M w − dH ∧ dt = dp ∧ dq − dH ∧ dt. (10)

b) “puassonova” formulirovka:

Vektornoe pole moßno zadat~, ukazav kak po ego napravleni¸ budut differencirovat~sØ vsevozmoßnye skalØrnye polØ (funkcii); gamil~tonovo vektornoe pole s gamil~tonianom H differenciruet po svoemu napravleni¸ proizvol~nu¸ funkci¸ f sledu¸wim obrazom: ḟ = −{H, f}, (11) imenno pri takom vybore znaka dlØ koordinatnyh funkciæ x^1 = p, x^2 = q budem imet~ kanoniqesku¸ sistemu (9):

q̇ = ẋ^2 = −{H, x^2} = −Π^{ij} ∂H ∂x^i ∂x^2 ∂x^j = −Π^{12} ∂H ∂x^1 = ∂ ∂p H ṗ = ẋ^1 = −{H, x^1} = −Π^{ij} ∂H ∂x^i ∂x^1 ∂x^j = −Π^{21} ∂H ∂x^2 = − ∂ ∂q H. Nemnogo usloßnim situaci¸. Pust~ teper~ matrica Π^{...} ne obratima – M ne simplektiqeskoe mnogoobrazie, togda forma Ω iz (10) ne opredelena, no (11) tem ne menee opredeleno i zadaet gamil~tonovo vektornoe pole.

V fftom sluqae imeetsØ nabor netrivial~nyh funkciæ (Kazimira), skobka Puassona s kotorymi ravna nul¸ vsegda; ffto – sledstvie neobratimosti Π^{...}, naliqiØ u nego netrivial~nogo Ødra. Integral~nye linii polØ (11) v fftom sluqae leßat na poverhnostØh urovnØ funkciæ Kazimira.

Ewe usloßnim situaci¸. Pust~ opØt~ M simplektiqeskoe (i puassonovo), no teper~ imeetsØ ne odno vremØ “ t”, a neskol~ko “vremen” – peremennyh λ_0,

λ_1, . . . , λ_n, ØvlØ¸wihsØ koordinatnymi funkciØmi na mnogoobrazii Λ. Pust~

zavisimost~ ot nih zadaetsØ gamil~tonianami H_0, H_1, . . . , H_n, zavisØwimi kak ot vremen λ_i, tak i ot koordinat na M. Nam trebu¸tsØ novye ponØtiØ; vvedem ih, sleduØ [ModGeom,GtoP].

Sloeniem (k-mernym) kakogo-libo N-mernogo mnogoobraziØ M^Λ nazyvaetsØ takaØ sovokupnost~ k-mernyh poverhnosteæ (sloev sloeniØ) F_χ ⊂ M^Λ, qto qerez kaßdu¸ toqku mnogoobraziØ M^Λ prohodit odna i tol~ko odna gladkaØ k-mernaØ poverhnost~ F_χ, gladko zavisØwaØ ot toqki mnogoobraziØ:

M^Λ = ∐ χ F_χ, znaqok χ numeruet sloi.

Raspredelenie (k-mernym) nazyvaetsØ gladkoe pole k-mernyh kasatel~nyh napravleniæ, to est~ funkciØ, stavØwaØ v sootvetstvie kaßdoæ toqke x ∈ M^Λ k-mernoe podprostranstvo L(x) kasatel~nogo prostranstva T_xM^Λ ⊃ L(x).

Raspredelenie nazyvaetsØ integriruemym, esli imeetsØ sloenie, kasatel~- nye ploskosti L k sloØm F_χ kotorogo (L – lineænye podmnogoobraziØ T M^Λ razmernosti dim L = dim F_χ = k) obrazu¸t ffto raspredelenie.

Oboznaqenie. Oboznaqat~ raspredeleniØ budem stroqnoæ bukvoæ v kvadratnyh skobkah – [h]. �

V predyduwem, odnomernom sluqae, sloi F_χ ffto integral~nye linii gamil~- tonova polØ – rexeniØ ⋃ t (p(t), q(t), t) ⊂ M^Λ;

(odnomernye) podprostranstva L(x) ffto prØmye, zadavaemye uravneniØmi Gamil~tona, to est~ (dp : dq : dt) = (−{H, p}, −{H, q}, 1). Odnomernoe raspredelenie vsegda integriruemo.

Pust~ M^Λ = M ×Λ – rasxirennoe fazovoe prostranstvo gamil~tonovoæ sistemy s fazovym prostranstvom M i n + 1-mernym Λ ∋ (λ_0, . . . , λ_n) – prostranstvom “vremen”.

Oboznaqim proekcii na dekartovy somnoßiteli

π_M : M^Λ → M, π_Λ : M^Λ → Λ,

π^∗_M , π^∗_Λ – sootvetstvu¸wie otobraßeniØ ko-ob¨ektov – funkciæ i form.

Raspredelenie [h] v M^Λ moßet byt~ zadano 1-formoæ h ∈ T^∗M^Λ vida h = n∑ j=0 H_j dλ_j , t.e. formoæ, zanulØ¸weæsØ na vsevozmoßnyh vektorah vida ⃗ξ_M ∈ T M : π_Λ ⃗ξ_M = 0.

Pust~ snaqala M – simplektiqeskoe mnogoobrazie s formoæ w ∈ ∧^2T^∗M. Ploskosti (n+1-mernye) raspredeleniØ [h] mogut byt~ zadany analogiqno formule (10) – kak podprostranstva, na kotoryh forma Ω: Ω = π^∗_M w − dh = π^∗_M w − n∑ j=0 dH_j ∧ dλ_j (12)

vyroßdena, to est~ ⃗ξ_h ∈ [h] ⇔ Ω(⃗ξ, ⃗ξ_h) = 0∀⃗ξ ∈ T M^Λ. Raspredelenie [h], zadannoe 2-formoæ (12) avtomatiqeski poluqaetsØ integriruemym, no uslovie zanuleniØ Ω(·, ⃗ξ_h) na vseh kasatel~nyh vektorah iz T M^Λ privodit k netrivial~nym usloviØm na gamil~toniany.

Deæstvitel~no, pust~ p^i, q^i – kanoniqeskie koordinaty: w = ∑ i dp^i ∧ dq^i,

⃗ξ_h = ∑ k ( ∑ i ∂p^i ∂λ_k ∂_pi + ∂q^i ∂λ_k ∂_qi + ∂_{λk} )

– proizvol~nyæ vektor raspredeleniØ [h]. Togda

0 = Ω(⃗ξ_h, ∂_pj ) ⇔ − ∂q^j ∂λ_k = − ∂H_k ∂p^j , ∀k 0 = Ω(⃗ξ_h, ∂_qj ) ⇔ ∂p^j ∂λ_k = − ∂H_k ∂q^j , ∀k to est~ my imeem kanoniqesku¸ sistemu uravneniæ, no ffto ewe ne vse, tak kak dlØ vyroßdennosti napravleniØ ⃗ξ_h neobhodimo ewe i zanulenie Ω(⃗ξ_h, ·) na vseh vektorah vida ∂_{λk} , iz qego vytekaet, qto ∂ ∂λ_j H_i − ∂ ∂λ_i H_j + {H_i, H_j } = const_Λ (13)

– kommutiruet (skobka Puassona {. . . , . . . } ravna nul¸) s vsemi funkciØmi na M, qto dlØ simplektiqeskogo M oznaqaet, qto ffto vyraßenie ni ot p^i ni ot q^i ne zavisit, ffto my vyrazili ravenstvom “= const_Λ”. Tol~ko s takimi gamil~- tonianami kanoniqeskaØ sistema zadaet integriruemoe raspredelenie.

Teper~ rassmotrim sluqaæ, kogda M ne simplektiqeskoe, a tol~ko Puassonovo. Otvet budet analogiqen – vyraßenie (13) kommutiruet so vsemi funkciØmi na M, qto, v otliqie ot simplektiqeskogo sluqaØ, budet oznaqat~, qto ffto moßet byt~ ne konstanta, no funkciØ Kazimira.

Pust~ M – puassonovo mnogoobrazie. Raspredelenie [h] opØt~ moßet byt~ zadano formoæ h = ∑ H_kdλ_k. Pust~ ⃗ξ_h – proizvol~nyæ vektor raspredeleniØ

[h]; pust~ ego proekciØ na T Λ

π_Λ ⃗ξ_h = ∑ k ν_k∂_{λk} – kakoæ-nibud~ kasatel~nyæ vektor iz T Λ (π_Λ⃗ξ_h – analog vektora ∂_t v odnomernom sluqae); togda sam ⃗ξ_h zadaetsØ s pomow~¸ skobki Puassona na M tak:

⃗ξ_h =^n ∑ j=0 ν_j ∂_{λj} − {_n∑ j=0 H_j ν_j , · } = n∑ j=0 ν_j ( ∂_{λj} − ∑ m { H_j , x^m } ∂_xm ) , zdes~ x^m – koordinaty na M.

Podprostranstva raspredeleniØ [h] natØgiva¸tsØ na takie vektory. Legko proverit~, qto uslovie kommutirovaniØ potokov vdol~ ⃗∇_i = ∂_{λi} − {H_i, ·} i ⃗∇_j =

∂_{λj} − {H_j , ·}, ffkvivalentnoe integriruemosti raspredeleniØ, ffto snova uslovie

(13). Deæstvitel~no.

Rassmotrim kommutator proizvodnyh kakoæ-nibud~ funkcii f vdol~ ⃗∇_i i ⃗∇_j : f_{[⃗∇j ⃗∇i ]} = − { ∂ ∂λ_j H_i, f } − { H_i, ∂ ∂λ_j f } − { H_j , ∂ ∂λ_i f } + {H_j , {H_i, f}}. Poskol~ku {H_j {H_i, f}} = {H_i{H_j , f}} − {{H_i, H_j }, f} (ravenstvo ˚kobi), to qtoby kommutator byl raven nul¸ f_{[⃗∇j ,⃗∇i ]} = { ∂ ∂λ_i H_j − ∂ ∂λ_j H_i + {H_i, H_j }, f } = 0, ∀f neobhodimo i dostatoqno qtoby levaØ qast~ (13) byla funkcieæ Kazimira.

Skobka Li-Puassona.

Puassonovymi prostranstvami, v qastnosti, ØvlØ¸tsØ prostranstva, dvoæstvennye k l¸boæ algebre Li.

Snaqala skobka opredelØetsØ na lineænyh funkciØh (na fftih dvoæstvennyh prostranstvah), a uß potom, po lineænosti i pravilu Leæbnica, rasprostranØetsØ i na vsevozmoßnye funkcii.

Prodemonstriruem, kak ffta shema deæstvuet v sluqae algebry Li sl(2, C ). My appeliruem k geometriqeskoæ intuicii i izomorfizmu algebr Li su(2) ≃

(R^3, [, ]), pozvolØ¸weæ rassmatrivat~ sl(2, C ) ⊃ su(2) kak kompleksifikaci¸ al-

gebry Li vewestvennyh trehmernyh vektorov s kommutatorom vektornym proizvedeniem [, ]. Budem nazyvat~ fflementy sl(2, C ) vektorami i fflementy sl^∗(2, C ), t.e. lineænye funkcii na sl(2, C ) – ko-vektorami.

Krome kommutatora – “vektornogo proizvedeniØ”, na sl(2, C ) opredeleno i skalØrnoe proizvedenie (Killinga): ⟨A, B⟩ = Tr AB. Pol~zuØs~ tem, qto ono nevyroßdeno – tol~ko nulevoæ vektor ortogonalen vsemu prostranstvu: ⟨σ, A⟩ = 0 ∀A ⇒ σ = 0, moßno otoßdestvit~ sl(2, C ) i sl^∗(2, C ).

Lineænyæ izomorfizm meßdu nimi stroitsØ tak:

vektoru A ∈ sl(2, C ) stavitsØ v sootvetstvie ko-vektor ⟨a| ∈ sl^∗(2, C ) skalØrnogo umnoßeniØ na fftot A:

⟨A| – lineænoe otobraßenie sl(2, C ) → C , kotoroe kaßdomu B ∈ sl(2, C ), stavit v sootvetstvie ⟨A, B⟩ ∈ C .

Izomorfnost~ sleduet iz nevyroßdennosti ⟨, ⟩.

�lementy vtorogo soprØßennogo prostranstva sl^{∗∗}(2, C ) ffto lineænye funkcii na sl^∗(2, C ) – fflementy samogo sl(2, C ) ≃ sl^{∗∗}(2, C ) : A ∈ sl(2, C ), kak fflement

sl^{∗∗}(2, C ) ØvlØetsØ funkcieæ na sl^∗(2, C ), kotoraØ kaßdomu Ã ∈ sl^∗(2, C ) – funkci-

onalu sl(2, C ) → C stavit v sootvetstvie qislo – znaqenie fftogo funkcionala na A: A ∈ sl^{∗∗}(2, C ) : Ã ∈ sl^∗(2, C ) → Ã(A) ∈ C .

Tipiqnyæ primer lineænoæ funkcii na sl(2, C ) (fflementa sl^∗(2, C )) ffto kakoænibud~ matriqnyæ fflement A_{ij} ; sootvetstvenno lineænaØ funkciØ na sl^∗(2, C ) ffto matriqnyæ fflement A_{ij} ko-vektora ⟨A|. Kakie fflementy sl(2, C ) sootvetstvu¸t

A_{11}, A_{12}, A_{21} pri otoßdestvlenii sl(2, C ) ≃ sl^{∗∗}(2, C )?

Oqevidno, qto

A_{11} = ⟨A, 1 2 ( 1 0 0 −1 ) ⟩, A_{12} = ⟨A, ( 0 0 1 0 ) ⟩, A_{21} = ⟨A, ( 0 1 0 0 ) ⟩, (14)

oboznaqim ffti vektory sootvetstvenno σ_3/2, σ_−, σ_+.

Po opredeleni¸, skobka Li-Puassona meßdu (lineænymi) funkciØmi f_1,

f_2 ∈ (sl^∗(2, C ))^∗ na sl^∗(2, C ) kladetsØ ravnoæ ih kommutatoru pri otoßdestvle-

nii sl^{∗∗}(2, C ) ∼= sl(2, C ):

{f_1, f_2}_{LP} = f_3 ⇔ F_3 = [F_1, F_2]

pri sootvetstvii

sl^{∗∗}(2, C ) ∋ f_i ↔ F_i ∈ sl(2, C ).

Takim obrazom, {A_{11}, A_{12}}_{LP} ffto matriqnyæ fflement ko-vektora, sootvetstvu¸-

wiæ kommutatoru σ_3/2 i ( 0 0 1 0 ) : [ σ_3/2, ( 0 0 1 0 ) ] = − ( 0 0 1 0 ) .

Poskol~ku ( 0 0 1 0 ) ↔ A_{12}, to {A_{11}, A_{12}}_{LP} = −A_{12}.

Analogiqno

{A_{11}, A_{21}}_{LP} = A_{21}, {A_{21}, A_{12}}_{LP} = 2A_{11}.

Odnoæ formuloæ vse ffti ravenstva zapisyva¸tsØ tak {A_{ij} , A_{kl}}_{LP} = δ_{il}A_{kj} − δ_{jk}A_{il}. (15) Srazu vidno, qto otnositel~no skobki Li–Puassona kanoniqeskimi budut pary peremennyh

A_{11}, log A_{12} i A_{22} = −A_{11}, log A_{21} :

{A_{11}, log A_{12}} = {A_{22}, log A_{21}} = −1. (16)

Zameqanie. Iz obweæ teorii sleduet (smotri [Semen]), qto nevyroßdennym ØvlØetsØ ograniqenie skobki Li-Puassona {, }_{LP} na orbitu kakogo-nibud~ fflementa Ã soprØßennogo prostranstva, zametaemu¸ fftim Ã pri ko-prisoedinennom deæstvii na nego samoæ gruppy i, stalo byt~, ffta orbita ØvlØetsØ simplektiqeskim prostranstvom.

SimplektiqeskaØ forma poluqaetsØ pri obrawenii ograniqeniØ na fftu orbitu sootvetstvu¸wego tenzora Puassona Π^{...}, zapisannogo qerez koordinaty na orbite.

DlØ sluqaØ su(2), SU(2) ffti utverßdeniØ ime¸t prozraqnu¸ geometriqesku¸ ill¸straci¸.

Otnositel~no vvedennogo na su(2) ⊂ sl(2, C ) skalØrnogo proizvedeniØ ⟨, ⟩ ortonormirovannym ØvlØetsØ bazis iσ_k/2, gde σ_k, k = 1, 2, 3 – matricy Pauli:

σ_3 = ( 1 0 0 −1 ) , σ_2 = ( 0 i −i 0 ) , σ_1 = ( 0 1 1 0 ) . Voz~mem kakoæ-nibud~ fflement soprØßennogo prostranstva kvadrata dliny R^2, naprimer ⟨Riσ_3/2| i podeæstvuem na nego vsevozmoßnymi fflementami SU(2) ∼

SO(3), t.e. vraweniØmi. PoluqitsØ sfera, kotoru¸, kak izvestno, moßno para-

metrizovat~ dvumØ uglami – xirotoæ θ ∈ [−π/2, π/2] i dolgotoæ φ ∈ [0, 2π[: A = i R 2 ( sin θ e^{iφ} cos θ e^{−iφ} cos θ − sin θ ) ∈ su(2), ⟨A| ∈ su^∗(2).

Soglasno obweæ teorii, sußenie skobki (15) na ffto mnogoobrazie nevyroßdeno i (kak my poluqili – po formule (16)) kanoniqeskimi koordinatami tam budut

p = A_{11} i q = log A_{12}: dp ∧ dq = i R 2 cos θdθ ∧ (d log cos θ + idφ) = R 2 cos θdφ ∧ dθ, t.e. fflement plowadi sfery (s postoØnnym mnoßitelem 1/2R).

Zameqanie. Zdes~ umestno bylo by soslat~sØ na Arhimeda. Po-vidimomu, on byl pervyæ, kto otkryl sovpadenie (form) plowadi sfery i opisannogo vokrug nee cilindra.

Koordinaty vdol~ obrazu¸weæ z = R sin θ, uglovaØ koordinata na napravlØ- ¸weæ okrußnosti φ: dφ ∧ dz = R cos θdφ ∧ dθ.� Takim obrazom, v privyqnom nam sluqae R^3, ill¸striruemoe obwee utverßdenie o “simplektiqnosti orbity ko-prisoedinennogo predstavleniØ algebry Li” ØvlØetsØ utverßdeniem “sfera s 2-formoæ plowadi, nasledovannoæ iz ob¨- eml¸wego R^3, ØvlØetsØ simplektiqeskim prostranstvom”.

Puassonova struktura sistemy Xlezingera.

Rassmotrim teper~ n + 1 ffkzemplØr prostranstva sl^∗(2, C ) ≃ sl(2, C ) i ih dekartovo proizvedenie sl(2, C )^{n+1}. Oqevidno, qto ffto puassonovo prostranstvo so skobkoæ

{A^{(m1)}_{ij} , A^{(m2)}_{kl} } = δ_{m1m2} (δ_{il}A^{(m1)}_{kj} − δ_{jk}A^{(m1)}_{il} ) (17)

– nulevoæ meßdu razliqnymi dekartovymi somnoßitelØmi i skobkoæ Li– Puassona vnutri odnogo ffkzemplØra sl(2, C ).

Rassmotrim teper~ a_{ik} := ⟨A^{(i)}, A^{(k)}⟩ – ffto funkciØ na sl(2, C )^{n+1}; vyqislim skobku meßdu matriqnymi fflementami A^{(r)}_{st} kakoæ-nibud~ matricy A^{(r)} ∈ sl(2, C ) i a_{ik}.

Vo-pervyh oqevidno, qto esli i ≠ r ≠ k, to {a_{ik}, A^{(r)}_{st} } = 0. Esli i = k, to a_{kk} = const i {a_{kk}, A^{(r)}_{st} } = 0, tak qto edinstvennyæ netrivial~nyæ sluqaæ – ffto {a_{ir} , A^{(r)}_{st} } = ∑ m1,m2 {A^{(i)}_{m1m2} A^{(r)}_{m2 m1} , A^{(r)}_{st} } ∑ m1,m2 A^{(i)}_{m1m2} (δ_{m2 t}A^{(r)}_{sm1} − δ_{sm1} A^{(r)}_{m2t}) = ∑ m1,m2 A^{(r)}_{sm1} A^{(i)}_{m1t} − A^{(i)}_{sm2} A^{(r)}_{m2t} = ([A^{(r)}, A^{(i)}])_{st}. (18)

Oboznaqim

h := ∑ i<j a_{ij} d log(λ_i − λ_j ) := n∑ k=0 H_kdλ_k, to est~ H_k := ∑ i≠k a_{ik}/λ_k − λ_i. UravneniØ Gamil~tona, sootvetstvu¸wie gamil~tonianu H_k v prostranstve, snabßennom skobkoæ Li–Puassona (17) budut takie (po indeksam “r” i “k” v fftih formulah summirovaniØ net!): dA^{(r)}_{st} /dλ_k = −{H_k, A^{(r)}_{st} } = ∑ i≠k −1 λ_k − λ_i {a_{ik}, A^{(r)}_{st} }.

Esli k ≠ r, to dA^{(r)}_{st} /dλ_k = ∑ i≠k −1 λ_k − λ_i {a_{ik}, A^{(r)}_{st} } = −1 λ_k − λ_r {a_{kr}, A^{(r)}_{st} } = ([A^{(k)}, A^{(r)}])_{st} λ_k − λ_r , esli ße k = r, to dA^{(r)}_{st} /dλ_r = ∑ i≠r 1 λ_r − λ_i {a_{ir} , A^{(r)}_{st} } = − ∑ i≠r ([A^{(r)}, A^{(i)}])_{st} λ_r − λ_i , ffto sovpadaet s (7) – sistemoæ uravneniæ Xlezingera.

Podvedem promeßutoqnyæ itog.

Rexenie uravneniæ Xlezingera po peremennoæ λ_k (ostal~nye λ_i, i ≠ k zafiksirovany) predstavlØet iz sebØ kompleksno-odnomernoe mnogoobrazie – “lini¸” (rimanovu poverhnost~), parametrizovannu¸ λ_k ∈ C , leßawu¸ v kompleksnom 3(n + 1) + (n + 1)-mernom prostranstve sl(2, C )^{n+1} × C^{n+1}. Vremenno nazovem fftu lini¸ L_k, ona leßit na podmnogoobrazii λ_i = const, i ≠ k.

Prostranstvo sl(2, C )^{n+1} × C^{n+1} ØvlØetsØ rasxirennym fazovym prostranstvom gamil~tonovyh sistem s gamil~tonianami – funkciØmi na sl(2, C )^{n+1} ×

C^{n+1} , gde zadana skobka Puassona (17). Skobka ffta vyroßdennaØ, prostranstvo

sl(2, C )^{n+1} ne simplektiqeskoe (dlØ neqetnyh n, naprimer, ono neqetnomerno).

My dokazali, qto ∀k ∈ 0, 1, . . . , n liniØ L_k sovpadaet s traektorieæ gamil~- tonovoæ sistemy s gamil~tonianom

H_k = h(∂_{λk} ) = ∑ i i≠k a_{ik}/λ_k − λ_i Dokaßem, qto raspredelenie, zadavaemoe sistemoæ Xlezingera integriruemo.

Dostatoqno dokazat~, qto integriruemo raspredelenie, zadavaemoe 1-formoæ h = ∑ H_kdλ_k = ∑ a_{ij} d log(λ_i − λ_j ) v sl(2, C )^{n+1} × C^{n+1} . �to, v svo¸ oqered~, budet

sledovat~ iz ravenstva ∂ ∂λ_i H_j − ∂ ∂λ_j H_i + {H_j , H_i} = 0.

Poskol~ku ∂ ∂λ_i H_j = ∂ ∂λ_j H_i = a_{ij} ∂^2 ∂λ_i∂λ_j log(λ_i − λ_j ), a_{ij} = a_{ji} = Tr A^{(i)}A^{(j)},

trebuetsØ proverit~, qto {H_j , H_i} = 0. Vyqislim {a_{ij} , a_{kl}} = {⟨A^{(i)}, A^{(j)}⟩, ⟨A^{(k)}, A^{(l)}⟩}. Oqevidno, qto esli sredi indeksov i, j, k, l net sovpada¸wih, to {a_{ij} , a_{kl}} = 0, tak kak otliqny ot nulØ tol~ko skobki Puassona matriqnyh fflementov iz odnogo dekartova somnoßitelØ sl(2, C ).

Tak ße legko proverit~, qto {a_{ij} , a_{kk}} = 0 ∀i, j, k, potomu qto a_{kk}/2 ffto kvadrat sobstvennogo znaqeniØ A^{(k)} –funkciØ Kazimira skobki Li–Puassona, qto sleduet iz formuly (15):

{A_{ij} , A_{12}A_{21} + A^2_{11}} = 0 ∀i, j ∈ 1, 2.

Iz kosoæ simmetrii {, } vytekaet, qto {a_{ij} , a_{ij} } = 0 ∀ij; ostaetsØ sluqaæ {a_{ik}, a_{jk} }, i ≠ j ≠ k ≠ i. V silu ravenstva (18) {A^{(k)}_{em}, ⟨A^{(k)}, A^{(j)}⟩} = −([A^{(k)}, A^{(j)}])_{em}, pofftomu esli i ne sovpadaet ni s j, ni s k, to {a_{ik}, a_{kj} } = ∑ e,m A^{(i)}_{em}{A^{(k)}_{em}, ⟨A^{(k)}, A^{(j)}⟩} = −⟨A^{(i)}, [A^{(k)}, A^{(j)}]⟩. Teper~, blagodarØ kosoæ simmetrii smexannogo proizvedeniØ ⟨[A, B], C⟩, moßno snØt~ ograniqeniØ na nesovpadenie indeksov – v obeih qastØh budet nol~, tak qto vsegda

{a_{ik}, a_{kj} } = ⟨[A^{(i)}, A^{(j)}], A^{(k)}⟩ := f_{ijk} (19)

– skobki ot poparnyh skalØrnyh proizvedeniæ treh vektorov antisimmetriqny otnositel~no perestanovki pary iz fftih vektorov i ne menØ¸tsØ pri cikliqeskoæ perestanovke.

Teper~ legko vyqislit~ {H_i, H_j }: {H_i, H_j } = ∑ m1,m2 1 λ_i − λ_{m1} 1 λ_j − λ_{m2} {a_{im1} , a_{jm2} }

= ∑ m ( 1 λ_i − λ_m 1 λ_j − λ_m {a_{im}, a_{mj} } + 1 λ_i − λ_j 1 λ_j − λ_m {a_{ij} , a_{jm}} + 1 λ_i − λ_m 1 λ_j − λ_i {a_{im}, a_{ji}} ) = ∑ m ( f_{ijm} (λ_m − λ_i)(λ_m − λ_j ) + f_{imj} (λ_i − λ_j )(λ_j − λ_m) + f_{mji} (λ_j − λ_i)(λ_i − λ_m) )

= ∑ m f_{ijm} (λ_i − λ_j )(λ_i − λ_m)(λ_j − λ_m)

(λ_i − λ_j − (λ_i − λ_m) + λ_j − λ_m) = 0. �

Itak, dokazana teorema.

Teorema. Raspredelenie, zadavaemoe v puassonovom (skobka (17)) prostranstve

sl(2, C )^{n+1} formoæ h = ∑ i<j ⟨A^{(i)}, A^{(j)}⟩d log(λ_i − λ_j )

ØvlØetsØ integriruemym i sovpadaet s raspredeleniem, zadavaemym v sl(2, C )^{n+1} ×

C^{n+1} sistemoæ uravneniæ Xlezingera

dA^{(k)} = ∑ i i≠k [A^{(i)}, A^{(k)}]d log(λ_i − λ_j ). �

Takim obrazom raspredelenie, zadavaemoe sistemoæ Xlezingera, integriruemo – ono ØvlØetsØ raspredeleniem kasatel~nyh (n+1-mernyh lineænyh podprostranstv T sl(2, C )^{n+1} × C^{n+1}) k nekotoromu sloeni¸ prostranstva sl(2, C )^{n+1} ×

C^{n+1} ; nazovem ffto sloenie sloeniem Xlezingera.

Utverßdenie. SeqeniØ listov sloeniØ Xlezingera poverhnost~¸ λi = const,

i ≠ k ØvlØ¸tsØ traektoriØmi gamil~tonovoæ sistemy s gamil~tonianom

H_k = ∑ i i≠k ⟨A^{(i)}, A^{(k)}⟩/λ_k − λ_i, λ_i = const,

nezavisimoæ peremennoæ (“vremenem”) λ_k i puassonovym fazovym prostranstvom sl(2, C )^{n+1} so skobkoæ Li–Puassona (17).

III. Postroenie fazovyh prostranstv^≈M_{aii} , ~M_{aii} i M_{aii}

Rassmotrim kakoæ-nibud~ nenulevoæ ko-vektor ⟨^RA| ∈ sl^∗(2, C ), i simplektiqeskoe prostranstvo SL⟨^RA| :

SL⟨^RA| := ⋃ g∈SL(2,C) ⟨g^RAg^{−1}| ⊂ sl^∗(2, C ),

zametaemoe fftim ko-vektorom pri deæstvii na nego SL(2, C ).

Esli A_1 i A_2 kakie-nibud~ nenulevye vektory sl(2, C ), to ih moßno sovmestit~ fflementom g ∈ SL(2, C ) togda i tol~ko togda, kogda sovpadut ih “kvadraty dlin” – proizvedeniØ na sebØ:

∀A_i ≠ 0 ∃g ∈ SL(2, C ) : gA_1g^{−1} = A_2 ⇔ ⟨A_1, A_1⟩ = ⟨A_2, A_2⟩,

sledovatel~no prostranstvo SL⟨^RA|,^RA ≠ 0 harakterizu¸tsØ edinstvennym parametrom – kompleksnym qislom ⟨^RA,^RA⟩ ∈ C .

Pust~ snaqala ⟨^RA,^RA⟩ = R^2 ≠ 0, togda SL <^RA| predstavlØet iz sebØ mnoßestvo vsevozmoßnyh kompleksnyh matric s fiksirovannym opredelitelem −R^2/2.

Takie matricy nahodØtsØ vo vzaimno-odnoznaqnom sootvetstvii s toqkami kvadriki – gladkoæ algebraiqeskoæ poverhnosti C_R2

C_R2 : X_1X_2 + X^2_3 = R^2/2 ≠ 0 ↔ ( X_3 X_1 X_2 −X_3 ) ∈ SL⟨^RA|. (20) SimplektiqeskaØ forma v koordinatah X_i zadaetsØ ravenstvami

w_R2 = dX_3 ∧ d log X_1 = −dX_3 ∧ d log X_2 = d √ R^2/2 + X_3 X_1

∧ dX_1 = d √ R^2/2 − X_3 X_2 ∧ dX_2 = d X_2 √ R^2/2 − X_3

∧ dX_1 = d

X_1 √ R^2/2 + X_3

∧ dX_2. (21)

Poslednie ravenstva verny, poskol~ku X_1X_2 = ( √ R^2/2 − X_3)( √ R^2/2 + X_3). Tak

kak R^2 ≠ 0, to vsegda hotØ by odno iz qisel √ R^2/2+X_3 ili √ R^2/2−X_3 otliqno

ot nulØ i sootvetstvu¸wee ravenstvo zadaet formu w_R2 .

My videli, qto v vewestvennom sluqae forma w_R2 s toqnost~¸ do mnoßitelØ

1/2R sovpadaet s formoæ plowadi, inducirovannoæ na kvadrike

X^2 + Y^2 + Z^2 = R^2, X_1 = x + iy, X_2 = x − iy, X_3 = z

ob¨eml¸waØ prostranstvom R^3 ∋ (x, y, z).

Rassmotrim teper~ sluqaæ R^2 = 0. Vse vyxeskazannoe otnositsØ i k fftomu sluqa¸, za tem iskl¸qeniem, qto nulevaØ matrica X_1 = X_2 = X_3 = 0 ne prinadleßit orbite nenulevogo fflementa ⟨^∘A| ≠ 0, det^∘A = 0, tak qto iz konusa

X_1X_2 + X^2_3 = 0 nußno vykinut~ odnu toqku – verxinu X_1 = X_2 = X_3 = 0. Sim-

plektiqeskoe prostranstvo SL⟨^∘A| v fftom sluqae predstavlØet iz sebØ gladku¸ qast~ kvadriki X_1X_2 + X^2_3 = 0.

Utverßdenie. Forma w0 v vewestvennom sluqae predstavlØet soboæ formu plowadi ne konusa, a cilindra.

Dokazatel~stvo. Snova vvedem vewestvennye (x, y, z):

x^2 + y^2 = z^2, X_1 = x + iy, X_2 = x − iy, X_3 = iz,

vvedem cilindriqeskie koordinaty (ρ, φ, z):

x = ρ cos φ, y = ρ sin φ, X_1 = x + iy = ρe^{iφ}.

Uravnenie konusa budet ρ = z, tak qto forma

w_0 = dX_3 ∧ d log X_1 = diz ∧ d log z + iφ = −dz ∧ dφ

sovpadaet s formoæ plowadi cilindra ediniqnogo radiusa. �

PeremennaØ z ne prinimaet znaqeniØ z = 0, qto sootvetstvuet verxine konusa, otsutstvu¸weæ v orbite SL⟨^∘A|, odnako iz privedennyh geometriqeskih soobraßeniæ vidno, qto esli vmesto odnoæ toqki – verxiny “vkleit~” okrußnost~ – seqenie cilindra ploskost~¸ z = 0, to poluqivxeesØ mnogoobrazie ostanetsØ simplektiqeskim – forma w_0 budet gladkoæ, vs¸du otliqnoæ ot nulØ (formoæ plowadi vsego cilindra).

Na Øzyke matric takaØ “vkleæka” oznaqaet dopuwenie k rassmotreni¸ liniæ A(t) = ( X_3(t) X_1(t) X_2(t) −X_3(t) ) ⊂ sl(2, C ),

prohodØwih qerez nol~, t.e. X_1(0) = X_2(0) = X_3(0) = 0, no linii, ime¸wie raznyæ predel X_3 : X_1 v fftoæ toqke ne budut peresekat~sØ – oni budut prohodit~ qerez raznye toqki vkleennoæ “okrußnosti” – proektivnoæ prØmoæ C P^1 v kompleksnom sluqae, ili ße qerez raznye toqki proektivizacii orbity SL |^∘A⟩.

Oboznaqim P sl(2, C ) – proektivizaci¸ sl(2, C ) \ ( 0 0 0 0 ) . �lementy P sl(2, C ) budem oboznaqat~ zaglavnymi bukvami s volnoæ:

esli A = ( X_3 X_1 X_2 −X_3 ) ≠ 0, to ~A = ( x_3 x_1 x_2 −x_3 ) : x_1 : x_2 : x_3 = X_1 : X_2 : X_3 ∈ C P^2 .

Oboznaqim qerez P SL |^RA⟩ proektivizaci¸ orbity kakogo-nibud~ nenulevogo

RA ∈ sl(2, C ), qislo ⟨^RA,^RA⟩ = R^2 parametrizuet mnogoobraziØ P SL |^RA⟩. Esli

R^2 ≠ 0, to P SL |^RA⟩ dvumerno; esli R^2 = 0, to P SL |^∘A⟩ odnomerno, izomorfno

kvadrike na C P^2 : ~A = ( x_3 x_1 x_2 −x_3 ) ∈ P SL |^∘A⟩ ⇔ x_1x_2 + x^2_3 = 0, x_1 : x_2 : x_3 ∈ C P^2 ,

a tak ße izomorfno C P^1 ∋ x_1 : x_3 = −x_3 : x_2.

Opredelenie 1, III (geometriqeskoe). Simplektiqeskoe mnogoobrazie (C_R2 , w_R2 )

ffto para, gde C_R2 – podmnogoobrazie sl(2, C ) × P SL |^RA⟩, opredelØemoe uravneniØmi (( X_3 X_1 X_2 −X_3 ) , ( x_3 x_1 x_2 −x_3 )) ∈ C_R2 ⇔ { X_1X_2 + X^2_3 = R^2/2 ∃x_0 ∈ C : X_i = x_0x_i , a forma

w_R2 = dX_3 ∧ d log X_1 = −dX_3 ∧ d log X_2 = d(x_3 : x_1) ∧ dX_1 = −d(x_3 : x_2) ∧ dX_2.�

My vidim, qto esli (X, ~Y ) ∈ C_R2 i X ≠ 0, to ~Y = ~X, tak qto esli R^2 ≠ 0, to vtoraØ, proektivnaØ, qast~ C_R2 ne nußna, ona vosstanavlivaetsØ po pervoæ,

C_R2 izomorfna orbite SL |^RA⟩ – gladkoæ kvadrike, v Opredelenie ona dobavlena

lix~ qtoby ne davat~ dva razliqnyh opredeleniØ dlØ R^2 ≠ 0 i R^2 = 0.

Pust~ teper~ R^2 = 0. Oboznaqim π_c – obraz proekcii C_R2 na pervyæ dekartov somnoßitel~ (pri R^2 = 0 ffto konus). π^{−1}_c ( 0 0 0 0 ) – gladkoe podmnogoobrazie v C_0 = sl(2, C ) × P SL |^∘A⟩, izomorfnoe

mnogoobrazi¸ SL|^∘A⟩ – sfere Rimana. Paru golomorfnyh koordinat, kak my znaem, moßno vybrat~ tak:

p, p^∗ = 1/p, p = x_3 : x_1, p^∗ = −x_3 : x_2, π^{−1}_c ( 0 0 0 0 ) = ⋃ x1:x2:x3 (( 0 0 0 0 ) , ( x_3 x_1 x_2 −x_3 )) . Utverßdenie 1, III. Vse mnogoobrazie C0 moßno pokryt~ dvumØ kartami U i

U^∗, kaßdaØ iz kotoryh simplektiqeski izomorfna (A^2 , dp ∧ dq).

Dokazatel~stvo. Opredelim otobraßeniØ φ : A^2 → U ⊂ C0, i φ^∗ : A^2 → U^∗ ⊂ C0 tak: φ : (p, q) → (( pq q −p^2q −pq ) , ( p 1 −p^2 −p )) ∈ sl(2, C ) × P SL |A_0⟩ φ^∗ : (p^∗, q^∗) → (( −p^∗q^∗ −p^{∗2}q^∗ q^∗ −p^∗q^∗ ) , ( −p^∗ −p^{∗2} 1 p^∗ )) ∈ sl(2, C ) × P SL |A_0⟩.

V perekrytii U i U^∗ opredeleny funkcii skleæki p^∗ = 1/p, q^∗ = −p^2q. Oqevidno, qto dp ∧ dq = dp^∗ ∧ dq^∗, tak qto mnogoobrazie

C_0 := U ∪ U^∗, U = ⋃ pq (( pq q −p^2q −pq ) , ( p 1 −p^2 −p ))

U^∗ = ⋃ p^∗q^∗ (( −p^∗q^∗ −p^{∗2}q^∗ q^∗ p^∗q^∗ ) , ( −p^∗ −p^{∗2} 1 p^∗ )) (22)

ØvlØetsØ simplektiqeskim. Vne proektivnoæ prØmoæ (q = 0, p ∈ C ) ∪ (q^∗ = 0, p^∗ ∈

C ) C0 izomorfno orbite kakogo-nibud~ izotropnogo nenulevogo fflementa, na-

primer,^∘A = ( 0 1 0 0 ) . DobavlennaØ proektivnaØ prØmaØ – “razdutie” verxiny konusa; my budem nazyvat~ ee “razdutym” divizorom.

Gruppa SL(2, C ) deæstvuet i na proektivizacii orbity SL(2, C )⟨^∘A|, v qastnosti, na “razdutom” divizore. Generatory SL(2, C )

T^μ_{diag} := ( μ 0 0 1/μ ) , T^ν_{△↑} := ( 1 ν 0 1 ) , T^ν_{△↓} := ( 1 0 ν 1 )

sledu¸wim obrazom deæstvu¸t na koordinaty (p, q), (p^∗, q^∗):

T^μ_{diag}(p, q) = (p/μ^2, qμ^2), T^μ_{diag}(p^∗, q^∗) = (p^∗μ^2, q^∗/μ^2) T^ν_{△↓}(p, q) = (p − ν, q), T^ν_{△↑}(p^∗, q^∗) = (p^∗ − ν, q^∗) T^ν_{△↑}(p, q) = T^ν_{△↑}(1/p^∗, −p^{∗2}q^∗) = ( 1 p^∗ − ν , −(p^∗ − ν)^2q^∗) = ( p 1 − νp , (1 − νp)^2q ) , T^ν_{△↓}(p^∗, q^∗) = ( p^∗ 1 − νp^∗ , (1 − νp^∗)^2q^∗ ) . Zameqanie. Pri znaqeniØh ν = 1/p (ν = 1/p^∗) preobrazovaniØ T^ν_{△↑} (sootvetstvenno T^ν_{△↓}) perevodØt toqku C_0 iz karty U v kartu U^∗ sootvetstvenno iz U^∗ v

U). �_{Privedennye formuly pokazyva¸t, qto SL(2,} C ) deæstvuet na “razdutom” di-

vizore kak gruppa drobno-lineænyh preobrazovaniæ: T^μ_{diag}p = p/μ^2, T^ν_{△↓}p = p − ν, T^ν_{△↑}p = p 1 − νp . Zameqanie. Takimi ße kartami U, U^∗ moßno pokryt~ i nevyroßdennu¸ kvadriku C_R2 , R^2 ≠ 0: ( pq + √ R^2/2 q −p(pq + 2 √ R^2/2) −(pq + √ R^2/2) ) = ( −(p^∗q^∗ + √ R^2/2) −p^∗(p^∗q^∗ + 2 √ R^2/2) q^∗ p^∗q^∗ + √ R^2/2 ) . �to pozvolØet dat~ opredelenie mnogoobraziØ C_R2 , kak abstraktnogo mnogoobraziØ, pokrytogo dvumØ kartami – U ∋ (p, q) i U^∗ ∋ (p^∗, q^∗) (tak obyqno i delaetsØ, smotri [ShT]):

Opredelenie 2, III abstraktnoe. Simplektiqeskoe mnogoobrazie (C_R2 , w_R2 ) ffto

mnogoobrazie, pokrytoe dvumØ kartami A^2 s koordinatami (p, q) i (p^∗, q^∗), funkciØmi perekleæki p = 1/p^∗, q = −p(pq + 2 √ R^2/2) i simplektiqeskoæ formoæ w_R2 = dp ∧ dq = dp^∗ ∧ dq^∗. � Zameqanie. HotØ v opredelenii i uqastvuet koren~^√R^2/2, rezul~tat skleæki ot vybora znaka kornØ ne zavisit – mnogoobraziØ, postroennye po + √ R^2/2 i − √ R^2/2 izomorfny, ffto kvadrika (20) (esli R^2 ≠ 0). �

Dalee mnogoobrazie C_R2 my budem prosto nazyvat~ “kvadrikoæ”, podrazumevaØ ogovorku, qto pri R^2 = 0 verxina konusa razduta ukazannym vyxe obrazom.

�

Zameqanie. Gladkie simplektiqeskie mnogoobraziØ C_R2 budut igrat~ vaßneæxu¸ rol~ v naxih postroeniØh, imenno iz nih budem stroit~ fazovoe prostranstvo gamil~tonovoæ sistemy uravneniæ izomonodromnyh deformaciæ (1), pri

n = 3 – sistemy Xlezingera–Penleve 6. �

Rassmotrim dekartovo proizvedenie n + 1-go ffkzemplØra (C_{aii} , w_{aii} ), gde

a_{ii} = ⟨A^{(i)}, A^{(i)}⟩ = −2 det A^{(i)} ∈ C , i = 0, 1, . . . , n

– parametry naxeæ zadaqi (izomonodromnoæ deformacii uravneniØ (1)).

Oboznaqim ego^≈M_{aii} : ≈ M_{aii} := C_{a00} × C_{a11} × · · · × C_{ann} . ≈ M_{aii} – simplektiqeskoe prostranstvo (kak dekartovo proizvedenie simplekti-

qeskih prostranstv) s formoæ ≈ w := n∑ k=0 w_{akk} . Vydelim v^≈M_{aii} podmnogoobrazie ~M_{aii} : ~M_{aii} :=^≈M_{aii} ⋂ {^n∑ k=0 A^{(k)} = 0 } , sostoØwee tol~ko iz teh naborov matric A^{(k)}, dlØ kotoryh ∑ A^{(k)} = 0. Obozna-

qim otobraßenie vkl¸qeniØ qerez^≈π: ≈ π : ~M_{aii} →^≈M_{aii} . Ograniqenie formy^≈w na ~M_{aii} oboznaqim w̃: w̃ :=^≈π^{∗ ≈}w. Zameqanie. Mnogoobrazie (^~Ma_{ii} , w̃) ne simplektiqeskoe, hotØ by potomu qto ono neqetnomerno – na koordinaty qetnomernogo (simplektiqeskogo) mnogoobraziØ ≈ M_{aii} my naloßili tri svØzi, potrebovav ravenstva nul¸ treh komponent vek-

tora ∑ A^{(k)}.

Forma w̃, koneqno, ostaetsØ nesingulØrnoæ i zamknutoæ, no v nekotoryh toq-

kah A^{(ī)} ona obrawaetsØ v nol~ – te vektory iz T_A(ī)^≈M_{aii} , na kotoryh^≈w byla

otliqna ot nulØ, ne prinadleßat T_A(ī) ~M_{aii} ⊂ T_A(ī)^≈M_{aii} . �

Na^≈M_{aii} i ~M_{aii} pokomponentno deæstvuet gruppa SL(2, C ). DlØ l¸bogo g ∈

SL(2, C ) poloßim g(A^{(0)}, . . . , A^{(n)}) := (A^{(0)}g , . . . , A^{(n)}g ), gde A^{(i)}g := gA^{(i)}g^{−1}. Oprede-

lim M_{aii} :

M_{aii} := ~M_{aii} / SL(2, C ). (23)

Otobraßenie, otoßdestvlØ¸wee nabory A^{(0)}, . . . , A^{(n)}, kotorye perevodØtsØ drug v druga deæstviem SL(2, C ) oboznaqim π̃: π̃ : ~M_{aii} → M_{aii} . Naxeæ cel~¸ ØvlØetsØ dokazatel~stvo togo, qto M_{aii} ØvlØetsØ simplektiqeskim mnogoobraziem, t.e.

1. Faktor ~M_{aii} / SL(2, C ) = M_{aii} ØvlØetsØ mnogoobraziem. 2. Na fftom mnogoobrazii suwestvuet 2-forma w ∈ Λ^2T^∗M_{aii} takaØ, qto π̃^∗w = w̃. 3. Forma w ØvlØetsØ simplektiqeskoæ, t.e. gladkoæ, zamknutoæ, ne obrawa¸- weæsØ v nol~. Dokazatel~stvo vseh fftih punktov budet zaverxeno lix~ v sledu¸weæ glave, kogda my postroim kanoniqeskie koordinaty na M_{aii} . Ih suwestvovanie i dokaßet punkty 2 i 3, kak suwestvovanie formy w, tak i otsutstvie u nee nuleæ.

Seæqas dokaßem punkt 1, qto M_{aii} deæstvitel~no mnogoobrazie, a tak ße proill¸striruem punkt 2. Privedem argumenty v pol~zu togo, qto w̃ moßet byt~ opuwena na M_{aii} , navstrequ napravleni¸ π̃^∗ : T^∗M_{aii} → T^∗ ~M_{aii} .

V osnovu dokazatel~stva punkta 1 poloßim sledu¸wee utverßdenie s prozraqnym geometriqeskim smyslom.

Utverßdenie 2, III. L¸bye dva bazisa (σ1, σ2, σ3) i (σ^′_1, σ^′_2, σ^′_3) prostranstva

sl(2, C ) mogut byt~ sovmeweny fflementom g ∈ SL(2, C ) togda i tol~ko togda, kogda

sovpada¸t ih matricy Grama, t.e. ⟨σ_i, σ_j ⟩ = ⟨σ^′_i, σ^′_j ⟩ ∀i, j, i sovpada¸t ih orientacii, t.e.

⟨[σ_1, σ_2], σ_3⟩ = ⟨[σ^′_1, σ^′_2], σ^′_3⟩. �

Zameqanie. Kvadrat smexannogo proizvedeniØ (orientirovannogo ob¨ema)

⟨[A^{(i)}, A^{(j)}], A^{(k)}⟩^2

ØvlØetsØ mnogoqlenom ot poparnyh proizvedeniæ ⟨A^{(i)}, A^{(j)}⟩ – fflementov matricy Grama (smotri niße formulu (37))

f^2_{ijk} = ⟨[A^i, A^{(j)}], A^{(k)}⟩^2 = −2 det | | | | | | a_{ii} a_{ij} a_{ik} a_{ji} a_{jj} a_{jk} a_{ki} a_{kj} a_{kk}

| | | | | | , (24)

tak qto samo znaqenie f_{ijk} ØvlØetsØ tol~ko “nositelem znaka” – orientacii nabora A^{(i)}, A^{(j)}, A^{(k)}. �

Utverßdenie 2 svodit izuqenie toæ qasti M_{aii} , gde nabory A^{(ī)} soderßat bazis, k izuqeni¸ matricy poparnyh skalØrnyh proizvedeniæ a_{ij} . Vopros o naborah A^{(ī)}, sredi kotoryh net treh lineæno-nezavisimyh, t.e. naborah, gde vse A^{(i)} leßat na odnoæ kakoæ-nibud~ ploskosti, neprostoæ.

V otliqie ot R^3, gde l¸boæ, v qastnosti, lineæno-zavisimyæ nabor vektorov opredelØetsØ s toqnost~¸ do povorota (vozmoßno s otraßeniem) svoimi poparnymi skalØrnymi proizvedeniØmi, v sl(2, C ) ffto ne tak. Naprimer, l¸boæ nabor matric vida

A^{(i)} = ( 0 α_i 0 0 ) , i = 0, . . . , n; α_i ≠ 0 ∀i imeet vse nulevye proizvedeniØ ⟨A^{(i)}, A^{(j)}⟩ = 0, no, koneqno ße, drug v druga perevodØtsØ tol~ko takie A^{(0)}, . . . , A^{(n)} i A^{(0)′} , . . . , A^{(n)′} , u kotoryh α_0 : α_1 : · · · :

α_n = α^′_0 : α^′_1 : · · · : α^′_n. Priqinoæ takih nepriØtnosteæ ØvlØetsØ naliqie v sl(2, C )

podmnogoobraziæ, ograniqenie skalØrnogo proizvedeniØ ⟨, ⟩ na kotorye vyroßdeno. �to tak nazyvaemye izotropnye ploskosti – ortogonal~nye dopolneniØ k izotropnym (s nulevym proizvedeniem na sebØ) vektoram, t.e. vyroßdennym matricam. Naprimer ploskost~ (σ_+)^⊥:

(σ_+)^⊥ = ⋃ α,β∈C ( β α 0 −β ) ⊂ sl(2, C ), σ_+ := ( 0 1 0 0 ) . �lement σ_+ ≠ 0, leßawiæ na ploskosti (σ_+)^⊥ ortogonalen vsem leßawim tam vektoram, v qastnosti, i samomu sebe.

Esli est~ takoæ nabor A^{(ī)}, to moßno vybrat~ bazis sl(2, C ) tak, qto vse A^{(i)} budut verhnetreugol~nymi, a diagonali postoØnny – tam budut stoØt~ ± √ a_{ii}/2, tak qto nabor A^{(ī)} budet harakterizovat~sØ toqkoæ α_0 : α_1 : · · · : α_n giperploskosti α_0 + α_1 + · · · + α_n = 0 proektivnogo prostranstva C P^n i raspredeleniem znakov √ a_{ii}/2 (pri uslovii ∑ √ a_{ii} = 0). Kak uße otmeqalos~ (Zameqanie 1 qasti

I), issledovanie takih naborov prowe, no trebuet inyh metodov, qem my budem primenØt~ dalee, ffti A^{(ī)} iskl¸qeny iz rassmotreniØ (9).

Poskol~ku ne vsegda iz vektorov nabora A^{(ī)} moßno vybrat~ bazis, dopolnim nabor poparnyh skalØrnyh proizvedeniæ a_{ij} = ⟨A^{(i)}, A^{(j)}⟩ naborom smexannyh proizvedeniæ f_{ijk} := ⟨[A^{(i)}, A^{(j)}], A^{(k)}⟩. Tem samym my ohvatim nabory vektorov, u kotoryh bazis moßno vybrat~ libo iz samogo nabora A^{(i)}, libo dobaviv vektory iz vsevozmoßnyh vektornyh proizvedeniæ [A^{(i)}, A^{(j)}].

Lemma. Vektory A, B, [A, B] obrazu¸t bazis sl(2, C ) togda i tol~ko togda, kogda

⟨[A, B], [AB]⟩ ≠ 0, t.e. [A, B] ne izotropen.

Dokazatel~stvo. Veliqina ⟨[A, B], C⟩ – orientirovannyæ ob¨em parallelepipeda, postroennogo na vektorah A, B i C, ravna nul¸ togda i tol~ko togda, kogda

A, B i C lineæno-zavisimy. V naxem sluqae C = [A, B]. �

Sledstvie. LineænaØ zavisimost~ troæki A, B, [A, B] ffkvivalentna tomu, qto suwestvuet izotropnyæ vektor, ortogonal~nyæ kak A, tak i B, ili, qto to ße, tomu qto qerez A i B prohodit izotropnaØ ploskost~. �

Teorema. Mnoßestvo Ma_{ii} =^~Ma_{ii} / SL(2, C ) ØvlØetsØ algebraiqeskim mnogoobra-

ziem.

Dokazatel~stvo. Pust~ snaqala vse vektory A^{(i)} ≠ 0, t.e. ni odna verxina ne nahoditsØ na “razdutom” divizore.

Poskol~ku veliqiny a_{ij} , f_{ijk} invariantny otnositel~no deæstviØ SL(2, C ) na

~M_{aii} , oni, v to ße vremØ, ØvlØ¸tsØ funkciØmi i na M_{aii} .

Tak kak vse A^{(i)} ne leßat na odnoæ izotropnoæ ploskosti, to obØzatel~no naædutsØ ne proporcional~nye drug drugu A^{(i1)} i A^{(i2)} takie, qto prohodØwaØ qerez nih ploskost~ ne izotropna. V fftom sluqae A^{(i1)}, A^{(i2)}, [A^{(i1)}, A^{(i2)}] – bazis i poka ffti vektory lineæno-nezavisimy, veliqiny a_{i1,i}, a_{i2i}, f_{i1i2i} , i = 0, 1, . . . , n + 1 fiksiru¸t ves~ nabor A^{(i)} s toqnost~¸ do deæstviØ SL(2, C ) (na bazis A^{(i1)},

A^{(i2)}, [A^{(i1)}, A^{(i2)}]).

Veliqina f_{i1i2i} s toqnost~¸ do znaka opredelØetsØ znaqeniØmi a_{i1i}, a_{i2i}, a_{i1i2} i parametrami a_{jj} (formula (24)).

Iz fflementarno-geometriqeskih soobraßeniæ ponØtno, qto esli “dliny” a_{jj} vektorov fiksirovany, to zadav 2(n−1) veliqin a_{i1i}, a_{i2i}, i_1 ≠ i ≠ i_2 i “ugol” meßdu A^{(i1)} i A^{(i2)} – veliqinu a_{i1i2} , to fftot nabor 2(n − 1) + 1 qisel fiksiruet vse vektory A^{(j)} s toqnost~¸ do otraßeniØ otnositel~no ploskosti, soderßaweæ

A^{(i1)} i A^{(i2)}, t.e. argumenta veliqiny f_{i1i2j} = ⟨[A^{(i1)}, A^{(i2)}], A^{(j)}⟩ – znaka kornØ

iz opredelitelØ v formule (24). Dobavim n − 1 veliqinu f_{i1i2i}, i_1 ≠ i ≠ i_2 i

n − 1 uravnenie (24) na kaßdu¸; poluqivxeesØ podmnogoobrazie prostranstva

A^{3(n−1)+1} parametrizuet nabory vektorov A^{(ī)} s fiksirovannymi skalØrnymi

proizvedeniØmi na bazisnye vektory – zadaet nabor A^{(ī)} s toqnost~¸ do povo-

rota v prostranstve – toqku^≈M_{aii} / SL(2, C ). Qtoby poluqit~ toqku M_{aii} nußno vydelit~ iz nih te, q~Ø summa ravna nul¸.

My dokazali, qto M_{aii} – algebraiqeskoe mnogoobrazie izomorfnoe 2(n − 1)- mernomu podmnogoobrazi¸ M^f_{aii} , vydelØemomu v A^{3n−2} n + 2-mØ algebraiqeskimi uravneniØmi

f^2_{i1i2i} = −2 det | | | | | | a_{i1i1} a_{i1i2} a_{i1i} a_{i2i1} a_{i2i2} a_{i2i} a_{ii1} a_{ii2} a_{ii}

| | | | | | , i_1 ≠ i ≠ i_2 n∑ i=0 a_{i1i} = 0, n∑ i=0 a_{i2i} = 0, n∑ i=0 f_{i1i2i} = 0. (25)

Pust~ teper~ sredi A^{(i)} est~ nulevye – toqki s “razdutyh” divizorov. Toqke ~A^{(j0)} s P SL |^∘A⟩ vzaimno-odnoznaqno sootvetstvuet izotropnoe napravlenie v

sl(2, C ). Takie napravleniØ odnoznaqno parametrizu¸tsØ toqkami proektivnoæ

prØmoæ – znaqeniem otnoxeniæ

⟨ ~A^{(j0)}, A^{(i1)}⟩ : ⟨ ~A^{(j0)}, A^{(i2)}⟩ : ⟨ ~A^{(j0)}, [A^{(i1)}, ~A^{(i2)}]⟩

pri odnom uslovii – ~A^{(j0)} dolßno byt~ s kvadriki ⟨ ~A^{(j0 )}, ~A^{(i0)}⟩ = 0.

Na 2(n−2)-mernom mnogoobrazii kofffficientov a_{i1i}, a_{i2i} (f^2_{i1i2i} po nim opredelØetsØ) podmnogoobrazie a_{i1j0} = a_{i2j0} = 0 ko-razmernosti 2 (my zafiksirovali dve koordinaty) razduvaetsØ do ko-razmernosti 1.

To, qto rezul~tat poluqitsØ gladkim mnogoobraziem, my uvidim v sledu¸weæ qasti. � Zameqanie. V Penleve sluqae n = 3 uravneniØ

a_{ii} = const, n∑ i=0 a_{ij} = 0 ∀j (26)

legko razrexa¸tsØ otnositel~no l¸byh dvuh a_{ij} s edinstvennym obwim indeksom, naprimer a_{12} i a_{13}:

−a_{32} = a_{12} + a_{13} + (a_{11} + a_{22} + a_{33} − a_{00})/2, a_{0k} = a_{ij} + (a_{ii} + a_{jj} − a_{00} − a_{kk})/2, (27)

vse indeksy i, j, k razliqny i otliqny ot nulØ. � Utverßdenie. V Penleve sluqae mnogoobrazie Ma_{ii} biracional~no izomorfno (esli vse a_{ii} ≠ 0, to prosto izomorfno) algebraiqeskoæ poverhnosti M^f_{aii} , vydelØemoæ v A^4 pereseqeniem giperploskosti i kvadriki:

f^2 = −2 det | | | | | | a_{11} x y x a_{22} z y z a_{33}

| | | | | | , x + y + z = (a_{00} − a_{11} − a_{22} − a_{33})/2 = const,

x = a_{12}, y = a_{13}, z = a_{23}, f = f_{123}. (28)

Esli sredi parametrov ime¸tsØ ravnye nul¸ a_{j0j0} = 0, to M_{aii} izomorfno M^f_{aii} s razdutymi toqkami, sootvetstvu¸wimi 0 = a_{ij0} = f ∀i. �

DlØ zaverxeniØ postroeniØ simplektiqeskogo mnogoobraziØ (M_{aii} w) nußno postroit~ formu w – dokazat~ punkty 2 i 3. Kak uße govorilos~, ffto budet sdelano niße, pri postroenii okrestnosteæ s koordinatami (p_i, q_i), takimi, qto v ih perekrytii dp_i ∧ dq_i = dp_j ∧ dq_j . Ih obwee znaqenie i budet prinØto za znaqenie w. Po postroeni¸ p_i, q_i budet vypolnen punkt 2, t.e. podnØtie formy w na ~M_{aii} sovpadaet s w̃.

Zdes~ my lix~ otmetim, qto “ko-ob¨ekty” – funkcii na M_{aii} i na kasatel~nom k M_{aii} rassloenii (formy) perenosØtsØ, voobwe govorØ, vo “vstreqnom” napravlenii, t.e. s M_{aii} na ~M_{aii} ; oni obrazu¸t sredi vseh funkciæ i form na ~M_{aii} ves~ma skudnoe podmnoßestvo. IshodØ iz fftogo, vozmoßnost~ naæti v Λ^2T^∗M_{aii} 2-formu w, kotoraØ posle standartnogo podnØtiØ π̃^∗w na ~M_{aii} sovpadaet s napered zadannoæ w̃ ∈ Λ^2T^∗ ~M_{aii} , ØvlØetsØ nekotorym vyhodØwim iz rØda von faktom, nußda¸wimsØ v otdel~nom poØsnenii.

Forma w̃, koneqno, dolßna byt~ SL(2, C )-invariantna:

w̃_g = w̃ ∀g ∈ SL(2, C ),

krome togo, neobhodimo, qtoby ona obrawalas~ v nol~ na l¸bom vektore ⃗ξ_0 iz Ødra π̃ (rassmatrivaemogo kak T ~M_{aii} → T M_{aii} ): w̃(⃗ξ, ⃗ξ_0) = 0, ∀⃗ξ ∈ T ~M_{aii} , ⃗ξ_0 ∈ ker π̃.

�to moßno dokazat~ i neposredstvenno, no vmesto fftogo my dokaßem ffkvivalentnoe utverßdenie. Zapixem formu w̃ qerez differencialy koordinat x^i na

~M_{aii} (xi, naprimer, nezavisimye matriqnye fflementy A^{(j)}_{kl} , my vremenno vveli x^i, qtoby ne gromozdit~ indeksov), x = (x^1, . . . , x^{2n−1})

w̃ = ∑ ij μ_{ij} (x)dx^i ∧ dx^j . Pust~ x^i → x^i_g – deæstvie SL(2, C ) na ~M_{aii} v koordinatah x^i.

Utverßdenie. Formu w̃ =^∑ μ^{(x)}_{ij} dx^i ∧ dx^j moßno togda i tol~ko togda “opustit~” na M_{aii} , kogda ∑ μ_{ij} (x_g )dx^i_g ∧ dx^j_g = ∑ μ_{ij} (x)dx^i ∧ dx^j = w̃ (29)

dlØ l¸boæ SL(2, C )-znaqnoæ funkcii g, t.e. i dlØ takih g, qto dg ≠ 0, dg ∧ dg ≠ 0.

�

My ne budem dokazyvat~ ffto utverßdenie, otmetim tol~ko, qto ono sil~nee

SL(2, C )-invariantnosti, poluqa¸weæsØ pri g = const.

Proverim, qto (29) vypolnØetsØ dlØ generatorov T^μ_{diag}, T^ν_{△↓}, T^ν_{△↑}: w̃ =^n ∑ i=0 dA^{(i)}_{11} ∧

d log A^{(i)}_{12}

T^μ_{diag} ( A_{11} A_{12} A_{21} −A_{11} ) = ( A_{11} A_{12}μ^2 A_{21}μ^{−2} −A_{11} ) , sledovatel~no,

T^μ_{diag}w̃ = n∑ i=0 dA^{(i)}_{11} ∧ d log μ^{−2}A^{(i)}_{11} = w̃ + (_n∑ i=0 dA^{(i)}_{11} ) ∧ log μ^2 = w̃. T^ν_{△↓} ( A_{11} A_{12} A_{21} −A_{11} ) = ( A_{11} − νA_{12} A_{12} A_{21} + 2νA_{11} − ν^2A_{12} −A_{11} + νA_{12} ) , (30)

sledovatel~no, T^ν_{△↓}w̃ = n∑ i=0 d(A^{(i)}_{11} − νA^{(i)}_{12} ) ∧ d log A^{(i)}_{12}

= w̃ − n∑ i=0 dν ∧ dA^{(i)}_{12} = w̃. (31)

Poskol~ku dA^{(i)}_{11} ∧d log A^{(i)}_{11} = −d log A^{(i)}_{11} ∧d log A^{(i)}_{21} , to invariantnost~ otnositel~no

T^ν_{△↑} otdel~no proverØt~ ne nußno, ona poluqaetsØ analogiqno (31).

Zameqanie. Ravenstva (30), (31) ob¨ØsnØ¸t, zaqem prixlos~ perehodit~ ot ≈ M_{aii} k ~M_{aii} . So vsego prostranstva^≈M_{aii} forma^≈w na M_{aii} ne opuskaetsØ. �

Podvedem itog. My postroili simplektiqeskoe mnogoobrazie M_{aii} . Ego svØz~ so standartnym puassonovym prostranstvom sl(2, C ) ≃ sl^∗(2, C ) proill¸striruem diagrammoæ

sl(2, C )^{n+1} ⊃ C_{a00} × · · · × C_{ann} =^≈M_{aii} ≈ π ← ~M_{aii}^{π̃}−→ ~M_{aii} / SL(2, C ) = M_{aii} {, }_{L−P} ←^≈{, }^∼↔^≈w ≈ π^∗→ w̃ π̃^∗← w ∈ Λ2T ∗M a_{ii} . Zdes~ simvoliqeski oboznaqeny:

{, }_{L−P} – skobka Li–Puassona na dekartovoæ stepeni sl^∗(2, C ) ≃ sl(2, C ), ≈ {, } – skobka Puassona ∑ ∏_{ij ∂} ∂x^i ∂ ∂x^j , kanoniqeski sootvetstvu¸waØ simplek-

tiqeskoæ forme^≈w = ∑ ∏ ij dx^i ∧ dx^j , ffto kanoniqeskoe sootvetstvie oboznaqeno

“^∼↔”.

Rasxirennye fazovye prostranstva.

Umnoßim kaßdoe iz prostranstv cepoqki sl(2, C )^{n+1},^≈M_{aii} , ~M_{aii} , M_{aii} dekartovo na C^{n+1} ∋ (λ_0, . . . , λ_n), rassmotrim rasxirennye fazovye prostranstva. V prostranstve sl(2, C )^{n+1} ×C^{n+1} zadano integriruemoe raspredelenie (6), opredelØ¸wee sloenie Xlezingera. Qto im (raspredeleni¸ i sloeni¸) sootvetstvuet na drugom konce cepoqki – v M_{aii} × C^{n+1} ?

Vo-pervyh, zametim, qto iz (6) sleduet, qto d⟨A^{(i)}, A^{(i)}⟩ = 0: Utverßdenie. Integral~nye poverhnosti sloeniØ soderßatsØ Ca_{00} × · · · × Ca_{nn} = ≈ M_{aii} – raspredelenie (6) ØvlØetsØ v to ße vremØ i raspredeleniem v^≈M_{aii} ×C^{n+1} .

�_{Vo-vtoryh, esli ∑ A(i) = 0, to est~ nabor A(i) soderßitsØ v ~M}

a_{ii} , to iz urav-

neniæ (6) sleduet, qto d ∑ A^{(i)} = 0, integral~naØ poverhnost~ sloeniØ Xlezin-

gera, soderßawaØ toqku iz ~M_{aii} , ne pokidaet ~M_{aii} – celikom v ~M_{aii} soderßitsØ. Utverßdenie. Raspredelenie (6) ØvlØetsØ integriruemym raspredeleniem v

~M_{aii} × C^{n+1} , ono opredelØet sloenie (Xlezingera) mnogoobraziØ ~M_{aii} × C^{n+1} .

Budem oboznaqat~ rasxirennye prostranstva toæ ße bukvoæ, no s indeksom ∧: ~M^∧_{aii} := ~M_{aii} × Λ, M^∧_{aii} := M_{aii} × Λ, Λ = C^{n+1} . Deæstvie gruppy SL(2, C ) na M^Λ_{aii} (trivial~no na Λ = C^{n+1}) perevodit raspredelenie v sebØ i sloi sloeniØ drug v druga.

Forma h = ∑ i<j a_{ij} d log(λ_i−λ_j) opredelena i na M^Λ_{aii} (otpuskaetsØ s ~M^Λ_{aii} ), potomu

qto a_{ij} = ⟨A^{(i)}, A^{(j)}⟩ ne zavisØt ot deæstviØ SL(2, C ) na ~M_{aii} ; a na λ_i i λ_j gruppa

SL(2, C ) voobwe ne deæstvuet.

Oboznaqim qerez Ω_{PVI} zamknutu¸ 2-formu w − dh na M^Λ_{aii} – budem opuskat~

π^∗_M (formula (12)), kotoroe lix~ napominalo, qto w podnØta s M_{aii} na M^Λ_{aii} .

Ravenstvo

Ω_{PVI} := w − dh = w − ∑ i<j da_{ij} ∧ d log(λ_i − λ_j ) = 0 (32)

zadaet integriruemoe raspredelenie Xlezingera–Garn~e v M^Λ_{aii} (pri n = 3 Xlezingera–Penleve 6). Integral~nye poverhnosti fftogo raspredeleniØ – obrazy integral~nyh poverhnosteæ raspredeleniØ Xlezingera v ~M^Λ_{aii} pri faktorizacii po deæstvi¸ SL(2, C ).

Rassmotrim zavisimost~ Ω_{PVI} ot vremen λ_i.

Teorema. Pust~ ( a_1 a_2 a_3 a_4 ) ∈ GL(2, C ), a_k = a_k(λ_0, . . . , λ_n) proizvol~noe dvißenie sfery Rimana C P^1 ∋ λ_i,

λ^′_i := (a_1λ_i + a_2)/(a_3λ_i + a_4), i h^′ := ∑ i<j a_{ij} d log(λ^′_i − λ^′_j ).

Togda dh^′ = dh.

Dokazatel~stvo. Dostatoqno dokazat~ nezavisimost~ dh otnositel~no generatorov – sdviga λ → λ + a(λ_0, . . . , λ_n), rastØßeniØ λ → λ · a(λ_0, . . . , λ_n) i inversii λ → 1/λ. Poskol~ku v h vhodØt lix~ raznosti λ_i − λ_j , to invariantnost~ otnositel~no sdviga λ_i → λ_i + a oqevidna. Rassmotrim rastØßenie:

h^′ = ∑ i<j a_{ij} d log(aλ_i − aλ_j ) = ∑ i<j a_{ij} d log(λ_i − λ_j ) + d log a ∑ i<j a_{ij}

= h − 1 2 (_n∑ i=0 a_{ii} ) d log a, tak kak ∑ i<j a_{ij} = 1 2 ∑ i≠j a_{ij} = 1 2 ∑ i,j a_{ij} − 1 2 n∑ i=0 a_{ii} = − 1 2 n∑ i=0 a_{ii} = const .

Sledovatel~no dh^′ = dh. Teper~ inversiØ: ∑ i<j a_{ij} d log(λ^{−1}_i − λ^{−1}_j ) = ∑ i<j a_{ij} d log(λ_i − λ_j ) − ∑ i<j a_{ij} d log(λ_i − λ_j ) ∑ i<j a_{ij} d log(λ_iλ_j ) = 1 2 ∑ i,j a_{ij} (d log λ_i + d log λ_j ) − 1 2 n∑ i=0 a_{ii}d log λ^2_i

= n∑ i=0 ( (d log λ_i) n∑ j=0 a_{ij} ) − n∑ i=0 a_{ii}d log λ_i = − n∑ i=0 a_{ii}d log λ_i. OpØt~ ße, tak kak a_{ii} = const, ∑ a_{ii}d log λ_i – zamknutaØ forma i snova dh = dh^′. �

Sledstvie 1, III. Integral~nye poverhnosti sistemy Xlezingera–Garn~e v pro-

stranstve M_{aii} × (CP^1)^{n+1} perehodØt drug v druga pri proizvol~nyh drobnolineænyh preobrazovaniØh sistemy parametrov λ_i: (λ_0, . . . , λ_n) → (λ^′_0, . . . , λ^′_n), λ^′_i = a_1λ_i + a_2 a_3λ_i + a_4 , ( a_1 a_2 a_3 a_4 ) ∈ GL(2, C ), a_k = a_i(λ_0, . . . , λ_n).

Zameqanie. IshodnaØ sistema Xlezingera (6) v^~Ma_{ii} × C^{n+1} ne obladaet fftim svoæstvom – ona ne invariantna otnositel~no inversii. �

Itak, uravneniØ (32) invariantny kak otnositel~no odnovremennogo soprØßeniØ vseh A^{(i)} proizvol~noæ matriceæ, tak i otnositel~no dvißeniæ sfery Rimana, na kotoroæ leßat parametry deformacii uravneniØ (1) – moßno snØt~ iskusstvennye ograniqeniØ, naloßennye na A^{(i)} pri perehode ot zadaqi izomonodromnoæ deformacii (1) k sisteme Xlezingera (6). Nami dokazana teorema. Teorema, III. DeformaciØ uravneniØ (1)

(λ_0, λ_1, . . . , λ_n) → A^{(i)}(λ_0, λ_1, . . . , λ_n) ∈ sl(2, C )

izomonodromna togda i tol~ko togda, kogda traektoriØ proekcii (π̃ : ~M_{aii} → M_{aii} ) nabora A^ī(λ¯_j ) v M^Λ_{aii} leßit na liste sloeniØ, zadannogo formoæ Ω_{PVI} (formula (32)) ili, qto ffkvivalentno, esli kasatel~nye k traektorii π̃A^{(ī)}(λ¯_j ) ⊂ M^Λ_{aii} leßat na napravlenii vyroßdeniØ formy Ω_{PVI}. �

Zameqanie. Poskol~ku uravnenie (32) ne zavisit ot drobno-lineænyh preobrazovaniæ, to v okrestnosti kaßdoæ toqki moßno zafiksirovat~ kakie-nibud~ tri znaqeniØ λ_i, naprimer, poloßit~ λ_0 = 0, λ_{n−1} = 1, λ_n = ∞; togda ostal~nye znaqeniØ λ_i, i = 1, . . . , n − 2 budut nezavisimymi kompleksnymi parametrami – “vremenami”.

Drugimi slovami, v kaqestve netrivial~nyh “vremen” moßno vybrat~ n − 2 dvoænyh otnoxeniØ t̂_k := D(λ_{n−1}, λ_k, λ_n, λ_0) = λ_k, k = 1, 2, . . . , n. Oboznaqim qerez T sootvetstvu¸wee n − 2-mernoe mnogoobrazie:

T = (~C P)^{n+1}/ SL(2, C ),

zdes~ qerez (~C P)^{n+1} oboznaqeno mnogoobrazie, toqki kotorogo – uporØdoqennyæ nabor poparno ne sovpada¸wih toqek sfery Rimana

(~C P)^{n+1} ∋ λ¯_i = (λ0, . . . , λn) : λi ∈ C P^1 , λi ≠ λj esli i ≠ j.

Ono lokal~no izomorfno otkrytomu podnoßestvu v A^{n−2} – uporØdoqennomu naboru n − 2 − x poparno ne sovpada¸wih kompleksnyh qisel, otliqnyh ot nulØ i edinicy.

Utverßdenie. UravneniØ izomonodromnoæ deformacii uravneniØ (1) (A^{(i)} ∈

sl(2, C )) ffkvivalentny gamil~tonovoæ sisteme na mnogoobrazii M^T_{aii} razmernosti 2(n − 2) + (n − 2).

Zameqanie. Prostranstvo T imeet netrivial~nu¸ topologi¸ – pri obhode toqek λ_i drug vokrug druga voznika¸t nestØgivaemye cikly. �

Ustanovlennoe nami uslovie integriruemosti raspredeleniØ Xlezingera tol~ko lokal~noe. Vsledstvie fftogo integral~nye poverhnosti – rexeniØ opredeleny kak funkcii ot (t̂_1, . . . , t̂_{n−2}) (seqeniØ trivial~nogo rassloeniØ T ×M_{aii} → T ) tol~ko lokal~no, pri ffvol¸cii po nestØgivaemym v T ciklam, voobwe govorØ, vozmoßna netrivial~naØ monodromiØ.

IV. Postroenie koordinat na Ma_{ii}

Prostranstvo M_{aii} opredeleno kak faktor ~M_{aii} / SL(2, C ). Geometriqeskoæ osnovoæ dokazatel~stva togo, qto v rezul~tate faktorizacii poluqilsØ “horoxiæ” (gladkiæ, analitiqeskiæ) ob¨ekt – mnogoobrazie, bylo sledu¸wee nabl¸denie: dva polnyh (t.e. soderßawih bazis) nabora vektorov perevodØtsØ drug v druga ortogonal~nym preobrazovaniem togda i tol~ko togda, kogda sovpada¸t ih matricy Grama (matricy poparnyh skalØrnyh proizvedeniæ); ffto preobrazovanie special~noe (det = 1), esli sovpada¸t orientirovannye ob¨emy bazisov, soderßawihsØ v naborah.

V fftoæ glave my budem ffkspluatirovat~ drugu¸ geometriqesku¸ ide¸. Vydelim sredi vsevozmoßnyh bazisov lineænogo prostranstva (sl(2, C )) podklass bazisov, sostoØwiæ iz kakogo-nibud~ odnogo vydelennogo bazisa, i poluqennogo iz nego deæstviem vsevozmoßnyh fflementov kakoæ-nibud~ gruppy (v naxem sluqae – SL(2, C ), to est~ rassmotrim orbitu predstavleniØ gruppy

(SL(2, C )) v mnogoobrazii bazisov (sl(2, C )). Nazovem bazisy fftogo podklassa

“standartnymi”.

Pust~ kakim-nibud~ (odnoznaqnym, vpolne opredelennym!) obrazom po naboru vektorov (u nas – naboru A^{(0)}, . . . , A^{(n)}) udaetsØ stroit~ “standartnyæ bazis”; inymi slovami, pust~ zadano otobraßenie mnoßestvo naborov A^{(i)} v mnoßestvo standartnyh bazisov (prostranstva sl(2, C )). Nazovem takoæ, opredelennym obrazom postroennyæ po naboru A^{(i)} standartnyæ bazis, “soputstvu¸wim” (naboru A^{(ī)}).

Utverßdenie. Koordinaty vektorov nabora A^{(ī)} v standartnom soputstvu¸-

wem bazise budut funkciØmi na faktor-prostranstve ~M_{aii} / SL(2, C ), iz nih moßno vybrat~ (sostavit~) nabor koordinatnyh funkciæ mnogoobraziØ M_{aii} . �

Primerom ØvlØetsØ process ortogonalizacii i normirovaniØ lineæno-neza-visimogo nabora v R^n: pervyæ bazisnyæ vektor vybiraetsØ ediniqnym, sonapravlennym s pervym vektorom nabora; sledu¸wiæ bazisnyæ vektor – ediniqnyæ vektor iz poluploskosti, soderßaweæ pervyæ i vtoroæ vektory i t.d.

UtverßdaetsØ, qto dva nabora vektorov v R^n moßno perevesti drug v druga ortogonal~nym preobrazovaniem (t.e. pri faktorizacii po O(n) takie nabory dadut odnu toqku) togda i tol~ko togda, kogda v fftih postroennyh ortonormirovannyh bazisah vektory oboih naborov ime¸t odinakovye koordinaty. Iz fftih koordinat i moßno sostavit~ koordinaty na faktor-mnogoobrazii.

Realizuem fftu ide¸.

0. AnalitiqeskaØ geometriØ v terminah sl(2, C ).

Opredelenie. Nazovem “standartnym” l¸boæ bazis sl(2, C ), poluqa¸wiæsØ iz

σ_3 = ( 1 0 0 −1 ) , σ_+ = ( 0 1 0 0 ) , σ_− = ( 0 0 1 0 )

deæstviem SL(2, C ), t.e. udovletvorØ¸wiæ ravenstvam

⟨σ_3, σ_3/2⟩ = ⟨σ_+, σ_−⟩ = 1, [σ_3, σ_±] = ±2σ_±

⟨σ_+, σ_+⟩ = ⟨σ_−, σ_−⟩ = ⟨σ_3, σ_+⟩ = ⟨σ_3, σ_−⟩ = 0. (33)

Zameqanie. Takie usloviØ “standartnosti” bazisa oqevidnym obrazom svØzany s drugim usloviem, odnoznaqno fiksiru¸wim povorot i orientaci¸ evklidova prostranstva – ortonormirovannost~¸ i “pravoæ” orientacieæ:

⟨⃗e_i, ⃗e_j ⟩_e = δ_{ij} , [⃗e_1, ⃗e_2] = ⃗e_3. (34)

Opredelim “evklidovo” skalØrnoe proizvedenie na sl(2, C ) formuloæ ⟨A, B⟩_e := −2 Tr AB = −2⟨A, B⟩, vektornoe ße proizvedenie ostavim kak i bylo – kommutatorom [AB] = AB −BA. Legko videt~, qto otnositel~no ⟨. . . , . . .⟩_e i [. . . , . . . ] bazis ⃗e_k :=^i_2 σ_k (zdes~ i = √ −1),

σ_1 = ( 0 1 1 0 ) , σ_2 = ( 0 i −i 0 ) , σ_3 = ( 1 0 0 −1 )

ØvlØetsØ pravym ortonormirovannym (34). RaskladyvaØ po fftomu bazisu proizvol~nye vektory A, B, C ∈ sl(2, C ), zapixem osnovnye formuly lineænoæ algebry v “sl(2, C )-versii”: [A, [B, C]] = B⟨A, C⟩_e − C⟨A, B⟩_e ⟨A[B, C]⟩_e = det D, D := a_1 a_2 a_3 b_1 b_2 b_3 c_1 c_2 c_3 , gde A = ∑ a_i⃗e_i, B = ∑ b_i⃗e_i, C = ∑ c_i⃗e_i. Iz posledneæ formuly sleduet, qto

⟨A[B, C]⟩^2_e = det D det D = det DD^T

= det ⟨A, A⟩_e ⟨A, B⟩_e ⟨A, C⟩_e ⟨B, A⟩_e ⟨B, B⟩_e ⟨B, C⟩_e ⟨C, A⟩_e ⟨C, B⟩_e ⟨C, C⟩_e – mnogoqlen ot fflementov matricy Grama nabora A, B, C. Perepixem ffti formuly, ispol~zuØ proizvedenie Killinga ⟨. . . , . . .⟩ = −^1_2 ⟨. . . , . . .⟩_e: − 1 2 [A, [B, C]] = B⟨A, C⟩ − C⟨A, B⟩. (35) Umnoßim skalØrno na D, i uqtem, qto pri cikliqeskoæ perestanovke strok opredelitel~ 3 × 3 ne menØetsØ, ⟨A, [B, C]⟩ = ⟨C, [A, B]⟩: − 1 2 ⟨[A, B], [C, D]⟩ = ⟨A, C⟩⟨B, D⟩ − ⟨A, D⟩⟨B, C⟩. (36)

− 1 2 ⟨A, [B, C]⟩^2 = det ⟨A, A⟩ ⟨A, B⟩ ⟨A, C⟩ ⟨B, A⟩ ⟨B, B⟩ ⟨B, C⟩ ⟨C, A⟩ ⟨C, B⟩ ⟨C, C⟩ (37)

Analogom formuly razloßeniØ po ortonormirovannomu bazisu ⃗e_i A = ∑ k ⟨A, ⃗e_k⟩_e⃗e_k

ØvlØetsØ sledu¸waØ formula razloßeniØ po standartnomu bazisu A = σ_3⟨A, σ_3/2⟩ + σ_+⟨A, σ_−⟩ + σ_−⟨A, σ_+⟩, (38) srazu vidno, qto obe qasti ravenstva ime¸t d&olßnye skalØrnye proizvedeniØ na bazisnye vektory σ_3, σ_+, σ_−. Oboznaqim kofffficienty razloßeniØ po standartnomu bazisu σ_3, σ_+, σ_− qerez β, α, α^′, a po ortonormirovannomu ⃗e_1, ⃗e_2, ⃗e_3 qerez x, y, z (vremenno): x = (α^′ + α)/i, y = α^′ − α, z = 2β/i β = iz/2, α = i(x + iy)/2, α^′ = i(x − iy)/2. Pust~

A = β_1σ_3 + α_1σ_+ + α^′_1σ_− = x_1⃗e_1 + y_1⃗e_2 + z_1⃗e_3

B = β_2σ_3 + α_2σ_+ + α^′_2σ_− = x_2⃗e_1 + y_2⃗e_2 + z_2⃗e_3

C = β_2σ_3 + α_3σ_+ + α^′_3σ_− = x_3⃗e_1 + y_3⃗e_2 + z_3⃗e_3

Togda ⟨A, [B, C]⟩_e = det | | | | | x_1 y_1 z_1

x_2 y_2 z_2

x_3 y_3 z_3

| | | | | = det | | | | | (α_1 + α^′_1)/i α^′_1 − α_1 2β_1/i

(α_2 + α^′_2)/i α^′_2 − α_2 2β_2/i

(α_3 + α^′_3)/i α^′_3 − α_3 2β_3/i

| | | | | = −4 det | | | | | | β_1 α_1 α^′_1

β_2 α_2 α^′_2

β_3 α_3 α^′_3

| | | | | | ⟨A, [B, C]⟩ = 2 det | | | | | | β_1 α_1 α^′_1

β_2 α_2 α^′_2

β_3 α_3 α^′_3

| | | | | | (39)

1. Otobraßenie Q^√_{2ai0 i0} .

Opredelim vaßneæxee dlØ nas otobraßenie nabora A^{(0)}, . . . , A^{(n)} v proektivnoe prostranstvo. Osnovoæ budet sledu¸wee utverßdenie, ne ime¸wee prØmogo analoga v vewestvennoæ evklidovoæ geometrii.

Teorema 1, IV. DlØ l¸bogo nenulevogo A^{(0)} ∈ sl(2, C ) veliqina √ 2a_{00} := √ 2⟨A^{(0)}, A^{(0)}⟩ = √ 2T_r(A^{(0)})^2

ØvlØetsØ sobstvennym qislom lineænogo operatora Ad_A(0) :

Ad_A(0) = [A^{(0)}, ·] : sl(2, C ) → sl(2, C ).

Sootvetstvu¸wee sobstvennoe podprostranstvo odnomerno, izotropno i orto-

gonal~no A^{(0)}.

Dokazatel~stvo. Vospol~zuemsØ tem, qto l¸bye dva nenulevyh fflementa A i A^′ iz sl(2, C ) s odinakovymi “kvadratami dlin” ⟨A, A⟩ = ⟨A^′, A^′⟩, t.e. s odinakovymi sobstvennymi qislami, moßno sovmestit~ preobrazovaniem iz SL(2, C ). �to – utverßdenie teoremy o privedenii k ȷordanovoæ forme dlØ matric sl(2, C ).

Poskol~ku vse utverßdeniØ Teoremy SL(2, C )-invariantny, to dostatoqno rassmotret~ dva sluqaØ:

a_{00} ≠ 0, A^{(0)} = √ a_{00}/2 ( 1 0 0 −1 ) = √ a_{00}/2σ_3,

a_{00} = 0, A^{(0)} = ( 0 0 1 0 ) = σ_−. Esli a_{00} ≠ 0, u Ad_A(0) sobstvennyh podprostranstva dva, oni natØnuty na izotropnye sobstvennye vektory σ_±; sootvetstvu¸wie sobstvennye qisla ± √ 2a_{00}: [ √ a_{00}/2σ_3, σ_±] = ± √ 2a_{00}σ_±.

Esli a_{00} = 0, to σ_− – edinstvennyæ sobstvennyæ vektor, on sootvetstvuet edinstvennomu sobstvennomu znaqeni¸ √ 2a_{00} = 0. Vo vseh sluqaØh 0 = ⟨σ_3, σ_±⟩ = ⟨σ_−, σ_−⟩, t.e. sobstvennye vektory ortogonal~ny A^{(0)} i izotropny. �

Opredelenie−oboznaqenie. Pust~ A^{(i)} ∈ Ca_{ii} i pust~^√2aii – kakoe-nibud~ znaqenie kornØ (vtoru¸ “komponentu” ~A^{(i)} ∈ P sl(2, C ) my ne pixem, podrazumevaem).

Oboznaqim σ^{(√2aii )} – sobstvennyæ vektor operatora Ad_A(i) , sootvetstvu¸wiæ sobstvennomu znaqeni¸ √ 2a_{ii}, esli a_{ii} ≠ 0 i sobstvennyæ vektor Ad e_{A(i)} , esli a_{ii} = 0. �

Esli A^{(i)} ≠ 0 ∈ sl(2, C ), to σ^{(√2aii )} opredelen s toqnost~¸ do nenulevogo mnoßitelØ, ego moßno sqitat~ fflementom P sl(2, C ).

Esli A^{(i)} = 0, t.e. (A^{(i)}, ~A^{(i)}) = (0, ~A^{(i)}) leßit na “razdutom” divizore, to

σ^{(√2aii)} sonapravlen ~A^{(i)} – toße fflement P sl(2, C ).

V bazise takom, qto

~A^{(i)} = ( x_3 x_1 x_2 −x_3 ) , x_1 : x_2 : x_3 = 1 : −p^2 : p

moßno vybrat~ σ^{(2√aii )} = ( p 1 −p^2 −p ) . Oboznaqenie. Oboznaqim qerez (σ^{(√2aii)}) prØmu¸ s napravlØ¸wim vektorom σ^{(√2aii)}. � Itak, dlØ l¸bogo znaqeniØ √a_{ii} ∈ C i l¸boæ toqki A^{(i)} ∈ C_{aii} odnoznaqno opredelena izotropnaØ prØmaØ (σ^{(√2aii)}); qerez σ^{(√2aii )} oboznaqen kakoæ-nibud~ ee nenulevoæ (napravlØ¸wiæ) vektor. Rassmotrim C P^n s odnorodnymi koordinatami α_0 : α_1 : · · · : α_n ∈ C P^n . Oboznaqim L^i_Q ⊂ C P^n – pereseqenie giperplos-

kosteæ^n ∑ k=0 α_k = 0 i α_i = 0. Oqevidno, L^i_Q ∼ C P^{n−2} – n − 2-mernoe proektivnoe

prostranstvo.

Opredelenie-oboznaqenie 1, IV. Oboznaqim^~Q^√_{2ajj} :^~Ma_{ii} → L^j_Q sledu¸wee otobraßenie

(A^{(0)}, . . . , A^{(n)}) → ⟨A^{(0)}, σ^( √_{2ajj )} ⟩ : ⟨A^{(1)}σ^( √_{2ajj )} ⟩ : · · · : ⟨A^{(n)}, σ^( √_{2ajj )} ⟩,

t.e. poloßim α_k := ⟨A^{(k)}, σ^( √_{2ajj )} ⟩. Utverßdenie. Opredelenie^~Q^√_{2ajj} korrektno.

Dokazatel~stvo. Vo-pervyh, otmetim, qto v opredelenii toqki “razdutyh” divizorov mogut rassmatrivat~sØ vmeste s obyknovennymi, nenulevymi A^{(i)} – napravlenie (σ^( √_{2ajj )} ) opredeleno korrektno i v kaqestve σ^( √_{2ajj )} moßno vzØt~ l¸boæ nenulevoæ vektor s fftogo napravleniØ. Esli ße kakaØ-nibud~ verxina

A^{(i)} s “razdutogo” divizora, to, koneqno ße ⟨A^{(i)}, σ^( √_{2ajj )} ⟩ = 0.

Vo-vtoryh, sredi ⟨A^{(i)}, σ^( √_{2ajj )} ⟩, k ∈ {0, . . . , n} obØzatel~no est~ nenulevye, tak kak my iskl¸qili iz rassmotreniØ nabory A^{(i)}, sostoØwie iz matric, kotorye vse mogut byt~ privedeny k odinokovo-treugol~nomu vidu, inaqe – ortogonal~nye kakomu-nibud~ odnomu izotropnomu vektoru, v dannom sluqae – vektoru σ^( √_{2ajj )} (po Teoreme 1 fftoæ qasti vektor σ^( √_{2ajj )} izotropen). Sledovatel~no otobraßenie ~Q√_{2ajj} , kak otobraßenie v C P^n , opredeleno korrektno.

Pokaßem, qto obraz ~Q√_{2ajj} soderßitsØ v L^j_Q. Deæstvitel~no, poskol~ku

ΣA^{(i)} = 0, to i ∑ i⟨A^{(i)}, σ^( √_{2ajj )} ⟩ = 0; krome togo, po Teoreme 1, ⟨A^{(i)}, σ^( √_{2ajj )} ⟩ = 0.

�

Otobraßenie ~Q√_{2ajj} : ~M_{aii} → L^j_Q invariantno otnositel~no deæstviØ SL(2, C )

na ~M_{aii} , tak qto ~Q√_{2ajj} moßet byt~ “opuweno” na M_{aii} , navstrequ napravleni¸,

zadavaemomu ~π : ~M_{aii} → M_{aii} . �to otobraßenie my oboznaqim Q√_{2ajj} := ~Q√_{2ajj} ∘

(π^∗)^{−1} Q√_{2ajj} : M_{aii} → L^j_Q. Oblasti U(^√2aii//^√2ajj /k). Vvedem oboznaqenie.

Oboznaqenie

~D_{ij} (√2a_{ii}, √2a_{jj} ) ⊂ ~M_{aii} – ffto mnoßestvo naborov A(i) takih, qto napravleniØ

(σ^{(√2aii)}) i (σ^( √_{2ajj )} ) sovpada¸t. � Esli A^{(i)} ∈ ~D_{ij} ( √ 2a_{ii}, √ 2a_{jj} ), to lineænye operatory Ad_A(i) i Ad_A(j) ime¸t

obwiæ sobstvennyæ vektor s sobstvennym znaqeniem √ 2a_{ii} dlØ Ad_A(i) i √ 2a_{jj} dlØ Ad_A(j) .

Bazis v sl(2, C ) moßet byt~ vybran tak, qto A^{(i)} i A^{(j)} budut odinakovotreugol~nymi, s diagonal~nymi qlenami sootvetstvenno

A^{(i)} = ( √ a_{ii}/2 0 ∗ − √ a_{ii}/2 ) i A^{(i)} = ( √ a_{jj} /2 0 ∗ − √ a_{jj} /2 ) . Esli verxina prinadleßit dobavlennomu divizoru, to v fftom bazise ~A^{(i)} = ( 0 0 1 0 ) . Oboznaqenie

~Q^{−1}√_{2ajj} (⟨A^{(k)}, σ^( √_{2ajj )} ⟩ = 0) ⊂ ~M_{aii} – prooobraz podmnogoobraziØ 0 = α_k = ⟨A^{(k)}, σ^( √_{2ajj )} ⟩ ⊂ L^j_Q pri otobraßenii ~Q√_{2ajj} , t.e. ffto takie nabory A^{(i)}, qto ⟨A^{(k)}, σ^( √_{2ajj )} ⟩ = 0. �

Zametim, qto esli a_{kk} = 0, to v ~Q^{−1}√_{2ajj} (⟨A^{(k)}, σ^( √_{2ajj )} ⟩ = 0) soderßatsØ vse

nabory u kotoryh A^{(k)} leßit na “dobavlennom” divizore, a tak ße s koneqnymi

A^{(k)}, parallel~nymi σ^( √_{2ajj )} , t.e. v bazise takom, qto σ^( √_{2ajj )} = ( 0 0 1 0 ) , u naborov iz ~Q^{−1}√_{2ajj} (⟨A^{(k)}, σ^( √_{2ajj )} ⟩ = 0) libo A^{(k)} = ( 0 0 q^∗ 0 ) , libo s “razdutogo” divizora.

Oboznaqenie-opredelenie 2, IV ~U(√2a_{ii}//√2a_{jj} /k) := ~M_{aii} \ ( ~D_{ij} (√2a_{ii}, √2a_{jj} ) ⋃ ~Q^{−1}_{√2aii} (⟨A^{(k)}, σ^{(√2a}ii^)⟩ = 0) ) .

�

�to te nabory, dlØ kotoryh ⟨A^{(k)}, σ^{(√2aii )}⟩ ≠ 0, i, krome togo, izotropnye vektory σ^{(√2aii)} i σ^( √_{2ajj )} lineæno-nezavisimy.

Utverßdenie.^~U(^√2aii//^√2ajj /k) – oblast~ v^~Ma_{ii} – otkrytoe, svØznoe podmno-

gooobrazie. �

Opredelenie. Pust~ vybrany tri vektora A^{(i)}, A^{(j)}, A^{(k)}, i kakie-nibud~ znaqe- niØ √ 2a_{ii}, √ 2a_{jj} . Nazovem standartnyæ bazis σ_−, σ_+, σ_3 soputstvu¸wim fflemen-

tam A^{(i)}, A^{(j)}, A^{(k)} nabora A^{(i)} ∈ ~M_{aii} vdol~ napravleniæ σ^{(√2aii )}, σ^( √_{2ajj )} , ili prosto soputstvu¸wim, esli σ_− ∈ (σ^{(√2aii )}), σ_+ ∈ (σ^{(√2aii )}), ⟨σ_−, A^{(k)}⟩ = 1.

�

Teorema. Esli A^{(i)} ∈^~U(^√2aii//^√2ajj /k), to suwestvuet edinstvennyæ stan-

dartnyæ bazis, soputstvu¸wiæ A^{(i)}, A^{(j)}, A^{(k)} vdol~ napravleniæ σ^{(√2aii )}, σ^( √_{2ajj )} . Dokazatel~stvo. Po opredeleni¸ oblasti^~U (^√2aii//^√2ajj /k), izotropnye vektory σ^{(√2aii)}, σ^( √_{2ajj )} lineæno-nezavisimy.

V sl(2, C ) net razliqnyh ortogonal~nyh izotropnyh napravleniæ, inaqe ih lineænaØ oboloqka byla by ploskost~¸, sostoØwih tol~ko iz izotropnyh vektorov (vyroßdennyh matric), no (kompleksno) dvumernoe mnogoobrazie, vydelØemoe v sl(2, C ) uravneniem ⟨A, A⟩ = −2 det A = 0

– ffto konus s napravlØ¸weæ – nevyroßdennoæ kvadrikoæ x_1x_2 + x^2_3 = 0, A = ( x_3 x_1 x_2 −x_3 ) , ploskosti on ne soderßit. Sledovatel~no, ⟨σ^{(√2aii )}, σ^( √_{2ajj )} ⟩ ≠ 0, i,

znaqit, bazis σ_− := σ^{(√2aii)} σ_+ := σ^( √_{2ajj )} /⟨σ^{(√2aii)}, σ^( √_{2ajj )} ⟩ σ_3 := [ σ^{(√2aii)}, σ^( √_{2ajj )}] /⟨σ^{(√2aii )}, σ^( √_{2ajj )} ⟩ ØvlØetsØ standartnym (⟨σ_3, σ_3⟩ = 2 – ffto sleduet iz formuly (36)) pri l¸- bom vybore napravlØ¸wego vektora σ^{(√2aii )} s (korrektno opredelennoæ) prØmoæ (σ^( √_{2ajj )} ). Tak kak ⟨A^{(k)}, σ^{(√2aii)}⟩ ≠ 0, to trebovanie ⟨A^{(k)}, σ_−⟩ = 1 odnoznaqno fiksiruet bazis: σ_− := σ^{(√2aii)}/⟨A^{(k)}, σ^{(√2aii )}⟩ σ_+ := σ^( √_{2ajj )} / ( ⟨σ^{(√2aii)}, σ^( √_{2ajj )} ⟩/⟨A^{(k)}, σ^{(√2aii )}⟩ ) (40)

σ_3 := [σ_+, σ_−].

Postroennyæ bazis standartnyæ i po postroeni¸ – edinstvennyæ. �

Fiksiruem proizvol~nym obrazom znaki korneæ iz parametrov √a_{ii}, a tak ße odin iz indeksov i_0 ∈ {0, . . . , n}.

Teorema. Mnogoobrazie^~Ma_{ii} pokryvaetsØ okrestnostØmi^~U (^√2ai_0i_0 //^√2ajj /k): ~M_{aii} = ⋃ j,k j≠k j≠i0≠j ~U( √ 2a_{i0i0} // √ 2a_{jj} /k).

Dokazatel~stvo. Zametim, qto ~D_{ij} (√2a_{ii}, √2a_{jj} ) ⊂ ~Q^{−1}_{√2aii} ( ⟨A^{(j)}, σ^{(√2aii)}⟩ = 0 ) , tak kak v ~Q^{−1}√_{2aii} ( ⟨A^{(j)}, σ^{(√2aii)}⟩ = 0 ) zavedomo soderßatsØ odinako-treugol~nye, vmeste s A^{(i)} matricy vne zavisimosti ot vybora znakov ih diagonal~nyh qlenov.

Dokaßem, qto dlØ l¸bogo nabora A^{(i)} naædutsØ verxiny A^{(i)} i A^{(j)}, u kotoryh

⟨A^{(i)}, σ^{(√2a00)}⟩ ≠ 0 ≠ ⟨A^{(j)}, σ^{(√2a00)}⟩, togda zavedomo A^{(i)} ⊂ ~U( √ 2a_{00}// √ 2a_{ii}/j). Deæstvitel~no, my videli, qto vse veliqiny α_i := ⟨A^{(i)}, σ^{(√2a00)}⟩ ravny nul¸ byt~ ne mogut, s drugoæ storony, Σα_i = 0, tak qto otliqny ot nulØ minimum dve iz nih. �

Itak, my pokryli ~M_{aii} okrestnostØmi, s kaßdoæ iz kotoryh associirovan nekotoryæ vpolne opredlennyæ standartnyæ bazis. Matriqnye fflementy A^{(k)},

k = 0, 1, . . . , n v fftom bazise ØvlØ¸tsØ funkciØmi na faktore ~M_{aii} / SL(2, C ) =

M_{aii} , iz nih budem stroit~ p_k, q_k, k = 1, . . . , n − 2-kanoniqeskie koordinaty na 2(n − 2)-mernom prostranstve M_{aii} . Otmetim, qto, kak i v sluqae otobraßeniØ ~Q√_{2ajj} , opredeleniØ ~D_{ij} , ~Q^{−1}√_{2ajj} , ~U ØvlØ¸tsØ SL(2, C )-invariantnymi, tak qto

esli my oboznaqim temi ße bukvami, no bez volny ih obrazy pri otobraßenii ~π: D_{ij} ( √ 2a_{ii}, √ 2a_{jj} ) := ~π ~D_{ij} ( √ 2a_{ii}, √ 2a_{jj} ) ⊂ M_{aii} , Q^{−1}√_{2ajj} (⟨A^{(k)}, σ^( √_{2ajj )} ⟩ = 0) := ~π ~Q^{−1}√_{2ajj} (⟨A^{(k)}, σ^( √_{2ajj )} ⟩ = 0) ⊂ M_{aii} , U( √ 2a_{ii}// √ 2a_{jj} /k) := ~π ~U( √ 2a_{ii}// √ 2a_{jj} /k) ⊂ M_{aii} , to proobrazy mnoßestv “bez volny” sovpadut s mnoßestvami “s volnoæ”: ~D_{ij} (. . . ) = ~π^{−1}D(. . . ), ~Q^{−1}√_{2ajj} (. . . ) = ~π^{−1}Q^{−1}√_{2ajj} (. . . ), ~U(. . . ) = ~π^{−1}U(. . . ), tak qto iz togo, qto M pokryvaetsØ okrestnostØmi ~U (. . . ) budet sledovat~, qto i M pokryvaetsØ okrestnostØmi U(. . . ), t.e. budet verna sledu¸waØ teorema.

Teorema 2, IV. Mnogoobrazie Ma_{ii} pokryvaetsØ okrestnostØmi U(. . . ): M_{aii} = ⋃ j,k j≠k j≠i0≠j U( √ 2a_{i0i0} // √ 2a_{jj} /k).

�

Rassmotrim oblast~ ~U( √ 2a_{ii}// √ 2a_{jj} /k) ⊂ ~M_{aii} , i standartnyæ bazis σ^′_−,

σ^′_+, σ^′_3, soputstvu¸wiæ verxinam A^{(i)}, A^{(j)}, A^{(k)} vdol~ napravleniæ (σ^{(√2aii)}),

(σ^( √_{2ajj )} ). Rassmotrim fiksirovannyæ standartnyæ bazis

σ_− = ( 0 0 1 0 ) , σ_+ = ( 0 1 0 0 ) , σ_3 = ( 1 0 0 −1 ) , i g^{A(i)}_(√_{2aii//}√_{2ajj /k)} ∈ SL(2, C ), perevodØwiæ (σ^′_−, σ^′_+, σ^′_3) v (σ_−, σ_+, σ_3). DlØ kratko-

sti budem pisat~ g^A_{(... )} ili prosto g.

�lement g^A_{(... )} naborom A^{(i)} ∈ ~U (. . . ) opredelen odnoznaqno. Podeæstvuem ffle-

mentom g^A_{(... )} na nabor A^{(i)}, oboznaqim rezul~tat A^{(i)}g := A^{(0)}g , A^{(1)}g , . . . , A^{(n)}g . Uda-

lim iz nabora A^{(i)}g verxiny A^{(i)}g , A^{(j)}g , A^{(k)}g po kotorom stroilsØ standartnyæ bazis, i oboznaqim ffto deæstvie – kompozici¸ g^A_{(... )} ∈ SL(2, C ) i “zabyvaniØ” verxin A^{(i)}g , A^{(j)}g , A^{(k)}g qerez ~π_(^√_{2aii//}√_{2ajj /k)}: ~π_(^√_{2aii //}√_{2ajj /k)} : ~U( √ 2a_{ii}// √ 2a_{jj} /k) → M̃_{aii\{ijk}} .

Zdes~ qerez M̃_{aii\{ijk}} := ∏ 06m6n m/∈{i,j,k} ×C_{amm} oboznaqeno dekartovo proizvedenie n − 2 − x mnogoobraziæ C_{amm} – fflement M̃_{a00,... ,} baii,... ,bajj ,... ,bakk,... ,ann , gde fflementy, snabßennye “kryxkoæ” otsutstvu¸t.

Prostranstvo M̃_{aii \{ijk}} simplektiqeskoe – ffto dekartovo proizvedenie n − 2 − x simplektiqeskih prostranstv C_{aii} , simplektiqesku¸ formu na nem oboznaqim w̃_{\{ijk}} w̃_{\{ijk}} := n∑ m=0 m/∈{i,j,k} w_{amm} . Rassmotrim diagrammu ~M_{aii} ~π_(^√_{2aii //}√_{2ajj /k)} ↙ ↘ ~π M̃_{aii \{ijk}}^π{ijk}−→ M_{aii} . Poka opredeleny tol~ko naklonnye strelki ~π_{(... )} i ~π. Deæstvie SL(2, C ) na M_{aii} ne skazyvaetsØ na rezul~tatah kak ~π (po opredeleni¸, ~π – ffto faktorizaciØ po deæstvi¸ SL(2, C )), tak i ~π_(^√_{2aii//}√_{2ajj /k)}, potomu qto soputstvu¸wiæ A^{(i)}, A^{(j)},

A^{(k)} bazis stroitsØ SL(2, C )-invariantnym obrazom, i l¸bye dva nabora A^{′(i)}

i A^{′′(i)}, svØzannye preobrazovaniem g^′ ∈ SL(2, C ) A^{′(i)} = g^′(A^{′′(i)}) popadut v odnu toqku M̃_{aii \{ijk}}: g^{A′}_{(... )} = g^A_{(... )} ∘ g^′ – snaqala “povorot” g^′ perevedet standartnyæ bazis, soputstvu¸wiæ A^′ v standartnyæ bazis, soputstvu¸wiæ A, a potom uße ego g^A_{(... )} perevedet v ( 0 0 1 0 ) , ( 0 1 0 0 ) , ( 1 0 0 −1 ) . Takim obrazom i nißnØØ streloqka π_{{ijk}} korrektno opredelena.

Teorema 3, IV. Mnogoobrazie U(^√2aii//^√2ajj /k) ⊂ Ma_{ii} ØvlØetsØ simplektiqe-

skim prostranstvom, ono simplektiqeski biracional~no izomorfno M̃_{aii \{ijk}} – dekartovu proizvedeni¸ n − 2 − x “kvadrik” C_{aii} : M̃_{aii \{ijk}} = ∏ 06m6n m/∈{i,j,k} ×C_{amm}^{π{ijk}}−→ U( √ 2a_{ii}// √ 2a_{jj} /k),

π_{{ijk}} – izomorfizm, π^{−1}_{{ijk}} korrektno opredeleno, simplektiqeskaØ forma na U( √ 2a_{ii}// √ 2a_{jj} /k) – obraz formy w̃_{{ijk}} ∈ Λ^2M̃_{aii \{ijk}} pri otobraßenii (π^{−1}_{{ijk}} )^∗ : Λ^2T^∗M̃_{aii \{ijk}} → Λ^2T^∗M_{aii} .

Dokazatel~stvo. Bez ograniqeniØ obwnosti moßem sqitat~, qto i = 0, j = n−1,

k = n. Rassmotrim nabor A^{(0)}, . . . , A^{(n)} ∈ ~M_{aii} , oblast~ ~U( √ 2a_{00}// √ 2a_{n−1n−1}/n) i soputstvu¸wiæ standartnyæ bazis σ_3, σ_+, σ_−. V nem matricy A^{(0)}, A^{(n−1)}, A^{(n)} ime¸t vid

A^{(0)} = ( − √ a_{00}/2 0 q^′_0 √ a_{00}/2 ) , A^{(n−1)} = ( √ a_{n−1n−1}/2 q_{n−1} 0 − √ a_{n−1n−1}/2 ) ,

A^{(n)} = ( β_n 1 q^′_n −β_n ) . Pust~ zadana toqka dekartova proizvedeniØ C_{a11} × . . . × C_{an−2n−2} – nabor matric

A^{(i)} = ( β_i q_i q^′_i −β_i ) , i ∈ {1, . . . , n − 2}. Oboznaqim A^{(Σ)} :=^{n−2} ∑ i=1 A^{(i)}; ee matriqnye fflementy β_Σ :=^{n−2} ∑ i=1 β_i, q_Σ :=^{n−2} ∑ i=1 q_i,

q^′_Σ :=^{n−2} ∑ i=1 q^′_i. Po fftim znaqeniØm odnoznaqno opredelØ¸tsØ qisla q^′_0, q_n, q^′_n, β_n

– ostavxiesØ neopredelennymi koordinaty vsego nabora A^{(i)} v soputstvu¸wem bazise: −β_n := − √ a_{00}/2 + √ a_{n−1n−1}/2 + β_Σ q^′_n = a_{nn}/2 − β^2_n, tak kak a_{nn} = 2(β^2_n + q^′_n · 1) (41)

−q^′_0 = q^′_n + q^′_Σ

−q_{n−1} = 1 + q_Σ.

Takim obrazom po toqke M̃_{aii \{0,n−1,n}} odnoznaqno i racional~no stroitsØ nabor A^{(i)} ∈ ~M_{aii} . Obratno. Esli dan nabor A^{(i)}, to v soputstvu¸wem bazise koordinaty kaßdogo vektora A^{(i)} odnoznaqno opredelØtsØ – poluqim toqku M̃_{aii \{0,n−1,n}}.

To, qto operaciØ postroeniØ soputstvu¸wego bazisa racional~na budet sledovat~ iz Øvnyh formul (46), (49). Ostalos~ dokazat~ simpliktiqnost~, t.e. to, qto pri fftom otobraßenii w = n∑ i=0 w_{aii} . �to deæstvitel~no tak: v soputstvu¸wem A^{(0)}, A^{(n−1)}, A^{(n)} bazise toqki A^{(0)},

A^{(n−1)} i A^{(n)} dvißutsØ po liniØm, odnomernym podmnogoobraziØm kvadrik C_{a00} , C_{an−1n−1} , C_{ann} , vysekaemyh na nih ploskostØmi q_0 = 0, q^′_{n−1} = 0 i q_n = 1 sootvet-

stvenno, tak qto vklada v summu ∑_n i=0 w_{aii} , opredelØ¸wu¸ formu na ~M_{aii} ffti

tri slagaemyh ne dadut. �

Poskol~ku oblastØmi U( √ 2a_{ii}// √ 2a_{jj} /k) moßno pokryt~ vse M_{aii} – ffto Teo-

rema 2, IV, poluqaem sledstvie.

Sledstvie 1, IV. Mnogoobrazie Ma_{ii} – simplektiqeskoe.

Iz tol~ko qto dokazannoæ teoremy sleduet, qto kanoniqeskimi koordinatami na M_{aii} (bez nekotoryh podmnogoobraziæ men~xeæ razmernosti) ØvlØetsØ l¸boæ nabor kanoniqeskih koordinat na kvadrikah C_{aii} , i = 1, . . . , n−2, naprimer, (p_i, q_i) ili (p^∗_i , q^∗_i ):

A^{(i)} = ( p_iq_i + √ a_{ii}/2 q_i −p_i(p_iq_i + √ 2a_{ii}) −(p_iq_i + √ a_{ii}/2) ) =

= ( −(p^∗_i q^∗_i + √ a_{ii}/2) −p^∗_i (p^∗_i q^∗_i + √ 2a_{ii}) q^∗_i p^∗_i q^∗_i + √ a_{ii}/2. ) 2. Biracional~nost~ svØzi meßdu postroennymi na Ma_{ii} koordinatami.

Dokaßem, qto vse postroennye nami koordinaty, to est~ a_{ij} := ⟨A^{(i)}, A^{(j)}⟩,

f_{ijk} := ⟨[A^{(i)}, A^{(j)}], A^{(k)}⟩ i razliqnye nabory {p_{is} , q_{is} }^{n−2}_{s=1} : U( √ 2a_{i0i0} // √ 2a_{in−1in−1} /i_n) → A^{2(n−2)}, (i_0, i_1, . . . , i_n) – perestanovka (0, 1, . . . , n) svØzany drug s drugom biracional~no.

V odnu storonu ffto oqevidno.

Esli dany {p_i, q_i}^{n−2}_{i=1} , to, kak my znaem, v soputstvu¸wem bazise ostavxiesØ tri matricy A^{(0)}, A^{(n−1)} i A^{(n)} vosstanavliva¸tsØ po matriqnym fflementam A^{(Σ)} := ∑_{n−2} i=1 A^{(i)} (formula (41)). Takim obrazom matriqnye fflementy

vseh A^{(i)} – ffto mnogoqleny ot koordinat p_i, q_i. VyqislØØ sledy proizvedeniæ

a_{ij} = ⟨A^{(i)}, A^{(j)}⟩ = Tr A^{(i)}A^{(j)} i opredelitel~ (39), sostavlennyæ iz matriqnyh

fflementov, poluqim a_{ij} , f_{ijk} v vide mnogoqlenov^3.

Obratnyæ perehod toße racionalen. Poskol~ku q_k = A^{(k)}_{12} , p_i = (A^{(k)}_{11} − √ a_{kk}/2)/A^{(k)}_{12} vyraßeny qerez matriqnye

fflementy A^{(k)}_{ij} racional~no, to dostatoqno qerez a_{ij} , f_{ijk} vyrazit~ α_k, α^′_k, β_k – matriqnye fflementy A^{(k)}. Qtoby ffto sdelat~, dostatoqno postroit~ standartnyæ bazis σ_3, σ_±, ispol~zuØ lix~ invariantnye operacii ⟨. . . , . . .⟩ i [. . . , . . . ] nad

A^{(i)}, togda matriqnye fflementy β_k = ⟨A^{(k)}, σ_3/2⟩, α_k = ⟨A^{(k)}σ_−⟩, α^′_k = ⟨A^{(k)}, σ_+⟩

okaßutsØ vyraßennymi qerez skalØrnye i smexannye proizvedeniØ vektorov

A^{(k)}, t.e. qerez a_{ij} , f_{ijk}. Iz formul (40) sleduet, qto dlØ postroeniØ standart-

nogo bazisa, soputstvu¸wego A^{(0)}, A^{(n−1)}, A^{(n)} v oblasti ~U( √ 2a_{00}// √ 2a_{n−1n−1}/n), dostatoqno imet~ vektory σ^{(√2a00)} i σ^( √_{2an−1n−1)} . V osnove predlagaemogo metoda ih postroeniØ leßit sledu¸wee utverßdenie.

Utverßdenie. DlØ l¸byh A, B ∈ sl(2, C ) vektor σ = σ(B \ A): σ(B \ A) := ⟨A, A⟩B − ⟨A, B⟩A + √ ⟨A, A⟩/2[A, B] (42) udovletvorØet ravenstvu [A, σ] = √ 2⟨A, A⟩ σ. 3Inaqe i byt~ ne moglo – funkcii a_{ij} , f_{ijk} ne ime¸t osobennosteæ na Ma_{ii}

Dokazatel~stvo. Ravenstvo proverØetsØ s pomow~¸ formul (35), (36). � Esli σ ≠ 0, to zadaqa rexena, σ – sobstvennyæ vektor Ad_A. Zameqanie_{⟨[A, B], [A, B]⟩ ≠ 0 =⇒ σ(B \ A) ≠ 0.} Dokazatel~stvo. ⟨σ(B \ A), B⟩ = − 1 2 ⟨[A, B], [A, B]⟩. Esli pravaØ qast~ ravenstva otliqna ot nulØ, to vektor σ(B \ A) zavedomo nenulevoæ. �

Esli ⟨A, A⟩ = 0, to, oqevidno, σ = 0 ⇐⇒ ⟨A, B⟩ = 0. Pust~ ⟨A, A⟩ ≠ 0 i v tom standartnom bazise A = √ ⟨A, A⟩/2 σ_3, B = ( β α α^′ −β ) . V fftom bazise σ(B \ A) = 2⟨A, A⟩α ( 0 1 0 0 ) . Sledstvie. Formula (42) daet σ = 0 togda i tol~ko togda, kogda vektor σ^{(−} √_{2⟨A,A⟩)} ØvlØetsØ sobstvennym vektorom Ad_B.

Drugimi slovami, σ = 0 esli imeetsØ obwiæ sobstvennyæ vektor Ad_A i Ad_B s sobstvennym znaqeniem − √ 2⟨A, A⟩ u Ad_A. �

Utverßdenie. DlØ l¸bogo A^{(i)} ≠ 0 i l¸bogo znaqeniØ kornØ^√aii/2 suwestvuet

A^{(j)} takoæ, qto σ(A^{(j)} \ A^{(i)}) ≠ 0.

Dokazatel~stvo. Predpoloßim protivnoe, togda v takom standartnom bazise, qto σ_− = σ^{(−√2aii)} vse A^{(j)} okaßutsØ nißne-treugol~nymi, t.k. σ_− budet dlØ vseh

Ad_A(j) sobstvennym. Nabory A^{(i)} iz odinakovo treugol~nyh matric v kakom-libo

bazise my ne rassmatrivem. � Sledstvie. DlØ l¸boæ oblasti^~U (^√2ai_0i_0 //^√2ai_{n−1}i_{n−1} /in) naædutsØ vektory

A^(b^{i0)} i A^(b^{in−1)} takie, qto

σ^( √_{2ai0 i0 )} = σ(A^(b^{i0)} \ A^{(i0)}) ≠ 0,

σ^( √_{2ain−1 ii−1 )} = σ(A^(b^{in−1)} \ A^{(in−1)}) ≠ 0,

�

Tak kak po opredeleni¸ ~U ( √ 2a_{i0i0} // √ 2a_{in−1in−1} /i_n), ⟨σ^( √_{2ai0i0 )} , σ^( √_{2ain−1ii−1 )} ⟩ ≠ 0, to po formulam (40) iz nih stroitsØ standartnyæ bazis, soputstvu¸wiæ A^{(i0)},

A^{(in−1)}, A^{(in )}. DomnoßaØ A^{(s)} na bazisnye vektory σ_3, σ_+, σ_− poluqim matriqnye

fflementy A^{(s)}_{ij} , vyraßennye qerez a_{si0} , a_{sbi0} , a_{sin−1} , a_{sbin−1} , f_{si0bi0} , f_{sin−1bin−1} , a iz nih – racional~nye vyraßeniØ dlØ (p_s, q_s), (p^∗_s, q^∗_s ).

Vypixem formuly. 1. Perehod ot (pi, qi) k aij , fijk. Rassmotrim oblast~ U(− √ 2a_{00}// √ 2a_{n−1n−1}/n) = = M_{aii} \ ( D_{0n−1} ( − √ 2a_{00}, √ 2a_{n−1n−1} ) ⋃ Q^{−1}_−√_{2a00} ( ⟨A^{(n)}, σ^{(−√2a00)}⟩ = 0 )) . V fftoæ oblasti sobstvennyæ vektor Ad_A(0) s sobstvennym znaqeniem − √ 2a_{00}

i sobstvennyæ vektor Ad_A(n−1) s sobstvennym znaqeniem + √ 2a_{n−1n−1} lineæno-

nezavisimy, vyberem ih napravleniØ za napravleniØ vektorov σ_− i σ_+ standartnogo bazisa σ_3, σ_+, σ_−. Normiruem σ_− tak, qtoby ⟨σ_−, A^{(n)}⟩ = 1, – ffto vozmoßno, tak kak ⟨A^{(n)}, σ^{(−√2a00)}⟩ ≠ 0. V fftom bazise matricy A^{(n)} ime¸t vid

A^{(0)} = ( √ a_{00}/2 0

q^′_0 − √ a_{00}/2 ) , A^{(n−1)} = ( √ a_{n−1n−1}/2 q_{n−1} 0 − √ a_{n−1n−1}/2 ) ,

A^{(n)} = ( β_n 1 q^′_n −β_n ) , (43)

A^{(i)} = ( β_i q_i q^′_i −β_i ) ; β^2_i + q_iq^′_i = a_{ii}/2, q^′_n = a_{nn}/2 − β^2_n.

Oboznaqim

β_Σ := n−2∑ i=1 β_i, q_Σ := n−2∑ i=1 q_i, q^′_Σ := n−2∑ i=1 q^′_i. Togda

−q_{n−1} = q_Σ + 1, q^′_{n−1} := 0, β_{n−1} := √ a_{n−1n−1}/2, −β_n = √ a_{00}/2 + √ a_{n−1n−1}/2 + β_Σ, q^′_n = −(β_Σ + √ a_{00}/2 + √ a_{n−1n−1}/2)^2 + a_{nn}/2, −q^′_0 = q^′_Σ − (β_Σ + √ a_{00}/2 + √ a_{n−1n−1}/2)^2 + a_{nn}/2, q_0 := 0, β_0 := √ a_{00}/2.

(44)

a_{ij} = ⟨A^{(i)}A^{(j)}⟩ = 2β_iβ_j + q_iq^′_j + q^′_iq_j ; i, j ∈ {0, 1, . . . , n},

f_{ijk} := ⟨[A^{(i)}A^{(j)}]⟩A^{(k)}⟩ = 2 det | | | | | β_i q_i q^′_i β_j q_j q^′_j β_k q_k q^′_k

| | | | | , (45)

β_i = √ a_{ii}/2 + p_iq_i = −( √ a_{ii}/2 + p^∗_i q^∗_i ),

q_i = −p^∗_i (p^∗_i q^∗_i + 2 √ a_{ii}/2), q^′_i = q^∗_i = −p_i(p_iq_i + 2 √ a_{ii}/2), i ∈ {1, . . . , n − 2} (46)

V formulah (46) indeks i numeruet pary kanoniqeski soprØßennyh koordinat

(p_i, q_i) na M_{sii} – probegaet znaqeniØ ot 1 do n − 2.

V formulah (44) opredelØ¸tsØ (vr&emenno, tol~ko zdes~, niße q_0 budet drugim!) znaqeniØ q_i, β_i, q^′_i dlØ i ∈ {0, n − 1, n} i, takim obrazom, formuly (45) da¸t perehod ot {p_i, q_i}^{n−2}_{i=1} i {p^∗_i , q^∗_i }^{n−2}_{i=1} k a_{ij} , f_{ijk} dlØ vseh znaqeniæ i, j, k ∈ {0, 1, . . . , n}. 2. Perehod ot aij , fijk k (pi, qi). Vydelim kakie-nibud~ verxiny A^{(0)}, A^{(n−1)}, A^{(n)} i znaqeniØ √ a_{00}/2, √ a_{n−1n−1}/2, a takße paru “vspomogatel~nyh” verxin A^{(b0)} i A^{([n−1)}, gde indeksy ^0 i [n − 1 – l¸bye, krome 0 i n − 1, sootvetstvenno. Poloßim

σ(A^(b^{0)} \ A^{(0)}) := a_{00}A^(b^{0)} − a_0b_0A^{(0)} − √ a_{00}/2[A^{(0)}, A^(b^{0)}],

σ(A^{([n−1)} \ A^{(n−1)}) := a_{n−1n−1}A^{([n−1)} − a_{n−1n−1}A^{(n−1)} + √ a_{n−1n−1}/2[A^{(n−1)}, A^{([n−1)}]. (47) Rassmotrim v M_{aii} oblast~, v kotoroæ { ⟨σ(A^(b^{0)} \ A^{(0)}), σ(A^{([n−1)} \ A^{(n−1)})⟩ ≠ 0,

⟨σ(A^(b^{0)} \ A^{(0)}), A^{(n)}⟩ = a_{00}ab_{0n} − a_0b_0a_{0n} − √ a_{00}/2f_0b_{0n} ≠ 0.

(48)

Ortonormiruem dliny σ^{(−} √_{a00/2)} i σ^( √_{an−1n−1/2)} ; poloßim σ_3 := [σ_+, σ_−]:

σ_− := a_{00}A^(b^{0)} − a_0b_0A^{(0)} − √ a_{00}/2[A^{(0)}, A^(b^{0)}]

a_{00}ab_{0n} − a_0b_0a_{0n} − √ a_{00}/2f_0b_{0n} ,

σ_+ := a_{n−1n−1}A^{([n−1)} − a_{n−1[n−1}A^{(n−1)} + √ a_{n−1n−1}/2[A^{(n−1)}, A^{([n−1)}] ⟨σ(A^(b^{0)} \ A^{(0)}), σ(A^{([n−1)} \ A^{(n−1)})⟩/(a_{00}ab_{0n} − a_0b_0a_{0n} − √ a_{00}/2 f_0b_{0n}) ,

σ_3 := [σ(A^{([n−1)} \ A^{(n−1)}), σ(A^(b^{0)} \ A^{(0)})]/⟨σ(A^(b^{0)} \ A^{(0)}), σ(A^{([n−1)} \ A^{(n−1)})⟩.

(49)

Poloßim

q_i = ⟨A^{(i)}, σ_−⟩ = (a_{00}ab_{0i} − a_0b_0a_{0i} − √ a_{00}/2 f_{i0}b_0)/(a_{00}ab_{0n} − a_0b_0a_{0n} − √ a_{00}/2 f_{n0}b_0)

p_i = (⟨A^{(i)}, σ_3/2⟩ − √ a_{ii}/2)/q_i q^∗_i = ⟨A^{(i)}, σ_+⟩ = (a_{n−1n−1}a_{[n−1i} − a_{n−1[n−1}a_{n−1i} + √ a_{n−1n−1}/2 f_{in−1[n−1})× × (a_{00}ab_{0n} − a_0b_0a_{0n} − √ a_{00}/2 f_{n0}b_0)/⟨σ(A^(b^{0)} \ A^{(0)}), σ(A^{([n−1)} \ A^{(n−1)})⟩

p^∗_i = −(⟨A^{(i)}, σ_3/2⟩ + √ a_{ii}/2)/q^∗_i = 1/p_i = q_i ⟨A^{(i)}, σ_3/2⟩ − √ a_{ii}/2 . Podstaviv vmesto σ(A^{(b0)} \ A^{(0)}) i σ(A^{([n−1)} \ A^{(n−1)}) ih vyraßeniØ (47) poluqim obewannye racional~nye formuly perehoda ot (a_{ij} , f_{ijk} ) k kanoniqeskim koordinatam {p_i, q_i}^{n−2}_{i=1} , {p^∗_i , q^∗_i }^{n−2}_{i=1} .

Zakonqim fftot razdel dokazatel~stvom odnoæ krasivoæ geometriqeskoæ formuly.

Pust~ n = 3, to est~ ime¸tsØ qetyre vektora postoØnnoæ dliny A^{(0)}, A^{(1)},

A^{(2)}, A^{(3)} i summoæ nol~ (voobwe govorØ) ne ploskiæ orientirovannyæ qety-

rehugol~nik v prostranstve, s zadannymi “kvadratami dlin storon” a_{ii} :=

⟨A^{(i)}, A^{(i)}⟩ = const. Postroim standartnyæ bazis σ_−, σ_+, σ_3, soputstvu¸wiæ vek-

toram A^{(0)}, A^{(2)}, A^{(3)} vdol~ napravleniæ (σ^{(−√2a00)}) i (σ^{(√2a22)}), t.e. v fftom bazise

A^{(0)}_{11} = +

√_{a00}

2 , A^{(2)}_{11} = +

√_{a22}

2 , A^{(3)}_{12} = 1 (pri vyvode uravneniØ Penleve 6 my budem ispol~zovat~ imenno taku¸ normirovku, t.e. znak pri √a_{00}). Vyqislim orientirovannyæ ob¨em parallelepipeda, natØnutogo na A^{(1)}, A^{(2)}, A^{(0)}:

f_{120} = ⟨A^{(1)}, [A^{(2)}, A^{(0)}]⟩ = 2 det | | | | | β_1 q_1 q^′_1 √_{a22}

2 q_2 0 √_{a00}

2 0 q^′_0

| | | | | =

= 2q^′_0 ( β_1q_2 − √ a_{22} 2 q_1 ) − √ 2a_{00} q_2q^′_1.

Poskol~ku M_{aii} pri n = 3 dvumerno, imeetsØ rovno odna para kanoniqeskih peremennyh (p_1, q_1), i forma da_{01} ∧ da_{02} obØzana byt~ proporcional~noæ dp_1 ∧ dq_1, priqem kofffficient proporcional~nosti ne moßet imet~ osobennosteæ; vyqislim ego.

Uqtem, qto β_0 = √ a_{00}/2 = const, β_2 = √ a_{22}/2 = const, q_0 = 0, q^′_2 = 0; a_{oi} = 2 √ a_{00}/2 β_i + q^′_0q_i, q^′_0 = −q^′_1 − q^′_3, q_2 = −q_1 − 1, −q^′_1 = p_1(β_1 + √ 2a_{11}), −q^′_3 = (β_1 + √_{a00} 2 + √_{a22}

2 )^2 −^{a33}_2 , β_1 = p_1q_1 + √ a_{11}/2

da_{01} ∧ da_{02} = d( √ 2a_{00} β_1 + q^′_0q_1) ∧ d(q^′_0q_2) = √ 2a_{00} dβ_1 ∧ d(q^′_0q_2) + d(q^′_0q_1) ∧ (q^′_0q_2) =

= q^′_0d(q^′_0 − √ 2a_{00} β_1) ∧ dq_1 + √ 2a_{00} q_2 ( β_1 + √ a_{11} 2 ) dβ_1 ∧ dp_1. Zdes~ takße uqteno, qto dq_2 = −dq_1 i dβ_1 ∧ dq^′_3 = 0, pofftomu dβ_1 ∧ dq^′_0 = −dβ_1 ∧

dq^′_1 = (β_1 +

√_{a11}

2 )dβ_1 ∧ dp_1. Esli oboznaqit~ qerez V iskomyæ kofffficient, t.e. da_{01} ∧ da_{02} = V dp_1 ∧ dq_1, to

V = q^′_0 ∂ ∂p_1 | | |_{q1} (q^′_0 − √ 2a_{00} β_1) − √ 2a_{00} q_2 ( β_1 + √ a_{11} 2 ) ∂ ∂q_1 | | |_{p1} β1 =

= q^′_0 ( 2p_1q_1 +2 √ a_{11}/2+ ( 2 ( β_1 + √ a_{00} 2 + √ a_{11} 2 ) − √ 2a_{00} ) q_1 ) − √ 2a_{00} q_2 ( β_1 + √ a_{11} 2 ) p_1 =

= 2q^′_0 ( β_1q_1 + p_1q_1 + √ a_{11} 2 + √ a_{22} 2 q_1 ) + √ 2a_{00} q_2q^′_1 =

= −2q^′_0 ( β_1q_2 − √ a_{22} 2 q_1 ) + √ 2a_{00} q_2q^′_1 = −f_{120}.

Nami dokazano utverßdenie.

Utverßdenie.

dp_1 ∧ dq_1 = da_{01} ∧ da_{02}

f_{123} (50)

�

Otmetim, qto sprava stoit vyraßenie “iz fflementarnoæ geometrii” – skalØrnye proizvedeniØ storon qetyrehugol~nika (ffto a_{01} i a_{02}) i ob¨em f_{123} ego vypukloæ oboloqki (qetyrehugol~nik ne ploskiæ).

Ravenstvo (50) moßno rassmatrivat~ kak geometriqeskoe opredelenie simplektiqeskoæ formy na prostranstve tetraffdrov M_{aii} . Stranno, qto s naxim opredeleniem w forma da_{01} ∧ da_{02}/f_{123} svØzana stol~ sloßnym vyqisleniem.

V. Uravnenie Penleve 6, sistema Garn~e

Sistemoæ Garn~e [GtoP] nazyvaetsØ kanoniqeskaØ sistema uravneniæ dlØ gamil~tonovoæ sistemy Xlezingera v kanoniqeskih peremennyh p_i, q_i, to est~ ∂ ∂λ_i q_j = ∂ ∂p_j H_i, ∂ ∂λ_i p_j = − ∂ ∂q_j H_i; i, j ∈ {1, . . . , n − 2} (51)

H_i = n∑ k=0 k≠i a_{ik} λ_i − λ_k , i = 1, . . . , n − 2 gde a_{ij} = a_{ij} (p_m, q_m) zadany formulami (44)–(46); λ_0, λ_{n−1}, λ_n – razliqnye konstanty, naprimer, λ_0 = 0, λ_{n−1} = 1, λ_n = ∞ (v fftom sluqae qleny summy, soderßawie λ_n otsutstvu¸t – summirovanie po k ot 1 do n − 1). Vaßneæxiæ sluqaæ fftoæ sistemy uravneniæ – ffto n = 2 – “sluqaæ Penleve 6”. Ego my rassmotrim detal~no.

Xestoe uravnenie Penleve (PVI) – ffto uravnenie �ælera–Lagranßa, sootvetstvu¸wee gamil~tonovoæ sisteme (32) – sluqaæ n = 3 (prosteæxiæ netrivial~- nyæ), zapisannoæ v kanoniqeskih peremennyh p, q kakogo-nibud~ iz mnogoobraziæ

M̃_{aii\{ijk}} , naprimer, (51).

Esli n = 3, to n−2 = 1 – imeetsØ edinstvennaØ para kanoniqeskih peremennyh

(p, q), mnogoobrazie M_{aii} = ⋃ i,j i≠0≠j M̃_{aii\{0ij}} =^3⋃ k=1 M̃_{akk} (52)

dvumerno, rasxirennoe fazovoe prostranstvo M^T_{aii} trehmerno.

Qtoby vypisat~ samo uravnenie, nußno perepisat~ gamil~tonian H =

Σa_{ij} log(λ_i − λ_j ), zadannyæ v koordinatah a_{ij} qerez kanoniqeskie koordinaty p, q

(formuly (45), (46)) i sdelat~ po p preobrazovanie Leßandra – iskl¸qit~ p iz kanoniqeskoæ sistemy uravneniæ. Vvidu vaßnosti uravneniØ PVI privedem sootvetstvu¸wie vyqisleniØ. NaqinaØ s fftogo momenta, n = 3, nabor

A^{(i)} = A^{(0)}, A^{(1)}, A^{(2)}, A^{(3)} budem nazyvat~ tetraffdrom, appeliruØ k geometriqe-

skoæ intuicii

(R^3, . . . × . . . ) ∼ (su(2), [ , ]) ⊂ (sl(2, C ), [ , ]).

My dolßny zafiksirovat~ oblast~ U( √ 2a_{ii}// √ 2a_{jj} /k), t.e. indeksy i, j, k i dva

znaqeniØ korneæ iz parametrov.

Poloßim i = 0, j = 2, k = 3; esli fiksirovat~ U( √ 2a_{ii}// √ 2a_{jj} /3), to v soput-

stvu¸wem standartnom bazise budet A^{(0)}_{11} = − √ a_{00}/2, A^{(2)}_{11} = + √ a_{22}/2, no fftot

znak minus u A^{(0)}_{11} naruxit (s toqki zreniØ avtora!) simmetri¸ voznika¸wih formul, tak qto my zafiksiruem oblast~ U(− √ 2a_{00}// √ 2a_{22}/3) i budem stroit~

standartnyæ bazis (σ_−, σ_+, σ_3), soputstvu¸wiæ A^{(0)}, A^{(2)}, A^{(3)} vdol~ napravleniæ^4 (σ^{(−√2a00)}) i (σ^{(+√2a22)}).

Standartnyæ soputstvu¸wiæ bazis σ_−, σ_+, σ_3 opredelen tak, qto vektory

A^{(0)}, A^{(2)} i A^{(3)} dvißutsØ po liniØm – seqeniØm kvadrik C_{aii} ploskostØm ⟨A^{(0)}, σ_−⟩ = 0, ⟨A^{(2)}, σ_+⟩ = 0 i ⟨A^{(3)}, σ_−⟩ = 1. �ti linii odnoznaqno proekti-

ru¸tsØ na sootvetstvu¸wie koordinatnye osi, v rezul~tate kaßdaØ iz matric

A^{(0)}, A^{(2)} i A^{(3)} opredelØetsØ edinstvennym svoim matriqnym fflementom:

A^{(0)} = ( √ a_{00}/2 0 q^′_0 − √ a_{00}/2 ) , A^{(2)} = ( √ a_{22}/2 q_2 0 − √ a_{22}/2 ) ,

A^{(3)} = ( β_3 1 a_{33/2} − β^2_3 −β_3 ) . (53)

Vsledstvie ravenstva ΣA^{(i)} = 0, po verxine A^{(1)} – toqke kvadriki C_{a11} vosstanavlivaetsØ ves~ tetraffdr:

β_3 = −(β_0 + β_1 + β_2) = −( √ a_{00}/2 + β_1 + √ a_{22}/2)

q_2 = −(q_0 + q_1 + q_3) = −(q_1 + 1)

q^′_0 = −(q^′_1 + q^′_2 + q^′_3) = −(q^′_1 + a_{33/2} − β^2_3 ) = −(q^′_1 + a_{33/2} − ( √ a_{00}/2 + √ a_{22}/2 + β_1)^2).

Zametim, qto dlØ vseh (raznyh!) toqek A^{(1)} s “razdutogo” divizora (suwestvu- ¸wego, esli a_{11} = 0) poluqatsØ odni i te ße A^{(0)}, A^{(2)}, A^{(3)} – nekotoryæ konkretnyæ treugol~nik.

Obratno, dlØ l¸bogo tetraffdra A^{(i)} iz ~U (− √ 2a_{00}// √ 2a_{22}/3) moßno postroit~

standartnyæ soputstvu¸wiæ bazis. Formuly

β_1 = −( √ a_{00}/2 + √ a_{22}/2 + β_3), q_1 = −(1 + q_2), q^′_1 = −(q^′_0 + a_{33/2} − β^2_3 )

pokazyva¸t, qto po znaqeniØm koordinat β_3, q_2, q^′_0 toqka A^{(1)} vosstanavlivaetsØ odnoznaqno.

Zametim, qto tak kak β^2_1 + q_1q^′_1 = a_{11/2}, veliqiny β_3, q_2 i q^′_0 ne ØvlØ¸tsØ nezavisimymi: ( √ a_{00}/2 + √ a_{22}/2 + β_3)^2 + (1 + q_2)(q^′_0 + a_{33/2} − β^2_3 ) = a_{11/2}.

SkalØrnye proizvedeniØ a_{0i} = ⟨A^{(0)}, A^{(i)}⟩ (ostal~nye iz nih – posredstvom formul (27)) vyraßa¸tsØ qerez matriqnye fflementy β_i, q_i, q^′_i sledu¸wim obrazom:

a_{0i} = 2β_0β_i + q_0q^′_i + q_iq^′_0 = 2β_0β_i + q_iq^′_0 =

4Koneqno ße vo vseh formulah moßno pomenØt~ √a_{ii} → −√a_{ii} dlØ proizvol~nogo (ili nekotoryh) i, v qastnosti √a_{00} → −√a_{00}

= √ 2a_{00} β_i + q_i ( q_2q^′_1 + 2β_1( √ a_{00}/2 + √ a_{22}/2) + a_{00} 2 + a_{22} 2 + a_{11} 2 − a_{33} 2 + √ a_{00}a_{33} ) . My uqli, qto q^′_0 = −(q^′_1 + q^′_2 + q^′_3), q^′_2 = 0 i β^2_1 = a_{11/2} − q_1q^′_1. Vse matriqnye fflementy – mnogoqleny ot koordinat q_1 i p_1 = (β_1 − √ a_{11}/2)/q_1:

β_1 = p_1q_1 + √ a_{11}/2, q^′_1 = −p_1(p_1q_1 + 2 √ a_{11}/2) = −p^2_1q_1 − 2 √ a_{11}/2 p_1,

tak qto

a_{0i} = −q_iq_1q_2p^2_1 + 2p_1q_i(q_1( √ a_{00}/2 + √ a_{22}/2) − q_2 √ a_{11}/2)+

+q_i(( √ a_{00}/2 + √ a_{11}/2 + √ a_{22}/2)^2 − a_{33/2}) + β_i √ 2a_{00}. (54)

PodstavlØØ β_1 = p_1q_1 + √ a_{11}/2, β_2 = √ a_{22}/2, β_3 = −β_1 − ( √ a_{00}/2 + √ a_{22}/2),

β_0 = √ a_{00}/2 poluqaem

a_{01} = −q_1q_1q_2p^2_1 + 2q_1p_1(q_1 √ a_{22}/2 − q_2( √ a_{11}/2 + √ a_{00}/2))+

+q_1(( √ a_{00}/2 + √ a_{11}/2 + √ a_{22}/2)^2 − a_{33/2}) + √ a_{00}a_{11}

a_{02} = −q_2q_1q_2p^2_1 + 2q_2p_1(q_1( √ a_{00}/2 + √ a_{22}/2) − q_2 √ a_{11}/2))+

+q_2(( √ a_{00}/2 + √ a_{11}/2 + √ a_{22}/2)^2 − a_{33/2}) + √ a_{00}a_{22}

a_{03} = −q_3q_1q_2p^2_1 + 2q_3p_1(q_1 √ a_{22}/2 − q_2 √ a_{11}/2)+

+q_3(( √ a_{00}/2 + √ a_{11}/2 + √ a_{22}/2)^2 − a_{33/2}) − √ a_{00}( √ a_{00} + √ a_{11} + √ a_{22}).

Zdes~ q_3 = 1, √a_{ii}a_{jj} := √a_{ii} √a_{jj} . Rassmotrim lineænu¸ kombinaci¸ ∑ a_{0i}t_i,

gde t_1, t_2, t_3 – kakie-to kompleksnye parametry. Srazu vidno, qto summa ∑ t_ia_{0i} budet imet~ vid

P_3p^2_1 + 2p_1P_2 + P_1,

gde P_k – mnogoqlen, voobwe govorØ, stepeni “k” ot peremennoæ q_1.

Esli t_1 ≠ t_2, to P_3 deæstvitel~no imeet tret~¸ stepen~ po q_1; esli ße t_1 = t_2, to ∑ a_{0i}t_i =

(t_1 − t_3)(q_1q_2p^2_1 − ( √ a_{00}/2 + √ a_{11}/2 + √ a_{22}/2)^2 − a_{33/2} + √ a_{00}( √ a_{11} + √ a_{22})) − a_{00}t_3.

Poskol~ku vse skalØrnye proizvedeniØ ⟨A^{(i)}, A^{(j)}⟩ vyraßa¸tsØ lineæno qerez

a_{0k} i konstanty (formula (27)), to verna teorema.

Teorema. Pust~ vektory A^′ :^∑ ν^′_iA^{(i)} i A^{′′} :^∑ ν^{′′}_i A^{(i)} – proizvol~nye lineænye

kombinacii radius-vektorov verxin A^{(i)} s nezavisØwimi ot A^{(i)} kofffficientami ν^′_i i ν^{′′}_i , togda funkciØ ⟨A^′, A^{′′}⟩ : M_{aii} → C polinomial~na po p_1, q_1, priqem po p_1 – kvadratiqna:

⟨A^′, A^{′′}⟩ = P_3p^2_1 + 2p_1P_2 + P_1, (55) gde P_k – polinomy po q_1 stepeni ne vyxe “k^{′′}, esli stepen~ P_3 niße treh, to P_2 = 0, P_2 = const_ν′_{i,ν}′′_i . �

Gamil~tonian sistemy Xlezingera (32) imeet imenno takoæ vid – lineænaØ kombinaciØ a_{ij} ; vypixem otdel~no vaßnu¸ dlØ nas formulu (zdes~ opØt~ t_1, t_2, t_3 – proizvol~nye qisla)

a_{0t} := t_1a_{01} + t_2a_{02} + t_3a_{03} = − ( ∑ t_iq_i ) q_1q_2p^2_1+

+2p_1 ( − √ a_{11}/2q_2 ( ∑ t_iq_i ) + √ a_{22}/2q_1 ( ∑ t_iq_i ) + √ a_{00}/2(t_2 − t_1)q_1q_2 ) + + ( ∑ t_iq_i )( ( √ a_{00}/2 + √ a_{11}/2 + √ a_{22}/2

)_2 − a_{33/2} ) + + √ a_{00}(t_1 √ a_{11} + t_2 √ a_{22} − t_3( √ a_{00} + √ a_{11} + √ a_{22})). (56)

1. Racional~naØ (tradicionnaØ, klassiqeskaØ) forma PVI.

V pervyh glavah bylo pokazno, qto uslovie izomonodromnosti deformacii uravneniØ (1) ffkvivalentno tomu, qto kasatel~naØ k traektorii proekcii nabora A^{(i)} v M^Λ_{aii} prinadleßit raspredeleni¸, zadavaemomu formoæ Ω_{PVI}:

Ω_{PVI} = w − ∑ i<j dtrA^{(i)}A^{(j)} ∧ log(λ_i − λ_j ) = 0.

My znaem, qto l¸baØ lineænaØ kombinaciØ veliqin a_{ij} = tr A^{(i)}A^{(j)} zavisit kvadratiqno ot p_1 i kubiqno ot q_1, gde (p_1, q_1) – simplektiqeskie koordinaty na M_{aii} (v toæ qasti, gde oni opredeleny), tak qto forma Ω_{PVI} v koordinatah

p_1, q_1 perepixetsØ tak:

dp_1 ∧ dq_1 − d(p^2_1P_3 + 2p_1P_2 + P_1) ∧ dτ. (57)

Zdes~ P_k – mnogoqlen stepeni k ot q_1, a τ – kakoæ-nibud~ parametr ot kotorogo zavisØt λ_i = λ_i(τ ); napomnim, qto raspredelenie Xlezingera–Penleve integriruemo, rezul~tat ffvol¸cii rexeniØ ne zavisit ot traektorii, soedinØ¸weæ naqal~nu¸ i koneqnu¸ toqki v prostranstve parametrov λ_i. Oboznaqim toqkoæ proizvodnu¸ po τ .

Teorema V, 1. FunkciØ q1 = q1(τ ) – q-koordinata rexeniØ gamil~tonovoæ siste-

my (57) udovletvorØet uravneni¸

q̈_1 = 1 2 ( ∂ ∂q_1 log P_3 ) q̇_1^2 + ( ∂ ∂τ log P_3 ) q̇_1 + 2P_3 ( ∂ ∂τ P_2 P_3 + ∂ ∂q_1 ( P2_2

P_3 − P_1 )) . (58)

Dokazatel~stvo. Vydelim polnyæ kvadrat:

p^2_1P_3 + 2p_1P_2 + P_1 = P_3(p_1 + P_2/P_3)^2 + P_1 − P^2_2 /P_3

i vvedem novu¸ peremennu¸

P := p_1 + P_2/P_3. (59)

Forma primet vid

dP ∧ dq_1 − d(P_3P^2 + P_1 − P^2_2 /P_3 + R) ∧ dτ.

Zamena p_1 → P Øvno soderßit τ , v gamil~toniane poØvilsØ novyæ qlen – ffto takaØ funkciØ R, qto ∂ ∂τ (P_2/P_3)dτ ∧ dq_1 = dR ∧ dτ, inaqe ( dR + ( ∂ ∂τ P_2/P_3 ) dq_1 ) ∧ dτ = 0, ili ∂ ∂q_1 R = − ∂ ∂τ P_2/P_3.

FunkciØ R = − ∫ dq^∂_{∂τ} P_2/P_3 – pervoobraznaØ ot (racional~noæ) funkcii −^∂_{∂τ} (P_2/P_3).

Oboznaqim

F = F (q_1, τ ) := P^2_2 /P_3 − P_1 + ∫ dq_1 ∂ ∂τ P_2/P_3,

sistema (57) priobrela prostoæ vid

dP ∧ dq_1 − d(P_3P^2 − F ) ∧ dτ, (60)

gde P_3 i F ne zavisØt ot P . Vypixem kanoniqesku¸ sistemu:

q̇_1 = 2P P_3, Ṗ = −P^2 ∂ ∂q_1 P_3 + ∂ ∂q_1 F. Iskl¸qim P (ffto ffkvivalentno preobrazovani¸ Leßandra funkcii Gamil~tona), perepisav P i Ṗ qerez q̇_1 i q_1. Poskol~ku 2P = q̇_1/P_3, to ·· q_1 = −2 ( d dτ P_3 )( − 1 2 ) q̇_1/P_3 − 2P_3 (( 1 2 q̇_1/P_3

)_2 ∂ ∂q_1 P_3 − ∂ ∂q_1 F ) = = 1 2 ( ∂ ∂q_1 log P_3 ) q̇^2_1 + ( ∂ ∂τ log P_3 ) q̇_1 + 2P_3 ∂ ∂q_1 F.

�

Zameqanie. �ta teorema ob¨ØsnØet strukturu tradicionnoæ zapisi uravneniØ Penleve 6 – tri slagaemyh specifiqeskogo vida v pravoæ qasti. � Vvedem parametr t tak, qtoby (58) priobrelo privyqnyæ dlØ specialistov vid (sm. [GtoP]).

Preobrazuem summu ∑ da_{ij} ∧ d log(λ_i − λ_j ): ∑ i<j da_{ij} ∧ d log(λ_i − λ_j ) = 3∑ i=1 j≠i≠k da_{0i} ∧ d log(λ_0 − λ_i)(λ_j − λ_k) =

= d(t_1a_{01} + t_2a_{02} + t_3a_{03}) ∧ dτ = d ( a_{01} + t_3 − t_2 t_1 − t_2 a_{03} ) ∧ (t_1 − t_2)dτ = d(a_{01} + ta_{03}) ∧ dτ_{1−2}.

Zdes~ i niße – indeksy i, j, k v odnoæ formule vse razliqny i otliqny ot indeksa 0, naprimer, qetnaØ perestanovka {1, 2, 3}. My oboznaqili:

a) logarifmiqesku¸ proizvodnu¸ veliqiny (λ_0 − λ_i)(λ_j − λ_k) po parametru τ (proizvol~nomu, poka exe ne opredelennomu) qerez t_i:

t_i := d log(λ_0 − λ_i)(λ_j − λ_k)/dτ ;

v) veliqinu t_3 − t_2/t_1 − t_2 qerez t:

t := t_3 − t_2 t_1 − t_2 = d log

(λ_0 − λ_3)(λ_1 − λ_2) (λ_0 − λ_2)(λ_3 − λ_1)

d log

(λ_0 − λ_1)(λ_2 − λ_3) (λ_0 − λ_2)(λ_3 − λ_1) ;

s) differencial (t_1 − t_2)dτ , ime¸wiæ vyqet +1 v toqke λ_0 = λ_1, vyqet −1 v toqke λ_0 = λ_2 i nikakih drugih osobennosteæ (esli λ_1, λ_2, λ_3 fiksirovany, λ_0 – peremennaØ) qerez dτ_{1−2}:

dτ_{1−2} := d log

(λ_0 − λ_1)(λ_2 − λ_3) (λ_0 − λ_2)(λ_3 − λ_1)

= −d log D(λ_1, λ_2, λ_3, λ_0).

Utverßdenie V, 1.

dτ_{1−2} = − dt t(t − 1) , t = (λ_0 − λ_1)(λ_2 − λ_3) (λ_0 − λ_3)(λ_2 − λ_1)

= D(λ_1, λ_3, λ_0, λ_2).

�

�to ØvlØetsØ sledstviem dvuh krasivyh formul.

Utverßdenie V, 2. DlØ l¸byh veliqin s1, s2, s3 takih, qto s1 + s2 + s3 = 0

d log s_1 s_2

+ d log d log s_1/s_3 d log s_2/s_3

= 0.

�

Dokazatel~stvo. Vvedem peremennu¸ x := s1/s2. Togda s1/s3 = −s1/s1 + s2 =

−x/x + 1, s_2/s_3 = −1/x + 1. �

Utverßdenie V, 3. DlØ l¸byh λ0, λ1, λ2, λ3

(λ_0 − λ_1)(λ_2 − λ_3) + (λ_0 − λ_2)(λ_3 − λ_1) + (λ_0 − λ_3)(λ_1 − λ_2) = 0.

�

Dokazatel~stvo. �ta summa obrawaetsØ v nol~, esli poloßit~ λi = λj , znaqit ona delitsØ na λ_i − λ_j ∀i, j. V to ße vremØ vse vyraßenie kvadratiqno po λ_j , a razliqnyh par λ_i − λ_j bol~xe dvuh (xest~). � Utverßdenie V, 1 dokazyvaetsØ tak.

Poloßim v Utverßdenii V, 2 s_i = (λ_0 − λ_i)(λ_j − λ_k) i vyrazim t i dτ_{1−2} qerez

x = s_1/s_2: dτ_{1−2} = d log x,

t = d log s_3/s_2/d log s_1/s_2 = d log 1 + x/d log x = x/1 + x = −s_1/s_3 =

= − (λ_0 − λ_1)(λ_2 − λ_3) (λ_0 − λ_3)(λ_1 − λ_2)

= D(λ_1, λ_3, λ_0, λ_2),

t = x 1 + x ⇐⇒ x = t 1 − t =⇒ dτ_{1−2} = d log t t − 1 = (1 t − 1 t − 1 ) dt = − dt t(t − 1) .

�

VernemsØ k uravneni¸ Penleve 6. Veliqina a_{01} + ta_{03} vyraßaetsØ qerez p_1, q_1 s pomow~¸ (56). Esli v kaqestve nezavisimoæ peremennoæ τ v formule (57)^5 vybrat~ τ := t = (t_3 − t_2)/(t_1 − t_2) = D(λ_1, λ_3, λ_0, λ_2), to ∑ i<j da_{ij} ∧ d log(λ_i − λ_j ) = d(a_{01} + ta_{03}) ∧ −dt t(t − 1) =

= d −1 t(t − 1) (t_1a_{01} + t_2a_{02} + t_3a_{03}) ∧ dt = d(p^2_1P_3 + 2p_1P_2 + P_1) ∧ dt =

= d −1 t(t − 1) ( − ( ∑ t_iq_i ) q_1q_2p^2_1 + 2p_1 ( − √ a_{11}/2q_2 ( ∑ t_iq_i ) + √ a_{22}/2q_1 ( ∑ t_iq_i ) +

+ √ a_{00}/2(t_2 − t_1)q_1q_2 ) + ( ∑ t_iq_i ) (( √ a_{00}/2 + √ a_{11}/2 + √ a_{22}/2)^2 − a_{33/2})) ∧ dt,

i funkcii P_3, P_2 i P_1 iz (57), uqastvu¸wie v formulirovke Teoremy V, 1, poluqa¸tsØ takimi

P_3 = − q_1q_2q_t t(t − 1) P_2 = q_1q_2q_t t(t − 1) ( − √ a_{11}/2 q_1 + √ a_{22}/2 q_2 + √ a_{00}/2 q_t )

P_1 = q_t t(t − 1) ((√ a_{00} 2 + √ a_{11} 2 + √ a_{22} 2 )_2 − a_{33} 2 ) + const_t .

My oboznaqili q_t := −(q_1 + t) = − ∑ t_iq_i, tak qto q_1 + q_t + t = q_t + q_2 + 1 = 0;

veliqinu const_t, ne zavisØwu¸ ot q_1 (i ot p_1, koneqno, toße) bol~xe pisat~ ne budem.

FunkciØ

F := P^2_2 /P_3 − P_1 + ∫ dq_1 ∂ ∂τ P_2/P_3 =

= − q_1(q_1 + 1)(q_1 + t) t(t − 1) (√a_{11}/2 q_1 + √ a_{22}/2 q + 1 + √ a_{00}/2 q + t )_2 +

+ q_t + t t(t − 1) ((√ a_{00} 2 + √ a_{11} 2 + √ a_{22} 2 )_2 − a_{33} 2 ) + √ a_{00}/2 q_1 + t

5V sledu¸wem razdele i τ i P_i budut drugimi

imeet tol~ko prostye polosy na C ∋ q_1; vyqislim vyqety: Res | | |_{q1=0}F = − a_{11}/2 t − 1 ; Res | | |_{q1=−1}F = a_{22}/2 t ;

Res | |_{q1=−t}F = −a00/2 + √ a_{00}/2; Res | |_{q1=∞} = − a_{33} 2 1 t(t − 1) , tak qto F = 1/2 t(t − 1) ( ta_{11} −q_1 + (t − 1)a_{22} q_1 + 1 − t(t − 1)(a_{00} − √ 2a_{00}) q_1 + t

− a_{33}q_1 ) + const^′_t

i, sledovatel~no, ∂ ∂q_1 log P_3 = 1 q_1 + 1 q_1 + 1 + 1 q_1 + t ∂ ∂t log P_3 = − ( 1 t + 1 t − 1 − 1 t + q_1 )

2P_3 ( ∂ ∂τ P_2 P_3 − ∂ ∂q_1 (P2_2 P_3 − P_1 )) = 2P_3 ∂ ∂q_1 F = = − q_1(q_1 + 1)(q_1 + t) t^2(t − 1)^2 ( a_{11} t q^2_1

− a_{22} t − 1 (q_1 + 1)^2

+ (a_{00} − √ 2a_{00}) t(t − 1) (q_1 + t)^2

− a_{33} ) . Na funkci¸ q := −q_1 my poluqili (formula (58)) uravnenie Penleve 6 s parametrami (sm. [GtoP])

α = a_{33}, β = a_{22}, γ = a_{11}, δ = ( √ a_{00} − 1/ √ 2)^2. ·· q = 1 2 ( 1 q + 1 q − 1 + 1 q − t ) q̇^2 − ( 1 t + 1 t − 1 + 1 q − t ) q̇+ (61) + q(q − 1)(q − t) t^2(t − 1)^2 ( α − β t q^2 + γ t − 1 (q − 1)^2 + ( 1 2 − δ ) t(t − 1) (q − t)^2 ) . 2. “�lliptiqeskaØ” forma PVI.

V fftom razdele aktivno ispol~zu¸tsØ fflliptiqeskie funkcii, dlØ oznakomleniØ s predmetom avtor rekomenduet knigu [Ah], soqeta¸wu¸ v sebe svoæstva kak uqebnika, tak i spravoqnika.

Na protØßenii fftogo razdela budem pisat~ q_0 vmesto q_t; takße v kaqestve nezavisimoæ peremennoæ τ budet vybrana drugaØ funkciØ τ = τ (λ_0, λ_1, λ_2, λ_3), ne

t = D(λ_1, λ_3, λ_0, λ_2), tak qto izmenØtsØ (isqeznet t(t − 1) v znamenatele) P_3 i F .

Itak, otnyne

Ω_{PVI} = dP ∧ dq_1 − d(P_3P^2 − F ) ∧ dτ_{1−2}, (62)

P = p_1 + √ a_{11}/2 q_1 − √ a_{22}/2 q_2 − √ a_{00}/2 q_0

, q_0 := q_t := −(q_1 + t)

P_3 = q_1q_2q_t, dτ_{1−2} = − dt t(t − 1) , t = D(λ_1, λ_3, λ_0, λ_2),

F = a_{11} 2 t q_1 + a_{22} 2 (t − 1) 1 q_2 − (a_{00} 2 − √ a_{00} 2 ) t(t − 1) q_0 + a_{33} 2 q_1.

Oboznaqim Q_i ∈ L^0_Q – toqka, v kotoroæ obrawaetsØ v nol~ funkciØ q_i (toqka Q_3 – ffto ta toqka, gde q_1, q_2 i q_0 ime¸t pol¸s): q_i(Q_i) = 0. F = a_{11} 2 q_1(Q_2)q_1(Q_0) q_1 − a_{22} 2 q_2(Q_1)q_2(Q_0)

q_2 + a_{33} 2 q_1 −

( a_{00} 2 − √ a_{00} 2 ) q_0(Q_1)q_0(Q_2) q_0 . Rassmotrim drobno-lineænoe preobrazovanie χ_k, k ∈ {1, 2, 0} sfery Rimana

L^0_Q, perevodØwee toqku Q_3 v Q_k i menØ¸wee mestami ostavxiesØ toqki Q_i i Q_j .

Utverßdenie.

χ^∗_kq_k = q_k(Q_i)q_k(Q_j ) q_k , i ≠ j ≠ k ≠ i. Dokazatel~stvo. Racional~naØ funkciØ χ^∗_kqk s edinstvennoæ osobennost~¸ – prostym pol¸som prinimaet te ße znaqeniØ, qto i q_k(Q_i)q_k (Q_j )/q_k v qetyreh razliqnyh toqkah Q_l, l ∈ {0, 1, 2, 3}. � Sledstvie. F = a_{11} 2 χ^∗_1q_1 + a_{22} 2 χ^∗_2q_1 + a_{33} 2 q_1 + (a_{00} 2 − √ a_{00} 2 ) χ^∗_0q_1 + const_τ , (63)

gde const_τ – postoØnnaØ, to est~ ne zavisit ot toqki L_Q.

Dokazatel~stvo.

χ^∗_2q_1 = −χ^∗_2(q_2 + 1) = − q_2(Q_1)q_2(Q_0) q_2 − 1 =⇒ − 1 q_2

= (χ^∗_2q_1 + 1) 1 q_2(Q_1)q_2(Q_0)

χ^∗_0q_1 = −χ^∗_2(q_0 + t) = − q_0(Q_1)q_0(Q_2) q_0 − t =⇒ − 1 q_0

= (χ^∗_0q_1 + t) 1 q_0(Q_1)q_0(Q_2)

�

PostaraemsØ izbavit~sØ ot mnoßitelØ P_3 pered P^2 – pereæti k takim peremennym u, p, τ , qtoby zavisimost~ gamil~toniana ot impul~sa stala qisto kvadratiqnoæ:

Ω_{PVI} = dp ∧ du − d(p^2/2 − F(u, τ )) ∧ dτ / const = 0. (64)

KanoniqeskaØ sistema v fftom sluqae uprostitsØ:

const du dτ = p, const dp dτ = ∂ ∂u F(u, τ ), i uravnenie na u (uravnenie Penleve 6) privet vid

(const)^2 d^2 dτ^2 u = F^′(u, τ ), F^′ := ∂ ∂u | | |_τ F(u, τ ). (65) Vvedem v (62) (vr&emenno) peremennu¸ ~P := √ P_3 P_1. Ona opredelena na dvulist-

nom nakrytii sfery Rimana C ∋ q_1, razvetvlennom v nulØh P_3: P_3 = q_1q_2q_0 =

q_1(q_1 + 1)(q_1 + t) i v beskoneqnosti, t.e. opredelena na tore, modulØrnyæ para-

metr kotorogo zavisit ot nezavisimoæ peremennoæ t. Postroim koordinatu ~v, kanoniqeski soprØßennu¸ ~P (t.e. ~P d~v = P dq_1): d~v = dq_1/ √ q_1(q_1 + 1)(q_1 + t).

Differencial d~v – golomorfnyæ differencial na tore, sama ße peremennaØ ~v := ∫ d~v okazyvaetsØ golomorfnoæ koordinatoæ na universal~noæ nakryva¸weæ fftogo tora – na kompleksnoæ ploskosti.

Preßde qem pristupit~ k realizacii fftoæ shemy zametim, qto vybrannyæ nami vid (64) formy Ω_{VI} oqen~ “ßestkiæ” – on ostavlØet vozmoßnost~ tol~ko lineænyh otnositel~no u zamen peremennyh, odnoznaqno svØzannyh s zamenoæ nezavisimoæ peremennoæ τ :

(u, dτ ) → (–_1u + –_0, c–^2_1dτ ), –_1 = –_1(τ ), –_0 = –_0(τ ).

Pri dannom preobrazovanii F^′ menØetsØ lineæno po u: F^′ → −u–_1 d^2 dτ^2 ( 1 –1 ) − –1^d_{dτ}^{( 1}–_{21}^d–^0_{dτ}^) + c^2–^3_1 F^′,

(sm. [BaBo]. Esli potrebovat~, qtoby F(u, τ ) pri postoØnnom τ ostavals~ funkcieæ na L^0_Q (opredelØlas~ tetraffdrom A^{(i)}), to est~ byla dvoØko-periodiqeskoæ funkcieæ na tore, vsØ svoboda izmeneniØ nezavisimoæ peremennoæ τ svedetsØ k umnoßeni¸ na konstantu i modulØrnomu preobrazovani¸ τ → −1/τ . Potrebuem, qtoby obraz kakoæ-nibud~ fiksirovannoæ toqki C_u , naprimer, u = 0 sovpal s odnoæ iz toqek Q_j ∈ L^0_Q. V fftom sluqae –_0 dolßno byt~ vektorom rexetki periodov tora i pri vybore peremennyh (u, τ ) ne ostanetsØ ni odnogo funkcional~nogo parametra.

Takim obrazom, predloßennyæ vid formy Ω_{PVI}, s toqnost~¸ do diskretnyh simmetriæ i trivial~nyh (ne zavisØwih ot peremennyh – u, p i τ ) masxtabnyh preobrazovaniæ opredelØet kak zavisimu¸ peremennu¸ u, tak i nezavisimu¸ peremennu¸ τ .

Teorema. FunkciØ F = F(u, τ ) v (64) togda i tol~ko togda moßet byt~ “opu-

wena”na L^0_Q, kogda odin iz periodov ∮ u = const, a τ proporcional~no vtoromu primitivnomu periodu s postoØnnym kofffficientom proporcional~nosti – menØetsØ na verhneæ poluploskosti, na universal~noæ nakryva¸weæ C \ {0, 1, ∞} ∋ t.

Dokazatel~stvo. Niße my dokaßem, qto ukazannyæ vybor u i τ deæstvitel~no daet F, sovpada¸wu¸ s podnØtiem na C_u nekotoroæ racional~noæ na L^0_Q funkcii.

Dokazatel~stvo neobhodimosti (takogo vybora) sleduet iz privedennogo vyxe rassußdeniØ. �

Pust~ T_t – tor (pogrußennyæ v C × C ) i uniformirovannyæ dvumØ peremennymi √ P_3 i q_1, svØzannymi (algebraiqeskim) sootnoxeniem ( √ P_3)^2 = q_1(q_1 + 1)(q_1 + t). (66)

Pust~ u – golomorfnaØ peremennaØ na ego universal~noæ nakryva¸weæ C_u .

Proobrazy toqek Q_j , j ∈ {0, 1, 2, 3}: q_1(Q_1) = 0, q_1(Q_2) = −1, q_1(Q_3) = ∞,

q_1(Q_0) = −t pri nakryva¸wem otobraßenii π_{uT} : C → T_t obrazu¸t rexetku

poluperiodov na C_u .

Vyberem toqkoæ u = 0 (i oboznqim w_0 := 0) odin iz uzlov rexetki, sootvetstvu¸wih Q_0; ostal~nye poluperiody zanumeruem v sootvetstvii s oboznaqeniØmi Veæerxtrassa:

w_j := const(t) q1(Q_j )∫

q1 (Q0) dq/ √ P_3,

tak qto w_1 + w_2 + w_3 = 0, Im w_3/w_1 > 0.

Teorema V, 2. Pust~ τ := w3/w1 – otnoxenie primitivnyh periodov, sootvet-

stvu¸wih Q_0 i Q_1, togda

(^{q1(Q1)}∫ q1(Q0) dq_1/ √ P_3

)_2 = 4πi dτ_{1−2} dτ = 4πid log D(λ_1λ_2λ_0λ_3)/dτ. (67)

Dokazatel~stvo. �to – nekotoroe toßdestvo, soderßawee polnye fflliptiqeskie integraly. Ono sleduet iz formul (74), (75) i (73), kotorye nam budet udobnee dokazat~ pozße, kogda vyrazim q_1, √ P_3 i dτ_{1−2}/dτ qerez standartnye

funkcii na tore (66). �

Pust~ peremennaØ u na C_u vybrana tak, qto 2w_1 = 1, to est~ d | |_{τ=const}u = dq_1 d √ P_3 / √ 4πidτ_{1−2}/dτ (68) ili u = ∫ dq/ √ P_3/ √ 4πidτ_{1−2}/dτ. Integral v pravoæ qasti Øvno zavisit ot τ . �tu zavisimost~ oharakterizuem funkcieæ φ = φ(u, τ ): φ := −2πi ∂ ∂τ | | |_{q1=const}u

du = ∂u ∂q_1 | | |_τ dq1 + ∂u ∂τ | | |_{q1} dτ, (69)

dq_1 = ( ∂q_1 ∂u | |_τ ) (du + φ/2πidτ ) . Vsledstvie normirovki (68) ∂q^1 ∂u | | |_τ = √ P_3 √ 4πidτ_{1−2}/dτ, znaqit dq_1 = √ P_3 √ 4πidτ_{1−2}/dτ (du + φdτ /2πi). (70)

Podstavim ffto vyraßenie v (62) i oboznaqim ^p := P √ P_3 √ 4πidτ_{1−2}/dτ : Ω_{PVI} = d(P dq_1) − d(P_3P^2 − F ) ∧ dτ_{1−2} = = d( ^P (du + φdτ /2πi)) − d(^p^2/(4πidτ_{1−2}/dτ ) − F ) ∧ dτ_{1−2} = = d(^pdu) + d(2^pφ) ∧ dτ 4πi − d ( ^p^2 − 4πi dτ_{1−2} dτ F ) ∧ dτ 4πi = = d(^pdu) − d ( (^p − φ)^2 − φ^2 − 4πi dτ_{1−2} dτ F ) ∧ dτ 4πi = = dp ∧ du − d ( p^2/2 − 2πi dτ_{1−2} dτ F ) ∧ dτ 2πi + dφ ∧ du + dφ^2 ∧ dτ 4πi . (71)

Zdes~ my oboznaqili p := ^p − φ = P √ P_3 √ 4πidτ_{1−2}/dτ + 2πi ∂ ∂τ | | |_{q1} u. Dalee budem oboznaqat~ proizvodnu¸ po u pri postoØnnom τ xtrihom; differencirovanie ∂/∂τ vsegda budet pri postoØnnom u:

. . .^′ := ∂ ∂u | | |_τ . . . , ∂ ∂τ . . . = ∂ ∂τ | | |_u . . . . Otobraßenie kompleksnoæ ploskosti u ∋ C_u v sferu Rimana L^0_Q, nahodØwu¸sØ vo vzaimno-odnoznaqnom sootvetstvii so znaqeniØmi funkcii q_1 oboznaqim π_{uQ}.

Pri oboznaqenii tffta-funkciæ modulØrnyæ argument τ budem opuskat~, to est~

θ_k(u) := θ_k(u | τ ).

Esli u – pervyæ argument tffta-funkcii ne ukazan, to on raven nul¸:

θ_k := θ_k(0 | τ ); θ^′_k := ∂ ∂u θ_k(u | τ ) | | |_{u=0}. SvØz~ numeracii poluperiodov Veæerxtrassa i indeksov v tffta-funkciØh:

0 = θ_{k+1}(w_k/2w_1), ∀k ∈ Z(mod4), w_0 := 0.

Vse tffta-funkcii udovletvorØ¸t uravneni¸ teploprovodnosti 4πi ∂ ∂τ θ_k(u | τ ) =

∂^2 ∂u^2 θ_k(u | τ ). Razdeliv obe qasti na θ_k(u | τ ), poluqim versi¸ fftogo uravneniØ dlØ logarifma tffta-funkcii: 4πi ∂ ∂τ log θ_k(u) = log^{′′} θ_k(u) + (log^′ θ_k(u))^2. (72)

Vyqislim dτ_{1−2}/dτ . Po opredeleni¸ dτ_{1−2} = d log D(λ_1λ_2λ_0λ_3). Dvoænoe otnoxenie ne zavisit ot togo, kakaØ imenno golomorfnaØ peremennaØ na C P^1 ispol~- zuetsØ dlØ ego vyqisleniØ – l¸bye dve koordinaty svØzany drobno-lineænym preobrazovaniem ot kotorogo dvoænoe otnoxenie ne zavisit. Iz soobraßeniæ udobstva vyberem ^q = θ^2_1 (u)/θ^2_0(u)

dτ_{1−2} = d log D(λ_1λ_2λ_0λ_3) = d log D(^q(Q_1), ^q(Q_2), ^q(Q_0), ^q(Q_3)) ^q(Q_j ) = θ^2_1 (w_j )/θ^2_0(w_j ),

poskol~ku θ^2_0(w_3) = θ^2_1(w_0) = 0, to

dτ_{1−2} = d log θ^2_1(1/2)θ^2_0((1 + τ )/2) θ^2_1((1 + τ )/2)θ^2_0(1/2)

= d log θ^4_2 θ^4_3 = 1 πi ( 4πi ∂ ∂τ log θ_2 θ_3 ) dτ. Vospol~zuemsØ formuloæ (72). UqityvaØ, qto log^′ θ_2 = log^′ θ_3 = 0, poluqim dτ_{1−2} dτ = 1 πi log^{′′} θ_2(u)

θ_3(u) | | |_{u=0} =

(2K)^2 πi d^2 dv^2 log sn(v + K) | | |_{v=0} = = 4K^2 πi d dv | | |_{v=0} cn(v + K)dn(v + K) sn(v + K) = 4K^2 πi d dv | | |_{v=0}(−k^{′2}) snvdnv dn^2vcnv = = π^2θ^4_3 πi θ^4_0 θ^4_3

(−1) cnvdnv dnvcnv | |_{v=0} = iπθ^4_0.

Itak, znaqenie dτ_{1−2}/dτ vyqisleno, poloßim znaqenie kornØ √ 4πidτ_{1−2}/dτ := 2πiθ^2_0. (73)

Rassmotrim avtomorfizm σ_{wk} : C_u → C_u , sostoØwiæ v sdvige na poluperiod

w_k : σ_{wk} (u) = u + w_k, k ∈ {1, 2, 3}.

Pri fftom preobrazovanii poluperiody perehodØt drug v druga i ni odin ne ostaetsØ na meste; krome togo, toqki, simmetriqnye otnositel~no invol¸cii

u → −u, perehodØt opØt~ v simmetriqnye ße toqki, sledovatel~no ffta invol¸-

ciØ “opuskaetsØ” na L^0_Q.

Legko ponØt~, qto

(π^∗_{uQ})^{−1}σ_{(wk −w3)} = χ_k,

gde oboznaqeno σ_{(wk −w3)}(u) := u + w_k − w_3.

Iz fftogo sleduet, qto v formule (63) dlØ F pri razliqnyh a_{ii}/2 stoit odna i ta ße funkciØ peremennoæ u, naprimer, π^∗_{uQ}q_1, sdvinutaØ na razliqnye poluperiody w_j . Vyqislim π^∗_{uQ}q_1, vyrazim ee qerez standartnye fflliptiqeskie funkcii.

Tor T_t, zadannyæ uravneniem (66) dvulistno nakryvaet L^0_Q; toqki L^0_Q nahodØtsØ vo vzaimno-odnoznaqnom sootvetstvii so znaqeniØmi funkcii q_1 : L^0_Q → C :

π_{T Q} : T_t → L^0_Q.

�to nakrytie razvetvleno nad toqkami Q_k, k ∈ {0, 1, 2, 3}; na T_t opredeleny: funkcii q_i (podnØtiØ sootvetstvu¸wih funkciæ na L^0_Q), funkciØ √ P_3, pro-

ekciØ (q_1, √ P_3) → q_1 i invol¸ciØ u → −u, predstavlØ¸waØ listy nakrytiØ (q_1, √ P_3)^←→ (q_1, − √ P_3). Ploskost~ C_u ØvlØetsØ universal~noæ nakryva¸weæ to- ra π_{uT} : C_u → T_t. �to otobraßenie ØvlØetsØ beskoneqnolistnym nerazvetvlennym nakrytiem.

KompoziciØ fftih dvuh nakryva¸wih otobraßeniæ – π_{uT} : C_u → T_t i π_{T Q} :

T_t → L^0_Q oboznaqena byla nami qerez π_{uQ}: π_{uQ} : C_u → L^0_Q, π_{uQ} = π_{T Q} ∘ π_{uT} = π_{T Q}(π_{uT} \ ·).

Otobraßenie π_{uQ} – beskoneqnolistnoe nakrytie sfery Rimana L^0_Q, razvetvlennoe v uzlah rexetki ⋃ n,m∈Z (n + mτ )/2. Toqki Q_k ∈ L^0_Q ØvlØ¸tsØ obrazami uzlov

fftoæ rexetki. My zanumerovali poluperiody w_k tak, qto π_{uQ}w_k = Q_k. PodnØtie funkcii q_k : L^0_Q → C na C_u – ffto dvoØko-periodiqeskaØ funkciØ s edinstvennoæ osobennost~¸ – pol¸som v w_3 (ffto proobraz toqki Q_3) i nulem v

w_k, k ∈ {0, 1, 2}. Pol¸s v w_3 i nol~ v w_k – dvoænye, potomu qto π_{T Q}, a sledo-

vatel~no i π_{uQ} imeet vetvlenie vtorogo porØdka nad Q_k ∈ L^0_Q. �lliptiqeskaØ invol¸ciØ u → −u, perestavlØ¸waØ listy nakrytiØ π_{T Q} trivial~no deæstvuet na L^0_Q, sledovatel~no ∀_k ∈ {0, 1, 2} π^∗_{uQ}q_k : C_u → C – qetnaØ funkciØ peremennoæ u. Poskol~ku znaqeniØ funkcii q_1 vo vseh toqkah Q_j izvestny, to ime¸weæsØ informacii dostatoqno dlØ postroeniØ π^∗_{uQ}q_1 s pomow~¸ standartnyh funkciæ

na C u (fflliptiqeskih i tffta-funkciæ). Utverßdenie.

π^∗_{uQ}q_1 = − ( θ_0(^{1+τ}_2 )θ_2(u) θ_2(^{1+τ}_2 )θ_0(u)

)_2 = θ^2θ^2(u) θ^2_0θ^2_0(u) = k^2 k^{′2} cn^2(v, k) = −1 e_1 − e_2

(℘(u − w_3) − e_2), (74)

gde v = 2Ku, 2K := πθ^2_3 , k = θ^2/θ^2_3, k^′ = θ^2_0/θ^2_3, e_k := ℘(w_k), θ_k := θ_k(0|τ ), τ = w_3/w_1, w_1 = 1/2.

Dokazatel~stvo. �ta i tol~ko ffta funkciØ s periodami 2w1 = 1, 2w3 = τ qetnaØ po u, imeet nol~ v w_1, pol¸s v w_3 i znaqenie −1 v w_2 = −(1 + τ )/2. � Dalee ne budem pisat~ simvol π^∗_{uQ} pered q_1, podrazumevaØ ego: q_1 = q_1(u, τ ). SravnivaØ znaqeniØ v poluperiodah funkcii q_1, vyraßennoæ qerez tfftafunkcii i v terminah ˚kobi i Veæerxtrassa, poluqim

t = −q_1(Q_0) = − k^2 k^{′2} cn^2(0) = − θ^4_2 θ^4_0 = − e_3 − e_2 e_1 − e_2 = k^2 k^2 − 1 . V toqke Q_3 funkciØ q_1 imeet pol¸s. Sravnim asimptotiki. Poloßim v = v_1+iK^′,

v_1 → 0:

q_1 = k^2 k^{′2} cn^2(v, k) = k^2 k^{′2} cn^2(v_1 + iK^′) = −1 k^{′2} dn^2(v_1) sn^2(v_1) = −1 k^{′2}v^2_1

(1 + O(v^2_1 )),

℘(u_1) − e_2 = 1 u^2_1

(1 + O(u_1)), u_1 → 0, u_1 := u − w_3 = v_1/2K.

Iz fftogo sleduet, qto

e_1 − e_2 = 4K^2k^{′2} = π^2θ^4_3θ^4_0/θ^4_3 = π^2θ^4_0 .

Vyrazim ostavxiesØ funkcii q_2 i q_0:

q_2 = −(1 + q_1) = − ( 1 + k^2 k^{′2} cn^2v ) = −1 k^{′2} dn^2v, q_0 = −(t + q_1) = − ( − k^2 k^{′2} + k^2 k^{′2} cn^2v ) = k^2 k^{′2} sn^2v.

Ots¸da poluqaem

P_3 = q_1q_2q_0 = − k^4 k^{′6} sn^2vcn^2vdn^2v. Vyberem znak kornØ: √ P_3 = +i k^2 k^{′3} snvcnvdnv. Poskol~ku (pri postoØnnom τ )

dq_1 = −2 k^2 k^{′2} cnvsnvdnv dv, v(Q_0) = 0, v(Q_1) = 2K = πθ^2_3, to_{q1(Q1)} ∫ q1(Q0) dq_1/ √ P_3 = −

2k^2k^{′3} ik^{′2}k^2 2K∫ 0 dv = 2ik^′2K = 2πiθ^2_0 . (75)

Podstaviv znaqenie dτ_{1−2}/dτ v formulu (63), gde vmesto χ^∗_kq_1 postavlena sdvinutaØ na poluperiod w_k funkciØ q_1 (formula (74)), poluqim 2πiF dτ_{1−2} dτ = 3∑ j=1 a_{jj} ℘(u − w_j) + (a_{00} − √ 2a_{00})℘(u).

Itak, esli oboznaqit~ dφ^2 ∧ dτ /4πi = ~φ, uravnenie Penleve 6 prinimaet vid

(2πi)^2d^2u/dτ^2 = ∑ a_{jj} ℘(u − w_j ) + (a_{00} − √ 2a_{00})℘(u) + ~φ.

Vyqislim ffto dobavoqnoe slagaemoe. Predvaritel~no zametim, qto qlen s φ voznik iz-za Øvnoæ zavisimosti ot τ zameny q_1 → u (formula (69)). Posledu¸- wu¸ vykladku moßno rassmatrivat~ kak ill¸straci¸ sloßnosti “mira modulØrnyh funkciæ” po sravneni¸ s “mirom racional~nyh funkciæ”. Analogiqnoe vyqislenie, svØzannoe s Øvnoæ zavisimost~¸ zameny ot t, no v racional~nyh funkciØh, umewaetsØ v odnu stroqku:

0 = d log q_t ∧ dq_t =⇒ dq_t q_t ∧ dq_1 + dq_t q_t ∧ dt = 0. Teorema. φ := −2πi ∂ ∂τ | | |_{q1} u = log^′ θ1(u|τ ). (76)

Dokazatel~stvo. Pri postoØnnom znaqenii q1

0 = d log q_1 = ∂ ∂u | | |_τ log q1du | | |_{q1} + ∂ ∂τ | | |_u log q1dτ | | |_{q1} , sledovatel~no, φ = 2πi ∂ ∂τ | | |_u log q1/ ∂ ∂u | | |_τ log q1.

FunkciØ q_1 imeet predstavlenie (74)

q_1 = θ^2 θ^2_0 θ^2(u) θ^2_0(u) = k^2 k^{′2} cn^2(v, k),

tak qto dokazatel~stvo teoremy svoditsØ k proverke toßdestva, soderßawego tffta-funkcii. Primenim (72). UqityvaØ, qto θ^′_0 = θ^′_2 = 0 i d du | | τ log q_1 = 2 log^′ θ_2(u) θ_0(u) , poluqim

2φ = 4πi ∂ ∂τ log θ_2θ_2(u) θ_0θ_0(u) ∂ ∂u log θ_2θ_2(u) θ_0θ_0(u) = log^{′′} θ_2 θ_0

log^′ θ_2(u) θ_0(u)

+ log^′ log^′ θ_2(u) θ_0(u)

+ log^′ θ_2(u)θ_0(u).

log^′ log^′ θ_2(u) θ_0(u)

= log^′ θ_1(u)θ_3(u) θ_0(u)θ_2(u) , znaqit

2φ = 2 log^′ θ_1(u) + log^{′′} θ_2 θ_0 + ( log^′ θ_2(u) θ_0(u) )( log^′ θ_3(u) θ_1(u) )

log^′ θ_2(u) θ_0(u) .

Pokaßem, qto vtoroe slagaemoe ravno nul¸. Funkcii log^′ θ^2(u)θ_0(u) i log^′ θ^3(u)θ_1(u) ime¸t pol¸sy i nuli v poluperiodah tora, priqem tam, gde u odnoæ iz nih nol~, u drugoæ – pol¸s, tak qto ih proizvedenie ot u ne zavisit – funkciØ tol~ko τ . Vyqislim fftu funkci¸

log^′ θ_2(u) θ_0(u) log^′ θ_3(u) θ_1(u)

= −(2K)^2 ( d dv log cnv ) d dv log cn(v + K) =

= −4K^2 snvdnv cnv sn(v + K)dn(v + K) cn(v + K) = 4K^2,

v to ße vremØ

log^{′′} θ_2 θ_0

= (2K)^2 d^2 dv^2 log cnv | |_{v=0} = −4K^2 d dv snvdnv cnv | |_{v=0} = −4K^2.

�

Teorema dokazana.

Prodifferenciruem (72) po u. Poskol~ku φ = log^′ θ_1(u), poluqim dφ ∧ du + dφ^2 ∧ dτ /4πi = −d log^{′′} θ_1(u) ∧ dτ 4πi . Imenno pri takom vybore peremennyh u i τ raznost~ 4πi∂φ/∂τ − ∂φ^2/∂u okazalas~ fflliptiqeskoæ funkcieæ −4πi log^{′′} θ_1(u). Poskol~ku log^{′′} θ_1(u) = −P(u) + c(τ ) – ffti funkcii ime¸t odinakovye periody i osobennosti, okonqatel~nyæ vid formy Ω_{PVI} poluqaetsØ takim: Ω_{PVI} = dp ∧ du − d(p^2/2 − F(u, τ )) ∧ dτ 2πi , (77)

F(u, τ ) = 3∑ j=1 a_{jj} ℘(u − w_j) + ( √ a_{00} − 1/ √ 2)^2℘(u)

p = iP θ^2_3θ^2 θ^4_0 θ_1(u)θ_2(u)θ_3(u) θ^3_0(u)

(2πiθ^2_0) − log^′ θ_1(u) =

= −2πP θ^2_3θ^2 θ^2_0 θ_1(u)θ_2(u)θ_3(u) θ^3_0(u)

− log^′ θ_1(u) =

= − ( p_1 + √ a_{11}/2 q_1 − √ a_{22}/2 q_2 − √ a_{00}/2 q_t )( 2π θ^2_3θ^2 θ^2_0

) θ_1(u)θ_2(u)θ_3(u)

θ^3_0(u)

− log^′ θ_1(u)

u = 1 2πiθ^2_0 q1∫ −t dq/ √ q(q + 1)(q + 1).

Uravnenie Penleve 6 prinimaet vid

(2πi)^2 d^2 dτ^2 u = 3∑ j=1 a_{jj} ℘^′(u − w_j) + ( √ a_{00} − 1/ √ 2)^2℘^′(u), (78)

gde funkciØ ℘^′ stroitsØ po rexetke periodov 2w_1 = 1, 2w_3 = τ .

VI. Poverhnost~ naqal~nyh dannyh PVI (poverhnost~ Okamoto) i opredelØ¸wee mnogoobrazie V qasti IV, Teorema 3, IV mgoobrazie tetraffdrov M_{aii} bylo pokryto tremØ (sm. formulu (52)) okrestnostØmi, kaßdaØ iz kotoryh simplektiqeski izomorfna kvadrike C_{aii} , i ∈ {1, 2, 3}. �kvivalentnoæ, pravda menee simmetriqnoæ, ØvlØetsØ sledu¸waØ pereformulirovka procedury postroeniØ M_{aii} .

Rassmotrim odnu iz kvadrik, naprimer, C_{a11} i “prikleim” k neæ ostal~nye

C_{a22} i C_{a33} , t.e. “otoßdestvim” nekotorye toqki C_{a11} i C_{aii} , i = 2, 3. Vydelim v C_{a11} i C_{aii} otkrytye mnoßestva (okrestnosti) V_{1,i} ⊂ C_{a11} i V_{i,1} ⊂ C_{aii} , i zadadim

simplektiqeskie izomorfizmy ψ_{1i} : V_{1,i}^{∼=}−→ V_{i,1}, i = 2, 3. �to pozvolit opredelit~ M_{aii} kak abstraktnoe mnogoobrazie – simplektiqeskie karty φ_i i φ^∗_i kvadriki C_{aii} (sm. Utverßdenie 1, III) v kompozicii s ψ_{1i} dadut funkcii perekleæki mnogoobraziØ M_{aii} A^2_{p1 q1} ⊃ ϕ^{−1}_1 (V1,i ∩ U)^{ϕ1}−→ V1,i ∩ U^{ψ1i}−→ Vi1 ∩ U^{ϕ−1i}−→ A^2_{pi qi} . �ta shema pokazyvaet, kak deæstvuet funkciØ perekleæki φ^{−1}_i ∘ ψ_{1i} ∘ φ_1, otobraßa¸waØ drug v druga nekotorye oblasti v A^2 . Analogiqnym obrazom stroØtsØ i ostal~nye:

(ϕ^∗_i )^{−1} ∘ ψ_{1i} ∘ ϕ_1, ϕ^{−1}_i ∘ ψ_{1i} ∘ ϕ^∗_1, (ϕ^∗_i )^{−1} ∘ ψ_{1i} ∘ ϕ^∗_1.

Napomnim, qto my rabotaem s “algebraiqeskimi” okrestnostØmi (topologiØ Zarisskogo, sm. [Shafar]), t.e. “oqen~ bol~ximi”. Dopolnenie M_{aii} k l¸boæ iz okrestnosteæ U(− √ 2a_{00}// √ 2a_{ii}/j), i, j ∈ {1, 2, 3}, kotorymi my operiruem, men~- xeæ razmernosti, qem razmernost~ samogo M_{aii} . L¸baØ naxa okrestnost~ pokryvaet vs¸ poverhnost~ M_{aii} za iskl¸qeniem neskol~kih liniæ na neæ.

Privedennye v predyduweæ glave formuly Øvnym obrazom ustanavliva¸t izomorfizm meßdu U(− √ 2a_{00}// √ 2a_{22}/j) i C_{a11} , t.e. vsem M_{aii} za vyqetom treh

liniæ: odnoæ −D_{02}(− √ 2a_{00}, √ 2a_{22}), na ee toqkah (naborah A^{(i)}) σ_− = σ^{(−√2a00)}

ØvlØetsØ dlØ Ad_A(2) sobstvennym vektorom s sobstvennym qislom √ 2a_{22} i dvuh

komponent Q^{−1}_−√_{2a00} (⟨A^{(3)}, σ^{(−√2a00)}⟩ = 0).

RazvivaemaØ seæqas toqka zreniØ (na postroenie M_{aii} ) sostoit v tom, qto my s pomow~¸ otobraßeniæ ψ_{1,2} i ψ_{1,3}, “prikleevaem” k C_{a11} ffti divizory, poluqaØ ßelaemoe mnogoobrazie – prostranstvo M_{aii} .

Nam ffto nußno dlØ togo, qtoby analogiqnym obrazom prikleit~ (teper~ uße ko vsemu M_{aii} ) ewe odin divizor, nazovem ego D^t, toqkam kotorogo uße ne budut sootvetstvovat~ nikakie tetraffdry (nabory A^{(i)}). ZabegaØ vpered skaßem, qto toqkam divizora D^{t0} budut sootvetstvovat~ “rastuwie”, special~nym obrazom “uhodØwie na beskoneqnost~” nabory A^{(i)} : A^{(i)}_{jk} → ∞, t → t_0.

Asimptotika A^{(i)}(t) budet takoæ, qto qerez sootvetstvu¸wie koordinatnye funkcii (p(t), q(t)), p = p(A^{(i)}), q = q(A^{(i)}) singulØrnye pri t = t_0 – rexeniØ (p^{sing}_{t0} (t), q^{sing}_{t0} (t)) sistemy Xlezingera–Penleve 6 budut vyraßat~sØ gladkim obrazom. Drugimi slovami, novaØ, “rukami” postroennaØ, okrestnost~ budet nußna dlØ opisaniØ singulØrnyh pri t = t_0 rexeniæ sistemy Xlezingera– Penleve 6.

1. SimplektiqeskaØ skleæka kvadrik.

Snaqala vyØsnim, kak k C_{a11} “prikleivaetsØ” C_{a33} , parametrizu¸waØ sloæ

⟨A^{(3)}, σ^{−√2a00} ⟩ = 0 otobraßeniØ Q_−^√_{2a00} , gde q_1 i q_2 ime¸t pol¸sy.

Skleæka C_R2_x ⊎^Q_c C_R2_y .

Pust~ X_i – koordinaty na C_R2_x , Y_i – koordinaty na C_R2_y :

C_R2_x : X_1X_2 + X^2_3 = R^2_x/2, C_R2_y : Y_1Y_2 + Y^2_3 = R^2_y/2. (79)

Esli, skaßem R^2_x ≠ 0, to zadanie (X_1, X_2, X_3) ffkvivalentno zadani¸ toqki C_R2_x , esli ße R^2_x = 0, to pri X_1 = X_2 = X_3 = 0 nußno ewe zadat~ x_1 : x_2 : x_3 ∈ C P^2 s koniki x_1x_2 + x^2_3 = 0. Otoßdestvim toqku (X_1X_2X_3) ∈ C_R2_x s toqkoæ (Y_1, Y_2, Y_3) ∈

C_R2_y , esli

X_1 = 1/Y_1

X_3 = −Y_3 − c, c ∈ C

X_2 = (R^2_x/2 − X^2_3 )/X_1 = Y_1(R^2_x/2 − (Y_3 + C)^2),

(80)

t.e. odnoæ toqke buduwego mnogoobraziØ C_R2_x ⊎^Q_c C_R2_y budut sootvetstvovat~ toqki

C_R2_x i C_R2_y , svØzannye (80).

Zameqanie. Preobrazovanie (80) biracional~no i invol¸tivno, obratnoe poluqetsØ zamenoæ X^←→ Y . �

V kanoniqeskih peremennyh (p, q) i (p^∗, q^∗) skleæka (80) zapisyvaetsØ tak: q_x = 1/q_y p_x = −q_y(p_yq_y + √ R^2_x/2 + √ R^2_y/2 + C).

(81)

My snabdili p i q sootvetstvu¸wim kvadrike indeksom. Poslednee ravenstvo – sledstvie togo, qto

X_3 = p_xq_x + √ R^2_x/2 = −(p^∗_xq^∗_x + √ R^2_x/2) =

= −(Y_3 + c) = −(p_yq_y + √ R^2_y/2 + c) = p^∗_yq^∗_y + √ R^2_y/2 − c. Oqevidno, qto dp_x ∧ dq_x = dp_y ∧ dq_y – skleæka simplektiqeskaØ. Mnogoobrazie

C_R2_x ⊎^Q_c C_R2_y moßno traktovat~ kak odnu iz kvadrik, naprimer, C_R2_x s dvumØ “pri-

kleennymi na beskoneqnosti po X_1” liniØmi (prostymi divizorami) 1) esli R_y ≠ 0, to ffto Y_1 = 0, Y_3 = ± √ R^2_y/2, Y_2 ∈ C ;

2) esli R_y = 0 to ffto Y_1 = Y_3 = 0, Y_2 ∈ C i

Y_1 = Y_2 = Y_3 = 0, y_1 : y_2 : y_3 = 1 : −p^2 : p = (p^∗)^2 : −1 : p^∗.

K toqke Y_1 = 0, Y_3 = ± √ R^2_y/2, Y_2 = const ≠ 0 dobavlennogo divizora stremitsØ

toqka (X_1(s), X_2(s), X_3(s)), s → 0 kvadriki C_R2_x takaØ, qto

X_1(s) = 1 s Y_2 2 √ R^2_y/2 − s → ∞

X_2(s) = s Y_2 ( 2 √ R^2_y/2 − s )( R^2_x/2 − (√ R^2_y/2 − s ± c )_2) → 0 X_3(s) = ∓ (√ R^2_y/2 − s ± c ) → ∓ √ R^2_y/2. Imenno takoæ poluqitsØ zavisimost~ X_i(s), esli poloßit~ Y_3 = ±( √ R^2_x/2 − s).

V fftom sluqae 0 = Y_1Y_2 + Y^2_3 − R^2_y/2 = Y_1Y_2 − 2 √ R^2_y/2 s + s^2 i, znaqit, Y_1 = s(2 √ R^2_y/2 − s)/Y_2 → 0.

Esli ße R_y = 0 i linii, sootvetstvu¸wie “+ √ R^2_y/2” i “− √ R^2_y/2” sovpada¸t,

to k toqke Y_1 = Y_2 = Y_3 = 0, y_1 : y_2 : y_3 = 1 : −p^2 : p vtorogo dobavlennogo divizora (razdutoæ verxiny konusa) stremitsØ (X_1(s), X_2(s), X_3(s)):

X_1(s) = 1/s → ∞

X_2(s) = s(R^2_x/2 − (ps + c)^2) → 0 X_3(s) = −ps − c → −c

Zameqanie. ImeetsØ estestvennoe otobraßenie

C_R2_x ⊎^Q_c C_R2_y → C P^1

(X_1, X_2, X_3) → (X_1 : 1) = (1 : Y_1) ←− (Y_1, Y_2, Y_3).

Obwim sloem ego ØvlØ¸tsØ paraboly, leßawie na C_R2_x i C_R2_y : ⋃ X2∈C X_1X_2 + X^2_3 = R^2_x/2, X_1 = const ∈ C ⋃ Y2∈C Y_1Y_2 + Y^2_3 = R^2_y/2, Y_1 = const ∈ C

Na osobennyh sloØh X^2_3 = R^2_x/2 i Y^2_3 = R^2_y/2 paraboly vyroßda¸tsØ v pary prØmyh:

X_1 = 0, X_3 = ± √ R^2_x/2, X_2 ∈ C

Y_1 = 0, Y_3 = ± √ R^2_y/2, X_2 ∈ C

Skleæka C_R2_x ⊎^T_t C_R2_y .

Pust~ t ∈ C – nekotoryæ parametr. Oqevidno, qto esli skleit~ toqki kvadrik (79), sdvinuv ih “q-koordinaty” na postoØnnu¸ veliqinu “t”, a “p-koordinaty” ostavit~ neizmennymi – q_x = q_y + t, p_x = p_y, to takaØ skleæka budet simplektiqeskoæ dp_x ∧ dq_x = dp_y ∧ dq_y. Iz soobraßeniæ simmetrii, odnako, nam budet udobnee perenesti vse peremennye v odnu qast~ ravenstva (pomenØv znaki), qto, koneqno ße, ne izmenit suti proishodØwego. Otoßdestvim toqki C_R2_x i C_R2_y , q~i koordinaty udovletvorØ¸t ravenstvam

X_1 + Y_1 + t = 0,

X_3 − √ R^2_x/2 X_1 + Y_3 − √ R^2_y/2

Y_1

= 0,

qto ffkvivalentno

X_3 = p_xX_1 + √ R^2_x/2 = −p_yX_1 + √ R^2_x/2 = p_y(Y_1 + t) + √ R^2_x/2

X_2 = −p_x(X_3 + √ R^2_x/2) = p_y(p_y (Y_1 + t) + 2 √ R^2_x/2).

Poluqaem zakon skleæki

p_x + p_y = 0, q_x + q_y + t = 0, (82)

X_1 = −(Y_1 + t)

X_2 =

Y_3 − √ R^2_y/2

Y_1

Y_3 − √ R^2_y/2

Y_1

(Y_1 + t) + 2 √ R^2_x/2

X_3 =

Y_3 − √ R^2_y/2

Y_1

(Y_1 + t) + √ R^2_x/2, (83)

preobrazovanie invol¸tivno – obratnoe poluqitsØ zamenoæ bukv X^←→ Y .

Zameqanie. Linii, poluqivxiesØ iz “razdutyh” verxin, esli takovye suwestvu¸t, “skleiva¸tsØ” regulØrnym obrazom (biektivno), potomu qto v okrestnostØh takih liniæ koordinatami ØvlØ¸tsØ “p, q-koordinaty”, a oni preobrazu¸tsØ regulØrno (biektivno): q_x = −q_y − t, p_x = −p_y. Geometriqeski skleæka (83) oznaqaet, qto seqeniØ obeih kvadrik, t.e. paraboly

X_2 const_x +X^2_3 = R^2_x/2, X_1 = const_x

Y_2 const_y +Y^2_3 = R^2_y/2, Y_1 = const_y = − const_x −t

otoßdestvlØ¸tsØ meßdu soboæ. Tam, gde X_1Y_1 ≠ 0, mnogoobrazie C_R2_x ⊎^T_t C_R2_y pokryto obeimi kvadrikami. Nad znaqeniem X_1 = 0 “visØt” “osobennye” sloi – ffto X_3 = ± √ R^2_x/2, X_2 ∈ C^2 , libo X_3 = 0, X_2 ∈ C i X_1 = X_2 = X_3 = 0, x_1 : x_2 : x_3 = 1 : −p^2 : p, x_1 : x_3 ∈ C P^1 . Odna iz fftih liniæ “prikleena” k C_R2_y –

ffto X_3 = √ R^2_x/2 ≠ 0: Y_1 = −t, Y_2 = −X_2 X_3 + √ R^2_x/2 ( −X_2 X_3 + √ R^2_x/2

(X_1 + t) + 2 √ R^2_y/2 ) =

= −X_2 2 √ R^2_x/2 ( −X_2 2 √ R^2_x/2 t + 2 √ R^2_y/2 ) , Y_3 = −X_2 X_3 + √ R^2_x/2

(X_1 + t) + √ R^2_x/2 = −X_2 2 √ R^2_x/2 t + √ R^2_x/2, libo (esli R_x = 0) – “razdutaØ” verxina konusa:

Y_1 = −t − X_1,

Y_2 = p(p(X_1 + t) + 2 √ R^2_y/2) = p(pt + 2 √ R^2_y/2)

Y_3 = p(X_1 + t) = pt,

a drugaØ (X_3 = − √ R^2_x/2, X_1 = 0, X_2 ∈ C ) “ne prikleena” – pokryta tol~ko odnoæ

kartoæ – kvadrikoæ C_R2_x .

Podytoßim.

U C_R2_x ⊎^T_t C_R2_y nad toqkoæ X_1 = 0 vsegda nahoditsØ odin “razdutyæ” divizor – prØmaØ, parametrizovannaØ znaqeniØmi X_2 ∈ C , ili C P^1 parametrizovannaØ

x_1 : x_3.

Ee toqki ne prinadleßat C_R2_y , potomu qto na neæ

Y_2 = −X_2 X_3 + √ R^2_x/2 ( −X_2 X_3 + √ R^2_x/2

(X_1 + t) + 2 √ R^2_y/2 ) ∼ t ( X_2

X_3 + √ R^2_x/2

)_2 → ∞ dlØ vseh X_2 ≠ 0, X_3 → − √ R^2_x/2 nezavisimo ot znaqeniæ R_x, R_y.

Analogiqno i nad Y_1 = 0 vsegda suwestvuet prØmaØ (inogda – proektivnaØ), dobavlennaØ k C_R2_x .

2. Poverhnost~ Okamoto, opredelØ¸wee mnogoobrazie.

Sistema Xlezingera–Penleve 6 zadana kak pole napravleniæ v M_{aii} × T . Iskomoe napravlenie – napravlenie vyroßdeniØ formy

Ω_{PVI} = dp_1 ∧ dq_1 − d ( q_1q_2q_tp^2_1 + 2p_1 (√ a_{11} 2 q_2q_t − √ a_{22} 2 q_1q_t − √ a_{00} 2 q_1q_2 ) + q_t ( a_{33} 2 − ( √ a_{00} 2 + √ a_{11} 2 + √ a_{22} 2 )^2 )) ∧ dτ_{1−2} := dp_1 ∧ dq_1 − dH_{1/3} ∧ dτ_{1−2}

(84) �to – opredelenie (oboznaqenie) gamil~toniana H_{1/3}. Indeks “1/3” simvoliziruet, qto q-koordinata v fftom predstavlenii (karte) ravna nul¸ v Q_1 i beskoneqnosti v Q_3 : q = q_1(Q_1) = 0, q_1(Q_3) = ∞.

Formula (84) zadaet pole napravleniæ v toæ qasti M_{aii} , v kotoroæ p_1 i q_1 ØvlØ¸tsØ koordinatami.

V §2 qasti IV (Teorema 3, IV) byli vvedeny b&ol~xie “koordinatnye okrestnosti” – kvadriki C_{aii} , i = 1, 2, 3. V qastnosti, byli postroeny koordinaty

X^{(1)}_1 , X^{(1)}_2 X^{(1)}_3 : X^{(1)}_1 X^{(1)}_2 + (X^{(1)}_3 )^2 = a_{11}/2

(verhniæ indeks “(1)” oznaqaet, qto X^{(1)} = 0 ⇐⇒ q_1 = 0), pokryva¸wie proobraz okrestnosti toqki q_1 = 0 otobraßeniØ Q_−^√_{2a00} : M_{aii} → L^0_Q ∼ C P^1 – vse

M_{aii} krome sloØ Q_−^√_{2a00} nad Q_3 i odnoæ iz dvuh komponent sloØ nad Q_2. Za-

pixem gamil~tonian H_{1/3} v koordinatah X^{(1)}_1 , X^{(1)}_2 , X^{(1)}_3 . NesmotriØ na to, qto

q_1, p_1 vyraßa¸tsØ qerez X^{(1)}_i lix~ racional~no (imeetsØ X^{(1)}_1 v znamenatele),

gamil~tonian H_{1/3}(p_1, q_1) obØzan byt~ mnogoqlenom ot X^{(1)}_i – ffto lineænaØ kombinaciØ a_{ij} funkciæ, ne ime¸wih osobennosteæ na vsem M_{aii} , v qastnosti, na U(− √ 2a_{00}// √ 2a_{22}/3) vseæ oblasti opredeleniØ q_1, p_1

q_1 = X^{(1)}, p_1 = (X^{(1)}_3 − √ a_{11}/2)/X^{(1)}_1 ,

X^{(1)}_3 = p_1q_1 + √ a_{11}/2, X^{(1)}_2 = −p_1(p_1q_1 + 2 √ a_{11}/2),

H_{1/3} =q_2q_t(p_1(p_1q_1 + 2 √ a_{11}/2)) − 2p_1q_1( √ a_{22}/2q_t + √ a_{00}/2q_2)−

−(q_1 + t)(a_{33}/2 − ( √ a_{00}/2 + √ a_{11}/2 + √ a_{22}/2)^2) =

= − (X^{(1)}_1 + 1)(X^{(1)}_1 + t)X^{(1)}_2 + (85)

+2(X^{(1)}_3 − √ a_{11}/2)( √ a_{22}/2(X^{(1)}_1 + t) + √ a_{00}/2(X^{(1)}_1 + 1))−

−(X^{(1)}_1 + t)(a_{33}/2 − ( √ a_{00}/2 + √ a_{11}/2 + √ a_{22}/2)^2)

Obratim vnimanie na simmetri¸ vyraßeniØ (84) otnositel~no zameny indeksa u peremennoæ q_{...}. Sdelaem zamenu q_1 → q_t : q_t = −(q_1 +t). Esli vvesti peremennu¸

p_t := −p_1, kanoniqeski soprØßennu¸ q_t, t.e. dp_1 ∧ dq_1 = dp_t ∧ dq_t | | |_{t=const}, to forma

Ω_{PVI} sohranit vid

Ω_{PVI} = dp_t ∧ dq_t − d ( P_3p^2_t + 2p_tP_2 + P_1 ) ∧ dτ_{1−2}

gde P_i opØt~ mnogoqlen stepeni “i” po q_t. Vsledstvie Øvnoæ zavisimosti zameny

q_1 → q_t ot t

q_1 + q_t + t = 0, p_1 + p_t = 0 (86)

k gamil~tonianu H_{1/3} dobavitsØ netrivial~noe slagaemoe.

Zavisimost~ zameny ot vremeni imeet special~nyæ “additivnyæ” vid, to est~ “staroe q” + “novoe q” + “funkciØ vremeni”= 0, pofftomu voznika¸waØ dobavka k gamil~tonianu budet lineæna po impul~su; ona voædet v P_2:

dp_1 ∧ dq_1 = dp_t ∧ d(q_t + t) = dp_t ∧ dq_t − d ( dt dτ_{1−2} ) p_t ∧ dτ_{1−2}. Zametim, qto ffta dobavka “dast popravku 1/2 k znaqeni¸ parametra √ a_{00}/2”.

Vyqislim P_2. Poskol~ku dt/dτ_{1−2} = −t(t − 1), q_1 = q_1(Q_t) − q_t, q_2 = q_2(Q_t) + q_t (tak kak q_1(Q_t) = −t, q_2(Q_t) = t − 1), q_1q_2 = q_1(Q_t)q_2(Q_t) + q_t (q_1(Q_t) − q_2(Q_t) − q_t) =

−t(t − 1) − q_t(q_t + 2t − 1),

P_2 =2p_1( √ a_{11}/2q_2q_t − √ a_{22}/2q_1q_t − √ a_{00}/2q_1q_2) + p_tdt/dτ_{1−2} =

=2q_1q_2p_t( √ a_{00}/2 − 1/2)− −2p_tq_t (√ a_{11}/2q_2 − √ a_{22}/2q_1 + q_t/2 + (q_2(Q_t) − q_1(Q_t))/2 ) . Oboznaqim H_{t/3} gamil~tonian v peremennyh p_t, q_t:

Ω_{PVI} = dp_t ∧ dq_t − dH_{t/3} ∧ dτ_{1−2}

Analogiqno (85) poluqim, qto gamil~tonian H_{1/3} – mnogoqlen ot koordinat

X^{(t)}_1 , X^{(t)}_2 , X^{(t)}_3 na kvadrike C_a′_{00}

X^{(t)}_1 X^{(t)}_2 + ( X^{(t)}_3

)_2 = (√ a_{00} 2 − 1 2 )2 := a^′_{00} 2 , a^′_{00} := ( √ a_{00} − 1/ √ 2)^2,

gde X^{(t)}_i svØzany s koordinatami q_t, p_t standartnym obrazom:

X^{(t)}_1 = q_t, X^{(t)}_2 = −p_t(p_tq_t + 2 √ a^′_{00}/2), X^{(t)}_3 = p_tq_t + √ a^′_{00}/2.

Qerez √ a^′_{00}/2 oboznaqeno odno iz znaqeniæ kvadratnogo korny iz √ a^′_{00}/2: √ a^′_{00}/2 := √ a_{00}/2 − 1/2.

DlØ gamil~toniana H_{t/3} poluqaem vyraßenie

H_{t/3} =q_1q_2 ( p_t(p_tq_t + 2 √ a^′_{00}/2) ) (87) −2p_tq_t (√ a_{11}/2q_2 − √ a_{22}/2q_1 + q_t/2 + (q_2(Q_t) − q_1(Q_t))/2 ) + + q_t ( a_{33}/2 − ( √ a_{00}/2 + √ a_{11}/2 + √ a_{22}/2)^2 ) = = ( X^{(t)}_1 + t ) ( X^{(t)}_1 + t − 1 ) X^{(t)}_2 − −2 ( X^{(t)}_3 − √ a^′_{00}/2 ) ( ( √ a_{11}/2 + √ a_{22}/2 + 1/2)X^{(t)}_1 + + √ a_{11}/2(t − 1) + √ a_{22}/2t + t − 1/2 ) + X^{(t)}_1 ( a_{33}/2 − ( √ a_{00}/2 + √ a_{11}/2 + √ a_{22}/2)^2 ) Obratim vnimanie na sledu¸wee vaßnoe obstoØtel~stvo.

Utverßdenie. Toqki kvadriki C_a′_{00} otoßdestvlØ¸tsØ s toqkami kvadriki Ca_{11}

posredstvom ravenstv (86), t.e. ffto – simplektiqeskaØ skleæka C_{a11} ⊎^T_t C_a′_{00} . �

Kak my znaem, pri fftoæ skleæke k kvadrike C_{a11} (k poverhnosti M_{aii} !) nad paraboloæ “q_1 = −t = const” dobavlØetsØ divizor – liniØ p_1 = ∞, p^∗_1 = 1/p_1 = 0, popast~ v toqki kotoroæ moßno “uhodØ na beskoneqnost~”

p_1 → ∞, q_1 → −t po C_{a11} ∼ U(− √ 2a_{00}// √ 2a_{22}/3) ⊂ M_{aii} special~nym obrazom:

tak, qtoby veliqina q^∗_t := −p_1(p_1(q_1 + t) + 2 √ a^′_{00}/2) ostavals~ koneqnoæ.

Opredelim mnogoobrazie M^T_{aii} – estestvennu¸ oblast~ opredeleniØ sistemy Xlezingera–Penleve 6 (rasxirennoe fazovoe prostranstvo), dobaviv k M^T_{aii} =

M_{aii} × T linii D^t – nad kaßdoæ t ∈ T “prikleim” k M^T_{aii} svo¸ lini¸ D^t.

Postroennoe takim obrazom kompleksno-trehmernoe algebraiqeskoe mnogoobrazie M^T_{aii} nazyvaetsØ opredelØ¸wim mnogoobraziem uravneniØ Penleve 6.

Ob¨Øsneniem k fftomu nazvani¸ ØvlØetsØ Teorema 1 VI, kotoru¸ my dokaßem niße.

Na M^T_{aii} estestvennym obrazom opredeleno otobraßenie

Q^M_−^√_{2a00} : M^T_{aii} −→ L^{(0)}_Q ∼ C P^1 .

Pereseqenie ego sloØ (Q^M_−^√_{2a00} )^{−1} (0 : q_1 : q_2 : q_3) i “simplektiqeskogo lista”

t = t_0 = const v M^T_{aii} – ffto, po postroeni¸, kompleksno-dvumernoe mnogoobrazie M_{aii} ⊎^T_{t0} C_a′_{00} ; ono nazyvaetsØ poverhnost~¸ naqal~nyh dannyh uravneniØ Penleve

6, ili “poverhnost~¸ Okamoto” (sm. [Ok-s, ShT]). Oboznaqim ee M_{aii ,t}.

Rassmotrim kvadriku C_R2_0 i nabor kvadrik C_R2_i , i ∈ {1, . . . , k}, kotorye my prikleim k C_R2_0 simplekstiqeskimi skleækami ⊎^T_{ti} ili ⊎^Q_{ci} s kakimi-nibud~ t_i,

c_i ∈ C . Oboznaqim poluqivxeesØ mnogoobrazie

C_R2_0 ( ⊎^{(1)}C_R2_1 ) ( ⊎^{(2)}C_R2 ) . . . ( ⊎^{(3)}C_R2_3 )

gde ⊎^{(i)} – ffto ili ⊎^T_{ti} ili ⊎^Q_{ci} . �to, oqevidno, simplekstiqeskoe mnogoobrazie. Skobki (⊎^{(i)}C_R2_i ) pokazyva¸t, kak C_R2_i prikleiva¸tsØ imenno k C_R2_0 . Koneqno ße vse ostal~nye kvadriki C_R2_i i C_R2_j toße okaßutsØ simplektiqeski skleeny drug s drugom, no kak imenno – nam seæqas ne vaßno.

Utverßdenie. Poverhnost~ Okamoto Ma_{ii} ,t – simplektiqeskiæ list sistemy

Xlezingera–Penleve 6 moßet byt~ opredelen i tak: M_{aii ,t} := C_{a11} ( ⊎^T_1 C_{a22} ) ( ⊎^Q√_{a00/2+}√_{a22/2}C_{a33} ) ( ⊎^T_t C_a′_{00} ) . Zameqanie. Operacii skleæki ⊎^T_t i ⊎^Q_c kvadrik opredeleny nami v nekotoryh konkretnyh koordinatah X^{(i)}_1 , X^{(i)}_2 , X^{(i)}_3 ; my ukazali sposob postroeniØ takih koordinat (qerez postroenie standartnogo soputstvu¸wego bazisa) na kvadrikah

C_{aii} , sootvetstvu¸wih verxinam A^{(i)}, i = 1, 2, 3, a takße na C_a′_{00} , sootvetstvu¸weæ

“rastuwim rexeniØm”.

Zameqanie 1, VI. KaßdaØ iz kvadrik Ca_{11} , Ca_{22} , Ca_{33} , C_a′_{00} pokryvaetsØ paroæ “standartnyh” simplektiqeskih kart U_i i U^∗_i s koordinatami (p, q) i (p^∗, q^∗), svØzannyh meßdu soboæ preobrazovaniØmi p^∗ = 1/p, q^∗ = −p(pq + 2 √ a^′_{ii}/2); a^′_{ii} := a_{ii}, i = 1, 2, 3 , a meßdu raznymi kvadrikami – preobrazovaniØmi skleek (81), (82). Takim obrazom poluqaetsØ tradicionnoe opredelenie (sm. [Ok-s, ShT]) mnogoobraziØ naqal~nyh dannyh kak abstraktnogo mnogoobraziØ, opredelennogo qerez funkcii perekleæki. �

Mnogoobrazie M^T_{aii} opredelØetsØ kak nesvØznoe ob¨edinenie vseh M_{aii ,t} M^T_{aii} = ⨆ t∈T M_{aii ,t}. Na M^T_{aii} opredelena funkciØ t : M^T_{aii} −→ C \ {0, 1, ∞}. Proobrazom toqki t ØvlØetsØ simplektiqeskiæ list sistemy Xlezingera– Penleve 6 – poverhnost~ Okamoto M_{aii ,t}. Gamil~tonovo pole napravleniæ sistemy Xlezingera–Penleve 6) zadaet simplektiqeskie izomorfizmy (ffto my dokazyvat~ ne budem) meßdu M_{aii ,t} pri raznyh t; pri takom izomorfizme qkoordinata toqki (p(t), q(t)), sootvetstvu¸weæ kakoæ-nibud~ fiksirovannoæ toqke (q_0, p_0) na liste t = t_0 udovletvorØet uravneni¸ Penleve 6.

Opredelenie. Nazovem pole napravleniæ na algebraiqeskom mnogoobrazii M al-

gebraiqeskim, esli koordinaty prØmyh v kasatel~nom k M rassloenii T M, zada- ¸wih ffto pole, algebraiqeski svØzany s algebraiqeskimi koordinatami na T M.

Zameqanie. Na neqetnomernom mnogoobrazii algebraiqeskoe pole napravleniæ moßet byt~ zadano algebraiqeskoæ vnexneæ 2-formoæ Ω ⊂ Λ^2T^∗M – zamknutoæ i maksimal~no ne vyroßdennoæ. Forma Ω obØzana byt~ vyroßdennoæ (ffto – sledstvie neqetnomernosti M), no my trebuem vyroßdennosti po lineænomu podprostranstvu v T M minimal~no-vozmoßnoæ razmernosti (sm. [Arnold]) – po odnomernomu podprostranstvu, t.e. po napravleni¸. Qrezvyqaæno interesnoæ predstavlØetsØ sledu¸waØ teorema (sm. [Ok-s, ShT, ArLys]), kotoraØ pozvolØet svesti nekotorye (formal~no – vse) voprosy issledovaniØ uravneniØ Penleve 6 k issledovani¸ algebraiqeskogo mnogoobraziØ M^T_{aii} .

Teorema 1, VI. Pole napravleniæ Xlezingera–Penleve 6 ØvlØetsØ edinstvennym

gladkim algebraiqeskim polem napravleniæ na M^T_{aii} .

Preßde qem perehodit~ k dokazatel~stvu teoremy, sformuliruem (i dokaßem) neskol~ko vspomogatel~nyh utverßdeniæ.

Preßde vsego dokaßem, qto M^T_{aii} “soderßit proektivnu¸ krivu¸”, t.e. suwestvuet gladkoe nepostoØnnoe otobraßenie nekotoroæ kompaktnoæ rimanovoæ poverhnosti v M^T_{aii} .

Rassmotrim funkci¸ a_{0t} (ona ße – gamil~tonian −H_{1/3}):

a_{0t} = −(a_{01} + ta_{03})

Utverßdenie. V toæ qasti Ma_{ii} ,t, gde koordinatami ØvlØ¸tsØ p^∗_t i q^∗_t :

p^∗_t : = 1/p_t = −1/p_1

q^∗_t : = −p_t(p_tq_t + 2 √ a^′_{00}/2) = 1 p_1 ( q_1 + t p_1 + 2 √ a^′_{00}/2 ) , q_t = −p^∗_t (p^∗_t q^∗_t + 2 √ a^′_{00}/2),

funkciØ a_{0t}, kak funkciØ peremennoæ p^∗_t (sqitaØ q^∗_t = const) imeet vdol~ linii (p^∗_t = 0, q^∗_t ∈ C ) pol¸s (tol~ko!) pervogo porØdka s nenulevym vyqetom.

Dokazatel~stvo. Vyrazim a0t qerez p^∗_t i q^∗_t , zameniv p1 i qi (formula (54)) na

p^∗_t i q^∗_t :

−a_{0t} = √ 2a_{00}(1 − t)β_1 + q_t ( 1 p^∗_t (β_1 + √ a_{11} 2 ) − ( β_1 + √ a_{00} 2 + √ a_{22} 2 )2 + a_{33} 2 ) − − √ 2a_{00}t (√ a_{00} 2 + √ a_{22} 2 ) , (88) gde β_1 = p_1q_1 + √ a_{11} 2 = t p^∗_t + √ a_{11} 2 − √ 2a^′_{00} − p^∗_t q^∗_t .

Tak kak q_t = −p^∗_t (p^∗_t q^∗_t + √ 2a^′_{00}) imeet koren~ pervogo porØdka (po p^∗_t ), a β_1 –

pol¸s pervogo porØdka, to vidno, qto u a_{0t} deæstvitel~no pol¸s tol~ko pervogo porØdka, sosqitaem vyqet √ 2a_{00}(1 − t)t − √ 2a^′_{00}(t − t^2) = t(t − 1)( √ 2a^′_{00} − √ 2a_{00}) = −t(t − 1)

�

Utverßdenie dokazano. Itak,

a_{0t} = t(t − 1) p^∗_t + P(q^∗_t , p^∗_t ),

gde P – mnogoqlen.

Utverßdenie. FunkciØ f = f123 = ⟨[A^{(1)}, A^{(2)}]A^{(3)}⟩ toße imeet pol¸s na linii

p^∗ = 0. �to pol¸s tret~ego porØdka. Qerez β_i, q_i, q^′_i funkciØ f zapisyvaetsØ kak opredelitel~ (45)

f = q^′_0(q_2β_1 − √ a_{22}/2q_1) − √ a_{00}/2q_2q^′_1 = q_2β_1q^′_0 + P, gde P – mnogoqlen ot p_1, q_1, kvadratiqnyæ po p_1; q^′_1 = −p_1(p_1q_1 + 2 √ a_{11}/2), q^′_3 = a_{33}/2 − (p_1q_1 + √ a_{00}/2 + √ a_{11}/2 + √ a_{22}/2)^2, q^′_0 = −(q^′_1 + q^′_3) – gde q^′_i, i = 0, 1, 3 – kvadratiqny po p_1.

q_2β_1q^′_0 = (1 + q_1)β_1 ( 1 p^∗_t ( β_1 + √ a_{11} 2 ) − ( β_1 + √ a_{00} 2 + √ a_{22} 2 )_2 + a_{33} 2 )

= (1 + q_1) t p^∗_t ( 1 p^∗_t t p^∗_t − ( t p^∗_t )_2)

(1 + p^∗_t P̃) = q_2 (p^∗_t )^3 t^2(t − 1) ( 1 + p^∗_t P̃ ) , gde ~P – mnogoqlen ot q_1 (ili, qto to ße – ot q_t) i p^∗_t .

Tak kak q_2 = −(q_1 + 1) = t − 1 + q_t = t − 1 − p^∗_t (p^∗_t q^∗_t + √ 2a^′_{00}), to f deæstvitel~no imeet vid f = t^2(t − 1)^2 (p^∗_t )^3 + 1 (p^∗_t )^2

P̃(p∗_t , q∗_t ), P̃(·, ·) – mnogoqlen.

Takim obrazom u f – pol¸s tret~ego porØdka. �

Sledstvie. DlØ l¸bogo znaqeniØ q^∗_t = c ∈ C suwestvu¸t takie f1 = f1(c) i f2 =

f_2(c), qto funkciØ

ϕ_c(p^∗_t , q^∗_t ) := f − 1 t(t − 1) a^3_{0t} + f_2a^2_{0t} + f_1a_{0t} (89)

ne imeet osobennosti v toqke p^∗_t = 0, q^∗_t = c.

Dokazatel~stvo. Deæstvitel~no, vyqet u a0t nenulevoæ i moßno podobrat~ takie f_2 i f_1 qto φ_c ne budet imet~ osobennosti v fftoæ toqke. �

Na M_{aii ,t} ne suwestvuet funkciæ, otliqnyh ot konstanty.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim kakoe-nibud~ c ∈ C i rimanovu poverhnost~ Rc: f − 1 t(t − 1) a^3_{0t} + f_2(c)a^2_{0t} + f_1(c)a_{0t} = ϕ_c|_p∗_{t =0q∗} t =c (p^∗_t , q^∗_t ) = const, gde a_{0t} = −(a_{0t} + ta_{03}). Kompaktificiruem ee; R_c := R_c ∪ {∞}. Lemma. Mnoßestvo {∞}, dobavlennoe k Rc pri kompaktifikacii, sostoit iz

edinstvennoæ toqki, kotoraØ leßit na divizore D^t.

Dokazatel~stvo lemmy. Rassmotrim M^f a_{ii} kompaktifikaci¸ M^f_{aii} , sostoØwu¸ iz M^f_{aii} i dobavlennogo “na beskoneqnosti” divizora {∞}_M f .

Seqenie poverhnosti M^f_{aii} (formula (28))

f^2 = −2 det | | | | | a_{11} x y x a_{22} z y z a_{33}

| | | | | , x + y + z = (a_{00} − a_{11} − a_{22} − a_{33})/2

ploskost~¸ c_1x + c_2y + c_3z = 0, c_1 : c_2 : c_3 ⊂ P^2, c_1 + c_2 + c_3 = 0, – ffto fflliptiqeskaØ poverhnost~ f^2 = P_3(x) s edinstvennoæ toqkoæ (toqkoæ vetvleniØ) na beskoneqnosti. Takim obrazom kaßdomu napravleni¸ a_{01} : a_{02} : a_{03},

a_{0i} → ∞ budet sootvetstvovat~ edinstvennaØ toqka divizora {∞}_M f . Poskol~ku f^2 = −2a_{01}a_{02}a_{03} + O(a_{0i}), to vne napravleniØ a_{01} : a_{02} : a_{03} = t_1 : t_2 : t_3 raznost~ f − 1 t(t − 1) a^3_{0t} + f_2a^2_{0t} + f_1a_{0t}

stremitsØ k beskoneqnosti i, sledovatel~no, R_c peresekaet {∞}_M f v edinstvennoæ toqke – tam, gde

f ∼ t^2(t − 1)^2/(p^∗_t )^3

a_{01} ∼ −t^2(t − 1)/(p^∗_t )^2

a_{02} ∼ t(t − 1)^2/(p^∗_t )^2

a_{03} ∼ t(t − 1)^2/(p^∗_t )^2.

Po postroeni¸ φ_c(p_t, q^∗_t ) imeet tam koneqnoe znaqenie, sledovatel~no, rimanova poverhnost~ R_c – “liniØ urovnØ” funkcii φ_c(p_t, q^∗_t ) pri kaßdom c ∈ C prohodit qerez toqku divizora D^t. � Lemma dokazana.

Takim obrazom, kompaktnaØ rimanova poverhnost~ R_C celikom soderßitsØ v

M_{aii ,t} – edinstvennaØ ee toqka, ne soderßawaØsØ v M_{aii} popala na D^t. Na l¸boæ

kompaktnoæ rimanovoæ poverhnosti net nepostoØnnyh funkciæ, sledovatel~no,

R_c ØvlØetsØ “linieæ urovnØ” l¸boæ funkcii, opredelennoæ na M_{aii ,t} pri l¸bom

znaqenii c.

Vse funkcii na M_{aii} – mnogoqleny ot a_{0i}, f, sledovatel~no H – funkciØ na

M_{aii ,t} imeet predstavlenie

H = P(a_{i0}) + fP^′(a_{i0}),

gde P i P^′ kakie-to mnogoqleny ot a_{0i}. FunkciØ H dolßna byt~ postoØnnoæ na linii f − 1 t(t − 1) a^3_{0t} + f_2(c)a^2_{0t} + f_1(c)a_{0t} = ϕ_c(0, c),

t.e. H(a_{0i}, f) = H_c = const, esli (f, a_{0i}) s R_c, otkuda sleduet, qto mnogoqlen H −H_c delitsØ na mnogoqlen

P_{ϕc} := f − a^3_{0t}/t(t − 1) + f_2a^2_{0t} + f_1a_{0t} − ϕ_c(0, c) :

H = (f − a^3_{0t}/t(t − 1) + f_2a^2_{0t} + f_1a_{0t} − ϕ_c(0, c))H^′ + H_c,

gde H^′ – mnogoqlen ot f, a_{0i}, uße men~xeæ qem H stepeni, k kotoromu moßno primenit~ te ße rassußdeniØ, tak qto

H = P(ϕ_c(p^∗_t , q^∗_t ))

– mnogoqlen (odnoæ peremennoæ) ot f − a^2_{0t}/t(t − 1) + f_2a^2_{0t} + f_1a_{0t}. Podstaviv (88) v (89) ubedimsØ, qto f_{1,2} = f_{1,2}(c) – netrivial~nye funkcii c ∈ C , tak qto

φ_c(p^∗_t , q^∗_t ) na divizore p^∗_t = 0, q^∗_t ∈ C imeet koneqnoe znaqenie tol~ko v toqke q^∗_t = c; v ostal~nyh ße toqkah divizora (gde q^∗_t ≠ c) funkciØ φ_c(p^∗_t , q^∗_t ) imeet

pol¸s, znaqit P = H = const. � Dokaßem teper~ sformulirovannu¸ vyxe Teoremu 1, V.

Predpoloßim protivnoe, t.e. qto imeetsØ ewe odno pole napravleniæ na M^T_{aii} ; oboznaqim zada¸wu¸ ego 2-formu ~Ω:

~Ω ∈ Λ^2T^∗(M^T_{aii} ), ~Ω | |_{Ma} ii = w. Sostavim raznost~ Ω_{PVI} − ~Ω – ffto 2-forma, zanulØ¸waØ na l¸boæ pare kasatel~- nyh k M_{aii} vektorov; znaqit v kaßdoæ iz kart U_i, U^∗_i (karty U_i i U^∗_i opredeleny v Zameqanii 1, VI)

Ω_{PVI} − Ω̃ = dH_i ∧ dt,

priqem v perekrytiØh 0 = dH_i ∧ dt − dH_j ∧ dt = d(H_i − H_j ) ∧ dt, sledovatel~no, H_i − H_j = C_{ij} (t).

Zafiksiruem kakoe-nibud~ t.

Mnogoobrazie M_{aii ,t} pokryto okrestnostØmi, gde zadany funkcii, otliqa- ¸wiesØ na konstanty; vse okrestnosti pereseka¸tsØ. Vyberem odnu iz nih – tam zadana, naprimer, H_1. PriravnØem eæ drugie, dobaviv k H_j konstantu

c_{1j} = c_{1j}(t).

My poluqili global~no na M_{aii ,t} zadannu¸ funkci¸. Ona obØzana byt~ konstantoæ. �

VII. Zakl¸qenie

V zakl¸qenie hoqu vyrazit~ blagodarnost~ vsem, kto sodeæstvoval poØvleni¸ dannogo teksta.

Preßde vsego ffto L. A. Bordag – za soquvstvie i podderßku, bez nee avtor prosto ne imel by vozmoßnosti sdelat~ fftu rabotu. S. ı. SlavØnovu — za mnogoqislennye besedy, sposobstvovavxie formirovani¸ vyxeizloßennoæ toqki zreniØ i regulØrnu¸ material~nu¸ (ne finansovu¸!) podderßku.

V voprosah algebraiqeskoæ geometrii pomownikami i nastavnikami byli G. ı. Panina (XahbazØn), I. A. Panin i A. L. Smirnov. V ponimanii teorii gamil~tonovyh sistem na algebrah Li bol~xu¸ pomow~¸ okazal M. A. Semenov-TØn~-Xanskiæ, kak liqno, tak i qerez podarennu¸ im zameqatel~nu¸ knigu [Semen].

Otdel~no hoqu poblagodarit~ A. L. Gorodenceva za cennoe zameqanie k predyduweæ versii teksta, imenno blagodarØ emu postavlennaØ vo Vvedenii zadaqa deæstvitel~no rexena, cel~ dostignuta.

K soßaleni¸, rabota prodolßalas~ stol~ dolgo, qto nekotorym uße ne sußdeno proqitat~ ffti stroki – Ø ime¸ vvidu A. A. Bolibruha i A. N. T¸rina, q~e uqastie i pomow~ byli neocenimy.

I nakonec poslednee – za gody raboty nad fftoæ temoæ byli sotni besed s desØtkami l¸deæ, tak qto avtor nadeetsØ na prowenie so storony nevol~no obißennyh – vseh upomØnut~ nevozmoßno, gde-to nußno bylo postavit~ toqku.

VIII.

Literatura

GtoP K. Iwasaki, H. Kimura, S. Shimomura, M. Yoshida, “From Gauss to Painlevé: a modern theory of special functions,” Braunschweig: Vieweg, 1991. (Aspects of mathematics: E; Vol. 16).

Ok K. Okamoto, “Studies in the Painlevé equations I. Sixth Painlevé equation PVI,” Annali Mat. Pura Appl., 146, 337–381, 1987.

Its A. R. Its, A. A. Kapaev, V. ı. Novokxenov, A. S. Fokas, “Transcendenty Penleve. Metod zadaqi Rimana” (perevod s angliæskogo), RHD, 728 s., 2005.

Slav S. Yu. Slavyanov, W. Lay, “Special~nye funkcii : EdinaØ teoriØ, osnovannaØ na analize osobennosteæ,” SPb.: Nevskiæ Dialekt, 312 s., 2002.

Semen A. G. Reæman, M. A. Semenov-TØn~-Xanskiæ, “Integriruemye sistemy. Teoretikogruppovoæ podhod,” —Moskva-Ißevsk: Institut komp~¸ternyh issledovaniæ, 352 s., 2003.

Manin Yu. I. Manin, “Sixth Painlevé equation, universal elliptic curve, and mirror of P2, Geometry of differential equations,” American Mathematical Society Translations, Ser. 2, 186, AMS, Providence, RI, 131–151, 1998.

ArLys D. Arinkin, S. Lysenko, “Isomorphisms between moduli spaces of SL(2)-bundles with connections on P1 \ {x1, . . . , x4},” Mathematical Research Letters 4, 181–190, 1997.

Hitchin N. Hitchin, “Geometrical aspects of Schlesinger’s equation,” Journal of Geometry and Physics 23, 287–300, 1997.

ShT T. Shioda, K. Takano, “On some Hamiltonian structures of Painlevé Painlevé systems I,” Funkcial.

Ekvac., 40, 271–291, 1997.

KitKor A. V. Kitaev, D. A. Korotkin, “On solutions of the Schlesinger Equations in Terms of Θ-functions,” International Mathematics Research Notices, No. 17, 877–905, 1998.

Pain P. P. Painlevé, “Sur les équations differentielles du second odre á points criticues fixes,” R.C., 20 Semestre, T.CXLII, ˝26, 1111–1117, 1906.

BaBoell M. V. Babich, L. A. Bordag, “The elliptic form of the sixth Painlevé equation,” Preprint NTZ 25/1997, Leipzig, 1997.

Mod Geom B. A. Dubrovin, S. P. Novikov, A. T. Fomenko, “SovremennaØ geometriØ: Metody i priloßeniØ,” M., Nauka, 760 s., 1979.

BaBo M. V. Babich, L. A. Bordag “Projective Differential Geometrical Structure of the Painlevé Equations,” Jornal of Differential Equations, 157, 452–485, 1999.

Ah N. I. Ahiezer “�lementy teorii fflliptiqeskih funkciæ,” SeriØ: “Fiziko-matematiqe-kaØ biblioteka inßenera,” M., 304 s., 1970.

Shafar I. R. Xafareviq “Osnovy algebraiqeskoæ geometrii. Tom 1. Algebraiqeskie mnogoobraziØ v proektivnom prostranstve,” M.: Nauka, 352 s., 1988.

Ok-s K. Okamoto “Sur les feuilletages associés aux équations du second ordre á points criticues fixes de P. Painlevé, Espaces des conditions initiales,” Japan. J. Math., 5, 1–79, 1979.

Arnold V. I. Arnol~d “Matematiqeskie metody klassiqeskoæ mehaniki,” M.: Nauka, 472 s., 1989. DjMw M. Jimbo, T. Miwa, K. Ueno, “Monodromy preserving deformation of linear ordinary differential equations with rational coefficients I,” Physica 2D, 306–352, 1981.

DjMw1 M. Jimbo, T. Miwa, “Monodromy preserving deformation of linear ordinary differential equations with rational coefficients II, III,” Physica 2D, 407–448; Physica 4D, 26–46, 1981.