POMI PREPRINT — 16/2005

INTEGRAL^NOE PREOBRAZOVANIE NA OTREZKE

V. �. Petrov

OOO“TV�M”

petrov@twell.ru

OktØbr~ 10, 2005

ABSTRACT

DlØ koneqnogo otrezka [−1, 1] rassmatrivaetsØ integral~noe preobrazovanie, vyvodØtsØ formuly obraweniØ i teoremy svertki. Analitiqeskie svoæstva obrazov funkciæ s nositelØmi na otrezkah [−1, 0] i [0, 1] pozvolØ¸t ffffektivno rexat~ uravneniØ tipa svertki.

Klassiqeskie integral~nye preobrazovaniØ Fur~e i Mellina, dlØ kotoryh izvestny formuly svertki i obraweniØ, rassmatriva¸tsØ, sootvetstvenno, na osi ili na poluosi. Meßdu tem, imeetsØ znaqitel~nyæ plast soderßatel~nyh uravneniæ na koneqnom otrezke.

V nastoØweæ rabote my vvodim integral~noe preobrazovanie na otrezke

[−1, 1], s pomow~¸ kotorogo nekotorye zadaqi moßno rassmatrivat~ kak uravne-

niØ svertki (ili tipa svertki). Ne izuqaØ podrobno funkcional~nye svoæstva fftogo preobrazovaniØ, my sosredotoqimsØ na priloßeniØh, kotorye ves~ma raznoobrazny.

Sleduet srazu skazat~, qto vvodimoe nami preobrazovanie P dlØ funkciæ, zadannyh na otrezke [−1, 1], drobno-lineænoæ zamenoæ peremennyh svoditsØ k preobrazovani¸ Mellina M na poluosi (vproqem, i samo preobrazovanie Mellina prostoæ zamenoæ peremennyh svoditsØ k preobrazovani¸ Fur~e). Odnako, kak ffto obyqno byvaet, izuqenie preobrazovaniØ P vo vnutrennih terminah, pozvolØet obnarußit~ vozmoßnosti, kotorye neposredstvenno zametit~ zatrudnitel~no. Naprimer, nesmotrØ na to, qto uravnenie Trikomi [12] izuqaetsØ s 20-h godov proxlogo veka, ego predstavlenie v vide svertki dano, po-vidimomu, vpervye.

V fftoæ stat~e ukazany formuly svertki i obraweniØ, a takße sostavlena tablica obrazov i proobrazov, v ob¨emah, neobhodimyh dlØ nastoØweæ stat~i. Otmetim, v qastnosti, formuly (1.23)–(1.25), (1.26), (1.28), gde v svertkah uqastvu¸t funkcii ot dovol~no sloßnyh argumentov. DlØ udobstva pol~zovaniØ sootnoxeniØmi (1.28) privedena tablica (1.27). Znaqitel~naØ qast~ dal~neæxih primeneniæ osnovana na fftih svertoqnyh formulah. V qastnosti (sm. p. 2.3), na fftoæ osnove my nahodim rexenie singulØrnogo uravneniØ Trikomi sposobom, kotoryæ znaqitel~no prowe ispol~zovavxihsØ ranee. Bolee togo, my rexaem uravnenie Trikomi s dvumØ (2.30) i daße s qetyr~mØ (6.4) parametrami, qto ne udaetsØ sdelat~ drugimi metodami.

Qislo privedennyh v tekste primerov ffffektivnogo ispol~zovaniØ preobrazovaniØ P dovol~no veliko. Ih koliqestvo moßno bylo by bez truda uveliqit~. My, odnako, stremilis~ lix~ prodemonstrirovat~ raznoobraznye vozmoßnosti priloßeniæ predlagaemogo metoda, a takße ukazat~ tipiqnye priemy ego realizacii.

HotØ v nastoØweæ stat~e izuqeno tol~ko integral~noe preobrazovanie (1.2), sleduet skazat~ o vozmoßnostØh obobweniæ. Delo v tom, qto dlØ otrezka izvestny “kanoniqeskie” struktury – ortogonal~nye mnogoqleny. DlØ mnogoqlenov ˚kobi P^{(α, −α)}n (x), spravedlivy sledu¸wie vzaimno-obratnye formuly:

P_n[f](α) = 1 α 1∫ −1 ( 1 − x 1 + x )_α ^P^{(α)}_n (x)f^′ (x) dx

f(x) = 1 2πi c+i∞∫

c−i∞ P_n[f](α) ^P^{(−α)}_n (x) ( 1 − x 1 + x )_{−α} dα + Z_n(x). (0.1)

gde ^P^{(α)}n (x) = n!/(1+α)_n P^{(α, −α)}n (x), a Z_n(x) – proizvol~nyæ mnogoqlen n-oæ stepeni. Izuqaemoe v nastoØweæ stat~e preobrazovanie sootvetstvuet sluqa¸ n = 0 v formule (0.1).

Kak okazalos~, metody izuqeniØ preobrazovaniæ P_n, v osnovnom, opredelØ- ¸tsØ tehnikoæ teorii ortogonal~nyh mnogoqlenov. V to ße vremØ, teoriØ “nulevogo” sluqaØ po bol~xeæ qasti stroitsØ analogiqno teorii preobrazovaniæ Fur~e i Mellina v kompleksnoæ ploskosti. Pofftomu priloßeniØ i metody, svØzannye s preobrazovaniØmi P_n, celesoobrazno izloßit~ v otdel~noæ rabote.

§1. Opredelenie i osnovnye svoæstva integral~nogo preobrazovaniØ. Opredelenie i analitiqeskie svoæstva

V celØh priloßeniæ, dlØ integral~nogo preobrazovaniØ dolßny byt~ izvestny sledu¸wie fakty:

• formuly prØmogo i obratnogo preobrazovaniØ; • formuly svertki;

• preobrazovanie operaciæ; • analitiqeskie svoæstva;

• svØz~ s izvestnymi integral~nymi preobrazovaniØmi; • tablica formul prØmogo i obratnogo preobrazovaniØ; • preobrazovanie obobwennyh funkciæ;

• asimptotiqeskoe povedenie originalov i izobraßeniæ.

Vse ffti voprosy, s toæ ili inoæ stepen~¸ podrobnosti, budut osveweny v fftom paragrafe.

1.1. Formuly prØmogo i obratnogo preobrazovaniæ. SvØz~ s preobrazovaniØmi Mellina i Fur~e

Vvedem integral~noe preobrazovanie na otrezke formuloæ: f̂ (α) ≡ P[f](α) = 1∫ −1 ( 1 − x 1 + x )_α 2 1 − x^2 f(x) dx. (1.1) Zdes~ α – kompleksnyæ parametr. My sosredotoqimsØ, v osnovnom, na formul~- nyh postroeniØh, predpolagaØ, qto vse rassmatrivaemye integraly shodØtsØ, i vse vhodØwie v formuly funkcii dostatoqnoe qislo raz differenciruemy. V sluqae integrirovaniØ po qastØm na vsem intervale [−1, 1], budem sqitat~, qto vneintegral~nye qleny obrawa¸tsØ v nul~.

Preobrazovanie P moßno rasprostranit~ na obobwennye funkcii. �to budet sdelano niße (sr. [2]) na osnove svØzi preobrazovaniØ P s preobrazovaniØmi Mellina i Fur~e.

Pust~ f(±1) = 0. Togda, integriruØ po qastØm, moßno napisat~: P[f](α) = 1 α 1∫ −1 ( 1 − x 1 + x )_α f^′(x) dx. (1.2)

Zameqanie. Inogda ffta formula polezna pri vyqisleniØh. Privedem primer: P [ ln |x| ] (α) = 1∫ −1 ( 1 − x 1 + x )_α 2 ln |x| 1 − x^2 dx =

= 1 α 1∫ −1 ( 1 − x 1 + x )_α 1 x dx = −πα^{−1}tg πα 2 , −1 < Re α < 1. � Obratnyæ perehod ot (1.2) k (1.1) moßet potrebovat~ akkuratnosti: dlØ shodimosti integrala v (1.1) pri integrirovanii ∫ f^′(x) dx = f(x) − C sleduet

vybirat~ postoØnnu¸ integrirovaniØ C = f(1) ili C = f(−1) v zavisimosti ot vybiraemoæ polosy shodimosti.

Zamenoæ peremennyh ξ = 1 − x 1 + x , x = 1 − ξ 1 + ξ

, (1.3)

formuly (1.2) i (1.1) svodØtsØ k preobrazovani¸ Mellina M na poluosi. Sledovatel~no, spravedliva formula obraweniØ f(x) = 1 2πi γ+i∞∫

γ−i∞ f̂ (α) ( 1 − x 1 + x )_{−α} dα, (1.4) gde γ ∈ R leßit v polose analitiqnosti funkcii f̂. Takim obrazom,

f̂(α) = ∞∫ 0 ξ^{α−1}f ( 1 − ξ 1 + ξ ) dξ, f(x) = f ( 1 − ξ 1 + ξ ) = 1 2πi γ+i∞∫

γ−i∞ f̂ (α)ξ^{−α} dα. (1.5)

Privedem dostatoqnye usloviØ spravedlivosti togo, qto formuly (1.1) i (1.4 deæstvitel~no opredelØ¸t paru vzaimno-obratnyh preobrazovaniæ^1: Teorema 1.1. Pust~ funkciØ f(x) nepreryvna na otrezke [−1, 1], γ – vewestvenno

i_1 ∫ −1 ( 1 − x 1 + x )_γ 2 1 − x^2 |f(x)| dx < ∞. (1.6)

Togda funkciØ g, opredelØemaØ integral~nym predstavleniem:

g(x) = 1 2πi γ+i∞∫

γ−i∞ 1∫ −1 ( 1 − t 1 + t )_α 2 1 − t^2 f(t) dt ( 1 − x 1 + x )_{−α} dα

1 V [13] privedeny analogiqnye teoremy dlØ preobrazovaniØ Mellina. Tam ße dany bibliografiqeskie ssylki na bolee tonkie utverßdeniØ.

sovpadaet s funkcieæ f. Esli ße v toqke x_0 ∈ (−1, 1) funkciØ f imeet razryv pervogo roda, to

g(x_0) = f(x_0 + 0) + f(x_0 − 0) 2 . Sovokupnost~ vseh γ, pri kotoryh spravedlivo neravenstvo (1.6), obrazuet upomØnutu¸ vyxe polosu analitiqnosti Re s = γ.

Otmetim ewe odnu zamenu x = thω, ω = 1 2 ln 1 + x 1 − x , α = − i 2 ζ, (1.7)

kotoraØ perevodit (1.1) v preobrazovanie Fur~e:

f̂ (α) = 2 ∞∫ −∞ e^{iωζ} f(thω) dω. (1.8) �ta formula opredelØet, v tom qisle, preobrazovanie P obobwennyh funkciæ. V kaqestve primera, vyqislim preobrazovanie P ot obobwennoæ funkcii x^{−1}, ponimaemoæ v smysle glavnogo znaqeniØ: P [ 1 x ] (s) = 1∫ −1 ( 1 − x 1 + x )_s 2 x(1 − x^2) dx = 2 ∞∫ −∞ e^{iωζ} cthω dω =

= 2 ∞∫ −∞ e^{iωζ} sign ω dω + 2 ∞∫ −∞ e^{iωζ} (cthω − sign ω) dω =

= 4i ζ + 4i ∞∫ 0 e^{−ω} sin ωζ shω dω = 2πicth πζ 2 = 2πctg πs.

(1.9)

Analogiqno

P[ sign x](s) = 2 s , P[1](s) = 2πδ(s). (1.10)

V silu (1.10) spravedliva formula preobrazovaniØ proizvedeniØ funkciæ: 1∫ −1 ( 1 − x 1 + x )_α 2 u(x) v(x) 1 − x^2 dx = 1 2πi γ+i∞∫

γ−i∞ û(s) v̂(α − s) ds. (1.11) Formuly (1.5) i (1.8) da¸t vozmoßnost~ sostavleniØ dostatoqno bogatoæ tablicy prØmogo i obratnogo preobrazovaniØ. Vmeste s tem zametim, qto, ispol~- zuØ tablicy preobrazovaniØ Fur~e, neobhodimo neskol~ko preobrazovyvat~ otvet. Naprimer, esli v otvet vhodit funkciØ sign ζ, ne ime¸waØ prØmogo smysla v kompleksnoæ ploskosti, to ee nado ponimat~, kak |ζ|/ζ. Takim obrazom, imeem, k primeru, sledu¸wu¸ formulu: P [| | | |ln 1 − x 1 + x | | | | λ sign x ] (s) =

= 2 cos^{πλ}_2 Γ(1 + λ) |s|^{−λ} s^{−1}, λ ∉ Z, 2 (−1)^n (2n)! s^{−2n−1}, λ = 2n, 2πδ^{(2n+1)}(s), λ = 2n + 1, π 2^{2n+1}[(2n)!]^{−1}|s|^{2n+1} s^{−1}, λ = −2n − 1, 2 s^{2n+1} [(2n + 1)!]^{−1} [ h_{2n+1} + ln |2s| ] , λ = −2n − 2, (1.12)

gde h_{2n+1} = 1 + 2^{−1} + . . . (2n + 1)^{−1} + Γ^′(1). Vo vseh sluqaØh n > 0.

Iz svØzi s preobrazovaniem Fur~e vyteka¸t mnogie svoæstva preobrazovaniØ (1.1). Naprimer, spravedlivo sledu¸wee utverßdenie otnositel~no analitiqeskih svoæstv P-obrazov:

Teorema 1.2. DlØ togo, qtoby funkciØ F (s) byla kraevym znaqeniem analitiqe-

skoæ v pravoæ (levoæ) poluploskosti funkcii F^+(s) ( F^−(s) ) , takoæ, qto i∞∫ −i∞ | F^±(s + t) |_2 ds < M, t ∈ R^±, gde M ne zavisit ot t, neobhodimo i dostatoqno, qtoby obrawalsØ v nul~ ee original v smysle preobrazovaniØ P na otrezke (−1, 0), (sootvetstvenno, (0, 1)).

Ots¸da sleduet, qto esli pri Re s = 0 suwestvuet integral

F (s) = T∫ −1 ( 1 − x 1 + x )_s f(x) 1 − x^2 dx, −1 < T < 1, (1.13) to funkciØ F^−(s) = ( (1 − T )/(1 + T ) )_{−s} F (s) analitiqeski prodolßaetsØ s mnimoæ

osi v poluploskost~ Π^− = {s : Re s < 0, }, a esli shoditsØ integral

F (s) = 1∫ T ( 1 − x 1 + x )_s f(x) 1 − x^2 dx, −1 < T < 1, (1.14) to F^+(s) = ( (1 − T )/(1 + T ) )_{−s} F (s) analitiqeski prodolßaetsØ s mnimoæ osi v

poluploskost~ Π^+ = {s : Re s > 0}.

Nekotorye svoæstva preobrazovaniØ (1.1) ustanavliva¸tsØ zamenoæ (1.3): P [( (1 − x^2) d dx )_n f ] (s) =

= 1∫ −1 ( 1 − x 1 + x )_s 2 1 − x^2 ( (1 − x^2) d dx )_n f(x) dx = · · · = (2s)^n P[f](s), (1.15)

P [ f(x) 1 ± x ] (s) = 1 2 ( P[f](s) + P[f](s ± 1) ) . (1.16)

Oboznaqim g(x) = −xf(x). Imeet mesto sootnoxenie:

f̂ (s + 1) − f̂(s) = ĝ(s + 1) + ĝ(s), (1.17)

kotoroe sleduet iz oqevidnogo toßdestva 1∫ −1 ( 1 − x 1 + x )_s 2 f(x) (1 − x) 1 − x^2 dx = 1∫ −1 ( 1 − x 1 + x )_{s+1} 2 f(x) (1 + x)

1 − x^2 dx. Formuly (1.16) i (1.17) spravedlivy dlØ funkciæ, P-obrazy kotoryh ime¸t xirinu polosy analitiqnosti ne men~xe 1.

Oqevidno takße, qto: P[f(−x)](s) = P[f(x)](−s). (1.18) Iz teoremy 1.1 i formuly (1.15) sleduet sledu¸waØ Teorema 1.3. DlØ togo, qtoby funkciØ^^Φ(s), zadannaØ v polose kompleksnoæ

ploskosti Π = {s : a < Re s < b} byla P-obrazom nekotorogo originala (v tom qisle, nekotoroæ obobwennoæ funkcii) neobhodimo i dostatoqno, qtoby ona byla analitiqna v fftoæ polose i suwestvoval takoæ mnogoqlen Q(s), ne ime- ¸wiæ korneæ v dannoæ polose, qto |^Φ(s)/Q(s)| < C(a, b). Pust~ c_1, c_2 ∉ Π i P (s) = (s − c_1)(s − c_2)Q(s). Togda proobraz moßno vyqislit~ po formule:

Φ(x) = 1 2πi P ( 1 2 (1 − x^2) d dx )^{γ+i∞}∫ γ−i∞ ^Φ(s) P (s) ( 1 − x 1 + x )_{−s} ds, a < γ < b. (1.19) Oqevidno, qto ukazannyæ sposob vyqisleniØ originala ne zavisit ot vybora mnogoqlena P (s).

Otmetim, dalee, nekotorye formuly preobrazovaniØ operaciæ dlØ P-obra-zov. Formula sdviga v argumente dlØ obraza: 1∫ −1 ( 1 − x 1 + x )_s 2f(x) (1 − x)^μ(1 + x)^{2−μ} dx = P [( 1 − x 1 + x )_{1−μ} f(x) ] (s) = f̂ (s − μ + 1), (1.20)

formula dlØ proizvodnoæ: 1∫ −1 ( 1 − x 1 + x )_s ( ln 1 − x 1 + x )_m 2f(x) 1 − x^2 dx = P [ ln^m 1 − x 1 + x f(x) ] (s) = f̂^{(m)}(s), (1.21)

formula dlØ integrala tipa Koxi: 1∫ −1 ( 1 − x 1 + x )_s 2f(x) sign x 1 − x^2 dx = 1 πi γ+i∞∫

γ−i∞ f̂(α) s − α dα, (1.22)

formuly dlØ proizvodnoæ integrala tipa Koxi: 1∫ −1 ( 1 − x 1 + x )_s | | |ln 1 − x 1 + x | | | | 2m+1 2f(x)

1 − x^2 dx = d^{2m+1} ds^{2m+1} 1 πi γ+i∞∫

γ−i∞ f̂(α) s − α dα ,

1∫ −1 ( 1 − x 1 + x )_s | | |ln 1 − x 1 + x | | | | 2m 2f(x) sign x

1 − x^2 dx = d^{2m} ds^{2m} 1 πi γ+i∞∫

γ−i∞ f̂(α) s − α dα .

1.2. Formuly svertki Pust~ differenciruemaØ funkciØ u(x) zadana na otrezke [−1, 1] i obrawaetsØ v nul~ na koncah, a funkciØ V (ξ) zadana na poluosi [0, ∞) tak, qto suwestvuet preobrazovanie Mellina ∫_∞ 0 ξ^{s−1}V (ξ) dξ = M[V ](s) v nekotoroæ polose kompleks-

noæ ploskosti a < Re s < b. Togda imeet mesto formula: 1∫ −1 ( 1 − x 1 + x )_s d dx 1∫ −1 u^′(y)V ( (1 − x)(1 + y) (1 + x)(1 − y) ) dy dx = s^2 P[u](s) · M[V ](s), a < Re s < b. (1.23)

�ta formula predstavlØet soboæ odin iz variantov formuly svertki. Ona dokazyvaetsØ preobrazovaniem (1.3). Privedem drugie varianty formuly svertki uße vo vnutrennih terminah preobrazovaniØ P. Oboznaqim ζ =^{(1−x)(1+y)}_{(1+x)(1−y)} i zametim, qto^{1−ζ}_{1+ζ} =^{x−y}_{1−xy} . Togda iz (1.23) sleduet 1 s 1∫ −1 ( 1 − x 1 + x )_s d dx 1∫ −1 u^′(y) k ( x − y 1 − xy ) dy dx = s P[u](s) · P[k](s), (1.24)

ili

P[u ∗ k](s) := P 1∫ −1 2 1 − y^2 u(y) k ( x − y 1 − xy ) dy (s) = P[u](s) · P[k](s). (1.25)

Otmetim ewe formulu

P 1∫ −1 2 1 − y^2 u(y) k ( x + y 1 + xy ) dy (s) = P[u](−s) · P[k](s), (1.26)

sledu¸wu¸ iz (1.25) i (1.18). Integral~nyæ operator v (1.25) budem nazyvat~ “svertkoæ” otnositel~no preobrazovaniØ P, a v (1.26) – “antisvertkoæ”.

Zavisimost~ argumenta funkcii V v (1.23) ne takaØ uß ffkzotiqeskaØ, kak moßet pokazat~sØ snaqala. Privedem sledu¸wu¸ tablicu, da¸wu¸ nekotorye primery takih zavisimosteæ. OboznaqeniØ Øsny iz samoæ tablicy.

(1.27) | | | | | f(ζ) g(η) h(x, y) 1 | | | | | ζ =^{1−η}_{1+η} =^{(1−x)(1+y)}_{(1+x)(1−y)} 2 | | | |^{1−ζ}1+ζ = η =^{x−y}1−xy 3 | | | | | ζ0−ζ ζ0+ζ = η−η0 1−η η0 = x−x0 1−x x0 − y−y0 1−y y0 1 −^{x−x0}_{1−xx0}^{y−y0}_{1−yy0} 4 | | | |^2 √ ζ 1+ζ = √ 1 − η^2 = √_{(1−x2)(1−y2)} 1−xy 5 | | | |^2 √ ζ 1−ζ = √_{1−η2} η = √_{(1−x2)(1−y2)} x−y 6 | | | | sign(1 − ζ) = signη = sign(x − y).

(1.27)

Zdes~ poloßeno ζ_0 =^{(1−x0)(1+y0)}

(1+x0)(1−y0) , η0 = x0−y0 1−x0y0 . �ta tablica privedena v celØh udobstva ispol~zovaniØ sledu¸weæ formuly.

Imenno: P 1∫ −1 2u(y) 1 − y^2 K ( h(x, y) ) dy (s) =

= P[u](s) · P [ K ( g(η) )] (s) = P[u](s) · M [ K ( f(ζ) )] (s), (1.28)

gde, napomnim, M[u](s) – preobrazovanie Mellina funkcii u.

V poslednem stolbce tablicy (1.27) privedeny zavisimosti argumentov funkciæ na otrezke, vid kotoryh sootvetstvuet svertke v smysle preobrazovaniØ P. Moßno rassmatrivat~ takße l¸bye kombinacii l¸byh funkciæ ot fftih argumentov.

Formuly svertki obyqno pozvolØ¸t rexat~ integral~nye uravneniØ. V sluqae preobrazovaniØ P, ffto integral~nye uravneniØ na promeßutke [−1, 1] s Ødrom, zavisØwim ot argumenta (x − y)/(1 − xy). Takie Ødra, kak budet pokazano niße, vstreqa¸tsØ dovol~no qasto. DlØ ih “raspoznavaniØ” polezna tablica (1.27).

Pust~ u(±1) = 0, u^′ ∈ L_p(−1, 1), k^′ ∈ L_p(−1, 1), p > 1. �togo dostatoqno dlØ spravedlivosti formuly differencirovaniØ svertki:

(1 − x^2) d dx 1∫ −1 u(y) 1 − y^2 k ( x − y 1 − xy ) dy = 1∫ −1 u^′(y) k ( x − y 1 − xy ) dy. (1.29)

V zakl¸qenie fftogo razdela privedem nekotorye svoæstva argumenta

(x−y)/(1−xy). DlØ fiksirovannogo x_0 ∈ [−1, 1] rassmotrim “sdvig”^2

x = ω_{x0} (ξ) = ξ − x_0 1 − ξx_0 , y = ω_{x0} (η) = η − x_0 1 − ηx_0 . (1.30)

Togda x − y 1 − xy = ξ − η 1 − ξη ; x + y 1 + xy = ω_{y0} ( ξ + η 1 + ξη ) , y_0 =

2x_0 1 + x^2_0 ; dx 1 − x^2 = dξ 1 − ξ^2 . (1.31)

Otmetim takße ravenstvo 1 − x 1 + x = (1 − ξ)(1 + x_0) (1 + ξ)(1 − x_0)

(1.32)

PervaØ i tret~Ø stroqki (1.31) oznaqa¸t sohranenie “svertoqnosti” integral~- nogo operatora pri sdvige, a vtoraØ i tret~Ø stroqki (1.31) oznaqa¸t sohranenie “antisvertoqnosti” operatora pri sdvige.

Krome fftogo, dlØ l¸bogo x_0 ≠ ±1 sdvig ostavlØet nepodvißnymi koncy ±1. Drugih nepodvißnyh toqek u preobrazovaniØ sdviga (1.30) net. V to ße vremØ, sdvig x_0 = 1 l¸bu¸ vnutrenn¸¸ toqku intervala [−1, 1] perevodit v −1, sdvig

x_0 = −1 l¸bu¸ vnutrenn¸¸ toqku intervala [−1, 1] perevodit v 1.

KompoziciØ sdvigov takße ØvlØetsØ sdvigom. Deæstvitel~no, rassmotrim posledovatel~nye sdvigi ξ_k = ω_{xk} (ξ_{k−1}) toqki ξ_0 na x_1, x_2, . . . , x_n. Togda

ξ_n = ω_{yn} (ξ_0), y_n = th n∑ j=1 arthx_j

= P (1) − P (−1) P (1) + P (−1) , gde P (x) = (x + x_1)(x + x_2) . . . (x + x_n).

V qastnosti, pri x_0 := x_1 = · · · = x_n ≠ ±1

ξ_n = ω_{yn} (ξ_0), y_n =

(1 + x_0)^n − (1 − x_0)^n (1 + x_0)^n + (1 − x_0)^n

. (1.33)

Sledovatel~no, fftot sdvig ne ØvlØetsØ karlemanovskim, to est~ ne poroßdaet cikliqesku¸ gruppu [9].

Zameqanie. V qislennom analize bol~xoe znaqenie ime¸t ravnootstoØwie ishodnye dannye. Na vewestvennoæ osi pod fftim ponima¸t toqki x_k = x_0 + ak,

a ∈ R, k = . . . , −2, −1, 0, 1 . . . , na ediniqnoæ okrußnosti – zk = exp{z0 + ikα}. Po-

slednie formuly pozvolØ¸t sqitat~ na otrezke [−1, 1] ravnootstoØwimi toqki

ξ_n v smysle (1.33), gde n moßet prinimat~ l¸bye celye znaqeniØ, v tom qisle i

otricatel~nye. Sootvetstvenno, i rasstoØnie meßdu toqkami na otrezke takße

2 Pod sdvigom, kak obyqno, ponimaetsØ [9] nekotoryæ gomeomorfizm otrezka [−1, 1] na sebØ. Naprimer, x → −x ili operaciØ, vvedennaØ formuloæ (1.30).

sleduet opredelit~ kak ρ(x, y) = |x − y|/(1 − xy). V terminah rasstoØniØ nekotorye predyduwie formuly priobreta¸t dovol~no interesnu¸ interpretaci¸. Naprimer, rasstoØnie ot l¸boæ toqki do l¸bogo konca ravno 1. ˚sno, pofftomu, qto koneqnoe qislo sdvigov l¸boæ vnutrenneæ toqki ne moßet privesti na konec promeßutka. Sledovatel~no, ravnootstoØwie toqki sguwa¸tsØ k koncam.

�

Iz (1.31), (1.32) sleduet ewe odno svoæstvo preobrazovaniØ P: 1∫ −1 ( 1 − x 1 + x )_s 2 1 − x^2 f ( x − x_0 1 − xx_0 ) dx = ( 1 + x_0 1 − x_0 )_s f̂(s). (1.34)

Imenno ffto ravenstvo leßit v osnove prØmogo dokazatel~stva formul preobrazovaniØ svertok tipa (1.25).

§2. PriloßeniØ integral~nogo preobrazovaniØ 2.1. Obyknovennye differencial~nye uravneniØ Formula (1.15) pozvolØet postroit~ operacionnoe isqislenie dlØ operatorov vida ∑ w_k [ (1 − x^2)^d_{dx} ]_k , gde w_k – nekotorye konstanty. Rassmotrim, naprimer, uravnenie

w_2 d dx (1 − x^2)y^′(x) + w_1y^′(x) + w_0 1 − x^2 y(x) = f(x). (2.1)

Qastnoe rexenie fftogo uravneniØ nahoditsØ deæstviem operatora P: ŷ(s) ( 4w_2s^2 + 2w_1s + w_0 ) = 1∫ −1 ( 1 − x 1 + x )_s f(x) dx. (2.2) Pust~ integral v pravoæ qasti opredelen v polose a < Re s < b. �to znaqit, qto dlØ l¸bogo T ∈ (−1, 1) integral T∫ −1 ( 1 − x 1 + x )_s f(x) dx shoditsØ vo vseæ poluploskosti Re s < b, a integral 1∫ T ( 1 − x 1 + x )_s f(x) dx – vo vseæ poluploskosti Re s > a. V levoæ qasti (2.2) v skobkah stoit harakteristiqeskiæ mnogoqlen. Issledovanie, dalee, opredelØetsØ kornØmi s_1 i s_2 fftogo mnogoqlena i ih raspoloßeniem na kompleksnoæ ploskosti.

Esli iwetsØ rexenie, ograniqennoe na koncah, to u odnorodnogo uravneniØ rexeniæ net. Esli ße dopustit~ rexeniØ, neograniqennye hotØ by na odnom iz koncov, to obwee rexenie odnorodnogo uravneniØ est~

y_0(x) = C_1 ( 1 − x 1 + x )_{−s1} + C_2 ( 1 − x 1 + x )_{−s2} , (2.3) esli korni prostye i

y_0(x) = ( 1 − x 1 + x )_{−s1} ( C_1 + C_2 ln 1 − x 1 + x ) , esli korni kratnye.

Pust~ korni prostye. Togda vypolneno hotØ by odno iz neravenstv: Re s_1 > a,

Re s_1 < b. V tom qisle, vozmoßen sluqaæ a < Re s_1 < b. Analogiqno i dlØ s_2. Req~

idet o vyqislenii obratnogo preobrazovaniØ, t.e. ob integralah vida:

Q := 1 2πi c+i∞∫

c−i∞ 1 s − s_1 1∫ −1 f(t) ( 1 − t 1 + t )_s dt ( 1 − x 1 + x )_{−s} ds, gde c = a v pervom sluqae i c = b – vo vtorom. MenØØ porØdki integrirovaniØ i zamykaØ vnutrenniæ integral v pervom sluqae v pravu¸, a vo vtorom sluqae v levu¸ poluploskost~, poluqim: Q = ( 1 − x 1 + x )_{−s1}^x∫ −1 ( 1 − t 1 + t )_{s1} f(t) dt, Re s_1 < b,

Q = ( 1 − x 1 + x

)_{−s1}^1∫ x ( 1 − t 1 + t )_{s1} f(t) dt, Re s_1 > a. (2.4)

Esli a < Re s_1 < b, to oba znaqeniØ sovpada¸t s toqnost~¸ do rexeniØ odnorodnogo uravneniØ (2.3).

Menee trivial~nyæ primer differencial~nogo uravneniØ sleduet iz formu- ly: 1 2 (1 − x^2) ( 1 − x 1 + x )_α d dx [( 1 − x 1 + x )_{−α} f(x) ] = α f(x) + 1 2 (1 − x^2)f^′(x). (2.5)

Vvedem sledu¸wie oboznaqeniØ dlØ differencial~nyh operatorov:

d_α · = 1 2 (1 − x^2) ( 1 − x 1 + x )_α d dx [( 1 − x 1 + x )_{−α} · ] , d_{⃗α} = d_{α1}d_{α2} . . . d_{αn} Togda, iz (1.15) i (2.5) poluqaem:

P[d_{⃗α} f(x)](s) = (s + α_1)(s + α_2) . . . (s + α_n) f̂ (s). (2.6)

PrØmym sledstviem (2.6) ØvlØetsØ kommutativnost~ sostavlØ¸wih operatora d_{⃗α}.

Zameqanie. Inogda vprØmu¸ ffto ne sovsem oqevidno. Privedem primer: v teorii gipergeometriqeskih funkciæ qasto vstreqaetsØ mnogoqlen vida (1+s)_k/(1+

s)_m = (1 + s + m)(2 + s + m) . . . (s + k) = (s + k)(s + k − 1) . . . (s + m + 1), k > m. �to-

mu mnogoqlenu sootvetstvuet (k −m)! variantov differencial~nyh operatorov.

Naprimer, dvum privedennym uporØdoqeniØm skobok sootvetstvuet ravenstvo ( 1 − x 1 + x

)_{k+1} ( 1 2 (1 + x)^2 d dx )_{k−m} [( 1 + x 1 − x )_{m+1} f(x) ] =

= ( 1 − x 1 + x )_m ( 1 2 (1 − x)^2 d dx )_{k−m} [( 1 + x 1 − x )_k f(x) ] . � Takim obrazom, differencial~noe uravnenie vida: N∑ i=1 w_id_{⃗αi} f(x) = g(x), ⃗α_i = {α_{i1}, α_{i2} . . . α_{i ki} }, (2.7) gde w_i – postoØnnye, svoditsØ k algebraiqeskomu (^N∑ i=1 w_i(s + α_{i1})(s + α_{i2}) . . . (s + α_{i ki} ) ) f̂ (s) = ĝ(s). (2.8)

2.2. Differencial~no-funkcional~nye uravneniØ V fftom razdele konspektivno budut rassmotreny nekotorye zadaqi dlØ differencial~nyh i differencial~no-funkcional~nyh uravneniæ, svodØwiesØ k kraevym zadaqam teorii analitiqeskih funkciæ (zadaqe Rimana, Karlemana ili mnogofflementnym [9]). Poslednie takße rexa¸tsØ ffffektivno, odnako zdes~ my ograniqimsØ lix~ ukazaniØmi procedury svedeniØ fftih uravneniæ k izvestnym zadaqam. Izloßenie sobstvenno metodov rexeniØ kraevyh zadaq ne ØvlØetsØ predmetom nastoØweæ stat~i.

Preßde vsego, rassmotrim uravnenie s prosteæxim sdvigom: N∑ k=0 α_k [ (1 − x^2) d dx ]_k f(x) + M∑ k=0 β_k [ (1 − x^2) d dx ]_k f(−x) = g(x), −1 < x < 1. (2.9) Primenenie preobrazovaniØ P privodit (2.9) k vidu: (_N ∑ k=0 α_k(2s)^k ) f̂(s) + (_M ∑ k=0 β_k(2s)^k ) f̂ (−s) = ĝ(s). ZamenØØ s → −s, pridem k algebraiqeskoæ sisteme otnositel~no funkciæ f̂ (s),

f̂ (−s). RexaØ ee, naædem qastnoe rexenie uravneniØ (2.9). Esli iwutsØ rexeniØ,

ograniqennye na oboih koncah ±1, to v fftom klasse u odnorodnogo uravneniØ rexeniØ net. Esli ße dopustit~ rexeniØ, neograniqennye hotØ by na odnom konce, to dlØ rexeniØ odnorodnogo uravneniØ, sleduet naæti korni opredelitelØ ukazannoæ sistemy. Ih budet (s uqetom kratnosti) N + M. Dalee vse issleduetsØ analogiqno p. 2.1.

Rassmotrim, dalee, uravnenie s neskol~kimi sdvigami: N∑ k=0 α_k [ (1 − x^2) d dx ]_k f(x)+

+ K∑ j=1

M_j∑

k=0 β_{jk} [ (1 − x^2) d dx ]_k f ( x − x_j 1 − xx_j ) = g(x), −1 < x < 1. (2.10)

Primenim preobrazovanie P i vospol~zuemsØ svoæstvami (1.31) i (1.32). Togda N∑ k=0 α_k(2s)^k + K∑ j=1 ( 1 + x_j 1 − x_j )_s M_j∑ k=0 β_{jk} (2s)^k f̂ (s) = ĝ(s). OstaetsØ issledovat~ odnorodnoe uravnenie po privedennoæ vyxe sheme.

Rassmotrim obyknovennoe differencial~noe uravnenie vida N∑ k=0 (a_kx + b_k) [ (1 − x^2) d dx ]_k f(x) = g(x). (2.11)

Trivial~nye sluqai a_k = b_k ili a_k = −b_k pri vseh k = 0 . . . N dalee ne rassmatriva¸tsØ. Uravnenie (2.11) svoditsØ k zadaqe Karlemana v polose 0 < Re s < 1 sledu¸wim obrazom: razdelim obe qasti (2.11) na x + 1 i vospol~zuemsØ (1.15) i (1.16). V rezul~tate poluqim v polose zadaqu Karlemana vida

f̂ (s + 1) + G(s)f̂ (s) = v(s), (2.12) gde G(s) = N∑ k=0 (a_k + b_k)(2s)^k /_N ∑ k=0 (a_k − b_k)(2s + 2)^k ,

v(s) = ( ĝ(s + 1) + ĝ(s) ) /_N∑ k=0 (a_k − b_k)(2s + 2)^k .

Zametim, qto G(s)– racional~naØ funkciØ. Zadaqa Karlemana sostoit v opredelenii analitiqeskoæ v polose 0 < Re s < 1 funkcii f̂ (s) po kraevomu uslovi¸ (2.12). FaktorizaciØ kofffficienta provoditsØ Øvno v vide otnoxeniØ Γfunkciæ:

s + a =

Γ(s + a + 1)

Γ(s + a) = − Γ(−s − a + 1) Γ(−s − a) , gde pervaØ ili vtoraØ formula vybiraetsØ po znaqeni¸ a iz usloviØ analitiqnosti Γ-funkciæ v ukazannoæ polose.

Privedem primer: rassmotrim uravnenie

(1 − x^2)^2 y^{′′} + 2a(1 − x^2)y^′ + λy = g(x). (2.13)

�to uravnenie otsutstvuet v obxirnom spiske ffffektivno rexaemyh, pereqislennyh v spravoqnike [8]. Perepixem (2.13) v vide: [ (1 − x^2) d dx ]_2

y + 2(a + x)(1 − x^2) d dx y + λy = g(x) i razdelim obe qasti uravneniØ na x + 1: [ (1 − x^2)^d_{dx}

]_2 y + 2(a − 1)(1 − x^2)^d_{dx} y + λy x + 1

+ 2(1 − x^2) d dx y = g(x) x + 1

. (2.14)

Primenim k (2.14) preobrazovanie P i vospol~zuemsØ (1.16). Posle nekotoryh uproweniæ my poluqim zadaqu Karlemana v polose komplesnoæ ploskosti 0 <

Re s < 1:

f̂ (s + 1) + 4s^2 + 4(a + 1)s + λ 4s^2 + 4(a + 1)s + 4a + λ f̂(s) = ĝ(s) + ĝ(s + 1) 4s^2 + 4(a + 1)s + 4a + λ

. (2.15)

Vid rexeniØ zavisit ot znaqeniæ korneæ qislitelØ i znamenatelØ kofffficienta v (2.15).

2.3. UravneniØ svertki (s odnim Ødrom) Zdes~ sleduet sdelat~ nebol~xoe vstuplenie. Kazalos~ by, rassmotrenie uravneniæ s odnim Ødrom banal~no. Deæstvitel~no, esli my imeem uravnenie svertki po Fur~e na vewestvennoæ osi (gde Ødro zavisit ot raznosti argumentov) f(x) + ∞∫ −∞ f(y)k(x − y) dx = g(x), ili uravnenie svertki po Mellinu na poluosi (gde Ødro zavisit ot otnoxeniØ argumentov) μ(x) + ∞∫ 0 μ(y) 1 y b ( x y ) dy = ν(x), to ih issledovanie svoditsØ k opredeleni¸ klassov rexeniØ i deæstvi¸ sootvetstvu¸wego integral~nogo preobrazovaniØ. V naxem sluqae, vvidu raznoobraziØ vozmoßnyh argumentov Øder (sm. tablicu (1.27)) soderßatel~nym ØvlØetsØ uße vopros o prinadleßnosti togo ili inogo uravneniØ na otrezke k klassu uravneniæ v svertkah otnositel~no preobrazovaniØ P. Koneqno, posle privedeniØ uravneniØ k “svertoqnomu” vidu, rexenie nahoditsØ standartnym putem.

Dalee my rassmotrim primery uravneniæ, kotorye mogut byt~ rexeny podobnym obrazom. Nekotorye iz nih (ili ih qastnye sluqai) uße byli rexeny ranee drugimi bolee trudnymi i gromozdkimi metodami.

Rassmotrim integral~noe uravnenie na otrezke u(x) − 1∫ −1 u(t)M(x, t) dt = g(x), (2.16) gde Ødro imeet vid: M(x, t) = 2Z(t) (1 − t^2)Z(x) K ( x − t 1 − xt ) + N∑ m=1 p_m(x) q_m (t). (2.17)

Uravnenie (2.16) s Ødrom (2.17) predstavlØet soboæ dostatoqno obwiæ vid integral~nyh uravneniæ, rexaemyh s pomow~¸ preobrazovaniØ P. Soderßatel~- nym, koneqno, ØvlØetsØ pervoe slagaemoe v (2.17), a dobavlenie vyroßdennogo Ødra ne ØvlØetsØ principial~nym i privedet lix~ k neobhodimosti rexit~ dopolnitel~no nekotoru¸ sistemu lineænyh algebraiqeskih uravneniæ. Odnako

“umeloe” dobavlenie vyroßdennogo Ødra moßet privesti uravnenie k nußnomu vidu. Naprimer, 1 x − t = 1−xt x−t + 1 1 − t^2 − 1 1 + t ili 1 x − t = √ 1 − t^2 √ 1 − x^2 1 1 − t^2 √ (1 − t^2)(1 − x^2) x − t = √ 1 − t^2 √ 1 − x^2 1 1 − t^2 1 − xt x − t √ 1 − ( x − t 1 − xt )_2 . Esli Ødro privedeno k vidu (2.17), to pervoe slagaemoe budem nazyvat~ harakteristiqeskoæ, a vtoroe – vyroßdennoæ qastØmi Ødra. Rexenie uravneniØ (2.16) stroitsØ po sledu¸weæ sheme: oboznaqim v(x) = u(x) Z(x), c_m =

∫_1 −1 q_m(y) u(y) dy i perepixem (2.16) v vide: v(x) − 1∫ −1 2v(y) 1 − y^2 K ( x − y 1 − xy ) dy = Z(x) ( g(x) − N∑ m=1 c_m p_m(x) ) . (2.18)

Snaqala rassmotrim uravnenie v(x) − 1∫ −1 2v(y) 1 − y^2 K ( x − y 1 − xy ) dy = Z(x)g(x). (2.19) Podeæstvuem na obe qasti uravneniØ (2.19) preobrazovaniem P i vospol~zuemsØ pravilom preobrazovaniØ svertki (1.25). V rezul~tate poluqim: v̂(s) ( 1 − K̂(s) ) = P[Z g](s). (2.20)

Dalee udobno pol~zovat~sØ rezol~ventoæ. Imenno, oboznaqim: ( 1 − K̂(s) )_{−1} = 1 − R̂(s). Togda u(x) moßno predstavit~ v vide: u(x) = g(x) − 2 Z(x) 1∫ −1 Z(t) g(t) 1 − t^2 R ( x − t 1 − xt ) dt ≡ Tg(x). Sledovatel~no, vozvrawaØs~ k uravneni¸ (2.18), vypisyvaem ego rexenie: u(x) = Tg(x) − N∑ m=1 c_m Tp_m(x), gde konstanty c_m udovletvorØ¸t sisteme algebraiqeskih uravneniæ:

c_j + N∑ m=1 c_m 1∫ −1 q_j (t) Tp_m(t) dt = 1∫ −1 q_j (t) Tg(t) dt, j = 1, . . . N. V processe rexeniØ voznika¸t razliqnye voprosy, svØzannye s polosoæ analitiqnosti, gde sleduet rassmatrivat~ ravenstvo (2.20). Vo-pervyh, ffto principial~no dlØ opredeleniØ rexeniæ odnorodnogo uravneniØ, vo-vtoryh, ffto neobhodimo dlØ primeneniØ formuly (1.4) pri opredelenii originala. V privedennyh vyxe formulah po umolqani¸ polagalos~ P^{−1}[f̂ · ĝ](x) = [f ∗ g](x). Odnako vezde, gde ffto neobhodimo, obrawenie P-obrazov proizvoditsØ v sootvetstvii s teoremoæ 1.3. Dalee, na konkretnyh primerah ukazannye voprosy budut obsußdat~sØ v detalØh.

Pri pomowi integral~nogo preobrazovaniØ (1.2) i (1.1) rexaetsØ takße integral~noe uravnenie na otrezke vida: u(x) − λ 1∫ −1 u^′(y)K ( x − y 1 − xy ) dy = g(x). (2.21)

Deæstvitel~no, differenciruØ (2.21) i primenØØ zatem (1.2) i (1.23), poluqim:

û(s)[1 − λs K̂(s)] = ĝ(s). (2.23)

PrimenØØ dalee (1.4), nahodim rexenie: u(x) = 1 2πi γ+i∞∫

γ−i∞ ĝ(s) 1 − λs K̂(s) ( 1 − x 1 + x )_{−s} ds. (2.23)

Kak i ranee, ispol~zuØ rezol~ventu, moßno izbeßat~ vyqisleniØ preobrazovaniØ ot pravoæ qasti. Imenno, oboznaqim 1 − R̂_λ(s) = ( 1 − λsK̂(s) )_{−1} . Togda (2.23) moßno zapisat~ v vide: u(x) = g(x) − 1∫ −1 2 g(t) 1 − x^2 R_λ ( x − t 1 − xt ) dt. (2.24)

Qto kasaetsØ obwego rexeniØ odnorodnogo uravneniØ u(x) + 1∫ −1 2 1 − t^2 u(t)k ( x − t 1 − xt ) dt = 0, −1 6 x 6 1. (2.25)

to imeet mesto Teorema 2.1. Pust~ funkciØ 1 +^^k(s) v svoeæ polose analitiqnosti imeet korni

s_j kratnosti m_j , j = 1, . . . , N. Togda obwim rexeniem uravneniØ (2.25) ØvlØetsØ funkciØ u(x) = N∑ j=1 ( 1 − x 1 + x )_{−sj} m_j −1∑ l=0 C_{jl} ( ln 1 − x 1 + x )_l , (2.26)

gde C_{jl} – proizvol~nye postoØnnye.

V qastnosti, uravnenie (2.25) zavedomo ne imeet rexeniæ, ograniqennyh na oboih koncah intervala. Dokazatel~stvo oqevidno v silu formul (1.10) i (1.21).

Uravnenie kryla samoleta Vaßnym primerom uravneniØ (2.21) ØvlØetsØ uravnenie nesuweæ linii PrandtlØ na otrezke pri paraboliqeskom raspredelenii hordy kryla [11, 10]:

σ(x) + (1 − x^2) p_0 2π 1∫ −1 σ^′(t) x − t dt = p_0 (1 − x^2)H_0(x), σ(±1) = 0. (2.27)

Uravnenie (2.27) opisyvaet raspredelenie cirkulØcii σ(x) na kryle s hordoæ

(1 − x^2)p_0 v nabega¸wem potoke H_0(x). Po fiziqeskomu smyslu p_0 > 0. Uravne-

nie (2.27) bylo pred¨Øvleno v [10] kak novyæ sluqaæ ffffektivnogo rexeniØ. Issledovanie v [10] velos~ putem zameny (1.3), svedeniØ uravneniØ na poluos~ i primenenii, dalee, preobrazovaniØ Mellina. Zdes~ my pokaßem, qto gorazdo udobnee rabotat~ neposredstvenno v terminah integral~nogo preobrazovaniØ na otrezke.

V silu kraevyh usloviæ σ(±1) = 0, moßno perepisat~ (2.27) v vide, udobnom dlØ primeneniØ preobrazovaniØ P: σ(x) + p_0 2π 1∫ −1 σ^′(t) 1 − xt x − t dt = p_0 (1 − x^2)H_0(x). (2.28)

Teper~ vidno, qto uravnenie (2.28) v toqnosti sootvetsvuet tipu uravneniæ (2.21). Formula (2.22) v dannom sluqae imeet vid σ̂(s) ( 1 + p_0 2^{−1} π^{−1}s P[1/x](s) ) = P[(1 − x^2)H_0(x)](s),

gde preobrazovanie Ødra moßet byt~ vyqisleno po formule (1.9). Sledovatel~- no, dlØ obraza rexeniØ poluqaem algebraiqeskoe uravnenie:

σ̂(s) (1 + p_0sctg πs) = 2 p_0 1∫ −1 ( 1 − x 1 + x )_s H_0(x) dx, Re s ∈ (−1, 1) ∩ (a, b), (2.29)

gde (a, b) – polosa, gde suwestvuet pravaØ qast~ (2.29). V qastnosti, esli funkciØ H_0 ograniqena na intervale [−1, 1], to Re s ∈ (−1, 1). Rexenie uravneniØ (2.27) iwetsØ v klasse funkciæ, isqeza¸wih na oboih koncah. Pofftomu, nesmotrØ na to, qto harakteristiqeskoe uravnenie 1 + p_0sctg πs = 0 imeet dva kornØ

±β_1 na intervale (−1, 1), i odnorodnoe uravnenie formal~no udovletvorØetsØ

funkcieæ A ( 1 − x 1 + x )_{β1} + B ( 1 − x 1 + x )_{−β1} , v rassmatrivaemom klasse u odnorodnogo uravneniØ rexeniæ net. Rexenie neodnorodnogo uravneniØ (2.27) opredelØetsØ iz (2.29) pri pomowi obwego pravila (2.4):

σ(x) = 2 ∞∑ k=1 ( 1 − x 1 + x )_{βk} p_0β_k πp^2_0β^2_k + π + 1 x∫ −1 ( 1 − y 1 + y )_{−βk} H_0(y) dy, x > 0, σ(x) = −2 ∞∑ k=1 ( 1 − x 1 + x )_{−βk} p_0β_k πp^2_0β^2_k + π + 1 1∫ x ( 1 − y 1 + y )_{βk} H_0(y) dy, x < 0, gde β_k – poloßitel~nye korni harakteristiqeskogo uravneniØ.

V [10] izuqeny mnogie drugie sluqai ffffektivnogo rexeniØ uravneniØ PrandtlØ. Vse oni, faktiqeski, mogut byt~ rexeny prØmym primeneniem preobrazovaniØ P.

SingulØrnoe uravnenie Trikomi i ego obobweniØ Drugim primerom, demonstriru¸wim preimuwestva ispol~zovaniØ preobrazovaniØ P, ØvlØetsØ rexenie obobwennogo singulØrnogo uravneniØ Trikomi. Sobstvenno uravnenie Trikomi sootvetstvuet (sm. [7, 1, 12]) sluqa¸ λ = μ. u(x) + μ π 1∫ −1 u(t) 1 x − t dt + λ π 1∫ −1 u(t) 1 1 − xt dt = f(x). (2.30)

UprowaØ original~nye rassußdeniØ F. Trikomi, S. G. Mihlin (sm. [7]), rassmatrivaet (2.30) pri λ = μ, kak uravnenie s cikliqeskoæ gruppoæ, svodØ ego k kraevoæ zadaqe Rimana na osi s razryvnym kofffficientom. Po konspektivnomu izloßeni¸ [7] vidno, naskol~ko ffto vse ße trudoemko. Krome fftogo, sposob rexeniØ S. G. Mihlina ne primenim pri λ ≠ μ. DlØ nas suwestvenno, qto (2.30) moßno zapisat~ kak uravnenie svertki otnositel~no preobrazovaniØ P. Deæstvitel~no, oboznaqim v(x) = √ 1 − x^2 u(x), g(x) = √ 1 − x^2 f(x) i perepixem

uravnenie (2.30) v vide: v(x)+ μ π 1∫ −1 v(t) 1 − t^2 √ (1 − x^2)(1 − t^2) x − t dt+ λ π 1∫ −1 v(t) 1 − t^2 √ (1 − x^2)(1 − t^2) 1 − xt dt = g(x). (2.31)

Vidno, qto Ødra v integral~nyh operatorah sootvetstvu¸t ukazannym v tablice (1.27). Sootvetstvenno, funkcii, vvedennye v (2.17) takovy: Z(x) = √ 1 − x^2, K(η) = π^{−1} ( λ √ 1 − η^2 + μη^{−1} √ 1 − η^2 ) . VyroßdennaØ qast~ otsutstvuet. Primeniv preobrazovanie P, srazu poluqim dlØ obraza sledu¸wee algebraiqeskoe uravnenie: v̂(s) ( 1 + λ sec πs − μtgπs ) = ĝ(s), −1/2 < Re s < 1/2. Polosa analitiqnosti Π = {−1/2 < Re s < 1/2} opredelilas~ iz usloviØ suwestvovaniØ preobrazovaniØ P dlØ funkciæ (1 − x^2)^{1/2} i x^{−1}(1 − x^2)^{1/2}, priqem poslednØØ ponimaetsØ v smysle glavnogo znaqeniØ:^3 2 1∫ −1 ( 1 − x 1 + x )_s 1 √ 1 − x^2 dx = 2π sec πs;

3 Strogo govorØ, polosa analitiqnosti opredelØetsØ pereseqeniem polosy Π i polosy a < Re s < b, gde suwestvuet ĝ(s). Qtoby ne zagromoßdat~ izloßenie, budem sqitat~ polosu analitiqnosti maksimal~noæ.

2 1∫ −1 ( 1 − x 1 + x )_s 1 x √ 1 − x^2 dx = −2πtgπs. Pust~ s_{1,2} – korni uravneniØ 1 + λ sec πs − μtgπs = 0 v polose analitiqnosti. Oboznaqiv y = tg(πs/2), poluqim kvadratnoe uravnenie (λ−1)y^2−2μy+(1+λ) = 0. Takim obrazom, imeem dva semeæstva nuleæ

s_{1,k} = 2 π arctg μ + √ μ^2 − λ^2 + 1 λ − 1 + 2k

s_{2,k} = 2 π arctg μ − √ μ^2 − λ^2 + 1 λ − 1 + 2k. Poskol~ku xirina polosy analitiqnosti ravna 1, a period oboih semeæstv raven 2, to vozmoßny qetyre razliqnyh sluqaØ: (i) v polose est~ dva razliqnyh kornØ, (ii) v polose est~ odin koren~, a vtoroæ vne polosy, (iii) v polose est~ odin dvukratnyæ koren~ i (iv) v polose net ni odnogo kornØ. Teorema 2.1 pozvolØet postroit~ rexenie odnorodnogo uravneniØ vo vseh upomØnutyh sluqaØh:

v_0(x) = c_1 ( 1 − x 1 + x )_{−s1} + c_2 ( 1 − x 1 + x )_{−s2} (i) c_1 ( 1 − x 1 + x )_{−s1} (ii) ( 1 − x 1 + x )_{−s1} ( c_1 + c_2 ln 1 − x 1 + x ) (iii)

0 (iv).

(2.32)

Otmetim, qto kanoniqeskomu uravneni¸ Trikomi sootvetstvuet libo sluqaæ

(ii), libo (iv), poskol~ku pri λ = ±μ odin iz korneæ raven ±1/2 i, sledova-

tel~no, vsegda leßit vne polosy. Otmetim takße, qto v literature rassmotrenie rexeniØ odnorodnogo uravneniØ soprØßeno so znaqitel~nymi netoqnostØmi. Naprimer, S. G. Mihlin [7] privodit otvet, gde rexenie odnorodnogo uravneniØ vsegda suwestvuet (t.e. vsegda imeet mesto sluqaæ (ii)), a M. B. Kapileviq [1], naoborot, pixet, qto rexenie uravneniØ Trikomi edinstvenno (t.e. vsegda imeet mesto sluqaæ (iv)). V sluqae vewestvennogo parametra λ vernyæ otvet priveden u F. Trikomi [12]. Odnako opravdanie fftogo otveta bylo dano ne sovsem korrektno. Toqnye rassußdeniØ privedeny tam ße v primeqanii perevodqika F. FranklØ.

Takim obrazom, obwee rexenie uravneniØ (2.30) daetsØ formuloæ: u(x) = 1 √ 1 − x^2 v_0(x) + 1 2πi c+i∞∫

c−i∞ ĝ(s) 1 + λ sec πs − μtgπs ( 1 − x 1 + x )_{−s} ds . (2.33)

Uravnenie Lavrent~eva–Bicadze Privedem ewe odin primer zadaqi, vstretivxiæsØ pri issledovanii uravneniæ smexannogo tipa (sm. [5]): λφ(t) = 1 π 1∫ 0 ( 1 τ − t + 1 − 2τ τ + t − 2τ t ) φ(τ ) dτ. (2.34)

F. D. Gahov rekomenduet rexat~ ego, kak uravnenie s cikliqeskoæ gruppoæ, svodØ k kraevoæ zadaqe na razomknutom konture. Pokaßem, qto (2.34) takße ØvlØetsØ uravneniem svertki, otnositel~no preobrazovaniØ P. Deæstvitel~no, oboznaqaØ x = 2t − 1, ψ(x) = φ ( (1 + x)/2 ) (1 − x^2), poluqim:

λψ(x) = 1 π 1∫ −1 ψ(ξ) 1 − ξ^2

(1 − ξ^2)(1 − x^2) (ξ − x)(1 − ξx) dξ. (2.35)

PrimenØØ k (2.35) preobrazovanie P, naædem: ψ̂(s) ( λ + tg πs 2 ) = 0, −1 < Re s < 1.

Pust~ s_0 – koren~ (on suwestvuet i edinstvenen) uravneniØ tg^{πs}_2 +λ = 0, leßawiæ v polose analitiqnosti. Rexeniem uravneniØ (2.34) ØvlØetsØ funkciØ φ(t) = At^{−s0−1}(1 − t)^{s0−1}. Uravnenie AbelØ i ego obobweniØ Obobwennoe uravneniØ AbelØ [5]: a x∫ α u(t) dt (x − t)^μ + b β∫ x u(t) dt (t − x)^μ = f(x), 0 < μ < 1, zapixem vide_β ∫ α c_1 + c_2sign(x − t) |x − t|^μ u(t) dt = f(x). (2.36)

Lineænoæ zamenoæ delo svoditsØ k sluqa¸ α = −1, β = 1 bez izmeneniØ struktury uravneniØ. Dalee zametim, qto pri uslovii −1 < x, t < 1

sign(x − t) = sign ( x − t 1 − xt ) . (2.37)

Nakonec, vvedem novu¸ iskomu¸ funkci¸ v(t) = u(t)(1 − t^2)^{1−μ/2} i novu¸ pravu¸ qast~ g(x) = f(x)(1 − t^2)^{μ/2}. Takim obrazom, uravnenie (2.36) svelos~ k vidu, prigodnomu dlØ primeneniØ preobrazovaniØ P: 1∫ −1 ( c_1 + c_2sign ( x − t 1 − xt )) | | | | √ (1 − x^2)(1 − t^2) x − t | | | | μ 2v(t) 1 − t^2 dt = g(x). (2.38)

Primenenie preobrazovaniØ P svodit uravnenie (2.38) k prostoæ algebraiqeskoæ zadaqe: v̂(s) ∞∫ 0 ξ^{s−1} ( c_1 + c_2sign(1 − ξ) ) | | | | 2 √ ξ 1 − ξ | | | | μ dξ = ĝ(s), −μ/2 < Re s < μ/2. Posledniæ integral vyqislØetsØ: ∞∫ 0 ξ^{s−1} ( c_1 + c_2sign(1 − ξ) ) | | | 2 √ ξ 1 − ξ | | | μ dξ = A Γ(s + μ/2) Γ(−s + μ/2) Γ(φ + s) Γ(1 − φ − s) , gde A i φ – postoØnnye,vyraßaemye qerez c_1, c_2, μ:

A = π^{−1}2^μΓ(1 − μ) √ c^2_1 sin^2 πμ 2 + c^2 cos^2 πμ 2 ; tgπφ = − c_1 c_2 tg πμ 2 . Rassmotrennye primery pozvolØ¸t pred¨Øvit~ ves~ma obwiæ vid integral~- nyh uravneniæ na otrezke, rexaemyæ putem primeneniØ preobrazovaniØ P: φ(x) + N∑ k=1 1∫ −1 φ(t) (1 − t^2)^{αk} (1 − x^2)^{βk} |x − t|^{μk} (1 − xt)^{λk} V_k ( x − t 1 − xt ) dt = f(x),

1 + α_k − μ_k + λ_k 2 = μ_k + λ_k 2 − β_k = γ, (2.39)

gde γ ne zavisit ot k.

Odin iz primerov – ffto ewe odno uravnenie^4, ispol~zovannoe F. Trikomi [12] pri issledovanii smexannyh kraevyh zadaq: μ π x∫ −1 u(t) (x − t)^{1/3} dt + λ π 1∫ −1 u(t) [ 1 |x − t|^{1/3} − 1 (1 − xt)^{1/3} ] dt = f(x). V originale F. Trikomi rexaet ffto uravnenie putem ves~ma tonkih i netrivial~nyh vykladok s ispol~zovaniem razloßeniæ po mnogoqlenam Gegenbauffra. ˚sno, qto dlØ naxego sposoba rexeniØ ne imeet znaqeniØ ni veliqiny konstant

λ, μ, ni veliqina pokazatelØ.

Sistema singulØrnyh uravneniæ na otrezke Drugoæ vaßnyæ qastnyæ sluqaæ uravneniØ (2.39) – polnoe singulØrnoe uravnenie na otrezke vida φ(x) + λ 1∫ −1 V ( x − t 1 − xt ) φ(t) dt x − t = f(x). (2.40)

V (2.40) moßno sqitat~ φ(x) n-mernym stolbcom, a V (ζ), sootvetstvenno, matriceæ n×n. Otmetim osobo fftot fakt, potomu qto do sih por rassmatrivaemye

4 V [12] issledovany qastnye sluqai μ = 0 i λ = −μ.

sluqai issledovaniØ sistem singulØrnyh integral~nyh uravneniæ na razomknutom konture (sm., naprimer, [4]) kasalis~ lix~ kaqestvennyh rezul~tatov, svØzannyh s regulØrizacieæ i obwim teoretiqeskim izuqeniem matriqnoæ kraevoæ zadaqi Rimana s razryvnymi kofffficientami. Naprimer, uravnenie α u(x) + β u(x) + 2γ π 1∫ −1 u(t) x − t dt = f(x) posle razdeleniØ vewestvennoæ i mnimoæ qasteæ sootvetstvuet sisteme (2.40): ( α_1 + β_1 −α_2 + β_2 α_2 + β_2 α_1 − β_1 ) w(x) + 2 π ( γ_1 −γ_2 γ_2 γ_1

)^1∫ −1 w(t) x − t dt = q(x),

gde α = α_1 + iα_2 . . . , w(x) = ( u_1 u_2 ) (x), = q(x) = ( f_1 f_2 ) (x). Zametim, qto poputno poluqaem recept rexeniØ zadaqi Rimana s kusoqno-postoØnnym matriqnym kofffficientom na vewestvennoæ osi. Deæstvitel~no, rassmotrim sistemu:

u_j (x) + n∑ k=1 λ_{jk} 1∫ −1 u_k(t) dt x − t = f_j (x), j = 1, 2 . . . n. (2.41)

S odnoæ storony, ee rexenie imeet vid:

u(x) = (1 − x^2)^{−1/2}P^{−1} [ (I + Λtgπs)^{−1}ĝ ] (x), Λ = ‖λ_{jk}‖, g_j (x) = (1 − x^2)^{1/2}f_j (x),

s drugoæ – sisteme (2.41) sootvetstvuet matriqnaØ zadaqa Rimana

(I + Λ)Φ^+(ω) − (I − Λ)Φ^−(ω) = f(ω), ω ∈ (−1, 1) Φ^+(ω) = Φ^−(ω), ω ∉ (−1, 1),

gde Φ(z) – kusoqno-golomorfnyæ vektor

Φ_j (z) = 1 2πi 1∫ −1 u_j(t) z − t dt, u(x) = 1 2 ( Φ^+(x) + Φ^−(x) ) . Esli zadaqa (2.41) odnorodnaØ, to qislo rexeniæ opredelitsØ koliqestvom korneæ uravneniØ det ‖I + Λtgπs‖ = 0 v polose |Re s| < 1/2. UravneniØ, soderßawie antisvertku Zametim, qto svoæstvo (1.26) pozvolØet rassmotret~ uravneniØ vida u(x) + λ 1∫ −1 2u(t) 1 − t^2 K ( x − t 1 − xt ) dt + μ 1∫ −1 2u(t) 1 − t^2 V ( x + t 1 + xt ) dt = f(x). (2.42)

Privedem v kaqestve primera (skalØrnoe) uravnenie u(x) + 2λ π 1∫ −1 u(t) x + t dt = f(x).

VvodØ novye funkcii v(x) = √ 1 − x^2u(x), g(x) = √ 1 − x^2f(x), posle primeneniØ

preobrazovaniØ P poluqim: v̂(s) + λv̂(−s)tgπs = ĝ(s), −1/2 < Re s < 1/2. DelaØ, dalee, zamenu s → −s, poluqim sistemu uravneniæ 2 × 2 funkciæ v(s),

v(−s). Sledovatel~no,

v̂(s) = ĝ(s) − λtgπsĝ(−s) 1 + λ^2tg^2πs . Pri vewestvennom λ odnorodnoe uravnenie ne imeet rexeniæ.

§3. Integral~nye uravneniØ s trigonometriqeskimi Ødrami Rassmotrim singulØrnoe uravnenie vida u(θ) + λ 2π π∫ 0 u(φ) sin^{θ−φ}_2 dφ = f(θ). (3.1)

Zamenami x = cos θ, t = cos φ ono svoditsØ k uravneni¸ svertki otnositel~no preobrazovaniØ P: u(x) − λ √ 2π 1∫ −1 2 u(t)sign(t − x) √ 1 − t^2 √ 1 − xt − √ (1 − x^2)(1 − t^2) dt = f(x). VvodØ novye funkcii v(x) = (1 − x^2)^{1/4}u(x), g(x) = (1 − x^2)^{1/4}f(x), poluqim: v(x) − λ 2 √ 2π 1∫ −1 2 v(t)sign (_{t−x} 1−xt ) dt (1 − t^2) √_{1−xt} √_{(1−x2)(1−t2)} − 1 = g(x). DeæstvuØ na poluqennoe uravnenie preobrazovaniem P, poluqim: v̂(s)(1 + λtg2πs) = ĝ(s), −1/4 < Re s < 1/4. Rexenie, dalee, opredelØetsØ obratnym preobrazovaniem. Otmetim nekotorye qastnye sluqai. Vo-pervyh, privedem rexenie odnorodnogo uravneniØ (3.1):

u_0(θ) = 1 √ sin θ ( tg θ 2 )_{−2s0} , gde s_0 – koren~ uravneniØ 1 + λtg2πs = 0, leßawiæ v polose −1/4 < Re s_0 < 1/4. Vo-vtoryh, privedem ewe formulu obraweniØ dlØ singulØrnogo operatora v (3.1). Imenno, pust~ 1 2π π∫ 0 u(φ) sin^{θ−φ}_2 dφ = f(θ). (3.2)

Togda u(φ) = 1 2π π∫ 0

√ ctg^φ_2 tg^θ_2 f(θ)

sin^{θ−φ}_2 dθ + C √ sin φ ,

gde vtoroe slagaemoe – obwee rexenie odnorodnogo uravneniØ (3.2).

Otmetim obobwenie uravneniØ (3.1): u(θ) + λ 2π π∫ 0 u(φ) sin^{θ−φ}_2 dφ + μ 2π π∫ 0 u(φ) sin^{θ+φ}_2 dφ = f(θ), (3.3)

ime¸wee smysl (po harakteru Øder) trigonometriqeskogo analoga uravneniØ (2.30). Dobavlenie v (3.3) slagaemyh, soderßawih sec(θ ± φ)/2 privedet nas k trigonometriqeskomu analogu uravneniØ (2.42).

§4. SingulØrnye zadaqi na sfere

Shodnym obrazom moßno rassmatrivat~ nekotorye zadaqi na sfere. Rassto- Ønie meßdu dvumØ toqkami na ediniqnoæ sfere s = (θ, φ) i s^′ = (θ^′, φ^′) imeet vid:

R_{ss}0 = √ 1 − cos θ cos θ^′ − sin θ sin θ^′ cos(φ − φ^′),

kotoroe my preobrazuem k vidu (x = cos θ, t = cos θ^′):

R_{ss}0 = [ (1 − x^2)(1 − t^2) ]_{1/4} √ 1 − xt √ (1 − x^2)(1 − t^2) − cos(φ − φ^′). Takim obrazom, primenØØ posledovatel~no diskretnoe preobrazovanie Fur~e po peremennoæ φ i preobrazovanie P po peremennoæ x, poluqim algebraiqeskie uravneniØ dlØ kaßdoæ garmoniki. Privedem primer. Rassmotrim dvumernoe singulØrnoe uravnenie na ediniqnoæ sfere S: u(s) + λ ∫ S u(s^′) sign(θ − θ^′) ds^′

R^2_{ss}0

= f(s). (4.1)

V koordinatah (θ, φ) uravnenie (4.1) imeet vid: u(θ, φ) + λ 2π∫ 0 dφ^′ π∫ 0 dθ^′ sin θ^′ sign(θ − θ^′) u(θ^′ , φ^′) 1 − cos θ cos θ^′ − sin θ sin θ^′ cos(φ − φ^′)

= f(θ, φ). (4.2)

PrimenØØ snaqala k (4.2) obratnoe diskretnoe preobrazovanie Fur~e,^5 zamenØØ peremennye x = cos θ, y = cos θ^′, posle nekotoryh vyqisleniæ poluqim dlØ garmonik odnomernye singulØrnye uravneniØ tipa (2.40):

u_m(x) + 2λ π 1∫ −1 u_m(y) x − y ( |x − y| − (1 − xy) √ (1 − x^2)(1 − y^2) )_{|m|} dy = f_m(x).

5 Diskretnoe preobrazovanie Fur~e (sm. [6]) sopostavlØet 2π-periodiqeskoæ funkcii posledovatel~nost~ ee kofffficientov Fur~e. Imenno:

u(φ) := W [um](φ) = ∞∑ m=−∞ ume^{imφ}, um := W^{−1}[u](m) = 1 2π 2π∫ 0 u(φ)ē^{−imφ} dφ. V dannom sluqae my pol~zuemsØ sledu¸weæ formuloæ: W [umvm] =^1_{2π} ∫_{2π} 0 u(φ^′)v(φ − φ^′) dφ^′.

Oboznaqim, dalee, v_m(y) = √ 1 − y^2u_m(y), g_m(y) = √ 1 − y^2f_m(y) i primenim pre-

obrazovanie P:

v̂_m(s) 1 + 2λ π 1∫ −1 ( 1 − x 1 + x )_s ( |x| − 1 √ 1 − x^2 )_{|m|} dx x √ 1 − x^2 = =v̂_m(s) ( 1 + λA_m(s) ) = ĝ_m(s), −1/2 < Re s < 1/2. VyqisleniØ s pomow~¸ (1.3) pokazyva¸t, qto

A_m(s) = 1 π ∞∫ 0 ξ^{s−1} 2 √ ξ 1 − ξ (| | | 1 − ξ 2 √ ξ | | | − 1 + ξ 2 √ ξ )_{|m|} dξ =

= (−1)^m [ ψ ( |m| + 1 2 + s ) − ψ ( |m| + 1 2 − s )] , gde ψ(z) = Γ^′(z)/Γ(z). Iz integral~noæ formuly ψ ( |m| + 1 2 + s ) − ψ ( |m| + 1 2 − s ) = ∞∫ 0 e^{−|m|t} sh2st sht dt (4.3)

sleduet asimptotika A_m = O ( m^{−1} ) , m → ∞. Rassmotrim posledovatel~nost~ R̂_m(s) = −A_m(s)/(1 + λA_m(s)) i opredelim P-obraz rezol~venty R̂(s, φ) =

W [R̂_m(s)](φ). Posledovatel~no primenØØ teper~ pravila svertki dlØ preobra-

zovaniæ W i P, poluqaem okonqatel~nyæ otvet: u(x, φ) = f(x, φ) + 2λ √ 1 − x^2 2π∫ 0 dφ^′ 1∫ −1 dy f(y, φ^′) √ 1 − y^2 R ( x − y 1 − xy , φ − φ^′ ) . Odnorodnoe uravnenie imeet rexenie

u^{(0)}(x, φ) = 1 √ 1 − x^2 W [ c_m ( 1 − x 1 + x )_{−sm} ] = 1 √ 1 − x^2 ∞∑ m=−∞ c_m ( 1 − x 1 + x )_{−sm} e^{imφ}, (4.4)

gde s_m – korni uravneniæ 1+λA_m(s) = 0 v polose −1/2 < Re s < 1/2, a c_m – posledovatel~nost~ kofffficientov Fur~e proizvol~noæ 2π-periodiqeskoæ funkcii. Na samom dele, moßno pokazat~, qto qislo qlenov rØda (4.4) koneqno. Naprimer, pri vewestvennom λ < |m|/2 uravneniØ 1 + λA_n(s) = 0 ne ime¸t rexeniæ v polose −1/2 < Re s < 1/2 pri n > |m|.

Nametim dokazatel~stvo. Iz integral~nogo predstavleniØ (4.3) sleduet monotonnost~ A_m(s) po argumentu pri kaßdom nomere. Pofftomu A_m(s) prinimaet ffkstremal~nye znaqeniØ v toqkah s = ±1/2. No (−1)^mA_m(±1/2) = ± ( ψ(1+|m|/2)− ψ(|m|/2) ) = ±2/|m| i, sledovatel~no, na otrezke [−1/2, 1/2] funkciØ monotonno

izmenØetsØ ot −|2/m| do |2/m| otkuda i sleduet utverßdenie.

Edinstvennym iskl¸qeniem ØvlØetsØ odnorodnoe uravnenie 1-ogo roda, kotoroe imeet rexeniem funkci¸ u^{(00)}(x, φ) = Φ(φ)(1 − x^2)^{−1/2}, gde Φ – proizvol~naØ na 2π-periodiqeskaØ funkciØ, dopuska¸waØ razloßenie v rØd Fur~e. �to sleduet iz togo, qto korni s^0_m uravneniæ A_m(s) = 0 v polose −1/2 < Re s < 1/2, vse ravny nul¸. Issledovanie neodnorodnogo uravneniØ 1-ogo roda soprØßeno s nekotorymi funkcional~nymi trudnostØmi, svØzannymi s tem, qto rØd W [A^{−1}_m g_m] moßet rashodit~sØ v silu upomØnutoæ vyxe asimptotiki A_m. DlØ shodimosti fftogo rØda sleduet potrebovat~, naprimer, nepreryvnoæ differenciruemosti pravoæ qasti (4.2) po vtoromu argumentu.

Analogiqno rassmatriva¸tsØ obobweniØ uravneniØ AbelØ (2.36) dlØ sfery: ∫ S c_1 + c_2sign(θ − θ^′) R^{2μ}_{ss}0 u(s^′) ds^′ = f(s), 0 < μ < 1. §5. Kraevye zadaqi na sfere dlØ operatora Laplasa–Bel~trami 5.1. Zadaqa Dirihle v oblasti, ograniqennoæ dvumØ meridianami Rassmotrim uravnenie v qastnyh proizvodnyh na ediniqnoæ sfere

Δ_su = 1 sin θ ∂ ∂θ sin θ ∂u ∂θ + 1 sin^2 θ

∂^2u ∂φ^2 = 0, 0 < θ < π, 0 < φ < β; u(θ, 0) = u_1(θ), 0 < θ < π; u(θ, β) = u_2(θ), 0 < θ < π. Zdes~ Δ_s – operator Laplasa–Bel~trami na sfere. Sdelaem zamenu peremennyh

x = cos θ i oboznaqim u(θ, φ) = U(x, φ). Togda oblast~¸ stanet prØmougol~nik Π{x, φ} = [−1, 1] × [0, β], a kraevaØ zadaqa primet vid:

(1 − x^2) ∂ ∂x (1 − x^2) ∂U(x, φ) ∂x + ∂^2U(x, φ) ∂φ^2 = 0, (x, φ) ∈ Π;

U(x, 0) = u_1(x), −1 < x < 1, u_1(±1) = 0; U(x, β) = u_2(x), −1 < x < 1, u_2(±1) = 0.

(5.1)

PrimenØØ k uravneni¸ i kraevym usloviØm v (5.1) preobrazovanie P poluqim: 4s^2 ^U(s, φ) + d^2Û(s, φ) dφ^2 = 0, ^U(s, 0) = û_1(s), ^U(s, β) = û_2(s). (5.2)

Rexenie obyknovennogo differencial~nogo uravneniØ v (5.2) est~ ^U(s, φ) =

A(s)exp{2isφ} + B(s)exp{−2isφ}, gde kofffficienty opredelØ¸tsØ iz kraevyh

usloviæ. Takim obrazom,

^U(s, φ) = û^1(s) sin 2s(β − φ) + û^2(s) sin 2sφ sin 2sβ .

Obrawenie poluqennogo vyraßeniØ proizvoditsØ s pomow~¸ formuly P [( ch ( λ ln 1 − x 1 + x ) + cos γ )_{−1}] (s) =

2π sin(γλ^{−1}s) sin γ sin(πλ^{−1}s) . ˚sno, qto v (5.1) moßno stavit~ na granicah φ = 0 i φ = β l¸bye usloviØ tipa

a U(x, 0) + b (1 − x^2) ∂ ∂x U(x, 0) + c ∂U(x, φ) ∂φ | | | | |_{φ=0} = u_1(x), −1 < x < 1. 5.2. Zadaqa statiqeskoæ teploprovodnosti Rassmotrim, dalee, menee trivial~nu¸ kraevu¸ zadaqu – statiqesku¸ zadaqu teploprovodnosti: na ediniqnoæ sfere proveden razrez po meridianu φ = 0 ot toqki θ = 0 do toqki θ = θ_0; na beregu razreza φ = 0 raspoloßeny istoqniki q(θ) i fftot bereg teploizolirovan ot berega φ = 2π. DlØ funkcii u(θ, φ) rassmatrivaetsØ sledu¸waØ kraevaØ zadaqa: −Δ_su = 0, 0 < θ < π, 0 < φ < 2π, u(θ, 0) = q(θ) u(θ, 2π) = 0 } , 0 < θ < θ_0, u(θ, 0) = u(θ, 2π) u_φ(θ, 0) = u_φ(θ, 2π) } , θ_0 < θ < π. (5.3)

Kak obyqno, sdelaem zamenu peremennyh ξ = cos θ, ξ_0 = cos θ_0 u(θ, φ) = U_1(ξ, φ) i, dalee, x = (ξ − ξ_0)/(1 − ξξ_0), U(x, φ) = U_1(ξ, φ). Togda zadaqa (5.3) priobretet vid: [ (1 − x^2) ∂ ∂x ]_2 U(x, φ) + ∂^2U ∂φ^2 = 0, −1 < x < 1, 0 < φ < 2π, U(x, 0) = q(x) U(x, 2π) = 0 } , −1 < x < 0 U_φ(x, 0) = U_φ(x, 2π) U(x, 0) = U(x, 2π) } , 0 < x < 1. (5.4)

Vvedem teper~ dve novye neizvestnye funkcii:

f_+(x) =

{ neizvestna, 0 6 x < 1 0, −1 < x < 0, f_−(x) = { 0, 0 < x < 1 neizvestna, −1 < x 6 0.

V sootvetstvii s [6] my budem nazyvat~ takie funkcii “odnostoronnimi”. V silu teoremy 1.2 P-obrazy odnostoronnih funkciæ analitiqny v sootvetstvu¸- wih poluploskostØh. Rasprostranim s pomow~¸ funkciæ f_±(x) kraevye usloviØ (5.4) na ves~ otrezok:

U(x, 0) = q_+(x) + f_−(x), U(x, 2π) = f_−(x), U_φ(x, 0) = U_φ(x, 2π) + f_+(x).

(5.5)

Primenim preobrazovanie P po x k uravneni¸ (5.4) i, v polnoæ analogii s predyduwim punktom, predstavim P-obraz rexeniØ v vide:

^U(s, φ) = A(s) cos 2πs + B(s) sin 2πs. (5.6)

Primenenie preobrazovaniØ P k kraevym usloviØm (5.5) daet sledu¸wu¸ sistemu:

^U (s, 0) = Q^+(s) + F^−(s), ^U (s, 2π) = F^−(s), ∂ ^U ∂φ (s, 0) = ∂ ^U ∂φ (s, 2π) + F^+(s),

(5.7)

gde Q^+(s) = P[q_+](s), F^±(s) = P[f_±](s). Podstavim predstavlenie (5.6) v sistemu (5.7) i iskl¸qim iz poluqennogo A(s) i B(s). V rezul~tate na funkcii F^±(s) ostanetsØ lineænaØ zavisimost~:

cos πs F^+(s) − 2s sin πs F^−(s) = Q^+(s)s sin πs, (5.8)

kotoraØ ØvlØetsØ zadaqeæ Rimana na mnimoæ osi. �ta zadaqa otnositsØ k tipu iskl¸qitel~nyh sluqaev, tak kak ee kofffficient imeet na mnimoæ osi nul~ vtorogo porØdka (s = 0) i pol¸s pervogo porØdka (s = i∞). V sootvetstvii s obweæ teorieæ (sm. [6, gl. III]) rexenie zadaqi budet edinstvenno. FaktorizaciØ kofffficienta provoditsØ Øvno v terminah analitiqeskogo prodolßeniØ Γ-funkciæ, odnako posledu¸wie vykladki dostatoqno gromozdki. Poskol~ku izloßenie tehniki rexeniØ zadaqi Rimana ne ØvlØetsØ predmetom nastoØweæ stat~i, my ne budem ih privodit~.

§6. UravneniØ tipa svertki

6.1. Metod zadaqi Rimana Ukazannye ranee v teoreme 1.2 analitiqeskie svoæstva preobrazovaniØ P pozvolØ¸t svodit~ k kraevoæ zadaqe Rimana integral~nye uravneniØ na otrezke “tipa svertki” (1.23).

V oblasti uravneniæ tipa svertki sloßilas~ obwepriznannaØ terminologiØ i tehnika. V celØh podqerkivaniØ analogiqnosti voznika¸wih uravneniæ klassiqeskim uravneniØm tipa svertki na osi, my budem prisvaivat~ im te ße nazvaniØ, qto i v klassiqeskih monografiØh [5] i [6]. Sformuliruem takie uravneniØ na otrezke:

• odnostoronnee uravnenie (tipa Vinera–Hopfa):

f(x) + λ 1∫ x0 V ( x − y 1 − xy ) 2f(y) 1 − y^2 dy = g(x), x_0 < x < 1. (6.1)

• uravnenie s dvumØ Ødrami f(x) + λ x0∫ −1 V ( x − y 1 − xy ) 2f(y) 1 − y^2 dy+

+ μ 1∫ x0 U ( x − y 1 − xy ) 2f(y) 1 − y^2 dy = g(x), −1 < x < 1. (6.2) • parnaØ sistema f(x) + λ 1∫ −1 V ( x − y 1 − xy ) 2f(y) 1 − y^2 dy = g(x), −1 < x < x_0.

f(x) + λ 1∫ −1 U ( x − y 1 − xy ) 2f(y) 1 − y^2 dy = g(x), x_0 < x < 1. (6.3)

V fftih uravneniØh prisutstvuet parametr x_0 ∈ [−1, 1]. Esli x_0 = ±1, to uravneniØ stanovØtsØ uravneniØmi svertki na vsem otrezke. Esli x_0 ≠ ±1, to bez ograniqeniØ obwnosti moßno poloßit~ x_0 = 0. DlØ fftogo dostatoqno proizvesti zamenu peremennyh x := (x − x_0)/(1 − xx_0), y := (y − x_0)/(1 − yx_0). DlØ rexeniØ uravneniæ (6.1)–(6.3) primenØetsØ teorema 1.2 ob analitiqeskih svoæstvah P-obrazov “odnostoronnih” funkciæ, nositel~ kotoryh nahoditsØ libo na otrezke (0, 1), libo na otrezke (−1, 0). V ostal~nom tehnika soverxenno analogiqna razvitoæ v [6] dlØ uravneniæ na osi. Pofftomu my ne budem privodit~ ffti vykladki. Otmetim lix~ sledu¸wu¸ vaßnu¸ dlØ priloßeniæ detal~: mnogie iz rassmotrennyh vyxe uravneniæ (Trikomi, AbelØ, PrandtlØ), rexalis~ ranee svedeniem k kraevym zadaqam Rimana, t.e. oni uße byli “uravneniØmi tipa svertki”. Sledovatel~no, preßniæ metod rexeniØ ne dopuskal obobweniæ. To, qto dlØ preobrazovaniØ P upomØnutye uravneniØ okazalis~ prosto uravneniØmi svertki, pozvolØet rassmatrivat~ ih soderßatel~nye obobweniØ. Naprimer, obobwennomu uravneni¸ Trikomi s qetyr~mØ parametrami

u(x) + 2μ_1 1∫ −1 u(t) 1 x − t dt + 2λ_1 1∫ −1 u(t) 1 1 − xt dt = f(x), −1 < x < 0,

u(x) + 2μ_2 1∫ −1 u(t) 1 x − t dt + 2λ_2 1∫ −1 u(t) 1 1 − xt dt = f(x), 0 < x < 1 (6.4)

sootvetstvuet zadaqa Rimana na mnimoæ osi

F^+(s) − πλ_1 + πμ_1 sin πs + cos πs πλ_2 + πμ_2 sin πs + cos πs

F^−(s) = ĝ(s) π(λ_2 − λ_1) + π(μ_2 − μ_1) sin πs πλ_2 + πμ_2 sin πs + cos πs

, (6.5)

a rexenie opredelØetsØ formuloæ: u(x) = 1 √ 1 − x^2 P^{−1} [ ĝ(s) + F^−(s) 1 + πλ_2 sec πs + πμ_2tgπs ] (x), g(x) = √ 1 − x^2 f(x).

6.2. Metod zadaqi Karlemana Konspektivno opixem uravneniØ, svodØwiesØ k zadaqe Karlemana. Napomnim, qto ffta zadaqa uße vstreqalas~ ranee v p. 2.2. V teorii integral~nyh uravneniæ k fftoæ kraevoæ zadaqe svodØtsØ uravnenie tipa plavnogo perehoda (sm. [6]) i uravneniØ s lineænymi kofffficientami. UravneniØ tipa plavnogo perehoda (svertka opredelena odnim iz ravenstv (1.23), (1.24) ili (1.25)) imeet vid^6:

(1 + x)^ν ( u(x) + [u ∗ K_1](x) ) + (1 − x)^ν ( u(x) + [u ∗ K_2](x) ) = (1 − x^2)^ν g(x). (6.6)

PrimenØØ k (6.6) preobrazovanie P i ispol~zuØ (1.20) poluqim:

û(s + ν) + û(s)

1 + K̂_1(s)

1 + K̂_2(s + ν) = 2 1 + K̂_2(s + ν) 1∫ −1 (1 − x)^{s+ν−1} (1 + x)^{−s−1}g(x) dx. (6.7)

Napomnim, qto zadaqa Karlemana sostoit v opredelenii analitiqeskoæ i ograniqennoæ v polose xirinoæ funkcii û(s) po kraevomu uslovi¸ (6.7). Metody rexeniØ zadaqi Karlemana v obwem vide detal~no opisany v [6] i my na fftom ne ostanavlivaemsØ. Odnako otmetim, qto ispol~zovanie preobrazovaniØ P pozvolØ¸t zapisat~ rexenie neodnorodnoæ zadaqi Karlemana o skaqke putem sledu¸weæ kvadratury. Pust~

A(s + ν) + A(s) = q̂(s) = 1∫ −1 ( 1 − x 1 + x )_s 2q(t) 1 − t^2 dt. (6.8) Togda rexenie moßno predstavit~ v vide A(s) = 1∫ −1 2q(t)(1 − t)^{s−1}(1 + t)^{−s+ν−1} dt (1 − t)^ν + (1 + t)^ν

. (6.9)

V vaßnom qastnom sluqae, pri ν = 1 (6.9) priobretaet vid A(s) = 1∫ −1 ( 1 − x 1 + x )_s q(t) 1 − t dt. (6.10)

Po analogii s differencial~nymi (sm. uravnenie (2.11)), k kraevoæ zadaqe Karlemana svodØtsØ integral~nye uravneniØ, rassmotrennye ranee, s lineænymi kofffficientami. Deæstvitel~no, pust~ dano uravnenie na otrezke

(cx + d) u(x) + (ax + b) [u ∗ k](x) = g(x), x ∈ [−1, 1]. (6.11)

Razdelim (6.11) na (x + 1), primenim preobrazovanie P i vospol~zuemsØ (1.16). My poluqim zadaqu Karlemana v polose 0 < Re s < 1: û(s) ( (c + d) + (a + b) k̂(s) ) + û(s + 1) ( (d − c) + (b − a) k̂(s + 1) ) = ĝ(s) + ĝ(s + 1).

6 V otliqie ot uravneniØ (6.3) uravnenie plavnogo perehoda ne imeet vyraßennoæ toqki izmeneniØ Ødra. Deæstvitel~no, pri x → 1 (6.6) v suwestvennom opredelØetsØ pervym slagaemym, a pri x → −1 – vtorym.

Privedem primer. Izuqim uravnenie so sdvigami u(x) + N∑ k=1 λ_k π 1∫ −1 u(t) t − x − x_k 1 − xx_k dt = 0. (6.12)

Kak i preßde, vvedem novu¸ neizvestnu¸ funkci¸ v(x) = √ 1 − x^2 u(x), novu¸

pravu¸ qast~ g(x) = √ 1 − x^2 f(x) i i zapixem (6.12) v vide:

v(x) + N∑ k=1 (1 − xx_k ) λ_k π 1∫ −1 v(t) 1 − t^2 √ (1 − x^2)(1 − t^2) (t − x) + x_k(1 − tx) dt = 0. (6.13)

DeæstvuØ po privedennomu vyxe receptu, posle nekotoryh vyqisleniæ poluqim odnorodnu¸ zadaqu Karlemana v polose −1/2 < Re s < 1/2: v̂(s) [ 1 + tgπs N∑ k=1 λ_k ( 1 + x_k 1 − x_k )_{s−1/2}] +

+v̂(s + 1) [ 1 + tgπs N∑ k=1 λ_k ( 1 + x_k 1 − x_k )_{s+3/2}] = 0.

(6.14)

FaktorizaciØ kofffficienta v zadaqe (6.14) nahoditsØ ves~ma prosto. Deæstvitel~no, oboznaqim

Q(s) = 1 + tgπs N∑ k=1 λ_k ( 1 + x_k 1 − x_k )_{s−1/2}

i perepixem (6.14) v vide:

v̂(s)Q(s) + v̂(s + 1)Q(s + 2) = 0.

Umnoßim obe qasti poslednego uravneniØ na Q(s+1) i poluqim zadaqu o skaqke:

v̂(s)Q(s)Q(s + 1) + v̂(s + 1)Q(s + 2)Q(s + 1) = 0

Poslednee ravenstvo, faktiqeski, opredelØet analitiqeskoe prodolßenie funkcii v̂(s)Q(s)Q(s + 1) na vs¸ ploskost~. No analitiqeskaØ antiperiodiqeskaØ ograniqennaØ na vseæ ploskosti funkciØ ravna nul¸. Sledovatel~no, odnorodnoe uravnenie (6.12) imeet tol~ko trivial~noe rexenie. Neodnorodnoe uravnenie imeet sledu¸wee edinstvennoe rexenie:

v̂(s) = 1 Q(s) Q(s + 1) P P^{−1} [ Q(s + 1) ( g(s) + g(s + 1) )] (x) x + 1 (s), gde g(x) = √ 1 − x^2 f(x), f(x) – pravaØ qast~.

Priloßenie. Tablica preobrazovaniæ f(x) |^ f(s) = ∫_1 −1 (_{1−x} 1+x )_{s 2} 1−x2 f(x) dx | Polosa analitiqnosti 1 2πi ∫_{γ+i∞} γ−i∞ f̂(s) (_{1−x} 1+x )_{−s} ds |^ f(s) | √ 1 − x^2 | 2π sec πs | −1/2 < Re s < 1/2, √_{1−x2} x | −2πtgπs | −1/2 < Re s < 1/2, ( √_{1−x2} |x| )_μ | | 2 Γ [_{(1−μ)/2} μ/2 ] Γ [_{μ/2+s μ/2−s} 1/2+s 1/2−s ] | | −μ/2 < Re s < μ/2 0 < μ < 1 signx ( √_{1−x2} |x| )_μ | | 2 Γ [_{1−μ/2} (1+μ)/2 ] Γ [_{μ/2+s μ/2−s} s 1−s ] | | −μ/2 < Re s < μ/2 0 < μ < 1 1−x2 x | −2πtg^{πs}_2 | −1 < Re s < 1

signx

√_{(1−x2)}�_{1/2−1} | 2 √ 2πtg2πs | −1/4 < Re s < 1/4 √_{1−x2} x (_{1−|x|} √_{1−x2} )_m | | ψ (^{m+1}_2 + s) − ψ (^{m+1}_2 − s) | −1/2 < Re s < 1/2 m ∈ N ( ch ( λ ln^{1−x}_{1+x} ) + cos γ )_{−1} | |^{2π sin(γλ}�^{1s)}

sin γ sin(πλ�1s) | −|λ| < Re s < |λ| (_{1−x} 1+x )_α + |_1 s+α | Re (s + α) > 0, (_{1−x} 1+x )_{−α} − | −^1_{s−α} | Re (s − α) < 0, 1 | 2πδ(s) | signx | 2/s | 1/x | 2πctg πs | 0 < Re s < 1.

Literatura

1. V. M. Babiq i dr, Lineænye uravneniØ matematiqeskoæ fiziki. — Nauka, M. (1971). 2. ı. A. Bryqkov, A. P. Prudnikov, Integral~nye preobrazovaniØ obobwennyh funkciæ. — Nauka, M. (1978).

3. G. Bffætmen, A. �rdeæi, Vysxie transcendentnye funkcii. — T. 1 (1973); T. 2, Nauka, M.

(1974).

4. N. P. Vekua, Sistemy singulØrnyh integral~nyh uravneniæ. — Nauka, M. (1970). 5. F. D. Gahov, Kraevye zadaqi. — Nauka, M. (1977).

6. F. D. Gahov, ı. I. Qerskiæ, UravneniØ tipa svertki. — Nauka, M. (1978). 7. P. P. Zabreæko i dr., Integral~nye uravneniØ. — Nauka, M. (1968). 8. �. Kamke, Spravoqnik po obyknovennym differencial~nym uravneniØm. — Nauka, M. (1976). 9. G. S. Litvinquk, Kraevye zadaqi i singulØrnye integral~nye uravneniØ so sdvigom. — Nauka, M. (1977).

10. V. E. Petrov, On explicit solutions of the Prandtl equation. — Research Report No: 96/04, University of Sussex, Brighton, UK (1996).

11. K. V. Roßdestvenskiæ, Metod srawivaemyh asimptotiqeskih razloßeniæ v gidrodinamike kryla. — “Sudostroenie”, L. (1979).

12. F. Trikomi, O lineænyh uravneniØh smexannogo tipa. — OGIZ, Gostehizdat (1947). 13. M. V. Fedor¸k, Asimptotika: integraly i rØdy. — Nauka, M. (1987).