POMI PREPRINT — 14/2005

O GRUPPE GROTENDIKA ODNOSV˚ZNYH POLUPROSTYH ALGEBRAIQESKIH GRUPP

O. B. Podkopaev

Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

matematiko-mehaniqeskiæ fakul~tet

SentØbr~ 2005

ABSTRACT V nastoØweæ rabote vyqislØ¸tsØ gruppy K_0(G) dlØ odnosvØznyh poluprostyh algebraiqeskih grupp G nad proizvol~nym polem F . OkazyvaetsØ, qto ffti gruppy izomorfny Z= K_0(Spec(F )), priqem izomorfizm inducirovan strukturnym morfizmom. V kaqestve sledstviØ vyvoditsØ trivial~nost~ grupp Qßou CH^1(G) i CH^2(G).

V nastoØweæ rabote vyqislØ¸tsØ gruppy K_0(G) dlØ odnosvØznyh poluprostyh algebraiqeskih grupp G nad proizvol~nym polem F . Toqnee, ustanavlivaetsØ estestvennyæ izomorfizm

K_0(F )^{∼=}→ K_0(G),

inducirovannyæ strukturnym morfizmom G → Spec F .

OdnosvØznye poluprostye algebraiqeskie gruppy ØvlØ¸tsØ skruqennymi formami F -raswepimyh grupp. V qasti 2 dokazatel~stvo osnovnogo rezul~tata dlØ proizvol~noæ takoæ gruppy svoditsØ k dvum sluqaØm:

1. G – gruppa vnutrennego tipa 2. G – F -kvaziraswepimaØ gruppa.

Pervyæ sluqaæ byl polnost~¸ rassmotren I. A. Paninym [8]. V qasti 1 rassmatrivaetsØ sluqaæ kvaziraswepimoæ gruppy G. Dokazatel~- stvo ispol~zuet vyqislenie K-teorii flagovyh mnogoobraziæ (v dannom sluqae, mnogoobraziæ G/B, gde B – F -opredelennaØ borelevskaØ podgruppa G), provedennoe I. A. Paninym [7]. V punkte 1.2 ustanavlivaetsØ s¸r¨ektivnost~ estestvennogo gomomorfizma K_0(G/B) → K_0(G). Suwestvennym obrazom ispol~zuetsØ gomomorfizm ograniqeniØ

res : K_0(G, G/B) → K_0(G),

gde K_0(G, G/B) – ffkvivariantnaØ K-gruppa mnogoobraziØ G/B. �kvivariantnaØ K-teoriØ byla opredelena R. Tomasonom ([11]). Im ße dokazany ee osnovnye svoæstva. Merkur~evym [5] izuqalis~ shodnye voprosy.

V qasti 3 formuliru¸tsØ i dokazyva¸tsØ nekotorye sledstviØ osnovnogo rezul~tata. V qastnosti, dokazyvaetsØ trivial~nost~ grupp Qßou CH^1(G) i CH^2(G). CH^1(G) = 0 – izvestnyæ rezul~tat Voskresenskogo [3].

V fftom tekste budut ispol~zovat~sØ sledu¸wie oboznaqeniØ: F – pole;

D – central~naØ prostaØ F -algebra;

Slovo “shema” budet oznaqat~ otdelimu¸ neterovu F -shemu koneqnoæ razmernosti KrullØ;

M(X, D) – kategoriØ kogerentnyh levyh O_X ⊗_F D-moduleæ;

P(X, D) – kategoriØ lokal~no proektivnyh kogerentnyh levyh O_X ⊗_F D-moduleæ; K^′_0(X, D) = K(M(X, D)); K_0(X, D) = K(P(X, D)). 1. Kvaziraswepimyæ sluqaæ 1.1. K^′_0(G) = K^′_0(G/U)

Pust~ G – F -kvaziraswepimaØ algebraiqeskaØ gruppa, pust~ B – F -opredelennaØ borelevskaØ podgruppa G, U ⊆ G – unipotentnyæ radikal B. Pust~ p_U : G → G/U – estestvennaØ proekciØ.

Lemma 1. p^∗_U : K^′_0(G/U) → K^′_0(G) – izomorfizm. Dokazatel~stvo. Rassmotrim rØd U = U_0 ⊇ U_1 ⊇ . . . ⊇ U_n ⊇ {1} takoæ, qto U_i opredeleny nad F i U_i/U_{i+1} ∼= G_{a,F} (sm. [1]). Morfizm p_U : G → G/U raskladyvaetsØ v kompozici¸

p_U = p_0 ∘ p_1 ∘ . . . ∘ p_n,

gde p_i : G/U_{i+1} → G/U_i – estestvennaØ proekciØ. Tem samym p^∗_U = p^∗_n ∘ p^∗_{n−1} ∘ . . . ∘ p^∗_0. Pokaßem, qto kaßdyæ gomomorfizm p^∗_i – izomorfizm. Iz fftogo budet sledovat~ utverßdenie lemmy.

p_i : G/U_{i+1} → G/U_i – glavnoe U_i/U_{i+1} ∼= G_{a,F} -rassloenie nad G/U_i, v qastnosti, ffto ploskiæ morfizm. Ego sloæ – glavnoe odnorodnoe G_{a,F} -prostranstvo. Tak kak H^1_{et}(F, G_{a,F} ) = 0

(sm. [6, lemma 4.7]), to sloæ izomorfen G_{a,F} . Togda iz predloßeniØ 4.1 ([4, §7]) sleduet, qto p_i – izomorfizm. �

1.2. S¸r¨ektivnost~ gomomorfizma K0(F) → K0(G)

Pust~ v predpoloßeniØh lemmy 1 B soderßit maksimal~nyæ tor T . Soglasno teoreme 10.6 [1], B/U – tor nad F . Legko videt~, qto estestvennyæ gomomorfizm T → B/U – izomorfizm.

Lemma 2. X(T ) = Homgr (T, Gm,F ) – permutacionnyæ Gal Fsep/F -modul~. Dokazatel~stvo. Nußno dokazat~, qto v X(T ) est~ Z-bazis, na kotorom

Gal F_{sep}/F deæstvuet perestanovkoæ. Pust~ Φ – sistema korneæ G_{sep} otnositel~no T_{sep}. Pust~ Δ = {ε_1, . . . , ε_n} – sistema prostyh korneæ, opredelennaØ borelevskoæ podgruppoæ B_{sep}. Pust~ {π_1, . . . , π_n} – sistema fundamental~nyh vesov otnositel~no Δ. �to Z-bazis rexetki X(T ). Pokaßem, qto Gal F_{sep}/F deæstvuet na nem perestanovkoæ. Deæstvitel~no, deæstvie Gal F_{sep}/F na G_{sep} perevodit v sebØ B_{sep}, tem samym Gal F_{sep}/F perestavlØet ε_1, . . . , ε_n, a sledovatel~no i π_1, . . . , π_n. � Sledstvie 1. Suwestvuet otkrytoe vloßenie j : B/U → A^n_F . Dokazatel~stvo. Pust~ X – koneqnoe Gal Fsep/F -mnoßestvo {π1, . . . , πn}. Polo- ßim E = Map(X, F_{sep})^{Gal Fsep/F} .

�to koneqnomernaØ kommutativnaØ separabel~naØ F -algebra (sm. [2, Ch. 4 à 7]). Iz predloßeniØ 4.7. [3] sleduet, qto v usloviØh lemmy T ∼= R_{E/F} G_m, gde R_{E/F} – funktor spuska po Veæl¸ (sm. [15, glava 4]). Pust~ j^′ : G_{m,E} → A^n_E

– estestvennoe otkrytoe vloßenie. Po svoæstvu 4.9(e) [15],

j = R_{E/F} j^′ : T = R_{E/F} G_{m,E} → R_{E/F} A^1_E ∼= n∏ i=1 A^1_F

– takße otkrytoe vloßenie. �

Rassmotrim estestvennu¸ proekci¸ p : G/U → G/B. Ona snabßena strukturoæ glavnogo B/U-rassloeniØ nad G/B. H^1_{et}(F, G_{m,F} × . . . × G_{m,F} ) = 0, sledovatel~no, sloæ p izomorfen B/U. Soglasno sledstvi¸ 1, suwestvuet otkrytoe vloßenie j : B/U → A^n_F . Horoxo izvestno qto suwestvovanie j vleqet suwestvovanie posloænogo otkrytogo vloßeniØ J : G/U → E, gde E – rassloenie na affinnye prostranstva, associirovannoe s p.

Predloßenie 1. Gomomorfizm p^∗ : K^′_0(G/B) → K^′_0(G/U) s¸r¨ektiven. Dokazatel~stvo. Pust~ p^′ : E → G/B – proekciØ. Rassmotrim diagrammu: G/U^J−→ E p ↘ ↙ p^′ G/B Diagramma kommutativna, t.k. J – posloænoe vloßenie. Takim obrazom

p^∗ = (p^′ ∘ J)^∗ = J^∗ ∘ (p^′)^∗.

Iz predloßeniØ 4.1 [4, §7] sleduet, qto (p^′)^∗ – izomorfizm. Soglasno predloßeni¸ 3.2. [4, §7] gomomorfizm J^∗ s¸r¨ektiven. Znaqit i p^∗ s¸r¨ektiven. � 1.3. Funktor Ind

Pust~ G proizvol~naØ algebraiqeskaØ gruppa nad F i P ⊆ G – zamknutaØ podgruppa. Pust~ E/F – koneqnomernaØ kommutativnaØ separabel~naØ F -algebra. Pust~:

(1) Rep (P, E) – kategoriØ koneqnomernyh E-racional~nyh lineænyh predstavleniæ gruppy P .

(2) Vect (G/P, E) – kategoriØ vektornyh rassloeniæ nad G/P s E-modul~noæ strukturoæ.

V sluqae E = F ffti kategorii my budem oboznaqat~ sootvetstvenno Rep (P ) i Vect (G/P ).

Napomnim konstrukci¸ funktora Ind : Rep(P, E) → Vect(G/P, E). Pust~ dano E-racional~noe lineænoe lineænoe P -predstavlenie U. Rassmotrim faktormnogoobrazie (G×U)/P , gde P deæstvuet na G×U po pravilu: (g, u)·p = (gp, p^{−1}u). ProekciØ (G×U)/P → G/P snabßaetsØ strukturoæ vektornogo E-rassloeniØ kanoniqeski. Poloßim: Ind U = (G × U)/P.

Zameqanie. Rassmotrim estestvennu¸ proekci¸ p : G → G/P . �to glavnoe P -

rassloenie nad G/P . Pust~ ono trivializuetsØ nad pokrytiem {U_i}_{i∈I} . Legko videt~, qto Ind U takße trivializuetsØ nad {U_i}_{i∈I} . Pust~ {h_{ij}}_{i,j} : U_{ij} → P – skleiva¸wiæ kocikl dlØ p. Pust~ P → GL_E (U) – predstavlenie. Togda g_{ij} = r ∘ h_{ij} – skleiva¸wiæ kocikl dlØ Ind U.

Lemma 3. Esli U – trivial~noe predstavlenie P , to Ind U – trivial~noe ras-

sloenie.

Dokazatel~stvo. Pust~ U – trivial~noe n-mernoe predstavlenie P . Nam do-

statoqno ukazat~ n lineæno nezavisimyh seqeniæ s_1, . . . , s_n rassloeniØ Ind U. Pust~ e_1, . . . , e_n – bazis U kak F -prostranstva. Pust~ x ∈ G(F ). Oboznaqim x ∈ (G/P )(F ) obraz x pri proekcii G → G/P . Poloßim s_i(x) = (x, e_i), gde (x, u) – obraz (x, u) pri proekcii G × U → (G × U)/P . �to korrektno opredelØet seqenie s_i, t.k. esli x^′ = xp, p ∈ P , to (x^′, e_i) = (xp, e_i) ∼ (x, pe_i) = (x, e_i) (pe_i = e_i, t.k. predstavlenie trivial~no po uslovi¸). Oqevidno, postroennye seqeniØ lineæno nezavisimy. �

Lemma 4. (1) Ind (U ⊕ V )^∼= Ind (U) ⊕ Ind (V )

(2) Ind (U ⊗_E V ) ∼= Ind (U) ⊗_E Ind (V ).

Dokazatel~stvo. Dokaßem utverßdenie (2), utverßdenie (1) dokazyvaetsØ ana-

logiqno. Pust~ r_1 : P → GL_E (U) i r_2 : P → GL_E(V ) – E-racional~nye predstavleniØ. TrebuetsØ pokazat~, qto rassloeniØ Ind (U ⊗_E V ) i Ind (U) ⊗_E Ind (V ) izomorfny. Oni oba trivializu¸tsØ nad pokrytiem {U_i}_{i∈I} (sm. zameqanie). FunkciØmi perehoda dlØ Ind (U) ØvlØ¸tsØ φ_{ij} = r_1 ∘ h_{ij} . FunkciØmi perehoda dlØ Ind (V ) ØvlØ¸tsØ ψ_{ij} = r_2 ∘ h_{ij} . Takim obrazom, funkcii perehoda dlØ Ind (U) ⊗_E Ind (V ) –

g_{ij} (x) = φ(x) ⊗_E ψ(x) = (r_1 ∘ h_{ij} )(x) ⊗_E (r_2 ∘ h_{ij} )(x).

Oni sovpada¸t s funkciØmi perehoda dlØ Ind (U ⊗_E V ). �

1.4. Kogomologii skruqennyh form G/B

Pust~ G^q – F -kvaziraswepimaØ odnosvØznaØ poluprostaØ algebraiqeskaØ gruppa, B^q ⊆ G^q – borelevskaØ podgruppa, soderßawaØ maksimal~nyæ tor T^q. Suwestvuet estestvennoe deæstvie GalF_{sep}/F na gruppe VeælØ W . Deæstvitel~- no, deæstvie GalF_{sep}/F na G^q_{sep} normalizuet tor T^q_{sep} i ego normalizator N (T^q_{sep}), tem samym induciruet trebuemoe deæstvie na N(T^q_{sep})/T^q_{sep}.

Poloßim E = Map(W, F_{sep})^{Gal Fsep/F} . �to koneqnomernaØ kommutativnaØ separabel~naØ F -algebra (sm. [2, Ch. 4 à 7]).

Pust~ Δ – sistema prostyh korneæ dlØ pary (G^q_{sep}, B^q_{sep}). Pust~ {λ_a | a ∈ Δ} – mnoßestvo fundamental~nyh vesov. Poloßim λ_w = ∏ a∈Δ,w^−1a<0 w^{−1}λ_a. Suwestvuet edinstvennyæ gomomorfizm λ^q : B^q → GL_{1,E}q = R_Eq_{/F} (G_{m,E}q ) takoæ, qto gomomorfizm λ^q_{sep} : B^q_{sep} → (GL_{1,E}q )_{sep} sovpadaet s ∏ w∈W λ_w : B^q_{sep} → ∏ W G_{m,Fsep} posle standartnogo otoßdestvleniØ (GL_{1,E}q )_{sep} s ∏ W G_{m,Fsep} . Gomomorfizm λ^q zadaet predstavlenie Λ^q ∈ Rep (B^q, E^q). Poloßim M^q = Ind (Λ^q).

Pust~ Vect (E^q) – kategoriØ koneqnyh proektivnyh E^q-moduleæ. Pust~ F : Vect (G^q/B^q , E^q) → Vect (G^q /B^q) – funktor “zabyvaniØ” E^q-struktury.

Rassmotrim funktor Φ : Vect (E^q) → Vect (G^q/B^q ), zadannyæ formuloæ: V → F (M^q ⊗_Eq V ).

Teorema 1. Φ induciruet izomorfizm K^′_0(E^q)^{∼=}→ K^′_0(G^q /B^q).

Dokazatel~stvo. Sm. [7, sledstvie 12.4.1.] � 1.5. Sparivanie

Rassmotrim funktor π : Rep (B^q , E^q) × Vect (E^q) → Vect (G^q /B^q), zadannyæ formuloæ (U, V ) → F (Ind U ⊗_Eq V ). �to bitoqnyæ funktor, pofftomu on induciruet gomomorfizm Π : R(B^q , E^q) ⊗_Z K^′_0(E^q) → K^′_0(G^q/B^q ).

Lemma 5. Π – s¸r¨ektivnyæ gomomorfizm.

Dokazatel~stvo. K^′_0(G^q /B^q) poroßdena klassami vektornyh rassloeniæ nad

G^q/B^q. Soglasno teoreme 1 punkta 0.4. v l¸bom takom klasse moßno vybrat~ predstavitelØ vida F (M^q ⊗_Eq V ), V ∈ Vect (E^q). Tak kak M^q = Ind (Λ^q), to fftot predstavitel~ raven π(Λ^q, V ), t.e. leßit v obraze π. PerehodØ k gruppam Grotendika, poluqaem s¸r¨ektivnost~ Π. � Pust~ F^′ : Rep (B^q , E^q) → Rep (B^q )

– funktor “zabyvaniØ” E^q-struktury. Rassmotrim funktor

σ : Rep (B^q , E^q) × Vect (E^q) → Rep (B^q ),

zadannyæ formuloæ (U, V ) → F^′(U ⊗_Eq V ). (Zdes~ V rassmatrivaetsØ kak trivial~noe E^q-racional~noe rassloenie.) �to bitoqnyæ funktor, pofftomu on induciruet gomomorfizm

Σ : R(B^q, E^q) ⊗_Z K^′_0(E^q) → R(B^q ).

Lemma 6. Sledu¸waØ diagramma kommutativna:

R(B^q , E^q) ⊗_Z K^′_0(E^q)^Σ−→ R(B^q ) Π ↘ ↙ Ind K^′_0(G^q /B^q)

Dokazatel~stvo. Dostatoqno proverit~ kommutativnost~ s toqnost~¸ do este-

stvennogo preobrazovaniØ sledu¸weæ diagrammy kategoriæ i funktorov:

Rep (B^q , E^q) × Vect (E^q)^σ−→ Rep (B^q ) π ↘ ↙ ind Vect (G^q/B^q) Po opredeleni¸:

(ind ∘ σ)(U, V ) = ind(F^′(U ⊗_Eq V )) ∼= F (ind(U ⊗_Eq V ))^{(∗)}∼= F (indU ⊗_Eq indV )^{(∗∗)}∼= (∗∗) ∼= F (indU ⊗_{Eq} V ) = π(U, V ). Zdes~ izomorfizm (∗) sleduet iz lemmy 4 punkta 0.3, a izomorfizm (∗∗) sleduet iz lemmy 3 punkta 0.3, t.k. V rassmatrivaetsØ kak trivial~noe rassloenie. Lemma dokazana. �

Sledstvie 2. Gomomorfizm Ind : R(B^q ) → K^′_0(G^q/B^q) s¸r¨ektiven. Dokazatel~stvo. �to sleduet iz lemm 5 i 6. � 1.6.Osnovnoæ rezul~tat v kvaziraswepimom sluqae Predloßenie 2. Pust~ G^q – odnosvØznaØ poluprostaØ F -kvaziraswepimaØ alge-

braiqeskaØ gruppa, q : G^q → Spec (F ) – strukturnyæ morfizm. Togda q^∗ : K^′_0(F ) → K^′_0(G^q) – izomorfizm.

Dokazatel~stvo. Pust~ I : U^q → B^q – vloßenie unipotentnogo radikala B^q.

Rassmotrim diagrammu:

R(B^q )^{Ind Bq} −−−−→ K_0(G^q /B^q) I^∗ p^∗ R(U^q )^{Ind Uq} −−−−→ K_0(G^q/U^q), gde I^∗ – gomomorfizm, inducirovannyæ ograniqeniem predstavleniæ, a gomomorfizm p^∗ inducirovan estestvennoæ proekcieæ p : G^q/U^q → G^q/B^q. Legko videt~, qto diagramma kommutativna.

Rassmotrim funktor Vect F → Rep U^q, sopostavlØ¸wiæ vektornomu prostranstvu V /F trivial~noe predstavlenie U^q v prostranstve V . �tot funktor induciruet izomorfizm χ : K_0(F )^{∼=}→ R(U^q )

(sm. [5, Lemma 1.15]).

Pust~ q^′ : G^q/U^q → Spec(F ) – strukturnyæ morfizm. Pokaßem, qto inducirovannyæ im gomomorfizm

(q^′)^∗ : K_0(F ) → K_0(G^q /U^q)

– izomorfizm. Diagramma:

R(U^q )^{Ind Uq}−→ K_0(G^q /U^q) χ ↘ ↙ (q^′)^∗ K_0(F )

– kommutativna, pofftomu dlØ togo, qtoby pokazat~, qto (q^′)^∗ – izomorfizm, dostatoqno pokazat~, qto Ind_U q – izomorfizm.

1. Pokaßem s¸r¨ektivnost~ Ind_U q . Deæstvitel~no, p^∗ – s¸r¨ekciØ soglasno predloßeni¸ 1 punkta 0.2, gomomorfizm Ind_Bq – s¸r¨ekciØ soglasno sledstvi¸ 2 punkta 0.5. Diagramma (1) kommutativna, sledovatel~no, Ind_U q – s¸r¨ekciØ.

2. Pokaßem in¨ektivnost~ Ind_U q . Pust~ i : pt → G^q/U^q – vloßenie F - racional~noæ toqki. Rassmotrim posledovatel~nost~:

Z= R(U^q )^{Ind Uq}−→ K0(G^q /U^q)^{i∗}−→ K0(pt) = Z.

Legko videt~, qto i^∗ ∘ Ind_U q perevodit 1 v 1. ˚sno, qto ots¸da sleduet in¨ektivnost~ Ind_U q .

Rassmotrim diagrammu:

K_0(G^q /U^q)^{p∗Uq}−→ K_0(G^q ) (q^′)^∗ ↘ ↙ q^∗ K_0(F ) . Zdes~ p^∗_U q – estestvennaØ proekciØ (sm. punkt 0.1). Diagramma kommutativna.

Gomomorfizm (q^′)^∗ – izomorfizm, gomomorfizm p^∗_U q – izomorfizm (s.m. lemmu 1 punkta 0.1), sledovatel~no, q^∗ toße izomorfizm. �

2. Obwiæ sluqaæ 2.1. Osnovnoæ rezul~tat Predloßenie 3. Pust~ G – odnosvØznaØ poluprostaØ algebraiqeskaØ gruppa nad

F . Pust~ S – F -shema. Pust~ p : S ×_{Spec F} G → S – estestvennaØ proekciØ. Togda p^∗ : K^′_0(S) → K^′_0(S ×_{Spec F} G) – izomorfizm.

Dokazatel~stvo. Pokaßem snaqala s¸r¨ektivnost~ p^∗.

Soglasno lemme 2.5 [8], my moßem naæti F -kvaziraswepimu¸ odnosvØznu¸ poluprostu¸ gruppu G^q i 1-kocikl γ : Gal F_{sep}/F → G^q_{Fsep} , gde (G^q_{Fsep} = G^q_{Fsep} /Z(G^q_{Fsep} )), tak qto G = G^q(γ). Pust~ G – glavnoe G^q_{Fsep} – odnorodnoe prostranstvo sootvetstvu¸wee γ. Poloßim X = (G^q /B^q)(γ). Soglasno lemme 3.9 [8], dlØ l¸boæ toqki y ∈ S ×_{Spec F} X imeem G(F (y)) ≠ ?, gde F (y) – pole vyqetov y. Takim obrazom: G_{F (y)} = (G^q (γ))_{F (y)} = G^q_{F (y)}.

Pust~ p_{S×Spec F X} : S ×_{Spec F} X ×_{Spec F} G → S ×_{Spec F} X – estestvennaØ proekciØ. Soglasno lemme 3.11 [8], dlØ dokazatel~stva s¸r¨ektivnosti p^∗ dostatoqno dokazat~ s¸r¨ektivnost~ gomomorfizma p^∗_{S×Spec F X} : K^′_0(S ×_{Spec F} X) → K^′_0(S ×_{Spec F} X ×_{Spec F} G).

Pust~ y ∈ S ×_{Spec F} X – obwaØ toqka. Soglasno predloßeni¸ 2 punkta 1.6 gomomorfizm p^∗_{S×Spec F X} (y) : K^′_0(F (y)) → K^′_0(G_{F (y)}) = K^′_0(G^q_{F (y)}) – s¸r¨ektiven. Znaqit, naædetsØ otkrytoe mnoßestvo U ⊂ S ×_{Spec F} X, tak qto gomomorfizm p^∗_{S×Spec F X} (U) : K^′_0(U) → K^′_0(U ×_{Spec F} G) – s¸r¨ektiven. Poloßim Z = S ×_{Spec F} G − U. Po neterovoæ indukcii my moßem sqitat~, qto p^∗_{S×Spec F X}(Z) : K^′_0(Z) → K^′_0(Z ×_{Spec F} G) – s¸r¨ektiven. Rassmotrim kommutativnu¸ diagrammu: K^′_0(Z)^{i∗1}−−−−→ K^′_0(S ×_F X)^{(j1)∗}−−−−→ K^′_0(U) → 0 p^∗S_×F X (Z) p^∗S×_F X p^∗S×_F X^{(U)} K^′_0(Z ×_F G)^{i∗2}−−−−→ K^′_0(S ×_F X ×_F G)^{(j2)∗}−−−−→ K^′_0(U ×_F G) → 0. Diagramnym poiskom dokazyvaetsØ s¸r¨ektivnost~ p^∗_{S×Spec F X} . Pokaßem in¨ektivnost~ p^∗. Pust~ i : S → S ×_{Spec F} G – vloßenie, zadannoe formuloæ i(s) = (s, 1), s ∈ S. Pust~ i^∗ : K^′_0(S ×_{Spec F} G) → K^′_0(S) – gomomorfizm obratnogo obraza dlØ morfizmov koneqnoæ Tor-razmernosti (sm. [4]). Gomomorfizm i^∗ ∘ p^∗ = (p ∘ i)^∗ : K^′_0(S) → K^′_0(S) raven (p ∘ i)^∗ = id, znaqit, p^∗ in¨ektiven. �

3. PriloßeniØ

Pust~ S_1 i S_2 – F -shemy. Pust~ D – central~naØ prostaØ algebra. Pust~ θ : K^′_0(S_1) → K^′_0(S_2) – gomomorfizm. Opredelenie gomomorfizma θ_D : K^′_0(S_1, D) → K^′_0(S_2, D) dano v punkte 1.3 [8].

Predloßenie 4. Pust~ G – odnosvØznaØ poluprostaØ algebraiqeskaØ gruppa nad

F , p : G → Spec F – strukturnyæ morfizm. Pust~ D – central~naØ prostaØ F - algebra. Togda p^∗_D : K^′_0(D) → K^′_0(G, D) – izomorfizm.

Dokazatel~stvo. Dokazatel~stvo provoditsØ metodami, izloßennymi v ([8,

lemmy 4.5 i 4.6]). �

Sledstvie 3. Rasxirenie skalØrov induciruet izomorfizm: K0(D)^∼= K0(D_{F (G)}). Dokazatel~stvo. Dokazatel~stvo sleduet punktu 5.2 [8]. � Sledstvie 4. Gruppy Qßou CH^1(G) i CH^2(G) trivial~ny.

Dokazatel~stvo. Soglasno predloßeni¸ 3 punkta 2.1 K0(G) = Z. K0(G) →

K_0(F (G)), pofftomu topologiqeskaØ fil~traciØ na K_0(G) trivial~na. Soglasno teoreme Rimana–Roha bez znamenateleæ, gomomorfizm

CH^i(G) → F^iK_0(G)/F^{i+1}K_0(G) → CH^i(G),

zadannyæ formuloæ [Z] → [O_Z ] → [c_i(O_Z )], sovpadaet s umnoßeniem na (−1)^{i−1}(i − 1)!. Tem samym, umnoßenie na (i − 1)! ubivaet Ødro CH^i(G) → F^iK_0(G)/F^{i+1}K_0(G), pofftomu CH^1(G) = CH^2(G) = 0. �

Literatura

1. A. Borel~, Lineænye algebraiqeskie gruppy, Mir, Moskva (1972). 2. N. Bourbaki, Éléments de Mathématique, Algèbre, Masson, Paris (1981). 3. V. E. Voskresenskiæ, Algebraiqeskie tory, Nauka, Moskva (1977).

4. D. Quillen, Higher algebraic K-theory, Algebraic K-theory, 1: Higher K-theories. Proc. Conf. Seattle Res. Center, Battelle Memorial Inst., (1972), Lect. Notes Math. 341, Springer-Verlag, Berlin 1973, pp. 85–147.

5. A. S. Merkur‘ev, Comparison of the equivariant and the ordinary K-theory of algebraic varieties, Algebra Analiz 9, No. 4 (1997), 175–214.

6. Dß. Miln, �tal~nye kogomologii, Mir, Moskva (1983).

7. I. A. Panin, On the algebraic K-theory of twisted flag varieties, K-Theory 8 (1994), 541–585. 8. I. A. Panin, Splitting principle and the K-theory of semisimple simply connected algebraic groups, St.

Petersburg Math. J. 10, No. 1 (1999), 69–101.

9. V. P. Platonov, A. S. Rapinquk, Algebraiqeskie gruppy i teoriØ qisel, Nauka, Moskva (1991).

10. ȷ. P. Serr, Kogomologii Galua, Mir, Moskva (1968).

11. R. Thomason, Algebraic K-theory of group scheme actions. in: Algebraic Topology and Algebraic K- Theory (Princeton NJ, 1983), Princeton Univ. Press, Princeton, NJ (1987), pp. 539–563.

12. U. Fulton, TeoriØ pereseqeniæ, Mir, Moskva (1989). 13. Dß. Hamfri, Lineænye algebraiqeskie gruppy, Nauka, Moskva (1980). 14. J. E. Humphreys, Introduction to Lie Algebras and Representation Theory, Springer-Verlag, New York– Heidelberg–Berlin (1972).

15. C. Scheiderer, Real and Étale Cohomology, Springer-Verlag, Berlin Heidelberg (1994).