pomi preprint - 13/2005

kriterij po–agowoj kalibrowo~noj —kwiwalentnosti deformacij odnorodnyh differencialxnyh operatorow s postoqnnymi ko—fficientami^1

s.p. h—kalo^2

rOSSIJSKAQ aKADEMIQ nAUK sANKT-pETERBURGSKOE OTDELENIE mATEMATI^ESKOGO INSTITUTA IM. w.a. sTEKLOWA ran rossiq, 191023, s.-pETERBURG NABEREVNAQ REKI fONTANKI, 27

sENTQBRX 01, 2005

annotaciq w RABOTE USTANAWLIWAETSQ NEOBHODIMOE I DOSTATO^NOE USLOWIE PO[AGOWOJ KALI- BROWO^NOJ “KWIWALENTNOSTI DEFORMACIJ ODNORODNYH DIFFERENCIALXNYH OPERATOROW S POSTOQNNYMI KO“FFICIENTAMI PRI POMO]I SLAGAEMYH MENX[EGO PORQDKA S PERE- MENNYMI KO“FFICIENTAMI. dLQ DEFORMACIJ W QWNOM WIDE WYPISYWA@TSQ SOOTWET- STWU@]IE QDRA rISSA.

kL@^EWYE SLOWA: ODNORODNYE OPERATORY, DEFORMACII, QDRA rISSA, KALIBROWO^-

NAQ “KWIWALENTNOSTX, PO[AGOWAQ KALIBROWO^NAQ “KWIWALENTNOSTX

1rABOTA WYPOLNENA PRI PODDERVKE "fONDA SODEJSTWIQ OTE^ESTWENNOJ NAUKE" 2e-mail: khekalo@pdmi.ras.ru

1.wWEDENIE. pOSTANOWKA ZADA^I. w SWQZI S ZADA^EJ aDAMARA (SM., NAPRI-

MER, [1],[2],[3]) OB OPISANII G@JGENSOWYH OPERATOROW OKAZYWAETSQ WAVNYM NAHODITX KALIBROWO^NO “KWIWALENTNYE DEFORMACII APRIORI G@JGENSOWYH ODNORODNYH DIFFE- RENCIALXNYH OPERATOROW, OBLADA@]IH QDROM rISSA [4],[5],[6]. pRI “TOM DOSTATO^NYM USLOWIEM KALIBROWO^OJ “KWIWALENTNOSTI OPERATOROW QWLQETSQ TAK NAZYWAEMAQ PO[A- GOWAQ KALIBROWO^NAQ “KWIWALENTNOSTX OPERATOROW [7],[8]. nASTOQ]AQ RABOTA FAKTI- ^ESKI QWLQETSQ PRODOVENIEM RABOTY [8].

nA R^N , N ≥ 2, RASSMOTRIM ODNORODNYJ DIFFERENCIALXNYJ OPERATOR L0 PO- RQDKA K ≥ 2 S POSTOQNNYMI KO“FFICIENTAMI. w [5] UKAZANA FORMALXNAQ PROCEDURA POSTROENIQ QDRA rISSA DLQ L0 W WIDE INTEGRALOW fURXE. pRI “TOM ESTX RQD KONKRET- NYH PRIMEROW KOGDA “TA PROCEDURA PRIWODIT K QWNYM WYRAVENIQM DLQ QDER rISSA

[4],[9].

bUDEM S^ITATX, ^TO OPERATOR L0 OBLADAET QDROM rISSA. —TO ZNA^IT,^TO NA R^N SU]ESTWUET SEMEJSTWO OBOB]ENNYH FUNKCIJ Φ^{(λ)}_0 MEROMORFNYH W OBLASTI Re λ >

λ_0, λ_0 < 0, KOMPLEKSNOGO PARAMETRA λ ∈ C, UDOWLETWORQ@]EE SWOJSTWAM

L_0 Φ^{(λ)}_0 = Φ^{(λ−1)}_0 , Φ^{(0)}_0 = δ

( δ – DELXTA-FUNKCIQ dIRAKA).

pOD DEFORMACIEJ L OPERATORA L0 PONIMAETSQ OPERATOR L = L_0 + ..., POLU^AEMYJ IZ L0 DOBAWLENIEM DIFFERENCIALXNYH OPERATOROW MENX[EGO PORQDKA S PEREMENNYMI KO“FFICIENTAMI (I NE PRIWODIMYJ K L0 “LEMENTARNYMI PREOBRAZOWA- NIQMI [1]).

pUSTX Lk, k ∈ {0} ∪ N, – POSLEDOWATELXNOSTX DEFORMACIJ OPERATORA L0, POD- ^INENNAQ USLOWI@_L

k|_{k=0} ≡ L_0.

bUDEM S^ITATX, ^TO KAVDYJ OPERATOR Lk QWLQETSQ M−KALIBROWO^NO “KWIWA- LENTNYM OPERATORU L0 POSREDSTWOM NEKOTOROJ NENULEWOJ GLADKOJ FUNKCII fk, ZA- WISQ]EJ OT PARAMETRA k. —TO ZNA^IT [4],^TO IMEET MESTO RAWENSTWO

ad^{M +1}_{Lk,L0} f_k = 0, M = M(k) ∈ N, (1)

GDE OPERATOR ad^M_{A,B} C KOSOGO PRISOEDINENNOGO DEJSTWIQ ZADAETSQ REKURRENTNYM SO- OTNO[ENIEM_{adM} A,B C = ad^{M −1}_{A,B} (AC − CB), ad^0_{A,B} C = C. tOGDA OPERATOR Lk, OBLADAET QDROM rISSA, OPISYWAEMYM SLEDU@]EJ TEOREMOJ.

tEOREMA 1 ([5]). pUSTX OPERATOR Lk M−KALIBROWO^NO “KWIWALENTEN

OPERATORU L_0 PRI POMO]I FUNKCII f_k, TOGDA SEMEJSTWO { H^M_{∂t} (f_k) Φ^{(λ)}_k (x, ξ; t) | | t=0 , x, ξ ∈ R^N ; t ∈ R } λ∈C^{, (2)} GDE H^M_{∂t} (f_k) = M∑ s=0 (−1)^s s! ( ad^s_{Lk,L0} f_k ) ∂^s ∂t^s ,

Φ^{(λ)}_k (x, ξ; t) = 1 f_k(ξ) Q∑ i=0 ( λ + i − 1 i ) Φ^{(λ+i)}_0 (x − ξ) t^i

( Q – DOSTATO^NO WELIKO) ZADAET QDRO rISSA DLQ OPERATORA L_k : L_k ( H^M_{∂t} (f_k) Φ^{(λ)}_k (x, ξ; t) | | t=0 ) = H^M_{∂t} (f_k) Φ^{(λ−1)}_k (x, ξ; t) | | t=0 , H^M_{∂t} (f_k) Φ^{(0)}_k (x, ξ; t) | | t=0 = δ(x − ξ). iZ RABOT [4],[10],[6] SLEDUET, ^TO DAVE DLQ KONKRETNYH DEFORMACIJ Lk, PROWER- KA USLOWIQ (1) ZATRUDNITELXNA. pRI “TOM KAKOWA PRIRODA DEFORMACIJ (T.E. PO^EMU DEFORMACII Lk DOLVNY IMETX WPOLNE OPREDELENNYJ WID), DA I WOOB]E, MOVNO-LI POSTROITX KALIBROWO^NO “KWIWALENTNYE DEFORMACII PROIZWOLXNOGO ODNORODNOGO OPE- RATORA L0 – NE QSNO.

w “TOJ SWQZI WOZNIKAET ZADA^A: UKAZATX ALGORITM NAHOVDENIQ KO“FFICIENTOW DEFORMACII Lk, OBLADA@]EJ QDROM rISSA (2)? pODOBNAQ ZADA^A POSTAWLENA W [4].

~ASTNYJ SLU^AJ TAKOJ ZADA^I RE[EN W RABOTE [7], GDE NA OSNOWE METODA fURXE RAZDELENIQ PEREMENNYH I USLOWIJ PO[AGOWOJ KALIBROWO^NOJ “KWIWALENTNOSTI OPERA- TOROW POSTROENY DEFORMACII OPAERATORA L0 PO WYBRANNOMU NAPRAWLENI@ (DEFORMA- CII, KO“FFICIENTY KOTORYH ZAWISQT OT ODNOJ PEREMENNOJ).

w NASTOQ]EJ RABOTE POSTAWLENNAQ ZADA^A RE[ENA NA OSNOWE OPISANIQ NEOBHODI- MOGO I DOSTATO^NOGO USLOWIQ PO[AGOWOJ KALIBROWO^NOJ “KWIWALENTNOSTI OPERATOROW. bOLEE TOGO, KRITERIJ PRIWODIT KO WPOLNE OPREDELENNOMU WIDU TAKIH DEFORMACIJ (S TO^NOSTX@ DO SDWIGOW PEREMENNOJ). pODGOTOWITELXNAQ RABOTA K RE[ENI@ POSTAWLEN- NOJ ZADA^I PRODELANA W [8]. w [8] WOPROS O PO[AGOWOJ KALIBROWO^NOJ “KWIWALENTNOSTI DEFORMACIJ Lk, k ∈ {0}∪N, SWEDEN K WOPROSU O RE[ENII PEREOPREDELENNOJ SISTEMY DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ W ^ASTNYH PROIZWODNYH NA KO“FFICIENTY DEFORMACIJ I NA FUNKCI@ fk IZ RAWENSTWA (1).

2. dEFORMACII, QDRA rISSA. oDNORODNYJ DIFFERENCIALXNYJ OPERATOR L0

PORQDKA K S POSTOQNNYMI KO“FFICIENTAMI ESTX ODNORODNAQ K−FORMA OT ^ASTNYH PROIZWODNYH ∂α_i = ∂/∂xα_i S SIMMETRI^ESKOJ N × ... × N−MATRICEJ (aα_1,...,α_K ), αi = 1, ..., N, i = 1, ..., K : L_0 = ∑ α a_{α1,...,αK} ∂_{α1} ...∂_{αK}. wWEDEM OBOZNA^ENIQ:^{(·}^) – BINOMIALXNYJ KO“FFICIENT; < ·, · > – SKALQRNOE PROIZWEDENIE W R^N ; (k, s) = k(k + 1) · ... · (k + s − 1) – SIMWOL pOHGAMMERA (k, s ∈ {0} ∪ N, (k, 0) ≡ 1). dALEE W R^N WYBEREM PROIZWOLXNYJ WEKTORNYJ PARAMETR A = (A_1, ..., A_N) ∈ R^N I DLQ s = 1, ..., K SOSTAWIM SUMMY q_s(α, A) = ∑ α_{K−s+1},...,α_K a_{α1,...,αK} A_{αK−s+1} · ... · A_{αK} .

dLQ s = 0 POLAGAEM_q 0 ≡ q_0(α, A) = a_{α1,...,αK} . o^EWIDNO, ^TO OPERATORY

R_k = K∑ s=0 (−1)^{s−1}(s − 1) ( K s ) (k, s) < A, x >^s ∑ α q_s(α, A) ∂_{α1} ...∂_{αK−s} (3) QWLQ@TSQ DEFORMACIQMI OPERATORA L0. iNYMI SLOWAMI R0 = L0 I

R_k = L_0 + ^LENY MENX[EGO PORQDKA.

tEOREMA 2.pUSTX Φ^{(λ)}_0 ESTX QDRO rISSA OPERATORA L0, TOGDA SEMEJSTWA

OBOB]ENNYH FUNKCIJ { H^k_{∂t} ( < A, x >^k ) Φ^{(λ)}_k (x, ξ; t) | | t=0 , x, ξ ∈ R^N ; t ∈ R } λ∈C^, GDE H^k_{∂t} ( < A, x >^k ) = k∑ s=0 (−1)^s s! ( ad^s_{Rk,L0} < A, x >^k ) ∂^s ∂t^s ,

Φ^{(λ)}_k (x, ξ; t) = 1 < A, ξ >^k ∞∑ i=0 ( λ + i − 1 i ) Φ^{(λ+i)}_0 (x − ξ) t^i,

QWLQ@TSQ QDRAMI rISSA OPERATOROW R_k, k ∈ {0} ∪ N.

dOKAZATELXSTWO “TOJ TEOREMY OSNOWANO NA PRIMENENII TEOREMY 1 IZ [4], UKAZAN- NOJ WO WWEDENII, I NA USLOWII k−KALIBROWO^NOJ “KWIWALENTNOSTI OPERATOROW Rk I

L_0 POSREDSTWOM FUNKCII < A, x >^k:

ad^{k+1}_{Rk,L0} < A, x >^k= 0. (4)

dOKAZATELXSTWO POSLEDNEGO RAWENSTWA OSNOWANO NA TAK NAZYWAEMOJ PO[AGOWOJ KALI- BROWO^NOJ “KWIWALENTNOSTI OPERATOROW Rk, k ∈ {0} ∩ N, [8].

3. pO[AGOWAQ KALIBROWO^NAQ “KWIWALENTNOSTX. pUSTX KAK I RANEE Lk, k ∈

N ∪ {0}, – SEMEJSTWO DEFORMACIJ OPERATORA L_0.

oPREDELENIE.oPERATORY Lk, k = 0, 1, ..., s, DLQ NEKOTOROGO NATURALXNOGO s

UDOWLETWORQ@T USLOWI@ PO[AGOWOJ KALIBROWO^NOJ “KWIWALENTNOSTI PRI POMO]I ODNOJ I TOJVE FUNKCII f, ESLI DLQ WSEH k = 0, 1, ..., s WYPOLNQETSQ RAWENSTWO

ad^{1+1}_{Lk,Lk−1} f = 0. (5)

tAKIM OBRAZOM, SOGLASNO OPREDELENI@, SOSEDNIE PO PARAMETRU OPERATORY 1- KALIBROWO^NO “KWIWALENTNY PRI POMO]I FUNKCII f. (—TO OPREDELENIE FAKTI^ESKI WWEDENO W RABOTE [8 ,TEOREMA 1].)

uTWERVDENIE 1 ([8]).eSLI OPERATORY Lk, k = 0, 1, ..., s, UDOWLETWORQ@T

USLOWI@ PO[AGOWOJ KALIBROWO^NOJ “KWIWALENTNOSTI PRI POMO]I FUNKCII f, TO

OPERATOR L_s QWLQETSQ s−KALIBROWO^NO “KWIWALENTEN OPERATORU L_0 POSREDSTWOM FUNKCII f^s : ad^{1+1}_{Lk ,Lk−1} f = 0, k = 0, 1, ..., s, ⇒ ad^{s+1}_{Ls,L0} f^s = 0. tAKIM OBRAZOM DLQ WYPOLNENIQ USLOWIQ (4) DOSTATO^NO PROWERITX WYPOLNENIE USLOWIJ (5) NA PO[AGOWU@ KALIBROWO^NU@ “KWIWALENTNOSTX DLQ OPERATOROW (3). w SLEDU@]EJ TEOREME DA@TSQ NEOBHODIMYE I DOSTATO^NYE USLOWIQ PO[AGOWOJ KALIBRO- WO^NOJ “KWIWALENTNOSTI DEFORMACIJ ODNORODNYH DIFFERENCIALXNYH OPERATOROW S POSTOQNNYMI KO“FFICIENTAMI.

tEOREMA 3.dLQ TOGO ^TOBY OPERATORY Lk UDOWLETWORQLI USLOWIQM PO[AGO-

WOJ KALIBROWO^NOJ “KWIWALENTNOSTI NEOBHODIMO I DOSTATO^NO, ^TOBY S TO^NOS- TX@ DO SDWIGOW PEREMENNOJ x ∈ R^N ONI IMELI WID (3):

L_k ≡ R_k = K∑ s=0 (−1)^{s−1}(s − 1) ( K s ) (k, s) < A, x >^s ∑ α q_s(α, A) ∂_{α1} ...∂_{αK−s}. dOKAZATELXSTWO. pUSTX

L_0 = ∑ α, |α|=K a_α ∂^α, GDE TEPERX α = (α1, ..., αN) – MULXTIINDEKS CELYH NEOTRICATELXNYH ^ISEL, |α| = α_1 + ... + α_N , ∂ = ∂^{|α|}/∂x^{α1}_1 ...∂x^{αN}_N . w SILU NEOBHODIMOGO USLOWIQ KALIBROWO^NOJ “KWIWALENTNOSTI OPERATOROW, GLAW- NYE SIMWOLY “TIH OPERATOROW OBQZANY SOWPADATX [8]. pO“TOMU DEFORMACI@ OPERATORA

L_0, ZAWISQ]U@ OT PARAMETRA k ∈ {0} ∪ N, OPREDELIM RAWENSTWOM

L_k = ∑ α, |α|≤K u^k_α(x) ∂^α, (6)

GDE NA PO^TI WS@DU GLADKIE KO“FFICIENTY u^k_α(x) NAKLADYWA@TSQ OGRANI^ENIQ

u^0_α(x) = a_α, |α| = K, 0, |α| < K; u^k_α(x) = u^0_α(x) = a_α, |α| = K.

dALEE, DLQ L@BOJ GLADKOJ NENULEWOJ FUNKCII f POLOVIM

g^k_α(f) ≡ g^k_α = ∑ β≥α, |β|≤K ( β α ) u^k_β (∂^{β−α}f) − u^{k−1}_α f, |α| ≤ K,

r^k_{αβ}(f) ≡ r^k_{αβ} = ∑ γ≥α, |γ|≤K ( γ α ) [ u^k_γ (∂^{γ−α}g^k_β) − g^k_γ (∂^{γ−α}u^{k−1}_β ) ] , |α|, |β| ≤ K, GDE BINOMIALXNYJ KO“FFICIENT NA MULXTIINDEKSAH ZADAETSQ PROIZWEDENIEM BINOMI- ALXNYH KO“FFICIENTOW NA SOOTWETSTWU@]IH POD˙INDEKSAH I ^ASTI^NOE UPORQDO^ENIE MULXTIINDEKSOW ZADAETSQ PRAWILOM β ≥ α ⇔ βi ≥ αi, i = 1, ..., N.

w [8] POKAZANO, ^TO USLOWIE (5) PO[AGOWOJ KALIBROWO^NOJ “KWIWALENTNOSTI RAW- NOSILXNO PEREOPREDELENNOJ SISTEME ∑ α≥γ, |α|≤K r^k_{α,γ−α} = 0, |γ| ≤ K, ∑ α≥γ, |γ|−K≤|α|≤K r^k_{α,γ−α} = 0, 1 + K ≤ |γ| ≤ 2K (7)

(_2 K+N N ) NELINEJNYH DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ W ^ASTNYH PROIZWODNYH NA u^k_α(x) I NA f. w REZULXTATE PO NEOBHODIMOSTI (SM. [8]) FUNKCIQ f DOLVNA S TO^NOSTX@ DO SDWIGOW BYTX LINEJNOJ f(x) ≡ f_A(x) =< A, x >, A, x ∈ R^N . zAPI[EM DEFORMACI@ (6) W WIDE, PODOBNOM (3):

R_k = K∑ s=0 ∑ α u^k_s (α, x) ∂_{α1}...∂_{αK−s}. rE[AQ SISTEMU (7) DLQ TAKOGO WIDA OPERATOROW S f(x) =< a, x > POLU^AEM, ^TO u^k_s (α, x) = c^k_s (α; q_0; A) < A, x >^s , c^k_0(α; q_0; A) = q_0.

tAKIM OBRAZOM, SISTEMA URAWNENIJ (7) STANOWITSQ “KWIWALENTNOJ PEREOPREDELENNOJ SISTEME NELINEJNYH URAWNENIJ NA KONSTANTY c^k_s (α; q0; A).

dALEE, WY^ISLENIE KOMUTATORA_[ ∂_{α1} ...∂_{αK−s}, < A, x >^l ] POKAZYWAET,^TO PO NEOBHODIMOSTI

c^k_s (α; q_0; A) = p_s (k, s) q_s(α; A),

GDE ps = p(s) – NEKOTORYE FUNKCII PARAMETRA s.

w REZULXTATE DLQ TOGO ^TOBY OPERATORY Lk (S TO^NOSTX@ DO SDWIGOW) UDOWLETWO- RQLI USLOWI@ PO[AGOWOJ KALIBROWO^NOJ “KWIWALENTNOSTI NEOBHODIMO I DOSTATO^NO, ^TOBY ONI IMELI WID

L_k = K∑ s=0 p_s (k, s) < A, x >^s ∑ α q_s(α, A) ∂_{α1} ...∂_{αK−s}.

tEPERX OPREDELIM KONSTANTY ps. pUSTX f(x) =< A, x > TOGDA ad_{Lk ,Lk−1} f = K−1∑ s=0 p_s(k, s) < A, x >^s (K − s) ∑ α q_s(α; A) A_{αK−s} ∂_{α1}...∂_{αK−s−1}

+ K∑ s=0 p_s(k, s) < A, x >^{s−1} ∑ α q_s(α; A) ∂_{α1} ...∂_{αK−s}

− K∑ s=0 p_s(k − 1, s) < A, x >^{s−1} ∑ α q_s(α; A) ∂_{α1} ...∂_{αK−s}

= K−1∑ s=0 p_s(k, s) < A, x >^s (K − s) ∑ α q_{s+1}(α; A) ∂_{α1} ...∂_{αK−s−1}

+ K∑ s=1 p_s(k, s − 1) s < A, x >^{s−1} ∑ α q_s(α; A) ∂_{α1} ...∂_{αK−s},

ad_{Lk,Lk−1} f = K−1∑ s=0 (k, s) [(K − s)p_s + (s + 1)p_{s+1}] < A, x >^s ∑ α q_{s+1}(α; A) ∂_{α1} ...∂_{αK−s−1} oBOZNA^IM ^EREZ_r

s = (K − s)p_s + (s + 1)p_{s+1} ,

TOGDA (i) ≡ L_k (ad_{Lk ,Lk−1} f) = [ K ∑ s=0 p_s(k, s) < A, x >^s ∑ α q_s(α; A) ∂_{α1} ...∂_{αK−s} ]

× K−1∑ l=0 (k, l)r_l < A, x >^l ∑ β q_{l+1}(β; A) ∂_{β1}...∂_{βK−l−1}

= K∑ s=0 K−1∑ l=0 p_s(k, s)r_l(k, l) < A, x >^s K−s∑ r=0 (−1)^r(l, r) ( K − s r )

× ∑ α q_s(α; A) A_{αK−s−r+1}...A_{αK−s} < A, x >^{l+r} ∂_{α1}...∂_{αK−s} ∑ β q_{l+1}(β; A) ∂_{β1} ...∂_{βK−l−1}

= K∑ s=0 K−1∑ l=0 K−s∑ r=0 (−1)^rp_sr_l(k, s)(k, l)(l, r) < A, x >^{s+l+r} ( K − s r )

× ∑ α q_{s+r}(α; A) ∂_{α1} ...∂_{αK−s−r} ∑ β q_{l+1}(β; A) ∂_{β1}...∂_{βK−l−1}

= K∑ s=0 K−1∑ l=0 s∑ r=0 (−1)^rp_{s−r}r_l(k, s − r)(k, l)(l, r) < A, x >^{s+l} ( K − s + r r )

× ∑ α q_s(α; A) ∂_{α1} ...∂_{αK−s} ∑ β q_{l+1}(β; A) ∂_{β1}...∂_{βK−l−1}. oBOZNA^IM ^EREZ P_{sl}(k; K) = s∑ r=0 (−1)^r p_{s−r} (k, s − r) (l, r) ( K − s + r r ) , TOGDA

(i) = K∑ s=0 K−1∑ l=0 r_l(k, l)P_{sl}(k; K) < A, x >^{s+l} ∑ α q_s(α; A) ∂_{α1} ...∂_{αK−s} ∑ β q_{l+1}(β; A) ∂_{β1}...∂_{βK−l−1}.

dALEE, ANALOGI^NO, (ii) ≡ (ad_{Lk,Lk−1} f) L_{k−1} = K−1∑ l=0 (k, l)r_l < A, x >^l ∑ β q_{l+1}(β; A) ∂_{β1}...∂_{βK−l−1}

× [ K ∑ s=0 p_s(k − 1, s) < A, x >^s ∑ α q_s(α; A) ∂_{α1} ...∂_{αK−s} ]

= K−1∑ l=0 K∑ s=0 r_l(k, l)p_s(k − 1, s) < A, x >^l K−l−1 ∑ r=0 (−1)^r(s, r) ( K − l − 1 r )

× ∑ β q_{l+1}(β; A) A_{βK−l−r} ...A_{βK−l−1} < A, x >^{s+r} ∂_{β1} ...∂_{βK−l−1} ∑ α q_s(α; A) ∂_{α1} ...∂_{αK−s}

= K−1∑ l=0 K∑ s=0 K−l−1 ∑ r=0 (−1)^rr_lp_s(k, l)(k − 1, s)(s, r) < A, x >^{l+s+r} ( K − l − 1 r )

× ∑ α q_s(α; A) ∂_{α1} ...∂_{αK−s} ∑ β q_{l+r+1}(β; A) ∂_{β1}...∂_{βK−l−r−1}

= K∑ s=0 K−1∑ l=0 l∑ r=0 (−1)^rr_{l−r}p_s(k, l − r)(k − 1, s)(s, r) < A, x >^{l+s} ( K − l + r − 1 r )

× ∑ α q_s(α; A) ∂_{α1} ...∂_{αK−s} ∑ β q_{l+1}(β; A) ∂_{β1}...∂_{βK−l−1}. oBOZNA^IM ^EREZ Q_{sl}(k; K) = l∑ r=0 (−1)^r r_{l−r} (k, l − r) (s, r) ( K − l + r − 1 r ) , TOGDA (ii) = K∑ s=0 K−1∑ l=0 p_s(k − 1, s)Q_{sl}(k; K) < A, x >^{l+s} ∑ α q_s(α; A) ∂_{α1}...∂_{αK−s} ∑ β q_{l+1}(β; A) ∂_{β1}...∂_{βK−l−1}. w REZULXTATE ad^2_{Lk,Lk−1} f ≡ (i) − (ii) = K∑ s=0 K−1∑ l=0 r_l(k, l)P_{sl}(k; K) − p_s(k − 1, s)Q_{sl}(k; K) < A, x >^{l+s} × ∑ α ∑ β q_s(α; A) q_{l+1}(β; A) ∂_{α1}...∂_{αK−s} ∂_{β1} ...∂_{βK−l−1}

tAKIM OBRAZOM, SISTEMA URAWNENIJ NA KONSTANTY ps IMEET WID

r_s = (K − s)p_s + (s + 1)p_{s+1} ,

r_l(k, l)P_{0l}(k; K) − p_0(k − 1, 0)Q_{0l}(k; K) = 0, r_l(k, l)P_{l+1,l}(k; K) − p_{l+1}(k − 1, l + 1)Q_{l+1,l}(k; K) = 0, r_l(k, l)P_{sl}(k; K) − p_s(k − 1, s)Q_{sl}(k; K) + r_{s−1}(k, s − 1)P_{l+1,s−1}(k; K) − p_{l+1}(k − 1, l + 1)Q_{l+1,s−1}(k; K) = 0, (8) GDE k ∈ N, l = 0, 1, ..., K − 1, s = 1, ..., K. pOSKOLXKU P0l(k; K) = p0 I Q0l(k; K) = rl(k, l), TO WTORAQ GRUPPA URAWNENIJ SISTEMY QWLQETSQ TOVDESTWAMI: r_l(k, l)p_0 − p_0 r_l(k, l) ≡ 0. rASSMOTRIM TRETX@ GRUPPU URAWNENIJ SISTEMY (8) PRI k = 1. pOSKOLXKU P_{l+1,l}(k; K) = l+1∑ r=0 (−1)^r p_{l+1−r} (k, l + 1 − r) (l, r) ( K − l − 1 + r r ) , TO TRETXQ GRUPPA URAWNENIJ SISTEMY (8) PRI k = 1 PRINIMAET WID l+1∑ r=0 (−1)^r p_{l+1−r} (l + 1 − r)! (l, r) ( K − l − 1 + r r ) = 0, l = 0, 1, ..., K − 1. pOSLEDNQQ GRUPPA URAWNENIJ QWLQETSQ NEWYROVDENNOJ SISTEMOJ TREUGOLXNOGO WIDA I PO“TOMU U NEE IMEETSQ ODNO NETRIWIALXNOE RE[ENIE S TO^NOSTX@ DO POSTOQNNOJ

p_0 ≠ 0 :

p_r = (−1)^{r−1}(r − 1) ( K r ) p_0. (9)

dALEE, OSTAETSQ TOLXKO PROWERITX WYPOLNENIE WSEH GRUPP URAWNENIJ SISTEMY (8) PRI PROIZWOLXNOM k ∈ N.

nA OSNOWE FORMUL l∑ r=0 ( p + r r ) = ( p + l + 1 l ) , l∑ r=0 (l − r − 1) ( l + r − 2 r ) = 0 PODS^ITAEM Psl(k; K) I Qsl(k; K). P_{sl}(k; K) = s∑ r=0 (−1)^r (−1)^{s−r−1} (s − r − 1) ( K s − r ) p_0 (k, s − r) (l, r) ( K − s + r r )

= (−1)^{s−1} p_0 s∑ r=0 (s − r − 1) K! (s − r)!(K − s + r)! (k + s − r − 1)!

(k − 1)!

(l + r − 1)!

(l − 1)! (K − s + r)! r!(K − s)! ,

P_{sl}(k; K) = (−1)^{s−1} p_0 K! (K − s)! s∑ r=0 (s − r − 1) (k + s − r − 1)! (s − r)!(k − 1)!

(l + r − 1)! (l − 1)!r!

= (−1)^{s−1} p_0 K! (K − s)! ( k s−1∑ r=0 ( k + s − 1 − r s − 1 − r )( l − 1 + r r )

= − s∑ r=0 ( k + s − 1 − r s − r )( l − 1 + r r ))

(−1)^{s−1} p_0 K! (K − s)! ( k ( k + s + l − 1 s − 1 ) − ( k + s + l − 1 s ))

= (−1)^{s−1} p_0 K! (K − s)!s! (k + s + l − 1)!

(k + l)! (ks − l − k). w REZULXTATE

P_{sl}(k; K) = (−1)^{s−1} p_0 (ks − l − k) ( K s ) (k + l + 1, s − 1).

dALEE,

r_s = (K − s) (−1)^{s−1} (s − 1) ( K s ) p_0 + (s + 1) (−1)^s s ( K s + 1 ) p_0

= (−1)^s p_0 K! s!(K − l − 1)! I Q_{sl}(k; K) = l∑ r=0 (−1)^r (−1)^{l−r} p_0 K! (l − r)!(K − l + r − 1)! (k + l − r − 1)!

(k − 1)! × (s + r − 1)!

(s − 1)!

(K − l + r − 1)! r!(K − l − 1)! = (−1)^l p_0 K! (K − l − 1)! l∑ r=0 ( k + l − 1 − r l − r )( s − 1 − r r ) . tAKIM OBRAZOM,

Q_{sl}(k; K) = (−1)^l p_0 K! (K − l − 1)! ( k + l + s − 1 l ) .

w REZULXTATE DLQ TRETXEJ GRUPPY URAWNENIJ SISTEMY (8)

r_l (k, l) P_{l+1,l}(k; K) = (−1)^l p_0 K! l!(K − l − 1)! (k, l) (−1)^l p_0

×(kl + k − k − l) ( K l + 1 ) (k + l + 1, l)

= p^2_0 ( K l + 1

)_2

l(l + 1) (k − 1, l + 1) (k + l + 1, l),

p_{l+1} (k − 1, l + 1) Q_{l+1,l}(k; K) = (−1)^l l ( K l + 1 ) p_0 (k − 1, l + 1)

×(−1)^l p_0 K! (K − l − 1)! ( k + 2l l )

= p^2_0 ( K l + 1

)_2

l(l + 1) (k − 1, l + 1) (k + l + 1, l)

I TRETXQ GRUPPA WYPOLNQETSQ DLQ WSEH p0 I pr, OPREDELENNYH FORMULOJ (9).

pROWERIM WYPOLNENIE ^ETWERTOJ GRUPPY URAWNENIJ SISTEMY (8):

B_1 ≡ r_l(k, l)P_{sl}(k; K) = (−1)^l p_0 K! l!(K − l − 1)! (k, l)

×(−1)^{s−1}p_0(ks − l − k) ( K s ) (k + l + 1, s − 1)

= (−1)^{l+s−1}p^2_0(l + 1)(ks − l − k) ( K l + 1 )( K s ) (k, l)(k + l + 1, s − 1)

= (−1)^{l+s−1}p^2_0 (l + 1)(ks − l − k) k + l ( K l + 1 )( K s ) (k, l + s);

B_2 ≡ p_s(k − 1, s)Q_{sl}(k; K) = (−1)^{s−1} (s − 1) ( K s ) p_0(k − 1, s)

×(−1)^l p_0 K! (K − l − 1)! ( k + l + s − 1 l )

= (−1)^{l+s−1}p^2_0(s − 1) ( K s ) (k − 1, s) K! (K − l − 1)! (k + l + s − 1)! l!(k + s − 1)!

= (−1)^{l+s−1}p^2_0

(s − 1)(l + 1) k + s − 1 ( K l + 1 )( K s ) (k − 1, s + l + 1);

B_3 ≡ r_{s−1}(k, s − 1)P_{l+1,s−1}(k; K) = (−1)^{s−1} p_0 K! (s − 1)!(K − s)! (k, s − 1)

×(−1)^lp_0(kl + k − s − 1 − k) ( K l + 1 ) (k + s, l)

= (−1)^{l+s−1}p^2_0s(kl − s + 1) ( K l + 1 )( K s ) (k, s − 1)(k + s, l)

= (−1)^{l+s−1}p^2_0 s(kl − s + 1) k + s − 1 ( K l + 1 )( K s ) (k, s + l); B_4 ≡ p_{l+1}(k − 1, l + 1)Q_{l+1,s−1}(k; K) = (−1)^l l ( K l + 1 ) p_0 (k − 1, l + 1)

×(−1)^{s−1} p_0 K! (K − s)! ( k + l + s − 1 s − 1 )

= (−1)^{l+s−1}p^2_0 l ( K l + 1 )( K s ) s! (k + l + s − 1)! (s − 1)!(k + l)!

(k − 1, l + 1)

= (−1)^{l+s−1}p^2_0 ls k + l ( K l + 1 )( K s ) (k − 1, l + s + 1);

B_1 − B_2 = (−1)^{l+s−1} p^2_0 (l + 1) ( K l + 1 )( K s ) (k, l + s) [ ks − l − k k + l − (s − 1)(k − 1) k + s − 1 ]

= (−1)^{l+s−1} p^2_0 ( K l + 1 )( K s ) (k, l + s) ks(s − l − 1)(l + 1) (k + l)(k + s − 1) ; B_3 − B_4 = (−1)^{l+s−1} p^2_0 s ( K l + 1 )( K s ) (k, l + s) [ kl + s − 1 k + s − 1 − l(k − 1) k + l ]

= (−1)^{l+s−1} p^2_0 ( K l + 1 )( K s ) (k, l + s) ks(l + 1 − s)(l + 1) (k + l)(k + s − 1) . w REZULXTATE_B

1 − B_2 + B_3 − B_4 = 0

DLQ WSEH p0. u^ITYWAQ, ^TO q0 = aα_1,...,α_K OPREDELQLISX PROIZWOLXNO OTNOSITELXNO “LEMENTARNOGO PREOBRAZOWANIQ UMNOVENIQ NA KONSTANTU, TO MOVNO POLOVITX p0 = 1. iTAK, ^ISLA WIDA (9) I TOLXKO ONI ( S TO^NOSTX@ DO POSTOQNNOGO MNOVITELQ) UDOWLETWORQ@T SISTEME (8) I PRI “TOM

R_k ≡ L_k = K∑ s=0 (−1)^{s−1}(s − 1) ( K s ) (k, s) < A, x >^s ∑ α q_s(α, A) ∂_{α1} ...∂_{αK−s}. tEOREMA DOKAZANA.

4. oPERATORY k“LI-gORDINGA, IZOG@JGENSOWY DEFORMACII. w “TOM PUNK-

TE PRIWODITSQ PRIMER POSTROENIQ IZOG@JGENSOWYH DEFORMACIJ ODNORODNOGO GIPER- BOLI^ESKOGO OPERATORA k“LI-gORDINGA NA PROSTRANSTWE SM(m) WE]ESTWENNYH SIM- METRI^ESKIH m × m−MATRIC [11],[6].

pUSTX x – SIMMETRI^ESKAQ m × m−MATRICA PEREMENNYH, a – SIMMETRI^ESKAQ

m × m−MATRICA PARAMETROW, OTLI^NAQ OT NULQ. oBOZNA^IM ^EREZ

f_a(x) = tr(ax)

SLED MATRICY ax (STANDARTNU@ LINEJNU@ FUNKCI@) ∂ = ( ε_{ij} ∂ ∂x_{ij} ) , ε_{ij} = 1, i = j, 1/2, i ≠ j. – MATRICA OPERATOROW ^ASTNYH PROIZWODNYH; ∂^a_{i1,...,is}, s = 0, 1, ..., m, 1 ≤ i1 < ... <

i_s ≤ m – MATRICA ∂, U KOTOROJ STOKI S NOMERAMI i_1, ..., i_s ZAMENENY NA SOOTWETSTWU-

@]IE STROKI MATRICY a.

pUSTX_L

0 = det(∂)

OPERATOR k“LI-gORDINGA; G_s(a, ∂) = ∑ 1≤i_1<...<is≤m det ( ∂^a_{i1,...,is} ) – ODNORODNYJ OPERATOR PORQDKA m − s; G0 = L0, Gm = det(a).

dALEE, PUSTX λ – KOMPLEKSNYJ PARAMETR I φ(x) - BESKONE^NO DIFFERENCIRUEMAQ FUNKCIQ S KOMPAKTNYM NOSITELEM W PROSTRANSTWE SM(m). w OBLASTI Re λ > −1 INTEGRAL_( x^λ_+, φ ) = ∫ x>0 (detx)^λφ(x)dx PO MNOVESTWU {x|x > 0} POLOVITELXNO OPREDELENNYH MATRIC x ZADAET OBOB]ENNU@ FUNKCI@ x^λ_+, ANALITI^ESKI ZAWISQ]U@ OT λ. w [11],[6] USTANOWLENO, ^TO x^λ_+ PRODOL- VAETSQ NA WS@ PLOSKOSTX PARAMETRA λ W WIDE MEROMORFNOJ FUNKCII S POL@SAMI W TEH VE TO^KAH I TOGO VE PORQDKA, ^TO I U FUNKCII Γm(λ + (m + 1)/2). zDESX

Γ_m(λ) = π^{m(m−1)4} m∏ i=1 Γ ( λ − i − 1 2 ) , A Γ(λ) - OBY^NAQ GAMMA-FUNKCIQ —JLERA.

kOMPLEKSNO PARAMETRI^ESKOE SEMEJSTWO OBOB]ENNYH FUNKCIJ

Φ^{(λ)}_0 (x) = 1 Γ_m(λ) x^{λ− m+12}_+ ,

QWLQ@]IHSQ CELYMI PO λ, ZADAET QDRO rISSA OPERATORA det(∂) [6].

oBOZNA^IM ^EREZ SM^r_+(m), SM^r_+(m) - PODMNOGOOBRAZIE W SM(m) NEOTRICA- TELXNO OPREDELENNYH MATRIC RANGA r = 0, 1, ..., m−1 I EGO ZAMYKANIE SOTWETSTWENNO, A ^EREZ suppΦ – NOSITELX OBOB]ENNOJ FUNKCII Φ, TOGDA [6]

supp Φ^{(λ)}_0 (x) =

{0}, λ = 0, −1, −2, ..., SM^1_+(m), λ = −1/2, −3/2, ..., SM^{2λ}_+ (m), λ = 1/2, 2/2, ..., (m − 1)/2, SM_+(m), W DRUGIH SLU^AQH.

w “TOJ SWQZI OPERATOR L^p_0 UDOWLETWORQET USILENNOMU PRINCIPU g@JGENSA, ESLI 2p ≤

m − 1 [6].

tEPERX, W SOOTWETSTWII S TEOREMAMI 2 I 3 OSU]ESTWIM DEFORMACI@

L_k = m∑ s=0 (−1)^{s−1}(s − 1)(k, s) f^s_a (x)

G_s(a, ∂) ≡ L_0 + m∑ s=2 (−1)^{s−1}(s − 1)(k, s) f^s_a (x) G_s(a, ∂) OPERATORA k“LI-gORDINGA L0 = det(∂) S OSOBENNOSTQMI NA PLOSKOSTQH tr(ax) = 0.

w REZULXTATE IMEET MESTO uTWERVDENIE.fUNDAMENTALXNOE RE[ENIE DEFORMACII L^p_k, p ∈ N, SOSREDO-

TO^ENNOE W TO^KE ξ ∈ SM(m), IMEET WID

Φ^{(p)}_k (x, ξ) = 1 < A, ξ >^k k∑ i=0 (−1)^i ( p + i − 1 i ) [ ad^i_{Lk,L0} < A, x >^k ] Φ^{(p+i)}_0 (x − ξ)

I DEFORMACIQ QWLQETSQ IZOG@JGENSOWOJ ESLI WYPOLNQETSQ USLOWIE m − 1 ≥ 2(p + k). 5. oB]AQ ZADA^A. pUSTX KAK I RANEE

L_0 = ∑ α a_{α1,...,αK} ∂_{α1} ...∂_{αK}, α_i = 1, ..., N, – ODNORODNYJ DIFFERENCIALXNYJ OPERATOR PORQDKA K S POSTOQNNYMI KO“FFICIEN- TAMI NA R^N .

w R^N WYDELIM SISTEMU A = { A = (A_1, ..., A_N) ∈ R^N } NENULEWYH WEKTOROW I OBOZNA^IM ^EREZ {k} – SEMEJSTWO FUNKCIJ kA NA SISTEME A c NEOTRICATELXNYMI CELYMI ZNA^ENIQMI.

wWEDEM SLEDU@]IE DEFORMACII OPERATORA L0 :

L_{{k}} = L_0 + K∑ s=2 (−1)^{s−1}(s − 1) ( K s ) ∑ A∈A (k_A, s) < A, x >^s ∑ α q_s(α, A) ∂_{α1} ...∂_{αK−s},

GDE_q s(α, A) = ∑ α_{K−s+1},...,α_K a_{α1,...,αK} A_{αK−s+1} · ... · A_{αK} , s = 2, ..., K. wOZNIKAET ZADA^A. kAKIMI SWOJSTWAMI DOLVNY OBLADATX SISTEMA A I FUNK- CII kA NA NEJ, TAK ^TOBY OPERATOR L_{{k}} BYL BY |k|−KALIBROWO^NO “KWIWALENTEN OPERATORU L0 POSREDSTWOM FUNKCII f_{{k}} : ad^{|k|+1}_{L{k},L0} f_{{k}} = 0, |k| = ∑ A∈A k_A, f_{{k}}(x) = ∏ A∈A < A, x >^{kA} . ~ASTNYE RE[ENIQ “TOJ ZADA^I OTRAVENY W PRIMERAH.

pRIMER 1. w NASTOQ]EJ RABOTE OPISANA SITUACIQ, KOGDA SISTEMA A SOSTOIT IZ ODNOGO WEKTORA I {k} = k ∈ {0} ∪ N.

pRIMER 2. pUSTX L0 – OPERATOR lAPLASA NA R^N , K = 2. w KA^ESTWE A WOZX- MEM POLOVITELXNU@ ^ASTX PROIZWOLXNOJ KORNEWOJ SISTEMY W R^N , OTWE^A@]EJ GRUP- PE W, POROVDENNOJ OTRAVENIQMI W R^N . w KA^ESTWE kA WOZXMEM FUNKCII, INWARI- ANTNYE OTNOSITELXNO DEJSTWIQ UKAZANNOJ GRUPPY: kwA = kA, w ∈ W. w REZULXTATE, POLU^IM DEFORMACII OPERATORA lAPLASA POTENCIALAMI kALODVERO-mOZERA, UDOWLE- TWORQ@]IE USLOWI@ |k|−KALIBROWO^NOJ “KWIWALENTNOSTI PRI POMO]I FUNKCII f_{{k}} (PODROBNEE, SM. [4]).

lITERATURA

[1] n.h. iBRAGIMOW, a.o. oGANESQN, iERARHIQ G@JGENSOWYH URAWNENIJ W PRO- STRANSTWAH S NETRIWIALXNOJ KONFORMNOJ GRUPPOJ, – umn, T.46, W.3(278), (1991), S. 111 – 146.

[2] w.m. bABI^, aNZATC aDAMARA, EGO ANALOGI, OBOB]ENIQ, PRILOVENIQ, – aLGEBRA I ANALIZ, T.3, W.5, (1991), S. 1 – 37.

[3] a.m. gABRIELOW, w.p. pALAMODOW, pRINCIP g@JGENSA I EGO OBOB]ENIQ. ( w KNIGE i.g.pETROWSKIJ, sISTEMY URAWNENIJ S ^ASTNYMI PROIZWODNYMI. aLGEB- RAI^ESKAQ GEOMETRIQ. iZBRANNYE TRUDY.) – m.:nAUKA, (1968), S.449–456.

[4] ‘.‘. bEREST, a.p. wESELOW., pRINCIP g@JGENSA I INTEGRIRUEMOSTX, – umn. T.49, 6(300), (1994), S.8–78.

[5] Y. Berest, Hierarchies of Huygens’ Operators and Hadamard’s Conjecture, – Acta

Appl. Math. V.53, (1998), P.125–185.

[6] s.p. h“KALO, iZOG@JGENSOWY DEFORMACII OPERATORA k“LI OB]IM POTENCIA- LOM lAGNEZE-–TELXMAHERA, – iZWESTIQ ran, SERIQ MATEM., T.67, 4, (2003), S.189–

212.

[7] s.p. h“KALO, kALIBROWO^NO “KWIWALENTNYE DEFORMACII OBYKNOWENNYH LINEJ- NYH DIFFERENCIALXNYH OPERATOROW S POSTOQNNYMI KO“FFICIENTAMI, – zAPISKI NAU^NYH SEMINAROW pomi, T.308, 33, (2004), S.235–251.

[8] s.p. h“KALO, pO[AGOWAQ KALIBROWO^NAQ “KWIWALENTNOSTX DIFFERENCIALXNYH OPERATOROW, – mATEM. ZAMETKI, T.77, 6, (2005), S.917–929.

[9] s.p. h“KALO, dIFFERENCIALXNYJ OPERATOR k“LI-lAPLASA NA PROSTRANSTWE PRQMOUGOLXNYH MATRIC, – iZWESTIQ an, SERIQ MATEM., T.69, N 1, (2005), S.195–

224.

[10] Y. Berest, Y. Molchanov, Fundamental solution for partial differential equations with reflection group invariance, – J.Math.Phis. V.36(8), (1995), p.4324– 4339.

[11] L. Garding, The solution of Cauchy’s problem for two totally hyperbolic differential equations by means of Riesz integrals, – Ann.Math. 48(4),(1947), p.785–826.