pomi preprint - 11/2005

potencialy rissa, associirowannye

so slovnoj stepennoj funkciej na prostranstwe prqmougolxnyh matric^1

s.p. h—kalo^2

rOSSIJSKAQ aKADEMIQ nAUK sANKT-pETERBURGSKOE OTDELENIE mATEMATI^ESKOGO INSTITUTA IM. w.a. sTEKLOWA ran rossiq, 191023, s.-pETERBURG NABEREVNAQ REKI fONTANKI, 27

aPRELX 15, 2005

annotaciq nA PROSTRANSTWE WE]ESTWENNYH PRQMOUGOLXNYH MATRIC WWODQTSQ POTENCIALY rISSA, ZAWISQ]IE OT MNOGOMERNOGO KOMPLEKSNOGO PARAMETRA I SWQZANNYE SO SLOV- NOJ STEPENNOJ FUNKCIEJ MATRI^NOGO ARGUMENTA. dLQ UKAZANNYH POTENCIALOW USTA- NAWLIWA@TSQ ANALOGI KLASSI^ESKIH RAWENSTW. w ^ASTNOSTI, POLUGRUPPOWOE SWOJSTWO POTENCIALOW rISSA S MNOGOMERNYM KOMPLEKSNYM PARAMETROM DOKAZANO PRI BOLEE SLA- BYH OGRANI^ENIQH NA SWQZX MEVDU PARAMETRAMI PRQMOUGOLXNOJ MATRICY, ^EM SOOT- WETSTWU@]EE POLUGRUPPOWOE SWOJSTWO DLQ POTENCIALOW rISSA, ZAWISQ]IH OT ODNOGO KOMPLEKSNOGO PARAMETRA.

kL@^EWYE SLOWA: PRQMOUGOLXNYE MATRICY, SLOVNAQ STEPENNAQ FUNKCIQ, BETA- FUNKCIQ, OPERATORY k“LI-lAPLASA, URAWNENIE TEPLOPROWODNOSTI, POTENCIALY rIS- SA, POLUGRUPPOWOE SWOJSTWO.

1rABOTA WYPOLNENA PRI PODDERVKE "fONDA SODEJSTWIQ OTE^ESTWENNOJ NAUKE" I PO PROEKTU N 05-01-00248 GRANTA rffi

2e-mail: khekalo@pdmi.ras.ru

0. wWEDENIE. oPERATORY DROBNOGO DIFFERENCIROWANIQ BESKONE^NO DIFFEREN-

CIRUEMYH FUNKCIJ φ S BYSTRO UBYWA@]IMI PROIZWODNYMI PRIMENQ@TSQ W ZADA^AH DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ W ^ASTNYH PROIZWODNYH (SM., NAPRIMER, [1],[2],[3],[4]); W INTEGRALXNYH URAWNENIQH [5],[6]; W INTEGRALXNOJ GEOMETRII [7],[8].

oBY^NO “TI OPERATORY ZAWISQT OT ODNOMERNOGO KOMPLEKSNOGO PARAMETRA I RAZ- DELQ@TSQ NA DWA TIPA: OPERATORY rIMANA-lIUWILLQ, SWQZANNYE S LINEJNO-ODNORODNY- MI KONUSAMI W OB˙EML@]EM PROSTRANSTWE [1],[2],[5]; POTENCIALY rISSA, SWQZANNYE SO WSEM PROSTRANSTWOM [4],[7],[8].

w NASTOQ]EJ RABOTE RASSMATRIWA@TSQ POTENCIALY rISSA, NA PROSTRANSTWE Mn,m WE]ESTWENNYH PRQMOUGOLXNYH n × m−MATRIC (n ≥ m ≥ 1), ZAWISQ]IE OT MNOGO- MERNOGO KOMPLEKSNOGO PARAMETRA. pRI “TOM, KAK SLEDSTWIE, ULU^[A@TSQ REZULXTATY RABOT [4],[8],[9],[10], KASA@]IHSQ POTENCIALOW rISSA, ZAWISQ]IH OT ODNOMERNOGO KOMP- LEKSNOGO PARAMETRA.

pUSTX x ∈ Mn,m,^′x – TRANSPONIROWANNAQ MATRICA, α ∈ C, |x|^α = (det^′xx)^{α/2} I H_{n,m}(α) = 2^{αm} π^{nm/2} Γ_m ( α 2 ) Γ_m ( n−α 2 ) , Γ_m(α) = π^{m(m−1)4} m∏ i=1 Γ ( α − i − 1 2 ) SOOTWETSTWENNO GAMMA-FUNKCII PROSTRANSTWA Mn,m I KONUSA Vm POLOVITELXNO OPRE- DELENNYH WE]ESTWENNYH SIMMETRI^ESKIH m×m−MATRIC ( Γ(·) – STANDARTNAQ GAMMA- FUNKCIQ —JLERA).

dLQ ODNOMERNOGO PARAMETRA α ∈ C POTENCIALY rISSA NA Mn,m ( I^α_{|·|}φ ) (x) = 1 H_{n,m}(α) ∫ Mn,m |y|^{α−n}φ(x − y)dy, (0.2)

Re α > m − 1, α ≠ n − m + k, k ∈ N, ASSOCIIROWANNYE SO STEPENNOJ FUNKCIEJ |x|^α, UDOWLETWORQ@T SLEDU@]IM SWOJSTWAM

[4],[8],[9],[10]:

1. pOTENCIAL ( I^α_{|·|}φ ) (x) ANALITI^ESKI PRODOLVAETSQ KAK MEROMORFNAQ FUNK- CIQ NA WS@ KOMPLEKSNU@ PLOSKOSTX S POL@SAMI W TEH VE TO^KAH I TOGO VE PORQD- KA, ^TO I U FUNKCII Γ_m((n − α)/2); 2. ( I^0_{|·|}φ ) (x) = φ(x); ( I^α_{|·|} (Δ_mφ) ) (x) = ( Δ_m ( I^α_{|·|}φ )) (x) = (−1)^m ( I^{α−2}_{|·|} φ ) (x), Δ_m = det(^′∂∂), ∂ = ( ∂ ∂x_{ij} ) i=1,...,n;j=1,...,m. ; 3. ( I^α_{|·|} ( I^β_{|·|}φ )) (x) = ( I^{α+β}_{|·|} φ ) (x), n ≥ 3m−2. (0.3) dOKAZATELXSTWO POLUGRUPPOWOGO SWOJSTWA (0.3) W RABOTE [9] OSNOWANO NA SWQZI POTENCIALOW rISSA (0.2) I QDRA TEPLOPROWODNOSTI h_a(x) = (4π)^{−nm/2} (det a)^{−n/2} e^{− 14 tr(a−1 ′xx)}, a ∈ V_m, x ∈ M_{n,m},

NA Mn,m [9],[11]: ( I^α_{|·|}φ ) (x) = 1 Γ_m ( α 2 ) ∫ Vm (det a)^{α−m−12} (W_aφ) (x)da, n ≥ 2m − 1, (0.4)

(W_aφ) (x) = ∫ Mn,m h_a(x − y)φ(y)dy. w RABOTE [12] WWEDENA DZETA-FUNKCIQ iGUZY, SWQZANNAQ SO SLOVNOJ STEPENNOJ FUNKCIEJ NA PROSTRANSTWE Mn,m I, TEM SAMYM, ZAWISQ]AQ OT MNOGOMERNOGO KOMPLEKS- NOGO PARAMETRA λ = (λ1, ..., λm) ∈ C^m. w NEJ VE USTANOWLENO OSNOWNOE FUNKCIONALX- NOE RAWENSTWO DLQ DZETA-FUNKCII. pRI “TOM, WO-PERWYH, NE OKAZALOSX OGRANI^ENIJ NA PARAMETRY PRQMOUGOLXNOJ MATRICY (PRISUTSTWU@]IH W SLU^AE ODNOGO KOMPLEKSNOGO PARAMETRA), A WO-WTORYH, W SLU^AE MNOGOMERNOGO KOMPLEKSNOGO PARAMETRA NA[LASX OTKRYTAQ OBLASTX, W KOTOROJ FUNKCIONALXNOE RAWENSTWO ZADAETSQ ODNOWREMENNO AB- SOL@TNO SHODQ]IMISQ INTEGRALAMI (A NE ANALITI^ESKIMI PRODOLVENIQMI). sUVAQ PARAMETR λ ∈ C^m NA ODNOMERNU@ DIAGONALX λ1 = ... = λm KAK SLEDSTWIE POLU^AEM WYPOLNENIE KLASSI^ESKOGO RAWENSTWA DLQ DZETA-FUNKCII iGUZY ODNOGO KOMPLEKSNOGO PARAMETRA BEZ OGRANI^ENIJ NA RAZMERY n I m PRQMOUGOLXNOJ MATRICY [9],[13].

tAKIM OBRAZOM, ESTESTWENNO RASSMOTRETX POTENCIALY rISSA S MNOGOMERNYM

KOMPLEKSNYM PARAMETROM λ = (λ_1, ..., λ_m) ∈ C^m I ASSOCIIROWANNYE SO SLOVNOJ STE-

PENNOJ FUNKCIEJ r^λ(x), x ∈ Mn,m. pRI “TOM MOVNO NADEQTXSQ, ^TO WYHOD W OBLASTX MNOGOMERNOGO PARAMETRA DAST NEKOTORYE PRILOVENIQ K SLU^A@ POTENCIALA rISSA

(0.2) S ODNOMERNYM KOMPLEKSNYM PARAMETROM. pUSTX λ^∗ = (λm, ..., λ1) ∈ C^m, n̄ = (n, ..., n) ∈ N^m, |λ| = λ1 + ... + λm ∈ C I Γ_{Vm} (λ) = π^{m(m−1)4} m∏ i=1 Γ ( λ_i + i − m 2 ) ,

Γ_{n,m}(λ) = 2^{|λ|} π^{nm/2} Γ_{Vm} (λ)

Γ_{Vm} (−λ^∗ + n̄) , SOOTWETSTWENNO GAMMA-FUNKCII KONUSA Vm I PROSTRANSTWA Mn,m, ZAWISQ]IE OT MNO- GOMERNOGO KOMPLEKSNOGO PARAMETRA.

pOTENCIALY rISSA NA Mn,m ZADA@TSQ FORMULOJ ( I^λ_r φ ) (x) = 1 Γ_{n,m}(α) ∫ Mn,m r^{λ−n̄}(y)φ(x − y)dy, (0.5)

λ ∈ C^m, Re λ_i > m − i, λ_i ≠ n − i − 1 + 2k, k ∈ N. zADA^A STATXI SOSTOIT W USTANOWLENII DLQ POTENCIALOW (0.5) ANALOGOW SWOJSTW 1–3 POTENCIALOW (0.2) I ANALOGA RAWENSTWA (0.4).

oTMETIM DWA OBSTOQTELXSTWA: 1. w SILU RAWENSTWA r^{(α,...,α)}(x) = |x|^α, x ∈ M_{n,m},

FORMULA (0.5) QWLQETSQ ESTESTWENNYM OBOB]ENIEM FORMULY (0.2) I, TAKIM OBRAZOM, ( I^{(α,...,α)} r φ ) (x) = ( I^α_{|·|}φ ) (x);

2. aNALOGI FORMUL (0.3) I (0.4) ( I^λ_r (I^μ_r φ) ) (x) = ( I^{λ+μ}_r φ ) (x), n ≥ 2m − 1, ( I^λ_r φ ) (x) = 1 Γ_{Vm} (λ) ∫ Vm a^{λ−m̄−¯1} (W_aφ) (x)da, (0.6) n ≥ m ≥ 1, m̄ = (m, ..., m) ∈ N^m, ¯1 = (1, ..., 1) ∈ N^m, λ ∈ C^m, WYPOLNQ@TSQ PRI BOLEE SLABYH OGRANI^ENIQH NA SWQZX MEVDU PARAMETRAMI n I m PRQMOUGOLXNOJ MATRICY x ∈ Mn,m.

tAKIM OBRAZOM, USTANAWLIWAQ FORMULY (0.3) I (0.4) DLQ POTENCIALOW rISSA (0.2) S ODNOMERNYM KOMPLEKSNYM PARAMETROM α ∈ C PRI BOLEE SLABOJ ZAWISIMOSTI MEVDU PARAMETRAMI n I m, W RABOTE OSU]ESTWLQETSQ WYHOD W OBLASTX MNOGOMERNOGO KOMP- LEKSNOGO PARAMETRA λ = (λ1, ..., λm) ∈ C^m S POSLEDU@]IM SUVENIEM NA ODNOMERNU@ DIAGONALX λ = (α, ..., α). tAKOJ METOD, KAK UVE OTME^ENO, ISPOLXZOWALSQ W RABOTE

[12] DLQ DOKAZATELXSTWA FUNKCIONALXNOGO SWOJSTWA DZETA-FUNKCII iGUZY NA C I EE

OBOB]ENIQ NA C^m, A TAK VE W [14] DLQ OBOB]ENIQ PONQTIQ DZETA INTEGRALA.

oPI[EM KRATKO SODERVANIE RABOTY. w PUNKTE 1 PRIWODQTSQ SWEDENIQ O SLOVNOJ STEPENNOJ FUNKCII gINDIKINA NA KONUSE POLOVITELXNO OPREDELENNYH WE]ESTWENNYH SIMMETRI^ESKIH MATRIC I NA PROSTRANSTWE WE]ESTWENNYH PRQMOUGOLXNYH MATRIC

[5],[12]. pUNKT 2 POSWQ]EN WWEDENI@ PONQTIQ BETA-FUNKCII NA M_{n,m}. w PUNKTE 3

DA@TSQ OSNOWNYE SWEDENIQ IZ [12] O DZETA INTEGRALE, ASSOCIIROWANNOM SO SLOVNOJ STEPENNOJ FUNKCIEJ NA PROSTRANSTWE PRQMOUGOLXNYH MATRIC. w PUNKTE 4 WWODITSQ OPREDELENIE POTENCIALOW rISSA (0.5) I PRIWODQTSQ IH PROSTEJ[IE SWOJSTWA. w PUNK- TE 5, PO SHEME MONOGRAFII [15] (STR. 55), USTANAWLIWAETSQ POLUGRUPPOWOE SWOJSTWO POTENCIALOW rISSA. pUNKT 6 POSWQ]EN ODNORODNOMU URAWNENI@ TEPLOPROWODNOSTI NA PROSTRANSTWE PRQMOUGOLXNYH MATRIC. w PUNKTAH 7 I 8, SOOTWETSTWENNO, DA@TSQ RE[ENIE ZADA^I kO[I DLQ URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI I SWQZX (0.6) MEVDU “TIM RE[ENIEM I POTENCIALOM rISSA. w PUNKTE 9 PRIWODITSQ DOKAZATELXSTWO POLUGRUP- POWOGO SWOJSTWA DLQ POTENCIALOW (0.5) NA OSNOWE SWQZI (0.6) INTEGRALA pUASSONA I POTENCIALA rISSA. w ZAKL@^ITELXNOM, 10 PUNKTE, STROITSQ RE[ENIE INTEGRALXNOGO URAWNENIQ SO SLOVNO STEPENNYM QDROM.

1. sLOVNYE STEPENNYE FUNKCII gINDIKINA NA Vm I Mn,m. pUSTX g ∈

GL(m) I^′g – MATRICA, TRANSPONIROWANNAQ K g. nA KONUSE V_m TRANZITIWNO DEJST-

WUET GRUPPA PREOBRAZOWANIJ V_m ∋ a →^′gag ∈ V_m. iNWARIANTNAQ MERA NA Vm IMEET WID μ(da) = da (det a)^{(m+1)/2} , da = ∏ 1≤i≤j≤m da_{ij}, (1.1)

( det a – OPREDELITELX MATRICY a = (a_{ij}), a_{ij} = a_{ji} ). iZ INWARIANTNOSTI MERY SLE-

DUET, ^TO

da^{−1} = da (det a)^{m+1}

. (1.2)

oBOZNA^IM ^EREZ ∇i(a) – GLAWNYJ NIVNIJ UGLOWOJ MINOR i−GO PORQDKA MATRI- CY a, i = 1, ..., m, ∇0(a) ≡ 1. sLOVNAQ STEPENNAQ FUNKCIQ gINDIKINA [5], SWQZANNAQ S KONUSOM Vm, S TO^NOSTX@ DO POSTOQNNOGO MNOVITELQ, IMEET WID

a^λ = m∏ i=1 [ ∇_{m−i+1}(a) ∇_{m−i}(a) ]λ_i/_2 , λ = (λ_1, ..., λ_m) ∈ C^m. (1.3)

pUSTX T^+_m – MNOVESTWO NIVNIH TREUGOLXNYH m × m− MATRIC t S POLOVITELX- NYMI DIAGONALXNYMI “LEMENTAMI. iZ RAZLOVENIQ a =^′tt SLEDUET, ^TO

a^λ = m∏ i=1 t^{λi}_{ii} , λ_i ∈ C. (1.4) oTNOSITELXNO OPERACII SOPRQVENIQ NA Vm V ∋ a = (a_{ij}) → a^∗ = (a^∗_{ij}) ∈ V, a^∗_{ij} = a_{m−j+1,m−i+1}, i = 1, ..., m, DWOJSTWENNAQ SLOVNAQ STEPENNAQ FUNKCIQ gINDIKINA [5] NA Vm IMEET WID

a^λ_∗ = m∏ i=1 [ ∇^∗_i (a) ∇^∗_{i−1}(a) ]λ_i/_2 , λ = (λ_1, ..., λ_m) ∈ C^m. (1.5)

zDESX ∇^∗_i (a) – GLAWNYJ WERHNIJ UGLOWOJ MINOR i−GO PORQDKA MATRICY a, ∇^∗_0(a) ≡ 1.

sOGLASNO [5], INTEGRALOM zIGELQ WTOROGO RODA ILI GAMMA-FUNKCIEJ KONUSA Vm

NAZYWAETSQ FUNKCIQ, POLU^AEMAQ ANALITI^ESKIM PRODOLVENIEM PO λ ∈ C^m INTEG- RALA Γ_{Vm} (λ) = ∫ Vm e^{−tr a} a^λ μ(da). (1.6)

—TOT INTEGRAL ABSOL@TNO SHODITSQ W OBLASTI {λ ∈ C^m | Re λ_i > m − i, i = 1, ..., m} I Γ_{Vm} (λ) = π^{m(m−1)4} m∏ i=1 Γ ( λ_i + i − m 2 ) . (1.7)

iME@T MESTO SLEDU@]IE PREDLOVENIQ [5],[12],[14]:

pREDLOVENIE 1.1. sLOVNAQ STEPENNAQ FUNKCIQ NA Vm UDOWLETWORQET SLE-

DU@]IM SWOJSTWAM

a^λa^μ = a^{λ+μ}, λ, μ ∈ C^m; (^′τ aτ )^λ = a^λ(^′τ τ )^λ, τ ∈ T^+_m ;

(a^{−1})^λ = a^{−λ}_∗ ; a^λ_∗ = (a^∗)^{λ∗} , λ^∗ = (λ_m, ..., λ_1).

(1.8)

pREDLOVENIE 1.2. pUSTX b ∈ Vm, TOGDA ∫ Vm e^{−tr (ab−1)} a^λ μ(da) = Γ_{Vm} (λ) b^λ, ∫ Vm e^{−tr ab} a^λ μ(da) = Γ_{Vm} (λ) b^{−λ}_∗ .

(1.9)

sWOJSTWA (1.8) O^EWIDNYM OBRAZOM SLEDU@T IZ RAWENSTW (1.3)-(1.5); SWOJSTWA

(1.9) – IZ (1.4),(1.7) I (1.8).

pUSTX DALEE_{M ∗} n,m = {x ∈ M_{n,m} | det^′xx ≠ 0} PODMNOVESTWO W Mn,m MATRIC MAKSIMALXNOGO RANGA m; O(n) – GRUPPA ORTOGONALX- NYH n × n−MATRIC. nA M^∗_{n,m} TRANZITIWNO DEJSTWUET GRUPPA PREOBRAZOWANIJ x → ρxτ, ρ ∈ O(n), τ ∈ T^+_m , OTNOSITELXNO KOTOROJ INWARIANTNAQ MERA IMEET WID μ(dx) = dx (det^′xx)^{n/2} , dx = m∏ i=1 n∏ j=1 dx_{ij}. (1.10) wYROVDENNYE MATRICY W Mn,m SOSTAWLQ@T MNOVESTWO MERY NULX. pO“TOMU SLOVNU@ STEPENNU@ FUNKCI@ gINDIKINA NA Mn,m MOVNO OPREDELITX RAWENSTWOM

[12]:

r^λ(x) = (^′xx)^λ, λ = (λ_1, ..., λ_m) ∈ C^m.

oTNOSITELXNO OPERACII SOPRQVENIQ NA Mn,m x = (x_1, ..., x_m) → x^∗ = (x_m, ..., x_1), x_i ∈ R^n, DWOJSTWENNAQ SLOVNAQ STEPENNAQ FUNKCIQ gINDIKINA IMEET WID

r^λ_∗ (x) = (^′xx)^λ_∗ .

o^EWIDNO, ^TO IMEET MESTO SLEDU@]EE

pREDLOVENIE 1.3.sLOVNAQ STEPENNAQ FUNKCIQ UDOWLETWORQET SLEDU@]IM

SWOJSTWAM:

r^λ(x)r^μ(x) = r^{λ+μ}(x); r^λ_∗ (x)r^μ_∗ (x) = r^{λ+μ}_∗ (x), λ, μ ∈ C^m; r^{(λ,...,λ)}(x) = r^{(λ,...,λ)}_∗ (x) = (det^′xx)^{λ/2}, λ ∈ C; (1.11) r^λ(ρxτ ) = π_λ(τ )r^λ(x), r^λ_∗ (ρx^′τ ) = π_λ(τ )r^λ_∗ (x), ρ ∈ O(n), τ ∈ T^+_m .

zDESX π_λ(τ ) = m∏ i=1 τ^{λi}_{ii} , λ = (λ_1, ..., λ_m) ∈ C^m. (1.12)

ESTX MULXTIPLIKATIWNYJ HARAKTER GRUPPY T^+_m .

2. bETA FUNKCIQ NA Mn,m. pUSTX a ∈ Vm, em – EDINI^NAQ m × m−MATRICA I_{a > e} m ⇔ a − e_m ∈ V_m, a < e_m ⇔ e_m − a ∈ V_m. sOGLASNO [5], INTEGRALOM zIGELQ PERWOGO RODA ILI BETA-FUNKCIEJ KONUSA Vm

NAZYWAETSQ FUNKCIQ, POLU^AEMAQ ANALITI^ESKIM PRODOLVENIEM INTEGRALA

B_{Vm} (λ, μ) = ∫ a<em a^λ (e_m − a)^{μ−m̄−¯1} μ(da) (2.1),

λ ∈ C^m, μ ∈ C^m, m̄ = (m, ..., m) ∈ N^m, ¯1 = (1, ..., 1) ∈ N^m, IZ OBLASTI EGO SHODIMOSTI.

w RABOTE [5] POKAZANO, ^TO BV_m (λ, μ) ABSOL@TNO SHODITSQ W OBLASTI {(λ, μ) ∈ C^m × C^m | Re λ_i > m − i, Re μ_i > m − i} I PRI “TOM B_{Vm}(λ, μ) = Γ_{Vm} (λ) Γ_{Vm} (μ)

Γ_{Vm} (λ + μ)

. (2.2)

nA R RASSMOTRIM INTEGRAL

B_1(α, β) = +∞∫ −∞ |y|^{α−1} |1 − y|^{β−1}dy, y ∈ R, α, β ∈ C. nEPOSREDSTWENNOE WY^ISLENIE INTEGRALA POKAZYWAET, ^TO B1(α, β) ABSOL@TNO SHO- DITSQ W OBLASTI

{(α, β) ∈ C × C | Re α > 0, Re β > 0, Re (α + β) < 1}

I PRI “TOM

B_{1,1}(α, β) = B ( α 2 ,^β_2 ) B (_{1−} α−β 2 ,^1_2 ) B (_{1−} α 2 ,^{1−β}_2 ) = H_{1,1}(α)H_{1,1}(β) H_{1,1}(α + β)

, (2.3)

GDE B(·, ·) – STANDARTNAQ BETA-FUNKCIQ —JLERA; H1,1(α) – GAMMA FUNKCIQ NA R.

aNALOGI^NO, INTEGRAL

B_n(α, β) = +∞∫ −∞ |y|^{α−n} |e_1 − y|^{β−n}dy, α, β ∈ C,

y = (y_1, ..., y_n) ∈ R^n, |y| = √ y^2_1 + ... + y^2_n, e_1 = (1, 0, ..., 0) ∈ R^n,

ABSOL@TNO SHODITSQ W OBLASTI {(α, β) ∈ C × C | Re α > 0, Re β > 0, Re (α + β) < n}

I PRI “TOM Bn(α, β) WYRAVAETSQ ^EREZ GAMMA-FUNKCI@

H_{n,1}(α) = 2^α π^{n/2} Γ ( α 2 ) Γ ( n−α 2 ) PO KLASSI^ESKOJ FORMULE

B_n(α, β) =

H_{n,1}(α)H_{n,1}(β) H_{n,1}(α + β)

(2.4)

(SM., NAPRIMER, [15]).

fUNKCI@ B_n(α, β) DWUH KOMPLEKSNYH PEREMENNYH ESTESTWENNO NAZWATX BETA- FUNKCIEJ NA PROSTRANSTWE R^n (PO POWODU NAZWANIQ SM. [16]).

pREVDE ^EM DATX OPREDELENIE BETA-FUNKCII WEKTORNYH PARAMETROW NA PRO- STRANSTWE Mn,m, RASSMOTRIM INTEGRAL B_{n,m}(λ, μ) = ∫ Mn,m r^{λ−n̄}(x) r^{μ−n̄}(e^∗ − x)dx, (2.5)

λ ∈ C^m, μ ∈ C^m, n̄ = (n, ..., n) ∈ N^m, e^∗ = ( e_m 0 ) ∈ M_{n,m}. tEOREMA 2.1.w OBLASTI

{(λ, μ) ∈ C^m × C^m | Re λ_i > m − i, Re μ_i > m − i, Re (λ_i + μ_i) < n − i + 1}

(KOTORAQ SU]ESTWUET PRI n ≥ 2m − 1 ) INTEGRAL B_{n,m}(λ, μ) ABSOL@TNO SHODITSQ I IMEET MESTO RAWENSTWO B_{n,m}(λ, μ) = B_{n,m}(μ, λ). dOKAZATELXSTWO. wWEDEM OBOZNA^ENIQ

I^λ_0 = ∫ M_0 r^λ(x)μ(dx), I^λ_∞ = ∫ M∞ r^λ(x)μ(dx),

M_0 = {x ∈ M_{n,m} |^′xx < e_m}, M_∞ = {x ∈ M_{n,m} |^′xx > e_m}, V_0 = {a ∈ V_m | a < e_m}, V_∞ = {a ∈ V_m | a > e_m}, T_0 = {t ∈ T^+_m |^′tt < e_m}. uSTANOWIM SWQZX MEVDU I^λ_0 I I^λ_∞. pUSTX x ∈ M_{n,m}, a ∈ V_m, ω ∈ U_{n,m} = {x ∈ M_{n,m} |^′xx = e_m}. tOGDA [17],[8]_{x = ωa1/2, μ(dx) = 2m dω μ(da)}

I, TAKIM OBRAZOM,

I^λ_∞ = c ∫ V∞ a^λμ(da) = c ∫ V_0

(a^{−1})^λμ(da)

= c ∫ V_0 a^{−λ}_∗ μ(da) = c ∫ V_0 (a^∗)^{−λ∗} μ(da^∗)

= c ∫ V_0 a^{−λ∗} μ(da) = I^{−λ∗}_0 . pUSTX TEPERX x = ωt, ω ∈ Un,m, t ∈ T^+_m, TOGDA [8] μ(dx) = m∏ i=1 t^{i−m−1} ii dωdt I I^λ_0 = c ∫ T_0 m∏ i=1 t^{λi+i−m−1} ii dt. w REZULXTATE, INTEGRAL I^λ_0 ABSOL@TNO SHODITSQ W OBLASTI {λ ∈ C^m | Re λ_i > m − i}, A INTEGRAL I^λ_∞ – W OBLASTI {λ ∈ C^m | Re λ_i < 1 − i}. tAKIM OBRAZOM, INTEGRAL (2.5) ABSOL@TNO SHODITSQ W OBLASTI, KOTORAQ ZADAETSQ OBLASTX@ SHODIMOSTI INTEGRALOW I^λ_0 , I^μ_0 I I^{λ+μ−n̄}_∞ , TO ESTX W OBLASTI

{(λ, μ) ∈ C^m × C^m | Re λ_i > m − i, Re μ_i > m − i, Re (λ_i + μ_i) < n − i + 1} .

o^EWIDNO, ^TO “TA OBLASTX SU]ESTWUET, ESLI DLQ WSEH i = 1, ..., m WYPOLNQETSQ NERAWENSTWO_{(m − i) + (m − i) < n − i + 1 ⇔ i > −n + 2m − 1.}

tAKIM OBRAZOM, INTEGRAL Bn,m(λ, μ) ABSOL@TNO SHODITSQ W UKAZANNOJ OBLASTI, ESLI

n ≥ 2m − 1. pRI “TOM, W UKAZANNOJ OBLASTI, WYPOLNENIE RAWENSTWA B_{n,m}(λ, μ) = B_{n,m}(μ, λ). O^EWIDNO. dOKAZATELXSTWO ZAWER[ENO.

tEOREMA 2.1 POZWOLQET WWESTI oPREDELENIE 2.1.bETA-FUNKCIEJ NA Mn,m, n ≥ 2m−1, NAZYWAETSQ FUNKCIQ,

KOTORAQ POLU^AETSQ ANALITI^ESKIM PRODOLVENIEM INTEGRALA (2.5) IZ OBLASTI EGO SHODIMOSTI.

3. dZETA INTEGRAL NA Mn,m. pUSTX S(Mn,m) – PROSTRANSTWO –WARCA BESKO-

NE^NO DIFFERENCIRUEMYH FUNKCIJ S BYSTRO UBYWA@]IMI PROIZWODNYMI NA Mn,m. dLQ φ(x) ∈ S(Mn,m) POLOVIM Z_{|x|}(φ, α − n) = ∫ Mn,m |x|^{α−n} φ(x) dx, |x| = (det^′xx)^{1/2}, α ∈ C. (3.1) —TOT INTEGRAL NAZYWAETSQ DZETA INTEGRALOM, ASSOCIIROWANNYM SO STEPENNOJ

FUNKCIEJ |x|, A SOOTWETSTWU@]AQ EMU FUNKCIQ α → Z_{|x|}(φ, α−n) NAZYWAETSQ DZETA- FUNKCIEJ iGUZY NA C [9].

w MONOGRAFII [13] DLQ PROIZWOLXNYH n I m ≤ n BYLO USTANOWLENO FUNKCIO- NALXNOE SOOTNO[ENIE Z_{|x|}(φ, α − n) Γ_m(α/2) = π^{−nm/2} 2^{m(α−n)} Z_{|x|}(Fφ, −α) Γ_m((n − α)/2) , α ∈ C, (3.2) LEWAQ I PRAWAQ ^ASTI KOTOROGO NA C PONIMA@TSQ W SMYSLE ANALITI^ESKOGO PRODOL- VENIQ. zDESX Fφ(y) = ∫ Mn,m e^{−i tr ′yx}φ(x)dx, (3.3) – PREOBRAZOWANIE fURXE FUNKCII φ.

sOGLASNO [8],[12], DZETA INTEGRALOM, ASSOCIIROWANNYM SO SLOVNOJ STEPENNOJ

FUNKCIEJ r^λ(x), λ ∈ C^m, NAZYWAETSQ INTEGRAL Z_r(φ, λ − n̄) = ∫ Mn,m r^λ(x)φ(x) μ(dx), n̄ = (n, ..., n) ∈ N^m. (3.4) pRI λ = (α, ..., α) ≃ C I Re α > m − 1 IMEET MESTO RAWENSTWO Z_r(φ, λ − n̄) = Z_{|x|}(φ, α − n) (SM. FORMULY (3.1) I (1.11)).

pREDLOVENIE 3.1.([12]) w OBLASTI {λ ∈ C^m | Re λ_i > m − i, i = 1, ..., m} DZETA INTEGRAL ABSOL@TNO SHODITSQ I MOVET BYTX PRODOLVEN NA C^m KAK MERO- MORFNAQ FUNKCIQ S POL@SAMI W TEH TO^KAH λ, DLQ KOTORYH λ_i = m−i−2k, k ∈ Z_+, HOTQ BY PRI ODNOM i = 1, ..., m.

w REZULXTATE NORMIROWANNAQ DZETA-FUNKCIQ iGUZY λ → Z^{norm}_r (φ, λ − n̄) ≡ Z_r(φ, λ − n̄) Γ_{Vm} (λ)

QWLQETSQ CELOJ PO PARAMETRU λ ∈ C^m.

iME@T MESTO SLEDU@]IE PROSTEJ[IE SWOJSTWA DZETA FUNKCII [12]: Z^{norm}_r (φ, −n̄) = Z^{norm}_{r∗} (φ, −n̄) = π^{nm/2}φ(0) Γ_m ( n 2 ) ;

Z^{norm}_r (φ, −n̄) = Z^{norm}_{r∗} (Fφ, 0) (4π)^{nm/2} . iMEET MESTO tEOREMA 3.1.([12]) w OBLASTI {λ ∈ C^m| m − i < Re λ_i < n − i + 1, i = 1, ..., m} IMEET MESTO RAWENSTWO pLAN[ERELQ π^{nm/2} Γ_{Vm} (λ) ∫ Mn,m r^{λ−n̄}(x)φ(x)dx = 2^{|λ|−nm} Γ_{Vm} (−λ^∗ + n̄) ∫ Mn,m r^{−λ}_∗ (x)Fφ(x)dx (3.5) DWUH ABSOL@TNO SHODQ]IHSQ INTEGRALOW I, TAKIM OBRAZOM, NA WSEM C^m DZETA- FUNKCIQ iGUZY UDOWLETWORQET FUNKCIONALXNOMU RAWENSTWU Z^{norm}_r (φ, λ − n̄) = 2^{|λ|} (4π)^{nm/2} Z^{norm}_{r∗} (Fφ, −λ), (3.6) LEWAQ I PRAWAQ ^ASTI KOTOROGO PONIMA@TSQ NA C^m W SMYSLE ANALITI^ESKOGO PRO- DOLVENIQ.

sLEDSTWIE 3.1. w OBLASTI {λ ∈ C^m| λ_i ≠ −n + m − i − 2k, i = 1, ..., m, k ∈ Z_+} PREOBRAZOWANIE fURXE F(r^λ) OBOB]ENNOJ FUNKCII r^λ, OTWE^A@]EJ r^λ(x), IMEET WID F(r^λ) = Γ_{n,m}(λ + n̄) r^{−λ−n̄}_∗ . (3.7)

4. pOTENCIALY rISSA. pROSTEJ[IE SWOJSTWA. iZ FUNKCIONALXNOGO SWOJ-

STWA (3.6) DLQ DZETA INTEGRALA IMEEM

Γ_{Vm} (−λ^∗ + n̄) 2^{|λ|}π^{nm/2}Γ_{Vm} (λ) Z_r(φ, λ − n̄) = 1 (2π)^{nm} Z_r(Fφ, −λ), φ ∈ S(M_{n,m}), GDE Fφ – PREOBRAZOWANIE fURXE FUNKCII φ (3.3).

oBOZNA^IM ^EREZ φx(y) = φ(x − y) I W SOOTWETSTWII S [8] WWEDEM oPREDELENIE 4.1.pOTENCIALOM rISSA, ASSOCIIROWANNYM SO SLOVNOJ STEPEN-

NOJ FUNKCIEJ NA M_{n,m}, NAZOWEM FUNKCI@ ( I^λ_r φ ) (x) =

Γ_{Vm} (−λ^∗ + n̄) 2^{|λ|}π^{nm/2}Γ_{Vm} (λ) Z_r(φ_x, λ − n̄) ≡ 1 Γ_{n,m}(λ) Z_r(φ_x, λ − n̄), (4.1)

GDE λ ∈ C^m, φ ∈ S(M_{n,m}). iZ OPREDELENIQ 4.1 I PREDLOVENIQ 3.1 SLEDUET, ^TO W OBLASTI {λ ∈ C^m | Re λ_i > m − i, λ_i ≠ n − i − 1 + 2k, k ∈ N} POTENCIAL rISSA MOVET BYTX ZAPISAN W WIDE ABSOL@TNO SHODQ]EGOSQ INTEGRALA ( I^λ_r φ ) (x) = 1 Γ_{n,m}(λ) ∫ Mn,m r^λ(y) φ(x − y) μ(dy). w SILU PREDLOVENIQ 3.1 POTENCIAL rISSA^(I^λ_r φ^) (x) ESTX MEROMORFNAQ PO AR-

GUMENTU λ ∈ C^m FUNKCIQ S POL@SAMI W TEH VE TO^KAH I TOGO VE PORQDKA, ^TO I U FUNKCII Γ_{Vm} (−λ^∗ + n̄).

rASSMOTRIM POLUGRUPPU LINEJNYH DIFFERENCIALXNYH OPERATOROW NA Mn,m , PO- ROVDENNU@ OPERATORAMI k“LI-lAPLASA [18]

Δ_i = det

′∂_1∂_1 · · ·^′∂_1∂_i . . ... . . ′∂_i∂_1 · · ·^′∂_i∂_i , i = 1, ..., m. zDESX ∂i – WEKTOR-STOLBEC ^ASTNYH PROIZWODNYH, TAKOJ ^TO ′∂_i = ( ∂ ∂x_{1i} , ..., ∂ ∂x_{ni} ) . pUSTX

Δ^p = r^p_∗ (∂_x), ∂_x = ( ∂ ∂x_{ij} ) , GDE p = m∑ i=1 p_iq_i, p_i ∈ Z_+, q_i = (2, ..., 2_i, 0, ..., 0) (SIMWOL 2i OZNA^AET, ^TO CIFRA 2 STOIT NA i−OJ POZICII).

tOGDA, S TO^NOSTX@ DO POSTOQNNOGO MNOVITELQ, UKAZANNAQ POLUGRUPPA SOSTOIT IZ OPERATOROW WIDA [18]_{Δp = Δp1} 1 ...Δ^{pm}_m . uTWERVDENIE 4.1.dLQ POTENCIALOW rISSA^(I^λ_r φ^) (x) (4.1) IME@T MESTO SLE-

DU@]IE RAWENSTWA ( Δ^pI^λ_r φ ) (x) = ( I^λ_r Δ^pφ ) (x) = (−1)^{|p|/2} ( I^{λ−p}_r φ ) (x), (4.2) ( I^0_r φ ) (x) = φ(x). (4.3)

dOKAZATELXSTWO. pUSTX OBY^NOJ FUNKCII^(I^λ_r φ^) (x) SOOTWETSTWUET OBOB]EN-

NAQ FUNKCIQ

I^λ_r φ = r^{λ−n̄} Γ_{n,m}(λ) ∗ φ,

GDE ∗ – OPERACIQ SWERTKI. tOGDA, PO FORMULE (3.7) IMEEM F ( I^λ_r φ ) = r^{−λ}_∗ Fφ. (4.4) w REZULXTATE,_{F (I 0} r φ ) = F (φ) . dALEE, POSKOLXKU FUNKCII φ I F (φ) IZ PROSTRANSTWA –WARCA, TO IZ REZULXTATOW [19] POSLEDNEE RAWENSTWO WERNO I W SMYSLE OBY^NYH FUNKCIJ. tAKIM OBRAZOM, RAWENSTWO

(4.3) DOKAZANO.

aNALOGI^NO, W SMYSLE OBOB]ENNYH FUNKCIJ

Δ^pI^λ_r φ = Δ^p ( Γ_{Vm} (−λ^∗ + n̄) 2^{|λ|}π^{nm/2} r^{λ−n̄} Γ_{Vm} (λ) ∗ φ )

= Γ_{Vm} (−λ^∗ + n̄) 2^{|λ|}π^{nm/2} r^{λ−n̄} Γ_{Vm} (λ)

∗ (Δ^pφ) = I^λ_r (Δ^pφ).

dALEE, IZ RAWENSTWA (3.7) IMEET MESTO FORMULA k“LI Δ^p−DIFFERENCIROWANIQ [18]

Δ^p r^λ = (−4)^{|p|/2}

Γ_{Vm} (λ + n̄) Γ_{Vm} (−λ^∗ + p^∗) Γ_{Vm} (λ + n̄ − p) Γ_{Vm} (−λ^∗) r^{λ−p} I Δ^pI^λ_r φ =

Γ_{Vm} (−λ^∗ + n̄) 2^{|λ|}π^{nm/2} (−4)^{|p|/2} Γ_{Vm} (λ) Γ_{Vm} (−λ^∗ + p^∗ + n̄) Γ_{Vm} (λ − p) Γ_{Vm} (−λ^∗ + n̄) r^{λ−p−n̄} Γ_{Vm} (λ) ∗ φ

= (−1)^{|p|/2} Γ_{Vm} (−λ^∗ + p^∗ + n̄) 2^{|λ−p|}π^{nm/2} r^{λ−p−n̄} Γ_{Vm} (λ − p) ∗ φ = (−1)^{|p|/2}I^{λ−p}_r φ. tOGDA_{ΔpIλ} r φ = I^λ_r (Δ^pφ) = (−1)^{|p|/2}I^{λ−p}_r φ W SMYSLE OBOB]ENNYH FUNKCIJ. oSTAETSQ OTMETITX, ^TO W OBLASTI REGULQRNOSTI FUNKCIONALA I^{λ−p}_r φ FUNKCIONAL I^λ_r φ TAKVE REGULQREN I RAWENSTWO (4.2) SPRAWEDLIWO W OBY^NOM SMYSLE. dOKAZATELXSTWO ZAWER[ENO.

5. pOLUGRUPPOWOE SWOJSTWO POTENCIALOW rISSA. w “TOM PUNKTE DOKAZYWA-

ETSQ

tEOREMA 5.1.pRI n ≥ 2m − 1 W OBLASTI

{(λ, μ) ∈ C^m × C^m | Re λ_i > m − i, Re μ_i > m − i, Re (λ_i + μ_i) < n + 1 − i }

IMEET MESTO POLUGRUPPOWOE SWOJSTWO DLQ POTENCIALOW rISSA (4.1) ( I^λ_r (I^μ_r φ) ) (x) = ( I^{λ+μ}_r φ ) (x). (5.1)

dOKAZATELXSTWO PROWODITSQ PO SHEME IZ [15] (STR. 55). nAPOMNIM, ^TO

Γ_{n,m}(λ) = 2^{|λ|}π^{nm/2} Γ_{Vm} (λ) Γ_{Vm} (−λ^∗ + n̄)

, Γ_{Vm} (λ) = π^{m(m−1)4} m∏ i=1 Γ ( λ_i + i − m 2 ) , λ^∗ = (λ_m, ..., λ_1).

tOGDA_(

I^λ_r (I^μ_r φ) ) (x) = 1 Γ_{n,m}(λ) ∫ Mn,m r^λ(z) (I^μ_r φ) (x − z) μ(dz)

= 1 Γ_{n,m}(λ)Γ_{n,m}(μ) ∫ Mn,m r^λ(z) μ(dz) ∫ Mn,m r^μ(y)φ(x − y − z) μ(dy)

= 1 Γ_{n,m}(λ)Γ_{n,m}(μ) ∫ Mn,m r^{λ−n̄}(z) dz ∫ Mn,m r^{μ−n̄}(x − y − z)φ(y) dy. pEREJDEM W POSLEDNEM RAWENSTWE (POKA FORMALXNO) K DRUGOMU POWTORNOMU IN- TEGRALU. tOGDA ( I^λ_r (I^μ_r φ) ) (x) = 1 Γ_{n,m}(λ)Γ_{n,m}(μ) ∫ Mn,m φ(y) dy ∫ Mn,m r^{λ−n̄}(z) r^{μ−n̄}(x − y − z) dz. oBOZNA^IM ^EREZ J^{λ,μ}_{n,m}(x) = ∫ Mn,m r^{λ−n̄}(y) r^{μ−n̄}(x − y) dy I POLOVIM x − y = zt, GDE MATRICA t ∈ T^+_m QWLQETSQ MATRICEJ RAZLOVENIQ x = ωt, ω ∈ U_{n,m}. w REZULXTATE dy = (det t)^n dz = (det^′xx)^{n/2} dz = r^{n̄}(x) dz I_{J λ,μ} n,m(x) = ∫ Mn,m r^{λ−n̄}(x − zt) r^{μ−n̄}(zt) r^{n̄}(x) dz. pOSKOLXKU IZ FORMUL (1.11) r^μ(zt) = r^μ(z) r^μ(x), TO IMEEM_{J λ,μ} n,m(x) = r^{λ+μ−n̄}(x) ∫ Mn,m r^{λ−n̄}(xt^{−1} − z) r^{μ−n̄}(z) dz. dALEE, IZ LEWOJ O(n)−INWARIANTNOSTI SLOVNOJ STEPENNOJ FUNKCII r^λ(x), DLQ

ρ ∈ O(n) IMEEM J^{λ,μ}_{n,m}(x) = r^{λ+μ−n̄}(x) ∫ Mn,m r^{λ−n̄}(ρxt^{−1} − ρz) r^{μ−n̄}(ρz) d(ρz)

= r^{λ+μ−n̄}(x) ∫ Mn,m r^{λ−n̄}(ρωtt^{−1} − ρz) r^{μ−n̄}(ρz) d(ρz)

= r^{λ+μ−n̄}(x) ∫ Mn,m r^{λ−n̄}(ρω − z) r^{μ−n̄}(z) d(z).

oSTAETSQ PODOBRATX ρ ∈ O(n) PO ω ∈ Un,m TAK, ^TOBY ρω = ( e_m 0 ) = e^∗ ∈ U_{n,m} ⊂ M_{n,m}. tAKIM OBRAZOM, IZ FORMULY (2.5) I TEOREMY 2.1 W OBLASTI

{(λ, μ) ∈ C^m × C^m | Re λ_i > m − i, Re μ_i > m − i, Re (λ_i + μ_i) < n + 1 − i }

(KOTORAQ SU]ESTWUET PRI n ≥ 2m − 1 ) INTEGRAL J^{λ,μ}_{n,m}(x) ABSOL@TNO SHODITSQ I IMEET MESTO FORMULA_{J λ,μ} n,m(x) = r^{λ+μ−n̄}(x) B_{n,m}(λ, μ). w REZULXTATE, ( I^λ_r (I^μ_r φ) ) (x) = B_{n,m}(λ, μ) Γ_{n,m}(λ)Γ_{n,m}(μ) ∫ Mn,m r^{λ+μ−n̄}(x − y)φ(y) dy I_(

I^λ_r (I^μ_r φ) ) (x) = Γ_{n,m}(λ + μ) Γ_{n,m}(λ)Γ_{n,m}(μ) B_{n,m}(λ, μ) ( I^{λ+μ}_r φ ) (x). oTMETIM TEPERX, ^TO ABSOL@TNAQ SHODIMOSTX BETA INTEGRALA I ABSOL@TNAQ SHO- DIMOSTX INTEGRALA^(I^{λ+μ}_r φ^) (x) W OBLASTI

{(λ, μ) ∈ C^m × C^m | Re λ_i > m − i, Re μ_i > m − i, Re (λ_i + μ_i) < n + 1 − i }

WLEKUT PO TEOREME fUBINI ABSOL@TNU@ SHODIMOSTX ISHODNOGO POWTORNOGO INTEGRALA.

oSTAETSQ DOKAZATX, ^TO KONSTANTA c_{n,m}(λ, μ) = Γ_{n,m}(λ + μ) Γ_{n,m}(λ)Γ_{n,m}(μ) B_{n,m}(λ, μ) TOVDESTWENNA RAWNA 1.

dLQ “TOGO W PROSTRANSTWE –WARCA S(Mn,m) WWEDEM PODPROSTRANSTWO FUNKCIJ

S_0(M_{n,m}) sEMQNISTOGO-sAMKO [8],[20], TAKIH ^TO DLQ FUNKCII φ_0 ∈ S_0(M_{n,m}) EE PRE-

OBRAZOWANIE fURXE Fφ0 WMESTE SO WSEMI SWOIMI PROIZWODNYMI OBRA]AETSQ W NULX NA MATRICAH x ∈ Mn,m, RANG KOTORYH MENEE m.

pUSTX I^μ_r φ0, φ0 ∈ S0(Mn,m), – OBOB]ENNAQ FUNKCIQ, OTWE^A@]AQ W OBLASTI {μ ∈ C^m | Re μ_i > m − i, i = 1, ..., m} OBY^NOJ FUNKCII (I^μ_r φ0) (x). tOGDA W SILU (3.7)

F (I^μ_r φ_0) = r^{−μ}_∗ F(φ_0). (5.2)

pO PREDLODENI@ 3.1 W OBLASTI {μ ∈ C^m | Re μ_i < n + 1 − i, i = 1, ..., m}

FUNKCIONAL r^{−μ}_∗ F(φ0) REGULQREN. tOGDA IZ REZULXTATOW [19], W OBLASTI {μ ∈ C^m | Re μ_i > m − i} ∩ {μ ∈ C^m | Re μ_i < n + 1 − i} (KOTORAQ WSEGDA SU]ESTWUET) RAWENSTWO (5.2) IMEET MESTO W OBY^NOM SMYSLE. a PO- SKOLXKU r^{−μ}_∗ (x) F(φ0)(x) ∈ S(Mn,m), TO IZ (5.2) FUNKCIQ (I^μ_r φ0) (y) ∈ S(Mn,m).

tOGDA W OBLASTI {(λ, μ) ∈ C^m × C^m | Re λ_i > m − i, m − i < Re μ_i < n + 1 − i} W SMYSLE OBOB]ENNYH FUNKCIJ IMEET MESTO RAWENSTWO F ( I^λ_r (I^μ_r φ_0) ) = r^{−λ}_∗ F (I^μ_r φ_0)

= r^{−λ}_∗ r^{−μ}_∗ F(φ_0) = r^{−(λ+μ)}∗ F(φ_0).

tAKIM OBRAZOM, W OBLASTI {(λ, μ) ∈ C^m × C^m | m − i < Re λ_i < n + 1 − i, m − i < Re μ_i < n + 1 − i} IMEET MESTO RAWENSTWO FUNKCIJ IZ PROSTRANSTWA S0(Mn,m) F ( I^λ_r (I^μ_r φ_0) ) (y) = r^{−(λ+μ)} ∗ (y) F(φ_0)(y). (5.3)

oSTAETSQ ZAMETITX, ^TO DLQ OBOB]ENNOJ FUNKCII, OTWE^A@]EJ OBY^NOJ FUNK- CII^(I^{λ+μ}_r φ0^) (x) W OBLASTI

{(λ, μ) ∈ C^m × C^m | Re (λ_i + μ_i) > m − i},

IMEET MESTO RAWENSTWO_{F (Iλ+μ} r φ_0 ) = r^{−(λ+μ)} ∗ F(φ_0). oTKUDA, W OBLASTI

{(λ, μ) ∈ C^m × C^m | m − i < Re (λ_i + μ_i) < n + 1 − i}

IMEET MESTO RAWENSTWO OSNOWNYH FUNKCIJ F ( I^{λ+μ}_r φ_0 ) (y) = r^{−(λ+μ)} ∗ (y) F(φ_0)(y). (5.4)

nAKONEC, IZ RAWENSTW (5.3) I (5.4) W OBLASTI

{(λ, μ) ∈ C^m × C^m | Re λ_i > m − i, Re μ_i > m − i, Re (λ_i + μ_i) < n + 1 − i}

POLU^AEM_{F (Iλ}

r (I^μ_r φ_0) ) (y) = F ( I^{λ+μ}_r φ_0 ) (y) I NA PODPROSTRANSTWE FUNKCIJ sEMQNISTOGO-sAMKO ( I^λ_r (I^μ_r φ_0) ) (x) = ( I^{λ+μ}_r φ_0 ) (x).

tAKIM OBRAZOM cn,m(λ, μ) ≡ 1. dOKAZATELXSTWO TEOREMY 5.1 ZAWER[ENO. sLEDSTWIE 5.1. bETA-FUNKCIQ (2.5) NA Mn,m S GAMMA-FUNKCIEJ Γn,m(λ) FOR-

MULOJ B_{n,m}(λ, μ) = Γ_{n,m}(λ)Γ_{n,m}(μ) Γ_{n,m}(λ + μ) . w SLU^AE KOGDA λ1 = ... = λm I μ1 = ... = μm “TO RAWENSTWO BYLO DOKAZANO W

[10].

6. uRAWNENIE TEPLOPROWODNOSTI NA Mn,m. oBOZNA^IM ^EREZ p ∈ C^m WSE

WEKTORY, NA KOTORYH SLOVNYE STEPENNYE FUNKCII a^p_∗ I r^p_∗(x) QWLQ@TSQ MNOGO^LENA- MI. wSE TAKIE WEKTORY QWLQ@TSQ LINEJNYMI KOMBINACIQMI WEKTOROW q_i = (2, ..., 2_i, 0, ..., 0), i = 1, ..., m, (SIMWOL 2i OZNA^AET, ^TO CIFRA 2 STOIT NA i−OJ POZICII) S NEOTRICATELXNYMI CE- LYMI KO“FFICIENTAMI pi ∈ Z+[18] : p = m∑ i=1 p_iq_i. (6.1)

oBOZNA^IM ^EREZ

D^p = (∂_a)^p_∗, ∂_a = ( ε_{ij} ∂ ∂a_{ij} ) , ε_{ij} = 1, i = j, 1 2 , i ≠ j; Δ^p = r^p_∗(∂_x), ∂_x = ( ∂ ∂x_{ij} ) SOOTWETSTWENNO OPERATORY gINDIKINA NA Vm I k“LI-lAPLASA NA Mn,m, OTWE^A@]IE SLOVNYM STEPENNYM FUNKCIQM [1],[5],[12].

tOGDA_{Dp = Dp1}

1 ...D^{pm}_m ; Δ^p = Δ^{p1}_1 ...Δ^{pm}_m , (6.2) GDE D_i = det ∂/∂a_{11} · · ·^1_2 ∂/∂a_{1i} . . . .. . . 1 2 ∂/∂a_{1i} · · · ∂/∂a_{ii} ; Δ_i = det

′∂_1∂_1 · · ·^′∂_1∂_i . . ... . . ′∂_i∂_1 · · ·^′∂_i∂_i (6.3) I_′

∂_s∂_j = n∑ k=1 ∂^2 ∂x_{sk}∂x_{kj} , s, j, i = 1, ..., m. mEVDU OPERATORAMI Di I Δi IMEETSQ SLEDU@]AQ SWQZX (SLU^AJ i = m SM, NAPRIMER, W [9]): PUSTX f(x), x ∈ Mn,m, QWLQETSQ RADIALXNOJ FUNKCIEJ, TO ESTX

f(x) = φ(^′xx), TOGDA

Δ_i[f](x) = 4^i a^{m̄+¯1−n̄}D_i a^{−m̄−¯1+n̄+qi} D_i[φ](a)|_{a=} ′_{xx} .

zDESX^¯1 = (1, ..., 1), n̄ = (n, ..., n) I m̄ = (m, ..., m) – WEKTORY W N^m.

pREDLOVENIE 6.1.iMEET MESTO RAWENSTWO

D^p(∂_a) e^{−tr(ab)} = (−1)^{|p|/2} b^p_∗ e^{−tr(ab)}. (6.4)

dOKAZATELXSTWO. nEPOSREDSTWENNYM DIFFERENCIROWANIEM, W SILU (6.3), IMEEM

D_i(∂_a) e^{−tr(ab)} = (−1)^i det b_{11} · · · b_{1i} . . ... . . b_{1i} · · · b_{ii} e^{−tr(ab)} = (−1)^i b^{qi}_∗ e^{−tr(ab)}.

tOGDA_{Dpi}

i (∂_a) e^{−tr(ab)} = (−1)^{ipi} (b^{qi}_∗ )^{pi} e^{−tr(ab)}

I W SILU FORMUL (6.2) I (1.8)

D^p(∂_a) e^{−tr(ab)} = (−1) ∑_m i=1 ip_i bp ∗ e^{−tr(ab)}. oSTAETSQ OTMETITX, ^TO^{∑m}_{i=1} ipi = |p|/2 W SILU (6.1). dOKAZATELXSTWO ZAWER[ENO.

wWEDEM NA Vm × Mn,m OPERATOR

H^p = D^p − Δ^p, (6.5)

OPREDELQEMYJ RAWENSTWAMI (6.2) I (6.3). pRI m = 1 OPERATOR H^p IMEET WID ∂^{p1} ∂a^{p1}_{11} − ( ∂^2 ∂x^2_{11} + ... + ∂^2 ∂x^2_{1n} )p_1 I PRI p1 = 1 OPERATOR H^p SOWPADAET S KLASSI^ESKIM OPERATOROM TEPLOPROWODNOSTI NA R^n :

H^p|_{m=1,p1=1} = ∂ ∂a_{11} − ∂^2 ∂x^2_{11} − ... − ∂^2 ∂x^2_{1n} . w “TOJ SWQZI, ESTESTWENNO NAZWATX OPERATOR H^p OPERATOROM TEPLOPROWODNOSTI NA V_m × M_{n,m}. pUSTX (a, x) ∈ Vm × Mn,m, ρ ∈ O(n), τ ∈ T^+_m . nA Vm × Mn,m DEJSTWUET GRUPPA PREOBRAZOWANIJ WIDA g(ρ, τ ) ( a x ) = (_′ τ 0 0 ρ ) ( a x ) τ. oTNOSITELXNO “TOJ GRUPPY OPERATOR TEPLOPROWODNOSTI H^p NA Vm × Mn,m QWLQETSQ ODNORODNYM, TO ESTX IMEET MESTO

pREDLOVENIE 6.2.pUSTX f FUNKCIQ NA Vm × Mn,m I gf(a, x) ≡ g(ρ, τ )[f](a, x) = f(^′τ aτ, ρxτ ), TOGDA IMEET MESTO RAWENSTWO H^p[gf](a, x) = π_p(τ )H^p[f](^′τ aτ, ρxτ ),

GDE π_p(τ ) OPREDELEN RAWENSTWOM (1.12).

dOKAZATELXSTWO. w RABOTAH [5],[18] SOOTWETSTWENNO USTANOWLENY RAWENSTWA

D^p[h_1f](a) = π_p(τ )D^p[f](^′τ aτ ), h_1f(a) = f(^′τ aτ ), Δ^p[h_2φ](x) = π_p(τ )Δ^p[φ](ρxτ ), h_2φ(x) = φ(ρxτ ). tOGDA_{Hp[gf](a, x) = πp(τ )Dp[f]( ′τ aτ, ρxτ ) − πp(τ )Δp̄[f]( ′τ aτ, ρxτ )} = π_p(τ )H^p[f](^′τ aτ, ρxτ ). dOKAZATELXSTWO ZAWER[ENO.

nA Vm × Mn,m RASSMOTRIM URAWNENIE TEPLOPROWODNOSTI

H^p u(a, x) = 0. (6.6)

pREDLOVENIE 6.3.pUSTX DLQ KAVDOGO FIKSIROWANNOGO a ∈ Vm, u(a, x) ∈

S(M_{n,m}), TOGDA FUNKKCIQ u(a, x) = const · a^{−n̄}e^{− 14 tr(a−1 ′xx)} (6.7) QWLQETSQ RE[ENIEM URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI (6.6).

dOKAZATELXSTWO. pRIMENIM K OBEIM ^ASTQM RAWENSTWA (6.6) OPERATOR PREOB-

RAZOWANIQ fURXE Fx (3.3), TOGDA

(F_xH^p u) (a, y) = ( D^{p̄} − (−1)^{|p|/2} r^p_∗(y) ) [F_x u] (a, y) = 0 I_{Dp [F} x u] (a, y) = (−1)^{|p|/2} r^p_∗(y) [F_x u] (a, y) = (−1)^{|p|/2} (^′yy)^p_∗ [F_x u] (a, y).

dALEE, W SILU (6.4) MOVNO POLOVITX

[F_x u] (a, y) = const · e^{−tr(a ′yy)}.

tAKIM OBRAZOM, IMEEM (SM., NAPRIMER, [17])

u(a, x) = const · [ F_ye^{−tr(a ′··)} ] (x) = const · a^{−n̄}e^{− 14 tr(a−1 ′xx)}.

dOKAZATELXSTWO ZAWER[ENO.

7. tEPLOWOJ ISTO^NIK NA Mn,m I OB]IJ INTEGRAL pUASSONA. oBOZNA^IM

^EREZ

h_a(x) = 1 (4π)^{nm/2} a^{n̄} e^{− 14 tr(a−1 ′xx)}, a ∈ V_m, x ∈ M_{n,m}, (7.1) ODNU IZ FUNKCIJ WIDA (6.3). iMEET MESTO SLEDU@]EE

pREDLOVENIE 7.1.fUNKCIQ (7.1) UDOWLETWORQET SLEDU@]IM SWOJSTWAM:

1. dLQ WSEH a ∈ V_m IMEET MESTO NERAWENSTWO

h_a(x) ≥ 0;

2. dLQ WSEH a ∈ V_m IMEET MESTO RAWENSTWO ∫ Mn,m h_a(x)dx = 1;

3. pUSTX a_0 ∈ V_m, TOGDA

lim_{a→0} ∫ ′xx≥a_0 h_a(x)dx = 0,

GDE ZAPISX^′xx ≥ a_0 OZNA^AET, ^TO^′xx − a_0 PRINADLEVIT ZAMYKANI@ V̄_m KONUSA V_m. dOKAZATELXSTWO. sWOJSTWO 1 – O^EWIDNO. sWOJSTWO 2 PROWERQETSQ NEPOSREDST-

WENNO W SILU FORMUL (1.8): ∫ Mn,m h_a(x)dx = 1 (4π)^{nm/2} a^{n̄} ∫ Mn,m e^{− 14 tr(a−1 ′xx)}r^{n̄}(x) μ(dx)

= 1 (4π)^{nm/2} a^{n̄} ∫ Mn,m e^{−tr}(^{′( 12 xa−1/2)( 12 xa−1/2)})r^{n̄}(x) μ(dx)

= 1 (4π)^{nm/2} a^{n̄} ∫ Mn,m e^{−tr( ′vv)}r^{n̄}(va^{1/2}/2) μ(dv)

= 2^{nm}a^{n̄} (4π)^{nm/2} a^{n̄} ∫ Mn,m e^{−tr( ′vv)}r^{n̄}(v) μ(dv) = 1 π^{nm/2} +∞∫ −∞ e^{−α2} dα nm = 1.

dOKAVEM TEPERX SWOJSTWO 3. rASSMOTRIM RAZLOVENIE a = gd^′g, GDE g ∈ O(m) I d = (dii) – DIAGONALXNAQ MATRICA I ZAFIKSIRUEM ã0 =^′ga0g, TOGDA ∫ ′xx≥a_0 h_a(x)dx = 1 (4π)^{nm/2} (gd^′g)^{n̄} ∫ ′xx≥a_0 e^{− 14 tr( ′(xgd−1/2)(xgd−1/2)} dx

= 1 π^{nm/2} ∫ ′vv≥^1_4 d^{−1/2}ã_0d^{−1/2} e^{−tr( ′vv)}dv. dALEE, POSKOLXKU

lim_{a→0} ( d^{−1/2}ã_0d^{−1/2} ) = lim d_{ii}→0, i=1,...,m ( d^{−1/2}ã_0d^{−1/2} ) = ∞

I ∫ Mn,m e^{−tr( ′vv)}dv = π^{nm/2}, TO_{lim} a→0 ∫ ′xx≥a_0 h_a(x)dx = 0. dOKAZATELXSTWO ZAWER[ENO.

tAKIM OBRAZOM, FUNKCIQ (7.1) ZADAET ANALOG TEPLOWOGO ISTO^NIKA NA Mn,m (QD- RA TEPLOPROWODNOSTI NA Mn,m ). —TA FUNKCIQ BYLA ISPOLXZOWANA W [8] DLQ OPISANIQ SWQZI MEVDU INTEGRALOM gAUSSA-wEJER[TRASSA (ILI INTEGRALOM pUASSONA) I POTEN- CIALAMI rISSA NA Mn,m, ZAWISQ]IMI OT ODNOGO KOMPLEKSNOGO PARAMETRA.

pREDLOVENIE 7.2.tEPLOWOJ ISTO^NIK (7.1) NA Mn,m OBLADAET POLUGRUPPO-

WYM SWOJSTWOM OTNOSITELXNO OPERACII SWERTKI:

(h_a ∗ h_b) (x) = h_{a+b}(x). (7.2)

dOKAZATELXSTWO. kAK I PRI DOKAZATELXSTWE PREDLOVENIQ 6.3 IMEEM

(F_xh_a) (y) = e^{−tr(a ′yy)} .

dALEE, OSTAETSQ NAPOMNITX, ^TO PREOBRAZOWANIE fURXE IMEET TRIWIALXNOE QDRO NA

S(M_{n,m}) I PEREWODIT SWERTKU W PROIZWEDENIE. dOKAZATELXSTWO ZAWER[ENO.

pUSTX f(x) – OGRANI^ENNAQ FUNKCIQ NA Mn,m. oBOZNA^IM ^EREZ

(W_a f) (x) ≡ (h_a ∗ f) (x) = ∫ Mn,m h_a(x − y)f(y)dy (7.3) OB]IJ INTEGRAL pUASSONA NA Mn,m (PO DRUGOJ TERMINOLOGII – INTEGRAL gAUSSAwEJER[TRASSA [8]).

w SILU BYSTROGO UBYWANIQ QDRA I SWOJSTWA 2 TEPLOWOGO ISTO^NIKA, OB]IJ IN- TEGRAL pUASSONA ABSOL@TNO SHODITSQ I DLQ NEGO WYPOLNQETSQ PRINCIP MAKSIMUMA: inf_{Mn,m} f(x) ≤ (W_a f) (x) ≤ sup_{Mn,m} f(x). (7.4) pUSTX DALEE f ∈ S(Mn,m), TOGDA W SILU RAWENSTWA

(F_x (W_a f)) (y) = e^{−tr(a ′yy)} (F_x f) (y)

FUNKCIQ u(a, x) = (Wa f)(x) PRINADLEVIT KLASSU S(Vm × M^∗_{n,m}) I W SILU RAWENSTWA

(7.2) IMEET MESTO

pREDLOVENIE 7.3. iNTEGRAL pUASSONA (7.3) NA Mn,m OBLADAET POLUGRUPPO-

WYM SWOJSTWOM (W_a (W_b f)) (x) = (W_{a+b} f) (x). (7.5)

tEOREMA 7.1.pUSTX f(x) ∈ S(Mn,m), TOGDA FUNKCIQ u(a, x) = (W_a f)(x) UDOWLETWORQET URAWNENI@ TEPLOPROWODNOSTI (6.6) NA V_m × M_{n,m} S NA^ALXNYM IZ- LU^ENIEM TEPLA u(0, x) ≡ lim_{a→0} u(a, x) = f(x) W WER[INE KONUSA V_m.

dOKAZATELXSTWO. w SILU FORMULY (7.3) I W SILU FORMULY DIFFERENCIROWANIQ

SWERTKI IMEEM_{Hp u(a, x) = (Hph} a ∗ f) (x). tOGDA, W SILU FORMULY (6.7)

H^p u(a, x) = (0 ∗ f)(x) = 0

I FUNKCIQ (Wa f)(x) UDOWLETWORQET URAWNENI@ TEPLOPROWODNOSTI.

dALEE, PUSTX φ ∈ S(Mn,m), A ha – OBOB]ENNAQ FUNKCIQ NA Mn,m, OTWE^A@]AQ TEPLOWOMU ISTO^NIKU. o^EWIDNO, ^TO W SILU PRINCIPA MAKSIMUMA (7.4), DLQ L@BOGO

a ∈ V_m FUNKCIONAL

(h_a, φ) = ∫ Mn,m h_a(x)φ(x) dx ZADAET NA Mn,m REGULQRNU@ OBOB]ENNU@ FUNKCI@ SO ZNA^ENIQMI NA OTREZKE [ min_{Mn,m} φ(x); max_{Mn,m} φ(x) ] . oBOZNA^IM ^EREZ

I_1(a) = ∫ 0≤ ′xx≤a1/2 h_a(x) (φ(x) − φ(0))dx,

I_2(a) = ∫ ′xx≥a^{1/2} h_a(x) (φ(x) − φ(0))dx, TOGDA_| | | | | ∫ Mn,m h_a(x) (φ(x) − φ(0))dx | | | | | | ≤ |I_1(a)| + |I_2(a)| I W SILU PRINCIPA MAKSIMUMA

|I_1(a)| ≤ max 0≤ ′xx≤a1/2 |φ(x) − φ(0)| · ∫ 0≤ ′xx≤a1/2 h_a(x) dx

≤ max 0≤ ′xx≤a1/2 |φ(x) − φ(0)| · ∫ Mn,m h_a(x) dx = max 0≤ ′xx≤a1/2 |φ(x) − φ(0)|;

|I_2(a)| ≤ max_{′xx≥a1/2} |φ(x) − φ(0)| · ∫ ′xx≥a^{1/2} h_a(x) dx

≤ max_{Mn,m} |φ(x) − φ(0)| · ∫ ′xx≥a^{1/2} h_a(x) dx. tAKIM OBRAZOM, W SILU SWOJSTWA 3 TEPLOWOGO ISTO^NIKA IMEEM

lim_{a→0} | | | | | | ∫ Mn,m h_a(x) (φ(x) − φ(0))dx | | | | | | ≤ lim_{a→0} max 0≤ ′xx≤a1/2 |φ(x) − φ(0)|

= max_{′xx=0} |φ(x) − φ(0)| = 0.

tOGDA

lim_{a→0} ∫ Mn,m h_a(x) (φ(x) − φ(0))dx = 0

I_{lim}

a→0(h_a, φ) = φ(0) ⇔ lim_{a→0} h_a(x) = δ(x),

GDE δ – DELXTA-FUNKCIQ dIRAKA.

w REZULXTATE

u(0, x) = lim_{a→0} (h_a ∗ f) (x) = (δ ∗ f)(x) = f(x).

dOKAZATELXSTWO ZAWER[ENO.

zAME^ANIE 7.1. fAKTI^ESKI, W SILU PREDLOVENIQ 7.1, TEPLOWOJ ISTO^NIK UDOW- LETWORQET OPREDELENI@ δ−OBRAZNOJ POSLEDOWATELXNOSTI [21]. dEJSTWITELXNO, PUSTX KAK I RANEE a = gd^′g, GDE g ∈ O(m) I d = (dii) – DIAGONALXNAQ MATRICA. tOGDA O^EWIDNO, ^TO_h a(x) = h_d(xg). dALEE, POSKOLXKU

lim_{d→0} h_d(y) = lim_{d→0} m∏ i=1 e^{−|yi|2/4dii} (4π d_{ii})^{n/2} = m∏ i=1 lim_{dii→0} e^{−|yi|2/4dii} (4π d_{ii})^{n/2} = m∏ i=1 δ(y_i) = δ(y), GDE yi, i = 1, ..., m, – i−YJ WEKTOR-STOLBEC MATRICY y, TO IZ REZULXTATOW [21]

lim_{a→0} h_a(x) = lim_{d→0} h_d(xg) = δ(xg) = δ(x).

8. sOOTNO[ENIE MEVDU POTENCIALAMI rISSA I OB]IM INTEGRALOM pU- ASSONA. w SLEDU@]EJ TEOREME USTANAWLIWAETSQ SWQZX MEVDU POTENCIALAMI rISSA

(4.1) NA M_{n,m}, ZAWISQ]IMI OT PARAMETRA λ ∈ C^m I INTEGRALOM pUASSONA (7.3).

tEOREMA 8.1.pRI n ≥ m ≥ 1, W OBLASTI {λ ∈ C^m | m − i < Reλ_i < n + 1 − i, i = 1, ..., m}

IMEET MESTO RAWENSTWO ( I^λ_r f ) (x) = 1 Γ_{Vm} (λ) ∫ Vm a^λ (W_af) (x) μ(da). (8.1) dOKAZATELXSTWO. rASSMOTRIM INTEGRAL

J_1(x) = ∫ Vm a^λ (W_af) (x) μ(da). pOSKOLXKU (Waf)(x) ∈ S(Vm) PRI FIKSIROWANNYH x ∈ M^∗_{n,m}, TO IZ REZULXTATOW [5] INTEGRAL J1(x) ABSOL@TNO SHODITSQ W OBLASTI {λ ∈ C^m | Reλ_i > m − i, i = 1, ..., m} . qSNO, ^TO W “TOJ OBLASTI

J_1(x) = 1 (4π)^{nm/2} ∫ Vm a^{λ−n̄} μ(da) ∫ Mn,m f(y) e^{−tr(a−1z)}dy, GDE z = 1 4 ′(x − y)(x − y) ∈ V̄_m. dALEE, RASSMOTRIM INTEGRAL

J_2(x) = 1 (4π)^{nm/2} ∫ Mn,m f(y) dy ∫ Vm a^{λ−n̄} e^{−tr(a−1z)} μ(da). w SILU RAWENSTW (1.1) – (1.9) IMEEM

J_2(x) = 1 (4π)^{nm/2} ∫ Mn,m f(y) dy ∫ Vm (a^{−1})^{λ−n̄} e^{−tr(az)} μ(da)

= 1 (4π)^{nm/2} ∫ Mn,m f(y) dy ∫ Vm a^{−λ+n̄}_∗ e^{−tr(az)} μ(da)

= 1 (4π)^{nm/2} ∫ Mn,m f(y) dy ∫ Vm (a^∗)^{−λ∗+n̄} e^{−tr(a∗z∗)} μ(da^∗)

= 1 (4π)^{nm/2} ∫ Mn,m f(y) dy ∫ Vm a^{−λ∗+n̄} e^{−tr(az∗)} μ(da)

= Γ_{Vm} (−λ^∗ + n̄) (4π)^{nm/2} ∫ Mn,m f(y)(z^∗)^{λ∗−n̄}_∗ dy.

dALEE, W SILU RAWENSTW (1.8)

J_2(x) =

Γ_{Vm} (−λ^∗ + n̄) (4π)^{nm/2} ∫ Mn,m f(y)z^{λ−n̄} dy. tAKIM OBRAZOM, INTEGRAL J2(x) ABSOL@TNO SHODITSQ W OBLASTI, ZADANNOJ SISTEMOJ NERAWENSTW Re (n − λ^∗_i ) > m − i, i = 1, ..., m, Re λ_i > m − i, i = 1, ..., m; Re λ_i < n − i + 1, i = 1, ..., m, Re λ_i > m − i, i = 1, ..., m. —TA OBLASTX SU]ESTWUET PRI WSEH n ≥ m ≥ 1. w REZULXTATE, W OBLASTI {λ ∈ C^m | m − i < Reλ_i < n + 1 − i, i = 1, ..., m} PO TEOREME fUBINI IMEET MESTO RAWENSTWO DWUH ABSOL@TNO SHODQ]IHSQ INTEGRALOW

J_1(x) = J_2(x) ILI J_1(x) =

Γ_{Vm} (−λ^∗ + n̄) (4π)^{nm/2} 2^{−|λ−n̄|} ∫ Mn,m f(y)r^{λ−n̄}(x − y) dy. oSTAETSQ OTMETITX, ^TO W SILU FORMULY (4.1) IME@T MESTO RAWENSTWA

J_1(x) =

Γ_{Vm} (−λ^∗ + n̄) π^{nm/2} 2^{|λ|} ∫ Mn,m r^λ(y) f(x − y) μ(dy)

= Γ_{Vm} (−λ^∗ + n̄) π^{nm/2} 2^{|λ|} Z_r(f_x, λ − n̄) = Γ_{Vm} (λ) ( I^λ_r f ) (x). tEOREMA DOKAZANA.

9. wTOROE DOKAZATELXSTWO POLUGRUPPOWOGO SWOJSTWA. w “TOM PUNKTE IS-

POLXZU@TSQ IDEI RABOTY [9], GDE RASSMOTREN SLU^AJ ODNOGO KOMPLEKSNOGO PEREMENNO- GO. pUSTX a, A ∈ Vm I φ ∈ S(Vm). kAK I W [5] WWEDEM OBOZNA^ENIE ( I^λ_−φ ) (a) = 1 Γ_{Vm} (λ) ∫ A≥a (A − a)^λφ(A)μ(d(A − a)) (9.1) DLQ OPERATORA rIMANA-lIUWILLQ DROBNOGO DIFFERENCIROWANIQ NA Vm. iNTEGRAL

(9.1) ABSOL@TNO SHODITSQ W OBLASTI {λ ∈ C^m | Reλ_i > m − i, i = 1, ..., m} .

pREDLOVENIE 9.1. pUSTX f(x) ∈ S(Mn,m). w OBLASTI {λ ∈ C^m | m − i < Reλ_i < n − i + 1, i = 1, ..., m} IMEET MESTO RAWENSTWO_( W_a ( I^λ_r f )) (x) = ( I^λ_− [( W_{(·)}f ) (x) ]) (a). (9.2)

dOKAZATELXSTWO. w SILU FORMULY (8.1) W UKAZANNOJ OBLASTI IMEET MESTO RA-

WENSTWO_( W_a ( I^λ_r f )) (x) = 1 Γ_{Vm} (λ) ∫ Vm A^λ (W_a (W_Af)) (x)μ(dA). dALEE, W SILU POLUGRUPPOWOGO SWOJSTWA (7.5) DLQ OB]EGO INTEGRALA pUASSONA IMEEM ( W_a ( I^λ_r f )) (x) = 1 Γ_{Vm} (λ) ∫ Vm A^λ (W_{a+A}f) (x)μ(dA)

= 1 Γ_{Vm} (λ) ∫ Vm A^{λ−m̄−¯1} (W_{a+A}f) (x)dA

= 1 Γ_{Vm} (λ) ∫ A≥a (A − a)^{λ−m̄−¯1} (W_Af) (x)dA

= ( I^λ_− [( W_{(·)}f ) (x) ]) (a). dOKAZATELXSTWO ZAWER[ENO.

tEPERX MOVNO DOKAZATX POLUGRUPPOWOE SWOJSTWO (5.1) DLQ POTENCIALOW rISSA NA OSNOWE SWQZI (8.1) POTENCIALA rISSA (4.1) I OB]EGO INTEGRALA pUASSONA (7.3).

w OBLASTI {(λ, μ) ∈ C^m × C^m | m − i < Reλ_i < n − i + 1, m − i < Reμ_i < n − i + 1, i = 1, ..., m} W SILU FORMUL (8.1) I (9.2) IMEEM ( I^λ_r (I^μ_r f) ) (x) = 1 Γ_{Vm} (λ) ∫ Vm a^λ ( W_a ( I^λ_r f )) (x)μ(da)

= 1 Γ_{Vm} (λ) ∫ Vm a^λ ( I^λ_− [( W_{(·)}f ) (x) ]) (a)μ(da)

= 1 Γ_{Vm} (λ)Γ_{Vm} (μ) ∫ Vm a^λμ(da) ∫ A≥a (A − a)^{μ−m̄−¯1} (W_Af) (x)dA. dALEE RASSMOTRIM INTEGRAL J(x) = 1 Γ_{Vm} (λ)Γ_{Vm} (μ) ∫ Vm (W_Af) (x)dA ∫ a≤A (A − a)^{μ−m̄−¯1} a^λμ(da). (9.3)

pUSTX A =^′tt, t ∈ T^+_m I a =^′tbt, b ∈ Vm. tOGDA WNUTRENNIJ INTEGRAL W (9.3) W SILU FORMUL (1.8) MOVNO ZAPISATX W WIDE

F (A) = ∫ A≥a (A − a)^{μ−m̄−¯1} a^λμ(da) = ∫ b≥em (^′tt −^′tbt)^{μ−m̄−¯1} (^′tbt)^λμ(db)

= (^′tt)^{μ−m̄−¯1} (^′tt)^λ ∫ b≥em (e_m − b)^{μ−m̄−¯1}b^{λ−m̄−¯1}db

= A^{λ+μ−m̄−¯1} ∫ b≥em (e_m − b)^{μ−m̄−¯1}b^{λ−m̄−¯1}db. pOSLEDNIJ INTEGRAL ESTX BETA-FUNKCIQ (2.1) KONUSA Vm. tAKIM OBRAZOM, W SILU

(2.2) W OBLASTI {(λ, μ) ∈ C^m × C^m | Reλ_i > m − i, Reμ_i > m − i, i = 1, ..., m} IMEET MESTO RAWENSTWO

F (A) =

Γ_{Vm} (λ)Γ_{Vm} (μ) Γ_{Vm} (λ + μ) A^{λ+μ−m̄−¯1}. tOGDA INTEGRAL (9.3) MOVET BYTX ZAPISAN W WIDE J(x) = 1 Γ_{Vm} (λ + μ) ∫ Vm A^{λ+μ} (W_Af) (x)μ(dA) I W OBLASTI, OPREDELQEMOJ SISTEMOJ NERAWENSTW Reλ_i > m − i, i = 1, ..., m, Reμ_i > m − i, i = 1, ..., m, m − i < Re(λ_i + μ_i) < n − i + 1, i = 1, ..., m (9.4)

PO TEOREME 8.1 IMEEM_{J(x) = (Iλ+μ} r f ) (x). oSTAETSQ ZAMETITX, ^TO W SILU TEOREMY fUBINI, W OBLASTI, OPREDELQEMOJ SIS- TEMOJ NERAWENSTW m − i < Reλ_i < n − i + 1, i = 1, ..., m, m − i < Reμ_i < n − i + 1, i = 1, ..., m, m − i < Re(λ_i + μ_i) < n − i + 1, i = 1, ..., m (9.5)

IMEET MESTO RAWENSTWO_(

I^λ_r (I^μ_r f) ) (x) = J(x) = ( I^{λ+μ}_r f ) (x).

oSTAETSQ OTMETITX, ^TO OBLASTI (9.4) I (9.5) SU]ESTWU@T PRI n ≥ 2m − 1. tAKIM OBRAZOM POLUGRUPPOWOE SWOJSTWO (5.1) DLQ POTENCIALOW rISSA DOKAZANO.

10. iNTEGRALXNOE URAWNENIE SO SLOVNYM STEPENNYM QDROM NA Mn,m. pUSTX ψ(x) ∈ S(Mn,m), n > 2m. oPREDELENIE 10.1. iNTEGRALXNYM URAWNENIEM SO SLOVNYM STEPENNYM QDROM

NA M_{n,m}, n > 2m, NAZYWAETSQ URAWNENIE WIDA ∫ Mn,m r^λ(y)φ(x − y)μ(dy) = ψ(x), (10.1)

{λ ∈ C^m | Reλ_i > m − i, λ_i ≠ n − i − 1 + k, k ∈ N, i = 1, ..., m} . (10.2) qSNO, ^TO W OBLASTI (10.2) URAWNENIE (10.1) MOVET BYTX ZAPISANO W WIDE ( I^λ_r φ ) (x) = 1 Γ_{n,m}(λ) ψ(x), (10.3) GDE PO NEOBHODIMOSTI (W SILU FORMULY (4.4) ) (Fφ)(x) = r^λ_∗ (x)(Fψ)(x).

tEOREMA 10.1.pRI n > 2m W OBLASTI {λ ∈ C^m | m − i < Reλ_i < m − i + 2, i = 1, ..., m} (10.4) RE[ENIE URAWENIQ (10.1) IMEET WID φ(x) = s_{n,m}(λ, p) ∫ Mn,m r^{p−λ}(y) (Δ^pψ) (x − y)μ(dy). (10.5)

s_{n,m}(λ, p) = (−1)^{m(m+1)/2} 2^{m(m+1)/2} π^{nm}

Γ_{Vm} (−λ^∗ + n̄)Γ_{Vm} (λ^∗ − p^∗ + n̄)

Γ_{Vm} (λ)Γ_{Vm} (p − λ) , p = m∑ i=1 q_i, q_i = (2, ..., 2_i, 0, ..., 0) ∈ N^m, I ANALITI^ESKI PRODOLVAETSQ NA WS@ OBLASTX (10.2) W WIDE POTENCIALA rISSA

φ(x) = (−1)^{m(m+1)2} 1 Γ_{n,m}(λ) ( I^{p−λ}_r (Δ^pψ) ) (x). (10.6)

dOKAZATELXSTWO. pOSKOLXKU pk = 1, k = 1, ..., m, TO

Re(p)_i = 2 m∑ k=i p_k = 2(m − i + 1).

tOGDA W OBLASTI_{{λ ∈ Cm | Re(p − λ)} i > m − i, i = 1, ..., m} , TO ESTX W OBLASTI {λ ∈ C^m | Reλ_i < m − i + 2, i = 1, ..., m} ,

RAWENSTWO (10.6) MOVET BYTX ZAPISANO W WIDE (10.5). pRI “TOM W SILU NERAWENSTWA

n > 2m IMEEM

Re(p)_i = 2m − 2i + 2 < n − i + 1 + (1 − i) ≤ n − i + 1, i = 1, ..., m.

tAKIM OBRAZOM, PRI n > 2m W OBLASTI (10.4) WYPOLNENY NERAWENSTWA Reλ_i > m − i, Re(p − λ)_i > m − i, Re(p)_i < n − i + 1, i = 1, ..., m. dALEE, PODSTAWIM (10.6) W (10.3) I PRIMENIM W OBLASTI (10.4) POLUGRUPPOWOE SWOJSTWO POTENCIALOW rISSA (5.1), TOGDA I = ( I^λ_r ( (−1)^{m(m+1)2} 1 Γ_{n,m}(λ) ( I^{p−λ}_r (Δ^pψ) ))) (x)

= (−1)^{m(m+1)2} 1 Γ_{n,m}(λ) (I^p_r (Δ^pψ)) (x).

tEPERX PO FORMULE (4.2) POLU^AEM I = 1 Γ_{n,m}(λ) ψ(x). rAWENSTWO (10.5) UDOWLETWORQET (10.3), A SLEDOWATELXNO, I (10.1). tEOREMA DOKAZANA.

lITERATURA

[1] L. Garding, The solution of Cauchy’s problem for two totally hyperbolic differential equations by means of Riesz integrals, – Ann.Math. 48(4),(1947), p.785-826.

[2] M. Riesz, L’integrale de Riemann-Liouville et le probleme de Cauchi, – Acta Math., 81, (1949), p.1-223.

[3] b.r.wAJNBERG, s.g.gINDIKIN , oB USILENNOM PRINCIPE g@JGENSA DLQ ODNOGO KLASSA DIFFERENCIALXNYH OPERATOROW S POSTOQNNYMI KO“FFICIENTAMI, – tRUDY mOSK. MATEM. O-WA 16, (1967), S.151-180.

[4] s.p.h“KALO, pOTENCIALY rISSA W PROSTRANSTWE PRQMOUGOLXNYH MATRIC I IZO- G@JGENSOWA DEFORMACIQ OPERATORA k“LI-lAPLASA, – dan, T.376, 2, (2001), S. 168–

170.

[5] s.g.gINDIKIN, aNALIZ W ODNORODNYH OBLASTQH, – umn, T.19, 4(118), (1964), S.3-92.

[6] S. Khekalo, The Riesz potentials on the space of rectangular matrices, – Kolmogorov and contemporary mathematics, Abstracts, (2003), p.183–184.

[7] w.i.sEMQNISTYJ, nEKOTORYE INTEGRALXNYE PREOBRAZOWANIQ I INTEGRALXNAQ GEOMETRIQ W “LLIPTI^ESKOM PROSTRANSTWE, – mgu, tRUDY SEM. PO WEKT. I TENZ. AN., 12, (1963), S.397-441.

[8] E. Ournycheva, B.Rubin, An analogue of the Fuglede formula in integral geometry on matrix space, – Preprint, Math.FA/0401127, 1, (2004), p.1–20.

[9] B. Rubin, Zeta integrals and integral geometry in the spase of rectangular matrices, – Preprint, The Hebrew Univ. of Jerusalem, Feb., (2004), p.1–48.

[10] s.p. h“KALO, dIFFERENCIALXNYJ OPERATOR k“LI-lAPLASA NA PROSTRANSTWE

PRQMOUGOLXNYH MATRIC, – iZWESTIQ an, SERIQ MATEM., T.69, N 1, (2005), S.195–

224.

[11] s.p. h“KALO, uRAWNENIE TEPLOPROWODNOSTI NA PROSTRANSTWE MATRIC, – pRE-

PRINT pomi ran, 02, (2005), S.1–15.

[12] s.p. h“KALO, dZETA-FUNKCIQ iGUZY, ASSOCIIROWANNAQ SO SLOVNOJ STEPEN-

NOJ FUNKCIEJ NA PROSTRANSTWEPRQMOUGOLXNYH MATRIC, – pREPRINT pomi, 10,

(2004).

[13] J. Faraut, A. Koranyi, Analysis on symmetric cones, – Clarendon Press, Oxford, (1994).

[14] B. Rubin, The Composite Cosine Transform on the Stiefel Manifold and Generalized Zeta Integrals, – Preprint, The Hebrew Univ. of Jerusalem, Feb., (2005), p.1–21.

[15] s. hELGASON, pREOBRAZOWANIE rADONA, – m.: mIR, (1983). [16] i.m. gELXFAND, m.i. gRAEW, i.i. pQTECKIJ-–APIRO, tEORIQ PREDSTAW-

LENIJ I AWTOMORFNYE FUNKCII. wYP.6, – M.: nAUKA, (1966).

[17] C. Herz, Bessel function of matrix argument, – Ann. of Math., V.61, 3, (1955), p.474–523.

[18] s.p. h“KALO, sILXNO ODNORODNYE DIFFERENCIALXNYE OPERATORY NA PROSTRAN-

STWE PRQMOUGOLXNYH MATRIC, – pREPRINT pomi ran, 11, (2004), S.1–13.

[19] i.m. gELXFAND, g.e. –ILOW, pROSTRANSTWA OSNOWNYH I OBOB]ENNYH FUNK-

CIJ. wYP.2, – M.: fIZMATGIZ, (1958).

[20] G.S. Samko, Hypersingular integrals and their applications, – Analytical Methods and Special Functions, 5. Taylor and Francis, Ltd., London, (2002).

[21] i.m.gELXFAND, g.e.–ILOW, oBOB]ENNYE FUNKCII I DEJSTWIQ NAD NIMI.

wYP.1, – M.: fIZMATGIZ, (1958).