POMI PREPRINT – 04/2005

IZOMONODROMNYE DEFORMACII I URAVNENI˚ PENLEVE V ZADAQAH SLUQA`NO-MATRIQNOGO TIPA

A. M. Borodin

Institut Problem Peredaq Informacii RAN

Fevral~ 12, 2005

ABSTRACT

Osnovnoæ cel~¸ nastoØweæ raboty ØvlØetsØ postroenie i razvitie obwego metoda poluqeniØ veroØtnosteæ otsutstviØ qastic v zadaqah sluqaænomatriqnogo tipa iz rexeniæ uravneniæ Penleve i iz bolee obwih izomonodromnyh deformaciæ differencial~nyh i raznostnyh lineænyh sistem s racional~nymi kofffficientami.

Metod osnovan na teorii integriruemyh operatorov i associirovannyh zadaq Rimana-Gil~berta. V pervoæ qasti stat~i izvestnye ranee rezul~taty primenØ¸tsØ dlØ rexeniØ zadaqi garmoniqeskogo analiza na beskoneqnomernoæ unitarnoæ gruppe v terminah tau-funkcii uravneniæ Xlezingera, kotorye v prosteæxih sluqaØh svodØtsØ k klassiqeskim uravneniØm Penleve.

Soderßanie VVEDENIE Qast~ 1. OPREDELITELI FREDGOL^MA, IZOMONODROMNYE TAU-FUNKCII I TEORI˚ PREDSTAVLENI` 1.1. Garmoniqeskiæ analiz na beskoneqnomernoæ unitarnoæ gruppe. 1.2. Nepreryvnoe 2F1-Ødro. Postanovka zadaqi.

1.3. ˚dro rezol~venty i sootvetstvu¸waØ zadaqa Rimana–Gil~berta. 1.4. Sistema lineænyh differencial~nyh uravneniæ s racional~nymi kofffficientami.

1.5. ObwaØ postanovka.

1.6. Izomonodromnye deformacii. τ -FunkciØ Mivy–Dßimby–Ueno. 1.7. Penleve VI. 1.8. Drugie Ødra.

1.9. Differencial~nye uravneniØ — obwiæ podhod. Dopolnenie. Integriruemye operatory i zadaqi Rimana–Gil~berta. Qast~ 2. DISKRETNYE NUL^-VERO˚TNOSTI I RAZNOSTNYE URAVNENI˚ PENLEVE 2.1. KorrelØcionnye funkcii mery PlanxerelØ.

2.2. Integriruemye operatory i zadaqi Rimana–Gil~berta. Obwiæ formalizm.

2.3. Diskretnye integriruemye operatory i diskretnye zadaqi Rimana– Gil~berta. Obwiæ formalizm.

2.4. Integriruemye operatory i zadaqi Rimana–Gil~berta. Qastnyæ sluqaæ.

2.5. Diskretnye integriruemye operatory i diskretnye zadaqi Rimana– Gil~berta. Qastnyæ sluqaæ. 2.6. Diskretnoe Ødro BesselØ. 2.7. Z-mery.

2.8. Uprowenie DZRG dlØ nekotoryh integriruemyh operatorov. 2.9. Diskretnoe Ødro BesselØ i raznostnoe Penleve II. 2.10. Opredelitel~ Fredgol~ma i dPII. 2.11. Naqal~nye usloviØ dlØ dPII.

2.12. Diskretnoe 2F1-Ødro i raznostnoe Penleve V.

2.13. Opredelitel~ Fredgol~ma i dPV. 2.14. Naqal~nye usloviØ dlØ dPV. 2.15. VyroßdeniØ v nepreryvnye PII i PV.

Qast~ 3. RASPREDELENIE PERVO` QASTICY V DISKRETNYH ORTOGONAL^NYH POLINOMIAL^NYH ANSAMBL˚H 3.1. Diskretnye zadaqi Rimana–Gil~berta i ortogonal~nye mnogoqleny. 3.2. Pary Laksa dlØ rexeniæ DZRG.

3.3. Rekurrentnoe sootnoxenie dlØ opredeliteleæ Fredgol~ma. 3.4. UsloviØ sovmestnosti dlØ par Laksa.

3.5. Naqal~nye usloviØ dlØ rekurrentnyh sootnoxeniæ. 3.6. Pary Laksa dlØ diskretnyh ortogonal~nyh mnogoqlenov shemy Aski. 3.7. Rexenie usloviØ sovmestnosti: obwiæ sluqaæ. 3.8. PØtoe i qetvertoe raznostnye uravneniØ Penleve. 3.9. SvØz~ s uravneniem q−PVI Dßimbo i Sakai.

3.10. PriloßeniØ: rekurrentnye sootnoxeniØ dlØ mnogoqlenov shemy Aski.

Glava 4. IZOMONODROMNYE PREOBRAZOVANI˚ LINE`NYH SISTEM RAZNOSTNYH URAVNENI` 4.1. TeoriØ Birkgofa.

4.2. Izomonodromnye preobrazovaniØ. 4.3. Raznostnye uravneniØ Xlezingera. 4.4. Al~ternativnoe opisanie potokov Xlezingera. 4.5. Nepreryvnyæ predel. LITERATURA

VVEDENIE V nastoØweæ rabote izuqaetsØ klass nepreryvnyh i diskretnyh veroØtnostnyh modeleæ, izvestnyh pod obwim nazvaniem “modeli sluqaæno-matriq-nogo tipa”. Istoqniki takih modeleæ ves~ma raznoobrazny. Preßde vsego, ffto teoriØ sluqaænyh matric, kotoraØ byla razvita fizikami-Øderwikami okolo 40 let tomu nazad, zatem teoriØ napravlennoæ perkolØcii, stohastiqeskiæ rost kristallov, sluqaænye zameweniØ, a takße pereqislitel~naØ kombinatorika i asimptotiqeskaØ teoriØ predstavleniæ.

Modeli takogo roda vsegda dostavlØ¸t veroØtnostnu¸ meru na prostranstve toqeqnyh konfiguraciæ, “qastic”, na prØmoæ ili odnomernoæ rexetke. V teorii sluqaænyh matric toqeqnye konfiguracii predstavlØ¸t soboæ sobstvennye znaqeniØ sluqaænoæ matricy.

Odnoæ iz naibolee vaßnyh harakteristik modeli ØvlØetsØ “nul~-veroØtnost~” — veroØtnost~ otsutstviØ qastic v zadannom intervale ili ob¨edinenii intervalov. Znanie nul~-veroØtnosteæ pozvolØet vyqislit~ funkcii raspredeleniØ kraænih (samoæ levoæ i/ili samoæ pravoæ) qastic, a takße funkci¸ raspredeleniØ rasstoØniØ meßdu sosednimi qasticami. Qasto ffti raspredeleniØ okazyva¸tsØ osnovnymi harakteristikami modeli, naprimer, v perkolØcionnyh zadaqah raspredelenie samoæ pravoæ qasticy est~ v toqnosti raspredelenie vremeni pronicaemosti, a v teorii sluqaænyh matric raspredelenie rasstoØniØ meßdu sosednimi qasticami s uspehom sverØetsØ s ffksperimental~- nymi dannymi iz Ødernoæ fiziki.

Nul~-veroØtnosti, kak pravilo, mogut byt~ predstavleny v vide opredeliteleæ Fredgol~ma vida det(1 − K|_J ), gde K est~ nekotoryæ integral~nyæ operator, a J – ffto mnoßestvo, gde ne dolßno byt~ qastic. ˚dro operatora K obyqno imeet vid K(x, y) = A(x)B(y) − B(x)A(y) x − y √ ψ(x)ψ(y) (0.1)

s podhodØwimi funkciØmi ψ( · ), A( · ) i B( · ). Edinstvennyæ izvestnyæ na nastoØwiæ moment sposob vyqisleniØ takih opredeliteleæ Fredgol~ma sostoit v ih harakterizacii kak rexeniæ nekotorogo obyknovennogo differencial~nogo uravneniØ ili sistemy uravneniæ s qastnymi proizvodnymi.

Zadaqa o vyvode differencial~nyh uravneniæ dlØ nul~-veroØtnosteæ imeet dolgu¸ istori¸. V 1980 godu v rabote [66] M. Dßimbo, T. Miva, ˚. Mori i M. Sato vpervye rexili fftu zadaqu dlØ sinus-Ødra, kotoroe imeet vid (0.1) s

ψ(x) = 1/π, A(x) = sin x, B(x) = cos x. Oni pokazali, qto opredelitel~ Fredgol~-

ma ediniqnogo operatora minus sinus-Ødro, sußennoe na interval peremennoæ dliny s, moßet byt~ vyraßen qerez rexenie obyknovennogo differencial~- nogo uravneniØ po s, izvestnogo kak uravnenie Penleve V. Ih dokazatel~stvo bazirovalos~ na teorii izomonodromnyh deformaciæ lineænyh sistem differencial~nyh uravneniæ s racional~nymi kofffficientami. Osnovy fftoæ teorii byli zaloßeny v klassiqeskih rabotah Rimana, Xlezingera, Fuksa i Garn~e. V stat~e [66] ispol~zu¸tsØ rezul~taty rabot [67] i [68], gde teoriØ izomonodromnyh deformaciæ razvivaetsØ v znaqitel~no bolee obweæ situacii, qem u klassikov. Avtory [66] takße rassmotreli sußenie sinus-Ødra na ob¨edinenie koneqnogo qisla intervalov i dokazali, qto opredelitel~ Fredgol~ma, kak funkciØ koneqnyh toqek fftih intervalov, ØvlØetsØ τ -funkcieæ (v smysle [67]) sootvetstvu¸weæ izomonodromnoæ zadaqi. Inymi slovami, fftot opredelitel~ moßet byt~ poluqen iz rexeniØ nekotoroæ “integriruemoæ” sistemy uravneniæ s qastnymi proizvodnymi, izvestnoæ kak uravneniØ Xlezingera.

˚dra tipa (0.1) predstavlØ¸t bol~xoæ interes v teorii sluqaænyh matric. Opredelitel~ Fredgol~ma, svØzannyæ s Ødrom (0.1), gde A i B sut~ n-yæ i (n − 1)-yæ ortogonal~nye mnogoqleny, otveqa¸wie vesovoæ funkcii ψ, dostavlØet nul~-veroØtnost~ dlØ nekotoryh n-qastiqnyh sistem, izvestnyh pod nazvaniem ortogonal~nye polinomial~nye ansambli. Takie sistemy opisyva¸t spektry sluqaænyh unitarnyh i ffrmitovyh matric, sm. [80].

Rezul~taty [66] privlekli vnimanie specialistov po sluqaænym matricam. V 1992 godu M. L. Mehta v [81] opublikoval drugoæ vyvod uravneniØ Penleve V dlØ sinus-Ødra. Priblizitel~no v to ße vremØ K. Treæsi i H. Vidom [104] dali svoœ sobstvennoe dokazatel~stvo togo ße rezul~tata. Bolee togo, oni predloßili obwiæ algoritm (sm. [107]) poluqeniØ sistem differencial~nyh uravneniæ s qastnymi proizvodnymi dlØ opredeliteleæ Fredgol~ma, svØzannyh s Ødrami vida (0.1) pri uslovii, qto funkcii ψ, A, B udovletvorØ¸t differencial~nomu uravneni¸ vida d dx [ √ ψ(x)A(x) √ ψ(x)B(x) ] = R(x) [ √ ψ(x)A(x) √ ψ(x)B(x) ] , (0.2)

gde R(x) – ffto racional~naØ funkciØ so znaqeniØmi v besslednyh matricah razmera 2×2. Ispol~zuØ fftot metod, im udalos~ poluqit~ razliqnye uravneniØ Penleve dlØ neskol~kih vaßnyh v teorii sluqaænyh matric Øder, sm. [104]– [107].

Vskore posle fftogo D. Palmer v [94] pokazal, qto differencial~nye uravneniØ s qastnymi proizvodnymi, voznika¸wie v rabotah Treæsi–Vidoma, v toqnosti sovpada¸t s uravneniØmi Xlezingera dlØ associirovannoæ izomonodromnoæ zadaqi.

Sredi bolee pozdnih stateæ otmetim raboty [16], [13], gde avtory razvili al~ternativnyæ podhod k Ødram, voznika¸wim v teorii sluqaænyh matric; rabotu [60], gde bylo poluqeno uravnenie Penleve VI dlØ Ødra ˚kobi; rabotu [48], gde avtory primenili teori¸ zadaq Rimana–Gil~berta k vyvodu uravneniæ Xlezingera; rabotu [59], gde s pomow~¸ izomonodromnoæ teorii byl issledovan mnogomernyæ analog sinus-Ødra; i raboty [52], [53], [112], [113], gde, v qisle proqego, dvuhinterval~naØ zadaqa byla svedena k odnomu obyknovennomu differencial~nomu uravneni¸.

V pervoæ glave dissertacii naxeæ osnovnoæ zadaqeæ ØvlØetsØ vyvod obyknovennogo differencial~nogo uravneniØ dlØ opredelitelØ Fredgol~ma

D(s) = det ( 1 − K|_{(s,+∞)} ) ,

gde Ødro K(x, y) imeet vid (0.1) s ψ(x) = sin πz sin πz^′

π^2 · ( x −^1_2 )_{−z−z}0 ( x +^1_2 )_{−w−w}0 , A(x) = ( x +^1_2

x −^1_2 )w0 2F_1 ( z + w^′, z^′ + w^′; z + z^′ + w + w^′;^1_{12 −x} ) , B(x) = Γ(z + w + 1) Γ(z + w^′ + 1) Γ(z^′ + w + 1) Γ(z^′ + w^′ + 1) Γ(z + z^′ + w + w^′ + 1) Γ(z + z^′ + w + w^′ + 2) × 1 x −^1_2 ( x +^1_2

x −^1_2 )w0 2F_1 ( z + w^′ + 1, z^′ + w^′ + 1; z + z^′ + w + w^′ + 2;^1_{12 −x} ) . Zdes~_2F_1 (a, b; c; ζ) oboznaqaet gipergeometriqesku¸ funkci¸ Gaussa, a z, z^′, w, w^′ sut~ nekotorye kompleksnye qisla. My nazyvaem ffto Ødro nepreryvnym

2F_1-Ødrom ili prosto_2F_1-Ødrom.

2F_1-˚dro vpervye bylo poluqeno v teorii predstavleniæ beskoneqnomernoæ

unitarnoæ gruppy U(∞). Razloßenie nekotoryh estestvennyh predstavleniæ

U(∞) na neprivodimye upravlØetsØ veroØtnostnoæ meroæ na beskoneqnomernom

prostranstve vseh neprivodimyh predstavleniæ. ProekciØ fftoæ mery na podhodØwee odnomernoe podprostranstvo imeet funkci¸ raspredeleniØ, ravnu¸

D(s). V §1.1 my dadim bolee podrobnoe opisanie fftoæ zadaqi teorii predsta-

vleniæ.

Moßno proverit~, qto naxi funkcii ψ, A, B udovletvorØ¸t uravneni¸ vida (0.2), sm. Zameqanie 1.4.8 niße. Odnako, v fftom sluqae obwiæ metod [107] vedœt k suwestvennym algebraiqeskim trudnostØm. V pohoßeæ situacii dlØ bolee prostogo Ødra ˚kobi metod raboty [107] privodit k obyknovennomu differencial~nomu uravneni¸ tret~ego porØdka. Lix~ namnogo pozdnee v rabote Haæna i Semenga bylo pokazano, qto ffto uravnenie ffkvivalentno uravneni¸ Penleve VI, kotoroe imeet vtoroæ porØdok, sm. [60]. Vvidu fftih trudnosteæ, my primenim drugoæ podhod.

Novyæ podhod suwestvenno ispol~zuet teoretiko-predstavlenqeskoe proishoßdenie_2F_1-Ødra. OkazyvaetsØ, qto samo postroenie Ødra, sm. §1.1, ukazyvaet na to, qto rezol~venta L = K(1 − K)^{−1} Ødra K dolßna imet~ “prostoæ” vid. “Prostoæ” v tom smysle, qto v formule dlØ Ødra L(x, y) ne uqastvu¸t special~nye funkcii! Na formal~nom urovne imeet mesto ravenstvo “det(1 − K) = (det(1 + L))^{−1}”. Nas, odnako, interesuet opredelitel~ sußennogo operatora K|_{(s,+∞)}, i apriori soverxenno ne oqevidno, kak moßno ispol~zovat~ “prostoe” Ødro L dlØ vyqisleniØ D(s) = det(1 − K|_{(s,+∞)}). Osnovnym nabl¸deniem pervoæ qasti dissertacii ØvlØetsØ tot fakt, qto Ødro L, deæstvitel~no, moßet byt~ ispol~zovano dlØ vyqisleniØ D(s), i ffto privodit k ßelaemym differencial~nym uravneniØm.

DlØ primeneniØ metoda vaßneæxu¸ rol~ igraet tot fakt, qto oba Ødra K i L ØvlØ¸tsØ integriruemymi v smysle [64]. Toqnye opredeleniØ i spisok osnovnyh svoæstv integriruemyh operatorov, vkl¸qaØ ih svØz~ s zadaqeæ Rimana–Gil~berta, nahodØtsØ v dopolnenii k pervoæ glave. Vkratce, nax metod sostoit v sledu¸wem (detal~noe opisanie v §1.5).

Xag 1-æ. ˚dro K(x, y) vyraßaetsØ qerez Øvnoe rexenie zadaqi Rimana–Gil~- berta (R, v), gde v proishodit iz Ødra L i ØvlØetsØ “prostoæ”. Xag 2-æ. D(s) = det(1 − K|_{(s,+∞)}) vyraßaetsØ qerez rexenie ms normirovannoæ zadaqi Rimana–Gil~berta ((s, +∞), v̂), gde v̂ vkl¸qaet v sebØ gipergeometriqeskie funkcii iz formuly dlØ K.

Xag 3-æ. Proizvedenie msm udovletvorØet zadaqe Rimana–Gil~berta (R \ (s, +∞) = (−∞, s], v), gde v — ffto ta ße “prostaØ” matrica skaqka, qto i v pervom xage.

Tretiæ xag, kotoryæ ØvlØetsØ kl¸qevym, sleduet iz teorii integriruemyh operatorov i sledu¸wego prostogo zameqaniØ. Dopustim, Σ = Σ_1 ∪ Σ_2 ⊂ C est~ ob¨edinenie dvuh konturov. Pust~ m, m_1 — ffto rexeniØ zadaq Rimana– Gil~berta (Σ, v), (Σ_1, v), sootvetstvenno. Togda m_2 ≡ m_1m^{−1} ØvlØetsØ rexeniem zadaqi Rimana–Gil~berta (Σ_2, v_2 = m_+v^{−1}m^{−1}_+ = m_−v^{−1}m^{−1}_− ). Obratno, esli

m, m_2 sut~ rexeniØ (Σ, v), (Σ_2, v_2), to m_1 = m_2m rexaet (Σ_1, v).

Kak my uvidim v dal~neæxem, esli v — ffto matrica skaqka, svØzannaØ soglasno teorii integriruemyh operatorov s Ødrom L, to

m_+v^{−1}m^{−1}_+ = m_−v^{−1}m^{−1}_−

est~ v toqnosti matrica skaqka v̂, svØzannaØ s Ødrom K.

V teorii zadaq Rimana–Gil~berta differencial~nye uravneniØ qasto vyvodØtsØ ishodØ iz togo, qto matrica skaqka rassmatrivaemoæ zadaqi moßet byt~ svedena podhodØwim soprØßeniem k matrice, ne zavisØweæ ot nußnyh parametrov deformacii. Tipiqnoe vyqislenie, kotoroe voshodit k istokam metoda obratnoæ zadaqi rasseØniØ, vyglØdit sledu¸wim obrazom (sm., naprimer, [47] i dal~neæxie ssylki v fftoæ rabote). Nelineænoe uravnenie Xrœdingera (NLX) svØzano s zadaqeæ Rimana–Gil~berta (Σ = R, v_{x,t} = e^{iθσ3} v e^{−iθσ3} ), gde

θ = xζ − tζ^2, σ_3 = [ 1 0 0 −1 ] , v = [ 1 − |r(ζ)|^2 r(ζ) −r̄(ζ) 1 ]

dlØ nekotorogo kofffficienta otraßeniØ r. Esli m — ffto rexenie (R, v_{x,t}), to

Ψ = me^{iθσ3} rexaet zadaqu (R, v), kotoraØ ne zavisit ot x i t. Ots¸da vidno,

qto^{∂Ψ}_{∂x} i^{∂Ψ}_{∂t} ØvlØ¸tsØ rexeniØmi toæ ße zadaqi Rimana–Gil~berta, i, sledovatel~no, otnoxeniØ^{∂Ψ}_{∂x} Ψ^{−1} i^{∂Ψ}_{∂t} Ψ^{−1} ne ime¸t skaqka na Σ = R. Nesloßnoe vyqislenie privodit k pare Laksa^{∂Ψ}_{∂x} = P Ψ,^{∂Ψ}_{∂x} = LΨ dlØ nekotoryh polinomial~nyh matriqnoznaqnyh funkciæ P = P (ζ), L = L(ζ). Uslovie sovmestnosti ∂ ∂t ∂Ψ ∂x =^∂_{∂x}^{∂Ψ}_{∂t} nemedlenno privodit k NLX.

V §1.4 budet pokazano, qto matrica skaqka v iz pervogo i tret~ego xagov moßet byt~ legko privedena s pomow~¸ soprØßeniØ k lokal~no-postoØnnoæ matrice skaqka V . Analogiqno privedennomu vyxe vyqisleni¸ dlØ NLX, ffto oznaqaet, qto rexenie zadaqi Rimana–Gil~berta M_+ = M_−V moßet byt~ prodifferencirovano po peremennoæ ζ na konture i po peremennoæ s, qto privodit k differencial~nym uravneniØm vida^{∂M}_{∂ζ} = P M,^{∂M}_{∂s} = LM, gde P = P (ζ) i

L = L(ζ) racional~ny. Perekrœstnoe differencirovanie daœt sistemu diffe-

rencial~nyh uravneniæ. DlØ togo, qtoby poluqit~ Øvnye uravneniØ, takie kak uravnenie Penleve VI dlØ D(s) = det(1 − K|_{(s,+∞)}), my pol~zuemsØ rezul~tatami raboty [94]. Esli V lokal~no-postoØnna, to uravneniØ^{∂M}_{∂ζ} = P M,^{∂M}_{∂s} = LM opisyva¸t izomonodromnu¸ deformaci¸, i, sledovatel~no, moßno postroit~ izomonodromnu¸ tau-funkci¸ τ = τ (s), kak opisano v [67]. Otdel~noe vyqislenie (sm. §1.6) pokazyvaet, qto D(s) = τ (s), i Penleve VI poluqaetsØ iz Øvnyh vyqisleniæ, analogiqnyh [68, Appendix C]. VyqisleniØ nemedlenno obobwa¸tsØ na sluqaæ, kogda interval (s, +∞) zamenØetsØ na ob¨edinenie intervalov J.

IdeØ svedeniØ zadaqi Rimana–Gil~berta dlØ m_s k zadaqe s lokal~no-po-stoØnnoæ matriceæ skaqka byla nedavno ispol~zovana v [94], [59], [48], [73], sm. takße [63]. Odnako, sam metod svedeniØ, opisannyæ vyxe, ØvlØetsØ novym.

Osnovnoæ rezul~tat pervoæ qasti dissertacii moßet byt~ sformulirovan sledu¸wim obrazom (sm. uravneniØ (1.6.4), (1.6.5) i Teoremy 1.6.5, 1.7.1 niße). Teorema 0.1. Pust~

J = (a_1, a_2) ⊔ (a_3, a_4) ⊔ · · · ⊔ (a_{2m−1}, a_{2m}) ⊂ R, −∞ 6 a1 < a2 < · · · < a2m 6 +∞, est~ diz¨¸nktnoe ob¨edinenie (vozmoßno, beskoneqnyh) intervalov vewestvennoæ osi, takoe qto zamykanie J ne soderßit toqki ±^1_2 . Oboznaqim qerez K^J sußenie nepreryvnogo_2F_1-Ødra K(x, y) na J (polnoe opredelenie Ødra K(x, y) dano v §1.2). Togda, pri vypolnenii podhodØwih usloviæ na parametry (z, z^′, w, w^′), integral~nyæ operator s Ødrom K^J ØvlØetsØ Ødernym, i det(1 − K^J ) est~ τ -funkciØ sistemy uravneniæ Xlezingera ∂A ∂a_i = [C_i, A] a_i −^1_2 , ∂B ∂a_i = [C_i, B] a_i +^1_2 , ∂C_j ∂a_i = [C_i, C_j ] a_i − a_j , i ≠ j; ∂C_i ∂a_i = [A, C_i] a_i −^1_2 + [B, C_i] a_i +^1_2 + ∑ j≠i [C_j , C_i] a_i − a_j , gde A, B, {C_i}^{2m}_{i=1} sut~ nenulevye 2 na 2 matricy (esli a_1 = −∞ ili a_{2m} = +∞, to sootvetstvu¸wie uravneniØ i matricy otsutstvu¸t), udovletvorØ¸wie usloviØm

Tr A = Tr B = Tr C_1 = Tr C_2 = · · · = Tr C_{2m} = 0,

det A = − (_{z−z}0 2 )_2 , det B = − (_{w−w}0 2 )_2 , det C_1 = det C_2 = · · · = det C_{2m} = 0,

A + B + 2m∑ i=1 C_i = [ −^{z+z} 0_{+w+w}0 2 0 0^{z+z}

0_{+w+w}0 2 ] . Inymi slovami,

d ln det(1 − K^J ) = 2m∑ i=1 Tr(AC^i) a_i −^1_2 + Tr(BC_i) a_i +^1_2 + ∑ j≠i Tr(C_j C_i) a_i − a_j da_i. Esli J = (s, +∞), to, vvodØ oboznaqeniØ

ν_1 = ν_2 = z + z^′ + w + w^′ 2 , ν_3 = z − z^′ + w − w^′ 2 , ν_4 = z − z^′ − w + w^′ 2 , my dokazyvaem, qto σ(s) = ( s −^1_2 ) ( s +^1_2

) d ln det(1 − K|_{(s,+∞)}) ds − ν^2_1 s + ν_3ν_4 2 udovletvorØet σ-versii uravneniØ Penleve VI: −σ^′ (( s −^1_2 ) ( s +^1_2 ) σ^{′′} )_2 = (2 (sσ^′ − σ) σ^′ − ν_1ν_2ν_3ν_4)^2

−(σ^′ + ν^2_1 )(σ^′ + ν^2_2 )(σ^′ + ν^2_3 )(σ^′ + ν^2_4 ).

Kak uße bylo otmeqeno vyxe, svoæstvo Ødra K, kotoroe dlØ nas vaßno, — ffto suwestvovanie prostogo rezol~ventnogo Ødra L = K(1 − K)^{−1}. �to svoæstvo ØvlØetsØ novym; ono bylo vpervye otmeqeno v kontekste teorii predstavleniæ beskoneqnoæ simmetriqeskoæ gruppy S(∞) v rabote [34]. V teorii sluqaænyh matric voznika¸t Ødra K, kotorye otveqa¸t proektoram (tipa KristoffelØ– Darbu), libo ih skeælingovym predelam. Vse ffti Ødra ime¸t normu, ravnu¸ edinice, i pofftomu operator L = K(1 − K)^{−1} ne moßet byt~ korrektno opredelœn. Naxa ße zadaqa imeet drugoe proishoßdenie, i ffto pozvolØet ne tol~ko opredelit~ L, no i Øvno ego vyqislit~.

Nax metod takße dostavlØet al~ternativnyæ podhod k rezul~tatam [107] dlØ integriruemyh operatorov vida (0.1), udovletvorØ¸wih uravneniØm tipa (0.2). SituaciØ budet prodemonstrirovana na primere Ødra �æri v §1.9.

V pervoæ qasti my takße rassmatrivaem rØd drugih Øder, shoßih s nepreryvnym_2F_1-Ødrom.

Vo-pervyh, my primenØem nax metod k Ødru ˚kobi i pokazyvaem, qto opredelitel~ ediniqnogo operatora minus Ødro ˚kobi, sußennoe na ob¨edinenie koneqnogo qisla intervalov, ØvlØetsØ τ -funkcieæ sootvetstvu¸weæ izomonodromnoæ zadaqi. V odnointerval~nom sluqae my opØt~ poluqaem xestoe uravnenie Penleve, peredokazyvaØ tem samym rezul~tat raboty [60].

Vo-vtoryh, my primenØem nax formalizm k tak nazyvaemomu Ødru Uittekera i k ego qastnomu sluqa¸ — Ødru Lagerra. ˚dro Uittekera vozniklo v rabotah [34], [2] po teorii predstavleniæ beskoneqnoæ simmetriqeskoæ gruppy. VyqisleniØ, kotorye my prodelyvaem dlØ_2F_1-Ødra, mogut byt~ primeneny k (bolee prostom) Ødru Uittekera. My dokazyvaem, qto opredelitel~ Fredgol~ma ediniqnogo operatora minus Ødro Uittekera, sußennoe na ob¨edinenie koneqnogo qisla intervalov, takße ØvlØetsØ τ -funkcieæ nekotoroæ izomonodromnoæ zadaqi, i my poluqaem pØtoe uravnenie Penleve v odnointerval~nom sluqae. DlØ Ødra Lagerra Penleve V bylo poluqeno ranee v rabote [107].

Nakonec, my zameqaem, qto_2F_1-Ødro vyroßdaetsØ v nekotorom skeælingovom predele v Ødro, kotoroe my nazyvaem vyroßdennym gipergeometriqeskim. �to Ødro voznikaet v zadaqe razloßeniØ nekotorogo zameqatel~nogo semeæstva vero- Øtnostnyh mer na prostranstve beskoneqnyh ffrmitovyh matric na ffrgodiqeskie komponenty, sm. [37]. Ono takße moßet byt~ poluqeno kak skeælingovyæ predel Øder KristoffelØ–Darbu dlØ ortogonal~nyh mnogoqlenov psevdo-˚kobi, sm. [112], [37]. My dokazyvaem, qto opredelitel~ Fredgol~ma v odnointerval~nom sluqae dlØ fftogo Ødra vyraßaetsØ v terminah rexeniØ uravneniØ Penleve V. Vyroßdennoe gipergeometriqeskoe Ødro zavisit ot odnogo kompleksnogo parametra r, i dlØ vewestvennyh znaqeniæ r posledniæ rezul~tat byl poluqen v

[112]. Pri r = 0 ffto Ødro prevrawaetsØ v horoxo izvestnoe sinus-Ødro, i nax rezul~tat sovpadaet s klassiqeskim rezul~tatom [66].

Vo vtoroæ glave my perehodim k izuqeni¸ diskretnyh modeleæ. Odna iz naibolee prosto formuliruemyh, no glubokih zadaq vyglØdit sledu¸wim obrazom.

Pust~ S_n — ffto simmetriqeskaØ gruppa stepeni n. Oboznaqim qerez l_n(σ) dlinu naibol~xeæ vozrasta¸weæ posledovatel~nosti podstanovki σ ∈ S_n. Poloßim

p^n_k = 1 n! Card{σ ∈ S_n | l_n(σ) 6 k}, p^{(η)}_k = e^{−η2} ∞∑ n=0 η^{2n} n! p^n_k , (0.3)

gde η — kompleksnyæ parametr.

Suwestvuet mnoßestvo drugih sposobov opredelit~ p^{(η)}_k . Naprimer, blagodarØ rezul~tatu [55], ffta veliqina moßet byt~ zapisana kak tœplicev opredelitel~

p^{(η)}_k = e^{−η2} det[f_{i−j} ]^k_{i,j=1} , +∞∑ m=−∞ f_mζ^m = e^{η(ζ+ζ} �1_) . (0.4)

Teoretiko-predstavlenqeskoe opredelenie (kotoroe moßet byt~ legko poluqeno s pomow~¸ algoritma Robinsona–Xensteda) imeet vid

p^{(η)}_k = e^{−η2} ∑ λ16k ( dim λ |λ|! η^{|λ|} )_2

, (0.5)

gde summirovanie berœtsØ po vsem razbieniØm λ = (λ_1 ¿ · · · ¿ λ_l > 0) takim, qto λ_1 6 k, |λ| = λ_1 + · · · + λ_l est~ razmer razbieniØ, i dim λ est~ razmernost~ neprivodimogo predstavleniØ simmetriqeskoæ gruppy S_{|λ|}, sootvetstvu¸wego razbieni¸ λ.

Predstavlenie p^{(η)}_k v vide opredelitelØ Fredgol~ma, kotorym my budem aktivno pol~zovat~sØ, budet poluqeno v §2.9.

Teorema 0.2. Opredelim posledovatel~nost~ {xn}^∞_{n=−1} naqal~nymi usloviØmi

x_0 = −1, x_1 = f_1/f_0 s f_i-mi iz (0.4) i rekurrentnym sootnoxeniem

x_{n+1} + x_{n−1} = nx_n η(x^2_n − 1)

, n ¿ 1. (0.6)

Togda dlØ l¸bogo k ¿ 1 i η v obwem poloßenii my imeem (opuskaØ indeks η) p_{k+1}p_{k−1} p^2_k

= 1 − x^2_k.

Slova “v obwem poloßenii” zdes~ (i v Teoreme 0.3 niße) oznaqa¸t lix~ to, qto η ne prinadleßit mnoßestvu pol¸sov meromorfnoæ funkcii x_k = x_k(η).

�tot rezul~tat byl takße nezavisimo poluqen v [18]. Ewœ odno dokazatel~- stvo bylo privedeno pozdnee v [15]. Sootnoxenie (0.6) dlØ rodstvennyh veliqin bylo vyvedeno v [95], [108], [62].

Sootnoxenie (0.6) predstavlØet soboæ qastnyæ sluqaæ raznostnogo uravneniØ Penleve II, sm., naprimer, [57].

Teorema 0.2 takße ØvlØetsØ ffffektivnym instrumentom dlØ qislennogo vyqisleniØ p^{(η)}_k . V samom dele, predstavlenie qerez tœplicev opredelitel~ daœt naqal~nye usloviØ p_0 = e^{−η2} , p_1 = e^{−η2} f_0, i togda iz Teoremy 0.2 sleduet rekurrentnoe sootnoxenie p_{k+1} = (1 − x^2_k) p^2_k/p_{k−1} dlØ vseh k ¿ 1. ˚sno, qto ffta vyqislitel~naØ shema nesravnenno bolee ffffektivna, qem prØmoe vyqislenie tœplicevyh opredeliteleæ.

Horoxo izvestnyæ rezul~tat, dokazannyæ v [19], utverßdaet, qto esli my voz~mœm η > 0 i ustremim η k pl¸s beskoneqnosti, to p^{(η)}_{2η+tη1/6} soædetsØ k gladkoæ funkcii F_2(t) (takße izvestnoæ pod nazvaniem “raspredelenie Treæsi–Vidoma” [105] v teorii sluqaænyh matric), kotoraØ moßet byt~ vyraßena qerez rexenie klassiqeskogo uravneniØ Penleve II. Bolee toqno, esli predpoloßit~, qto predel suwestvuet, to iz Teoremy 0.2 legko sleduet, qto (ln F_2(t))^{′′} = −y^2(t), gde

y(t) est~ rexenie uravneniØ y^{′′} = ty + 2y^3; ffto takße sleduet iz [19]. Otmetim,

odnako, qto Teorema 0.2 ne dostavlØet graniqnye usloviØ dlØ y(t).

Qtoby sformulirovat~ vtoroæ osnovnoæ rezul~tat vtoroæ qasti, opredelim veliqinu q^{(z,z} 0_{,ξ)} k qerez tœplicev opredelitel~ q^{(z,z} 0_{,ξ)} k = (1 − ξ)^{zz} 0 det[g_{i−j} ]^k_{i,j=1}, +∞∑ m=−∞ g_mζ^m = (1 + √ ξζ)^z(1 + √ ξ/ζ)^z 0 . (0.7)

Nesloßno pokazat~, qto dlØ l¸bogo k = 1, 2, . . . , q^{(z,z} 0_{,ξ)} k prodolßaetsØ do analitiqeskoæ funkcii na (z, z^′, ξ) ∈ C × C × (C \ [1, +∞)).

Iz teoretiko-predstavlenqeskoæ interpretacii q^{(z,z} 0_{,ξ)} k sleduet, qto, esli

z^′ = z̄ i ξ ∈ (0, 1), to q^{(z,z} 0_{,ξ)} k est~ funkciØ raspredeleniØ dliny pervoæ stroki sluqaænyh diagramm ınga, raspredelennyh po z-mere, sm. [35], [36]. Z-mery tesno svØzany s obobwennymi regulØrnymi predstavleniØmi beskoneqnoæ simmetriqeskoæ gruppy [74]. TakaØ interpretaciØ q^{(z,z} 0_{,ξ)} k vedet k sledu¸wemu toßdestvu, sr. (0.5), q^{(z,z} 0_{,ξ)} k = (1 − ξ)^{zz} 0 ∑ λ16k ∏ (i,j)∈D(λ) (j − i + z)(j − i + z^′) ( dim λ |λ|! )_2 ξ^{|λ|}. (0.8) V fftoæ formule D(λ) oboznaqaet diagrammu ınga, otveqa¸wu¸ razbieni¸ λ, i proizvedenie berœtsØ po vsem kletkam fftoæ diagrammy.

Zametim, qto iz sootnoxeniæ (0.7) i (0.8) sleduet, qto q^{(z,z} 0_{,ξ)} k → p^{(η)}_k pri ξ → 0, z, z^′ → ∞, ξzz^′ → η^2. DlØ celyh poloßitel~nyh znaqeniæ parametrov z, z^′ raspredelenie q^{(z,z} 0_{,ξ)} k takße moßet byt~ prointerpretirovano v terminah naibol~xih vozrasta¸wih posledovatel~nosteæ [36, §2]. Ewe odna vozmoßnaØ interpretaciØ — vremØ pervogo prosaqivaniØ v modeli napravlennoæ perkolØcii, sm. [70] i [18]. DlØ celyh

z, z^′ raznyh znakov q^{(z,z} 0_{,ξ)} k dostavlØet raspredelenie vysoty v modeli sluqaænogo rosta, nazyvaemoæ cifrovoe kipenie (digital boiling), sm. [58].

Vaßnoe dlØ nas predstavlenie q^{(z,z} 0_{,ξ)} k v vide opredelitelØ Fredgol~ma budet poluqeno niße v §2.12.

Kak i vyxe, my oboznaqaem qerez F (a, b; c; u) gipergeometriqesku¸ funkci¸ Gaussa.

Teorema 0.3. Oboznaqim qerez {xn}^∞_{n=0} i {yn}^∞_{n=0} posledovatel~nosti, zadannye

naqal~nymi usloviØmi

x_0 = −

F (−z + 1, −z^′; 1; ξ) z^′ξ F (−z + 1, −z^′ + 1; 2; ξ) , y_0 = z^′F (−z, −z^′ − 1; 1; ξ) F (−z + 1, −z^′ + 1; 2; ξ) F (−z, −z^′; 1; ξ) F (−z + 1, −z^′; 2; ξ) , i rekurrentnymi sootnoxeniØmi

x_{n+1} =

(y_n − (z + z^′ + n + 1)) (y_n − (z^′ + n + 1)) ξx_ny_n (y_n − z^′) , y_{n+1} = −y_n + z + n + 1 1 − x_{n+1} + z^′ + n + 2 1 − ξx_{n+1} + z^′. (0.9)

Togda dlØ l¸bogo k ¿ 0 i (z, z^′, ξ) v obwem poloßenii my imeem (opuskaØ indeksy (z, z^′, ξ)) ( q_{k+1} q_k − q_{k+2} q_{k+1} )( q_{k+2} q_{k+1} − q_{k+3} q_{k+2} )_{−1} = ((1 − ξx_k)(y_k − z^′) − (z + k + 1)) ((1 − ξx_{k+1})(y_{k+1} − z^′) − (z + k + 2)) × (z + k + 2)(z^′ + k + 2) (y_k − (z^′ + k + 1)) (1 − ξx_{k+1})(1 − ξx_k) x_k y_k (y_k − z^′)^2 . (0.10)

Analogiqno Teoreme 0.2, ffta teorema moßet byt~ ispol~zovana dlØ qislennogo vyqisleniØ q^{(z,z} 0_{,ξ)} k . V samom dele, naqal~nye usloviØ q_0, q_1, q_2 mogut byt~ poluqeny iz predstavleniØ q^{(z,z} 0_{,ξ)} k v vide tœpliceva opredelitelØ, i togda (0.10) moßet rassmatrivat~sØ, kak rekurrentnoe dlØ vyqisleniØ q_k pri k ¿ 3.

Izvestno, qto esli z^′ = z̄, ξ ∈ (0, 1), i ξ → 1, to q^{(z,z} 0_{,ξ)} t/(1−ξ) shoditsØ k gladkoæ

funkcii G^{(z)}(t), kotoraØ ØvlØetsØ τ -funkcieæ uravneniØ Penleve V, sm. [35] i §1.8. Esli predpoloßit~, qto x_{t/(1−ξ)} imeet gladkiæ predel x(t), to iz (0.9) sleduet sootnoxenie x^{′′}(t) = ( 1 2x(t) + 1 x(t) − 1 ) (x^′(t))^2 − x^′(t) t + (z − z^′ − 1)x(t) t + (x(t) − 1)^2 2t ( (z^′)^2x(t) − z^2/x(t) ) − 1 2 x(t)(x(t) + 1) x(t) − 1 , (0.11)

kotoroe ØvlØetsØ qastnym sluqaem pØtogo uravneniØ Penleve. Togda predel sootnoxeniØ (0.10) dostavlØet algebraiqeskoe vyraßenie (ln(ln G^{(z)}(t))^{′′})^′ qerez

x(t) i x^′(t). Na samom dele, iz rezul~tatov pervoæ qasti sleduet, qto uße pervaØ

proizvodnaØ (ln(G^{(z)}))^′ algebraiqeski vyraßaetsØ qerez x i x^′ dlØ nekotorogo rexeniØ x(t) uravneniØ (0.11). Diskretnyæ analog fftogo rezul~tata poka neizvesten.

V nastoØwee vremØ suwestvuet neskol~ko razliqnyh podhodov k diskretizacii uravneniæ Penleve, sm. [57], [85], [69], [97]. OkazyvaetsØ, qto sootnoxeniØ (0.9) obrazu¸t qastnyæ sluqaæ raznostnogo uravneniØ Penleve V, kotoroe bylo vvedeno v rabote [97]. Interesno, qto v fftoæ rabote diskretnye analogi uravneniæ Penleve stroilis~ ishodØ iz qisto algebro-geometriqeskih soobraßeniæ.

Raznostnye uravneniØ Penleve I i II poØvilis~ v fiziqeskoæ literature ranee, sm. [41], [50], [95]. Odno iz dostißeniæ vtoroæ glavy — ffto demonstraciØ togo fakta, qto raznostnoe Penleve V toße voznikaet v nekotoroæ konkretnoæ modeli matematiqeskoæ fiziki.

Dokazatel~stva obeih teorem osnovany na obwem formalizme diskretnyh analogov integriruemyh operatorov i zadaq Rimana–Gil~berta, kotoryæ my razvivaem.

My daœm opredelenie diskretnyh zadaq Rimana–Gil~berta i diskretnyh integriruemyh operatorov i pokazyvaem, kak rezol~venta diskretnogo integriruemogo operatora moßet byt~ poluqena iz rexeniØ sootvetstvu¸weæ diskretnoæ zadaqi Rimana–Gil~berta. �tot rezul~tat parallelen horoxo izvestnomu faktu v nepreryvnom sluqae, sm. [64], [46].

Otmetim, qto naxa postanovka diskretnoæ zadaqi Rimana–Gil~berta rodstvenna postanovke obratnoæ zadaqi rasseØniØ v qisto solitonnom sluqae, sm. [23], [24], [9].

V kaqestve ill¸stracii, my takße privodim primer dvuh Øvno rexaemyh diskretnyh zadaq Rimana–Gil~berta, kotorye neposredstvenno svØzany s merami na razbieniØh, voznika¸wimi v (0.5) i (0.8). RexeniØ fftih zadaq da¸tsØ v terminah klassiqeskih special~nyh funkciæ: funkciæ BesselØ i gipergeometriqeskih funkciæ Gaussa.

Pri dokazatel~stve Teorem 0.2 i 0.3 my predstavlØem raspredeleniØ p^{(η)}_k i q^{(z,z} 0_{,ξ)} k v vide det(1 − K|_{{k,k+1,... }}), gde K est~ libo diskretnoe Ødro BesselØ iz [33], [71], libo gipergeometriqeskoe Ødro iz [35].

Vyqislenie fftih opredeliteleæ Fredgol~ma svoditsØ k rexeni¸ nekotoryh diskretnyh zadaq Rimana–Gil~berta. Matricy skaqka u fftih zadaq dostatoqno prosty, i ffto pozvolØet vyvesti pary Laksa, sostoØwie iz raznostnyh uravneniæ, kotorym udovletvorØ¸t rexeniØ m_k(ζ) naxih diskretnyh zadaq Rimana–Gil~berta: m_{k+1}(ζ) = A(ζ)m_k(ζ), m_k(ζ − 1) = B(ζ)m_k(ζ)C(ζ), s racional~nymi matricami A(ζ), B(ζ) i C(ζ). Uslovie soglasovannosti fftih sootnoxeniæ vedœt k raznostnym uravneniØm Penleve na matriqnye fflementy A i B. Nekotorye dopolnitel~nye soobraßeniØ pozvolØ¸t vyrazit~ opredeliteli Fredgol~ma qerez ffti matriqnye fflementy.

Izloßennyæ metod moßet rassmatrivat~sØ, kak diskretnyæ analog metoda, izloßennogo v pervoæ glave. On takße primenim k xirokomu klassu drugih diskretnyh integriruemyh Øder, v qastnosti, k Ødram KristoffelØ–Darbu dlØ diskretnyh ortogonal~nyh mnogoqlenov, esli diskretnaØ logarifmiqeskaØ proizvodnaØ vesovoæ funkcii racional~na. Osnovnoe soderßanie tret~eæ glavy – ffto primenenie metoda k takim Ødram.

VeroØtnostnaØ postanovka zadaqi, rexaemoæ v tret~eæ glave, vyglØdit sledu¸wim obrazom.

Pust~ X proizvol~noe lokal~no-koneqnoe podmnoßestvo vewestvennoæ osi

R, i w : X → R>0 — funkciØ na X, prinima¸waØ poloßitel~nye znaqeniØ. My

budem predpolagat~, qto momenty w koneqny: ∑ x∈X^{|x|} nw(x) < ∞, n = 0, 1, . . . . Zafiksiruem poloßitel~noe celoe qislo k (koliqestvo qastic) i rassmotrim veroØtnostnu¸ meru na vseh k-toqeqnyh podmnoßestvah X, zadannu¸ formuloæ

Prob{x_1, . . . , x_k} = const · ∏ 16i<j6k^{(xi − xj )} 2 k∏ i=1 w(x_i). (0.12)

Nas interesuet raspredelenie maksimuma max{x_1, . . . , x_k}.

�ta zadaqa motivirovana teorieæ sluqaænyh matric s odnoæ storony, i kombinatornymi i teoretiko-predstavlenqeskimi modelØmi — s drugoæ.

V teorii sluqaænyh matric veroØtnostnye mery vida

const · ∏ 16i<j6k^{(xi − xj )} 2 k∏ i=1 w(x_i)dx_i na k-toqeqnyh podmnoßestvah R, gde w(x) — gladkaØ funkciØ na nekotorom intervale vnutri vewestvennoæ osi, igra¸t vaßneæxu¸ rol~. Ortogonal~nye mnogoqleny, sootvetstvu¸wie vesovoæ funkcii w(x), ØvlØ¸tsØ osnovnym i naibolee udobnyh tehniqeskim sredstvom issledovaniØ takih mer. Pofftomu ffti mery qasto nazyva¸t ortogonal~nymi polinomial~nymi ansamblØmi.

Zadaqa ob opisanii raspredeleniØ maksimuma max{x_i} v nepreryvnoæ situacii dlØ klassiqeskih vesovyh funkciæ rexaetsØ v sledu¸wem smysle: funkciØ raspredeleniØ ØvlØetsØ rexeniem odnogo iz xesti uravneniæ Penleve s Øvnymi graniqnymi usloviØmi. �tot fakt byl dokazan v [107] dlØ vesa �rmita

w(x) = exp(−x^2), x ∈ R, i dlØ vesa Lagerra x^a exp(−x), x > 0; v [107], [60] i

pervoæ glave dlØ vesa ˚kobi (1 − x)^a(1 + x)^b, x ∈ (−1, 1); i v [112] i pervoæ glave dlØ vesa psevdo-˚kobi (1 − ix)^s(1 + ix)^{s̄}, x ∈ R.

Takim obrazom, estestvenno sprosit~, ime¸t li ffti rezul~taty diskretnyæ analog dlØ diskretnyh klassiqeskih vesovyh funkciæ.

S drugoæ storony, sluqaænye veliqiny vida max{x_i} s x_i-mi, obrazu¸wimi ortogonal~nyæ polinomial~nyæ ansambl~, v rØde zadaq pereqislitel~noæ kombinatoriki, teorii napravlennoæ perkolØcii, teorii predstavleniæ, teorii processov sluqaænogo rosta okazyva¸tsØ naibolee vaßnymi harakteristikami modeli, sm., naprimer, [36], [70], [71], [18] i dal~neæxie ssylki v fftih rabotah.

Qtoby sformulirovat~ pervyæ rezul~tat tret~eæ glavy, neobhodimo vvesti dopolnitel~nye oboznaqeniØ. Oboznaqim toqki mnoßestva X qerez π_s, gde s probegaet znaqeniØ ot nulØ do N, priqem π_0 < π_1 < · · · ili π_0 > π_1 > · · · . Zdes~

N = |X| − 1 moßet byt~ kak koneqnym, tak i beskoneqnym. My opiraemsØ na dva

sledu¸wih osnovnyh predpoloßeniØ.

• Suwestvuet affinnoe preobrazovanie σ : R → R, takoe qto σπ_{s+1} = π_s dlØ vseh s, 0 6 s < N.

• Suwestvu¸t mnogoqleny P (x) i Q(x), takie qto w(π_{s−1}) w(π_s) = P (π_s) Q(π_s) , 1 6 s 6 N, i P (π_0) = 0.

Vesovye funkcii dlØ mnogih (no ne vseh) gipergeometriqeskih mnogoqlenov shemy Aski udovletvorØ¸t fftim predpoloßeniØm, sm. §3.6 niße. DlØ nekotoryh klassiqeskih semeæstv ortogonal~nyh mnogoqlenov oba predpoloßeniØ vypolnØ¸tsØ, no mnoßestvo ortogonal~nosti X ne ØvlØetsØ lokal~no koneqnym. Naxi rezul~taty rasprostranØ¸tsØ i na ffti sluqai, sm. §3.3.

Teorema 0.4. Pri vypolnenii dvuh usloviæ, sformulirovannyh vyxe, suwestvuet

rekurrentnaØ procedura, kotoraØ vyqislØet nul~-veroØtnost~

D_s = Prob {x_i /∈ {π_s, π_{s+1}, . . . } dlØ vseh i} = { Prob{max{x_i} < π_s}, if π_0 < π_1 < · · · , Prob{min{x_i} > π_s}, if π_0 > π_1 > · · · ,

gde x_i-ye raspredeleny soglasno (0.12). RekurrentnaØ procedura vyqislØet posledovatel~nost~ par (A_s, M_s(ζ)), gde A_s — ffto matrica 2 na 2, i M_s(ζ) — ffto matriqnyæ mnogoqlen

M_s(ζ) = M^{(l)}_s ζ^l + · · · + M^{(0)}_s , M^{(i)}_s ∈ Mat(2, C ),

stepeni l = max{deg P, deg Q}. Kaßdyæ rekurrentnyæ xag opredelØetsØ ravenstvom ( I + A_s σζ − π_s ) M_s(ζ) = M_{s+1}(ζ) ( I + A_{s+1} ζ − π_{s+1} ) . (0.13)

Otnoxenie ( D_{s+3} D_{s+2} − D_{s+2} D_{s+1} ) ( D_{s+2} D_{s+1} − D_{s+1} D_s )_{−1}

est~ ØvnaØ racional~naØ funkciØ matriqnyh fflementov (A_s, M^{(l)}s , . . . , M^{(0)}s ) i (A_{s+1}, M^{(l)}_{s+1}, . . . , M^{(0)}_{s+1}).

Nesloßno pokazat~, qto, esli det M_s(π_{s+1}) ≠ 0 (qto v naxeæ situacii vsegda verno), to (0.13) odnoznaqno opredelØet (A_{s+1}, M_{s+1}), esli (A_s, M_s) izvestny. S drugoæ storony, suwestvovanie pary (A_{s+1}, M_{s+1}) ne oqevidno i trebuet dokazatel~stva. DlØ matric 2 × 2 legko uvidet~, qto (A_{s+1}, M^{(l)}_{s+1}, . . . , M^{(0)}_{s+1}) sut~ racional~nye funkcii ot (A_s, M^{(l)}s , . . . , M^{(0)}s ). V naxeæ situacii nußnaØ teorema suwestvovaniØ vsegda imeet mesto.

Poskol~ku nul~-veroØtnost~ D_s = Prob{max{x_i} < π_s} ne ravna nul¸ tol~ko dlØ s ¿ k (napomnim, qto k — ffto koliqestvo x_i-yh v (0.12)), dlØ togo, qtoby vyqislit~ D_s dlØ vseh s, dostatoqno znat~ naqal~nye usloviØ D_k, D_{k+1}, D_{k+2},

A_k, M_k(ζ). �ti naqal~nye usloviØ Øvno vyraßa¸tsØ qerez {π_s} i {w(π_s)}, sm.

§3.5 niße.

DlØ nekotoryh klassiqeskih vesov w rekurrentnoe sootnoxenie (0.13) moßet byt~ suwestvenno uproweno. Qtoby proill¸strirovat~ situaci¸, rassmotrim X = Z¿_0 i w(x) = a^x/x! s parametrom a > 0. TakaØ vesovaØ funkciØ sootvetstvuet klassiqeskim mnogoqlenam Xarl~e.

V fftom sluqae A_s i M_s(ζ) moßno parametrizovat~ tremØ skalØrnymi posledovatel~nostØmi a_s, b_s, c_s sledu¸wim obrazom:

M_s(ζ) = [ 1 0 0 0 ] ζ + [ b_s b_sc_s a/c_s a ] , A_s = (k + b_s) [ −1 −a_sc_s 1/(a_sc_s) 1 ] . (0.14)

Togda ravenstvo (0.13) privodit k rekurrentnym sootnoxeniØm

a_{s+1} =

(b_s + aa_s)(k + b_s + aa_s) aa_s(s + 1 + b_s + aa_s)

, (0.15)

b_{s+1} = s + 1 1 − a_{s+1}

− (s + 1 + k + b_s + aa_s), (0.16)

c_{s+1} = aa_s k + b_s + aa_s c_s. SvØz~ fftih posledovatel~nosteæ s raspredeleniem D_s vyglØdit tak: ( D_{s+3} D_{s+2} − D_{s+2} D_{s+1} ) ( D_{s+2} D_{s+1} − D_{s+1} D_s )_{−1} = c_s(b_s + aa_s)(b_{s+1} + aa_{s+1}) a(s + 2)a^2_{s+1}c_{s+1} . Sootvetstvu¸wie naqal~nye usloviØ dany v §3.10.

Zamena peremennyh

f_s = a^{−1}_s , g_s = aa_s + b_s + s + 1,

prevrawaet (0.15)-(0.16) v

f_sf_{s+1} = ag_s (g_s − s − 1)(g_s + k − s − 1) , g_s + g_{s+1} = a f_{s+1} − s + 1 1 − f_{s+1}

− k + 2s + 3.

�ti rekurrentnye sootnoxeniØ v toqnosti sovpada¸t s qetvertym raznostnym uravneniem Penleve, poluqennym v [97].

OkazyvaetsØ, qto opisannaØ vyxe situaciØ s ansamblem Xarl~e dostatoqno tipiqna. DlØ drugih klassiqeskih vesov my toße svodim matriqnoe rekurrentnoe sootnoxenie (0.13) k diskretnym (skalØrnym) uravneniØm Penleve. Naxi rezul~taty prosummirovany v sledu¸weæ tablice.

Ortogonal~nye Mnoßestvo VesovaØ Diskretnoe mnogoqleny ortogonal~nosti funkciØ uravnenie Xarl~e X = Z¿_0 a^x/x! raznostnoe

a > 0 Penleve IV

Meæksner X = Z¿_0^{(β)x}_{x!} c^x raznostnoe

β > 0, 0 < c < 1 Penleve V

Kravquk X = {0, 1, . . . , N} (_N x ) p^x(1 − p)^{N−x} raznostnoe 0 < p < 1 Penleve V

q-Xarl~e X = {q^{−x} | |x ∈ Z¿_0}^{ax}_{(q;q)x} q(^x2) vyroßdennoe

a > 0 q-Penleve VI

Malye q-Lagerr X = {q^x | |x ∈ Z¿_0}^{(aq)x}_{(q;q)x} vyroßdennoe

(ili Voll) a < q^{−1} q-Penleve VI Malye q-˚kobi X = {q^x | |x ∈ Z¿_0}^{(bq;q)x}_{(q;q)x} (aq)^x q-Penleve VI a < q^{−1}, b < q^{−1} q-Kravquk X = {q^{−x} | |x = 0, . . . , N}^{(q}�^{N ;q)x}_{(q;q)x} (−p)^{−x} q-Penleve VI p > 0 Zameqatel~nym faktom ØvlØetsØ to, qto vo vseh Øvno rexaemyh sluqaØh voznikaet odno iz uravneniæ ierarhii Sakai, kotoraØ byla postroena, ishodØ iz algebro-geometriqeskoæ zadaqi.

V sluqae vesovoæ funkcii Meæksnera D_s moßet byt~ perepisan qerez tœplicev opredelitel~ s simvolom (1 + z)^k(1 + bz^{−1})^c. Togda my poluqaem drugoe dokazatel~stvo Teoremy 0.2 dlØ celogo znaqeniØ k odnogo iz parametrov z, z^′.

Kak uße otmeqalos~ ranee, dlØ dokazatel~stva fftih rezul~tatov ispol~zuetsØ metod diskretnyh integriruemyh operatorov i diskretnyh zadaq Rimana–Gil~berta, razvityæ vo vtoroæ glave. Pervyæ xag sostoit v predstavlenii nul~-veroØtnosti D_s v vide opredelitelØ Fredgol~ma: D_s = det(1 − K_s), gde K_s — ffto operator v ℓ^2({π_s, π_{s+1}, . . . }) s Ødrom K_s(x, y) = 1 ‖p_{k−1}‖^2_{ℓ2(}X_{,w)} p_{k−1}(x)p_k (y) − p_k(x)p_{k−1}(y) x − y √ w(x)w(y) . Zdes~ p_k i p_{k−1} sut~ k-yæ i (k −1)-yæ ortogonal~nye mnogoqleny na X, otveqa¸- wie vesovoæ funkcii w. Vyqislenie fftogo opredelitelØ Fredgol~ma svoditsØ k rexeni¸ diskretnoæ zadaqi Rimana–Gil~berta na {π_0, . . . , π_{s−1}} s matriceæ skaqka, Øvno vyraßaemoæ qerez w. Naxi predpoloßeniØ na X i w, sm. vyxe, pozvolØ¸t poluqit~ paru Laksa dlØ rexeniØ m_s(ζ) zadaqi Rimana–Gil~berta:

m_{s+1}(ζ) = ( I + A_s ζ − π_s ) m_s(ζ), m_s(σζ) = M_s(ζ)m_{s+1}(ζ)D^{−1}(ζ).

Zdes~ M_s(ζ) — ffto matriqnyæ mnogoqlen, i D(ζ) — fiksirovannyæ diagonal~- nyæ matriqnyæ mnogoqlen, zavisØwiæ tol~ko ot vesa. Uslovie sovmestnosti est~ v toqnosti rekurrentnoe sootnoxenie (0.13).

Osnovnoæ cel~¸ qetvertoæ glavy ØvlØetsØ postroenie obweæ teorii izomonodromnyh preobrazovaniæ lineænyh sistem raznostnyh uravneniæ s racional~nymi kofffficientami. Kak priloßenie obweæ teorii, my pokazyvaem, qto rekurrentnye sootnoxeniØ, poluqennye vo vtoroæ i tret~eæ glavah dissertacii, ØvlØ¸tsØ qastnymi sluqaØmi izomonodromnyh preobrazovaniæ.

Rassmotrim matriqnoe lineænoe raznostnoe uravnenie

Y (z + 1) = A(z)Y (z), (0.17) gde A(z) = A_0z^n + A_1z^{n−1} + · · · + A_n, A_i ∈ Mat(m, C ),

est~ matriqnyæ mnogoqlen, i Y : C → Mat(m, C ) — meromorfnaØ matriqnaØ funkciØ. (Zamena Y (z) na (Γ(z))^k Y (z) svodit sluqaæ racional~noæ A(z) k polinomial~nomu.) My budem predpolagat~, qto sobstvennye qisla matricy A_0 ne ravny nul¸, i ih otnoxeniØ ne vewestvenny. Togda, bez poteri obwnosti, my moßem sqitat~, qto A_0 diagonal~na.

V 1911 godu Birkgof dokazal fundamental~nyæ rezul~tat, kotoryæ glasit, qto uravnenie (0.17) imeet dva kanoniqeskih rexeniØ Y^l(z) i Y^r(z), kotorye golomorfny i obratimy v poluploskostØh ℜz ≪ 0 i ℜz ≫ 0 sootvetstvenno, i asimptotika kotoryh vblizi z = ∞ v l¸boæ levoæ (pravoæ) poluploskosti imeet opredelœnnyæ vid. Bolee togo, Birkgof pokazal, qto otnoxenie

P (z) = (Y^r(z))^{−1}Y^l(z),

kotoroe obØzano byt~ periodiqeskoæ funkcieæ po oqevidnym priqinam, na samom dele, ØvlØetsØ racional~noæ funkcieæ peremennoæ exp(2πiz). Koliqestvo svobodnyh konstant v fftoæ racional~noæ funkcii v toqnosti sovpadaet s koliqestvom matriqnyh fflementov v A_1, . . . , A_n. My nazyvaem P (z) matriceæ monodromii uravneniØ (0.17).

Birkgof takße dokazal, qto dlØ l¸boæ periodiqeskoæ matricy P special~nogo vida suwestvuet uravnenie (0.17) s naperœd zadannoæ A_0, dlØ kotorogo P ØvlØetsØ matriceæ monodromii. Bolee togo, esli dva uravneniØ s kofffficientami A(z) i ~A(z), ~A_0 = A_0, ime¸t odnu i tu ße matricu monodromii, to suwestvuet racional~naØ matrica R(z), takaØ qto

~A(z) = R(z + 1)A(z)R^{−1}(z). (0.18)

Pervyæ rezul~tat qetvœrtoæ glavy sostoit v sledu¸wem.

Teorema 0.5. DlØ matric A(z) obwego poloßeniØ suwestvuet gomomorfizm grup-

py Z^{m(n+1)−1} v gruppu obratimyh racional~nyh matriqno-znaqnyh funkciæ, takoæ

qto preobrazovanie (0.18) dlØ l¸boæ matricy R(z) v obraze gomomorfizma ne menØet matricu monodromii uravneniØ (0.17).

Esli oboznaqit~ qerez a_1, . . . , a_{mn} korni uravneniØ det A(z) = 0 (nazyvaemye sobstvennymi qislami A(z)) i qerez d_1, . . . , d_n nekotorye odnoznaqno opredelœnnye pokazateli asimptotiqeskogo povedeniØ kanoniqeskih rexeniæ Y (z) uravneniØ (0.18) v z = ∞, to deæstvie Z^{m(n+1)−1} odnoznaqno opredelØetsØ celymi sdvigami {a_i} i {d_j } s obweæ summoæ vseh sdvigov ravnoæ nul¸.

Matricy R(z) zavisØt ot matriqnyh fflementov {A_i}^n_{i=1} i {a_i}^{mn}_{i=1} racional~nym obrazom i, tem samym, opredelØ¸t biracional~nye preobrazovaniØ algebraiqeskih mnogoobraziæ, obrazuemyh matricami {A_i} s zadannymi {a_i} i {d_j }. OkazyvaetsØ, suwestvu¸t zameqatel~nye podgruppy Z^n ⊂ Z^{m(n+1)−1}, kotorye opredelØ¸t biracional~nye preobrazovaniØ na prostranstve vseh A(z) (s fiksirovannoæ A_0, no bez vsØkih ograniqeniæ na korni det A(z) i pokazateli v beskoneqnosti), no, qtoby uvidet~ ffti podgruppy, neobhodimo parametrizovat~ matricy A(z) po-drugomu.

Qtoby vvesti novye koordinaty, razob~œm sobstvennye qisla A(z) na n podmnoßestv s m fflementami v kaßdom: {a_1, . . . , a_{mn}} = {a^{(1)}_1 , . . . , a^{(1)}_m } ∪ · · · ∪ {a^{(n)}_1 , . . . , a^{(n)}_m }. Razbienie moßet byt~ proizvol~nym. Oboznaqim qerez B_i edinstvennyæ fflement Mat(m, C ) s sobstvennymi qislami { a^{(i)}_j }_m j=1, takoæ qto z − B_i est~ pravyæ

delitel~ A(z):

A(z) = (A_0z^{n−1} + A^′_1z^{n−1} + · · · + A^′_{n−1})(z − B_i).

Matriqnye fflementy pravyh deliteleæ {B_i}^n_{i=1} i budut novymi koordinatami na prostranstve A(z).

Deæstvie podgruppy Z^n ⊂ Z^{m(n+1)−1} sostoit v sdvige sobstvennyh qisel v kaßdom podmnoßestve na odno i to ße celoe qislo, zavisØwee tol~ko ot gruppy, a takße v sdvige pokazateleæ {d_i} na odno to ße celoe qislo, kotoroe ravno minus summe sdvigov podmnoßestv sobstvennyh qisel. Esli oboznaqit~ qerez

{B_i(k_1, . . . , k_n)} rezul~tat primeneniØ sdviga k ∈ Z^n k {B_i}, to ime¸t mesto

sledu¸wie uravneniØ:

B_i(. . . ) − B_i(. . . , k_j + 1, . . . ) = B_j(. . . ) − B_j (. . . , k_i + 1, . . . ), (0.19)

B_j(. . . , k_i + 1, . . . )B_i(. . . ) = B_i(. . . , k_j + 1, . . . )B_j (. . . ), (0.20)

B_i(k_1 + 1, . . . , k_n + 1) = A^{−1}_0 B_i(k_1, . . . , k_n)A_0 − I, (0.21)

gde i, j = 1, . . . , n, i toqki v argumentah oboznaqa¸t peremennye k_l, kotorye ne izmenilis~. My nazyvaem ffti sootnoxeniØ raznostnymi uravneniØmi Xlezingera; osnovaniØ dlØ takogo nazvaniØ budut Øsny iz dal~neæxego. Zametim, qto (0.19) i (0.20) mogut byt~ perepisany v vide ( z − B_i(. . . , k_j + 1, . . . ) )( z − B_j (. . . ) ) = ( z − B_j (. . . , k_i + 1, . . . ) )( z − B_i(. . . ) ) . Nezavisimo ot obweæ teorii Birkgofa, my dokazyvaem sledu¸wiæ rezul~- tat.

Teorema 0.6. DlØ proizvol~noæ nevyroßdennoæ matricy A0 i naqal~nyh uslo-

viæ {B_i = B_i(0)} v obwem poloßenii uravneniØ Xlezingera ime¸t edinstvennoe rexenie, udovletvorØ¸wee spektral~nomu uslovi¸ Sp(B_i(k_1, . . . , k_n)) = Sp(B_i) − k_i, i = 1, . . . , n. (0.22) (Formula (0.22) oznaqaet, qto sobstvennye qisla B_i(k) ravny sobstvennym qislam B_i, sdvinutym na −k_i.) Bolee togo, matriqnye fflementy fftogo rexeniØ

ØvlØ¸tsØ racional~nymi funkciØmi ot matriqnyh fflementov naqal~nyh usloviæ.

Qtoby dokazat~ ffto utverßdenie, my vvodim ewe odnu sistemu koordinat na prostranstve matric A(z) s fiksirovannym starxim kofffficientom A_0, kotoraØ svØzana s matriqnymi fflementami {B_i} biracional~nym preobrazovaniem. Ona sostoit iz fflementov matric C_i ∈ Mat(m, C ) s Sp(C_i) = Sp(B_i), takih qto

A(z) = A_0(z − C_1) · · · (z − C_n).

V fftih koordinatah deæstvie podgruppy Z^n opisyvaetsØ sootnoxeniØmi ( z + 1 − C_i ) · · · ( z + 1 − C_n ) A_0 ( z − C_1 ) · · · ( z − C_{i−1} ) = ( z + 1 − ~C_{i+1} ) · · · ( z + 1 − ~C_n ) A_0 ( z − ~C_1 ) · · · ( z − ~C_i ) , C_j = C_j (k_1, . . . , k_n), ~C_j = C_j(k_1, . . . , k_{i−1}, k_i + 1, k_{i+1}, . . . , k_n) dlØ vseh j.

(0.23)

My dokazyvaem, qto suwestvuet edinstvennoe rexenie fftih uravneniæ, udovletvorØ¸wee uslovi¸ Sp(C_i(k)) = Sp(C_i) − k_i, dlØ proizvol~noæ obratimoæ A_0 i naqal~nyh usloviæ {C_i = C_i(0)} v obwem poloßenii. �to rexenie ØvlØetsØ racional~noæ funkcieæ matriqnyh fflementov naqal~nyh usloviæ.

Raznostnye uravneniØ Xlezingera ime¸t avtonomnyæ predel, kotoryæ sostoit iz (0.19), (0.20), i

B_i(k_1 + 1, . . . , k_n + 1) = A^{−1}_0 B_i(k_1, . . . , k_n)A_0, (0.21-avt)

Sp(B_i(k_1, . . . , k_n)) = Sp(B_i), i = 1, . . . , n. (0.22-avt)

Uravnenie (0.23) prevrawaetsØ v ( z − C_i ) · · · ( z − C_n ) A_0 ( z − C_1 ) · · · ( z − C_{i−1} ) = ( z − ~C_{i+1} ) · · · ( z − ~C_n ) A_0 ( z − ~C_1 ) · · · ( z − ~C_i ) . (0.23-avt)

RexeniØ avtonomnyh uravneniæ byli poluqeny v [109] s pomow~¸ obweæ konstrukcii kommutiru¸wih potokov, svØzannoæ s teoretiko-mnoßestvennymi rexeniØmi uravneniØ ˚nga–Bakstera.

Avtonomnye uravneniØ takße mogut byt~ rexeny Øvno v terminah abelevyh funkciæ, svØzannyh so spektral~noæ krivoæ {(z, w) : det(A(z) − wI) = 0}, sleduØ metodu [83, §1.5].

TeoriØ izomonodromnyh preobrazovaniæ raznostnyh uravneniæ shoßa (ne tol~ko nazvaniem!) s teorieæ izomonodromnyh deformaciæ lineænyh sistem differencial~nyh uravneniæ s racional~nymi kofffficientami: dY(ζ) dζ = ( B_∞ + n∑ k=1 B_i ζ − x_i ) Y(ζ), (0.24)

kotoraØ byla razvita Xlezingerom v 1912 godu i obobwena na sluqaæ pol¸sov proizvol~nogo porØdka Dßimboæ, Mivoæ i Ueno v [67], [68]. Esli analitiqeski prodolßit~ l¸boe zadannoe rexenie Y(ζ) uravneniØ (0.24) vdol~ zamknutogo puti γ v kompleksnoæ ploskosti, kotoryæ ne prohodit qerez kritiqeskie toqki {x_k}, to stolbcy matricy Y preobrazu¸tsØ v svoi lineænye kombinacii: Y → YM_γ . Zdes~ M_γ oboznaqaet postoØnnu¸ obratimu¸ matricu, kotoraØ zavisit tol~ko ot gomotopiqeskogo klassa puti γ. Ona nazyvaetsØ matriceæ monodromii vdol~ puti γ. Matricy monodromii opredelØ¸t lineænoe predstavlenie fundamental~noæ gruppy kompleksnoæ ploskosti C bez n toqek. OsnovnaØ zadaqa teorii izomonodromnyh deformaciæ sostoit v izmenenii differencial~nogo uravneniØ (0.24) takim obrazom, qto vse matricy monodromii osta¸tsØ neizmennymi.

Suwestvu¸t izomonodromnye deformacii dvuh tipov: nepreryvnye, kogda pol¸sy x_i dviga¸tsØ v kompleksnoæ ploskosti, i matricy B_i = B_i(x) obrazu¸t rexenie sistemy uravneniæ Xlezingera, i diskretnye (nazyvaemye preobrazovaniØmi Xlezingera), kotorye sdviga¸t sobstvennye qisla vyqetov B_i i pokazateleæ Y(ζ) v ζ = ∞ na celye qisla, s polnoæ summoæ vseh sdvigov ravnoæ nul¸.

Teorema 0.7. V predele, kogda

B_i = x_iϵ^{−1} + B_i, ϵ → 0,

naxe deæstvie gruppy Z^{m(n+1)−1} v raznostnom sluqae shoditsØ k deæstvi¸ preobrazovaniæ Xlezingera na matricah B_i.

Bolee togo, my privodim argumenty v pol~zu togo, qto asimptotika deæstviØ podgrupp Z^n “na bol~xih vremenah”, to est~ asimptotika matric

B_i([x_1ϵ^{−1}], . . . , [x_nϵ^{−1}]),

v raznostnom sluqae pri malyh ϵ opisyvaetsØ sootvetstvu¸wim rexeniem klassiqeskih uravneniæ Xlezingera. Bolee toqno, naxa gipoteza sostoit v sledu- ¸wem.

Gipoteza 0.8. Voz~mœm Bi = Bi(ϵ) ∈ Mat(m, C ), i = 1, . . . , n, takie qto

B_i(ϵ) − y_iϵ^{−1} + B_i → 0, ϵ → 0.

Pust~ B_i(k_1, . . . , k_n) — rexenie raznostnyh uravneniæ Xlezingera s naqal~nymi usloviØmi {B_i(0) = B_i}, i pust~ B_i(x_1, . . . , x_n) — rexenie klassiqeskih uravneniæ Xlezingera s naqal~nymi usloviØmi {B_i(y_1, . . . , y_n) = B_i}. Togda dlØ l¸byh x_1, . . . , x_n ∈ R i i = 1, . . . , n my imeem B_i ( [x_1ϵ^{−1}], . . . , [x_nϵ^{−1}] ) + [x_iϵ^{−1}] − y_iϵ^{−1} + B_i(y_1 − x_1, . . . , y_n − x_n) → 0, ϵ → 0.

V podderßku fftoæ gipotezy my pokazyvaem, qto raznostnye uravneniØ Xlezingera shodØtsØ k klassiqeskim uravneniØm Xlezingera v predele ϵ → 0.

Otmetim, qto predstavlenie fundamental~noæ gruppy π_1(C \ {x_1, . . . , x_n}) qerez matricy monodromii, kotoroe dostavlØet pervye integraly uravneniæ Xlezingera, ne imeet oqevidnogo analoga v diskretnoæ situacii. S drugoæ storony, oqevidnyæ nepreryvnyæ analog matricy monodromii P , kotoraØ soderßit vse pervye integraly v raznostnom sluqae, daœt tol~ko informaci¸ o monodromii vokrug beskoneqnosti i ne nesœt nikakoæ informacii o lokal~nyh monodromiØh v koneqnyh pol¸sah x_1, . . . , x_n.

SformulirovannaØ vyxe teorema o suwestvovanii i edinstvennosti (teorema 0.6) perenositsØ na sluqaæ q-raznostnyh uravneniæ vida Y (qz) = A(z)Y (z). q-Raznostnye uravneniØ Xlezingera ime¸t vid, sr. (0.19–22), B_i(. . . ) − B_i(. . . , q^{kj+1}, . . . ) = B_j (. . . ) − B_j(. . . , q^{ki+1}, . . . ), B_j (. . . , q^{ki +1}, . . . )B_i(. . . ) = B_i(. . . , q^{kj +1}, . . . )B_j (. . . ), B_i(q^{k1+1}, . . . , q^{kn+1}) = q^{−1}A^{−1}_0 B_i(q^{k1} , . . . , q^{kn} )A_0, Sp(B_i(q^{k1} , . . . , q^{kn} )) = q^{−ki} Sp(B_i), i = 1, . . . , n. q-Analog sootnoxeniØ (0.23) prinimaet vid ( z − q^{−1}C_i ) · · · ( z − q^{−1}C_n ) A_0 ( z − C_1 ) · · · ( z − C_{i−1} ) = ( z − q^{−1} ~C_{i+1} ) · · · ( z − q^{−1} ~C_n ) A_0 ( z − ~C_1 ) · · · ( z − ~C_i ) , C_j = C_j(q^{k1} , . . . , q^{kn} ), ~C_j = C_j (q^{k1} , . . . , q^{ki}�^1 , q^{ki+1}, q^{ki+1} , . . . , q^{kn} ) dlØ vseh j.

Qast~ 1. OPREDELITELI FREDGOL^MA, IZOMONODROMNYE TAU-FUNKCII I TEORI˚ PREDSTAVLENI`

1.1. Garmoniqeskiæ analiz na beskoneqnomernoæ unitarnoæ gruppe

Harakterom (topologiqeskoæ) gruppy K (v smysle fon Noæmana) my nazyvaem (nepreryvnu¸) poloßitel~no-opredelœnnu¸ central~nu¸ funkci¸ χ na K, normirovannu¸ usloviem χ(e) = 1. Uslovie central~nosti oznaqaet

χ(gh) = χ(hg) dlØ l¸byh g, h ∈ K, a poloßitel~naØ opredelœnnost~ ffkviva-

lentna tomu, qto ∑ i,j z_iz̄_j χ(g_ig^{−1}_j ) ¿ 0

dlØ l¸byh z_i ∈ C , g_i ∈ K, i = 1, . . . , n. Haraktery obrazu¸t vypukloe mnoßestvo. Kraænie toqki fftogo mnoßestva nazyva¸tsØ nerazloßimymi harakterami, a ostal~nye toqki nazyva¸tsØ razloßimymi harakterami.

Haraktery gruppy K svØzany s predstavleniØmi dvumØ raznymi sposobami. Soglasno konstrukcii Gel~fanda–Naæmarka–Sigala, kaßdyæ harakter χ opredelØet unitarnoe predstavlenie K, kotoroe budet oboznaqat~sØ Π(χ). Esli χ nerazloßim, to Π(χ) — ffto faktor-predstavlenie koneqnogo tipa v smysle fon Noæmana, sm. [102]. Tot fakt, qto Π(χ) est~ faktor-predstavlenie, oznaqaet, qto esli S kommutiruet s {Π(χ)(g), g ∈ K} i S prinadleßit slabomu zamykani¸ W mnoßestva {Π(χ)(g), g ∈ K}, to S kratno ediniqnomu operatoru. Koneqnyæ tip oznaqaet, qto na W suwestvuet koneqnyæ sled.

S drugoæ storony, sm. [92], poloßim G = K × K i oboznaqim qerez diag K diagonal~nu¸ podgruppu G, izomorfnu¸ K. Budem sqitat~ χ funkcieæ na pervoæ kopii K v G i prodolßim fftu funkci¸ na vs¸ gruppu G po formule

ψ(g_1, g_2) = χ(g_1g^{−1}_2 ), (g_1, g_2) ∈ K.

Zametim, qto ψ est~ edinstvennoe prodolßenie χ, kotoroe daœt diag K-biin-variantnu¸ funkci¸ G. FunkciØ ψ takße poloßitel~no opredelena, pofftomu, ispol~zuØ GNS-konstrukci¸, my poluqaem unitarnoe predstavlenie T (χ). Iz samogo opredeleniØ sleduet, qto ono soderßit diag K-invariantnyæ vektor.

Esli χ nerazloßim, to predstavlenie T (χ) neprivodimo. PredstavleniØ vida T (χ) s nerazloßimymi χ — ffto v toqnosti te neprivodimye predstavleniØ gruppy G, kotorye oblada¸t K-invariantnym vektorom; bolee podrobnoe izloßenie moßet byt~ naædeno v [92].

Esli gruppa K koneqna ili kompaktna, to nerazloßimye haraktery K vse ime¸t vid

χ^π(g) =

Tr(π(g)) dim π

, (1.1.1)

gde π — neprivodimoe (koneqnomernoe) predstavlenie K razmernosti dim π. Bolee togo, vsØkiæ harakter predstavlØetsØ edinstvennym obrazom kak vypuklaØ kombinaciØ nerazloßimyh: χ(g) = ∑ π∈Irr(K) P (π) χ^π (g), P (π) ¿ 0, ∑ π∈Irr(K) P (π) = 1. (1.1.2)

Esli χ = χ^π imeet vid (1.1.1) s neprivodimym π, to Π(χ) = dim π·π, i T (χ) =

π ⊗ π, gde π oboznaqaet predstavlenie, soprØßennoe k π. Esli π deæstvuet na

vektornom prostranstve V , to π ⊗ π deæstvuet na V ⊗ V^∗ ∼ End(V ), i Id ∈ End(V ) est~ diag K-invariantnyæ vektor v T (χ).

V qastnosti, esli K — ffto gruppa U(N), sostoØwaØ iz unitarnyh matric razmera N × N, to neprivodimye predstavleniØ K parametrizu¸tsØ starximi vesami (sm., naprimer, [8])

λ = (λ_1 ¿ · · · ¿ λ_N ), λ_i ∈ Z, i = 1, . . . , N,

i vsØkiæ harakter moßet byt~ zapisan v vide (1.1.2) χ = ∑ λ1¿···¿λN^{PN (λ)χ} λ, (1.1.3)

gde χ^λ oboznaqaet normirovannyæ (kak v (1.1.1)) harakter U(N), otveqa¸wiæ λ. Otmetim, qto koordinaty λ mogut byt~ otricatel~nymi.

Pust~ teper~ K = U(∞) ffto beskoneqnomernaØ unitarnaØ gruppa, opredelØemaØ kak induktivnyæ predel koneqnomernyh unitarnyh grupp U(N) otnositel~no estestvennyh vloßeniæ U(N) → U(N + 1). Inymi slovami, U(∞) sostoit iz matric U = [u_{ij} ]^∞_{i,j=1}, takih qto vse vnediagonal~nye fflementy krome koneqnogo qisla ravny nul¸, vse diagonal~nye fflementy krome koneqnogo qisla ravny 1, i U^∗ = U^{−1}.

Fundamental~nym rezul~tatom teorii predstavleniæ gruppy U(∞) ØvlØetsØ polnoe opisanie ee nerazloßimyh harakterov. Oni estestvenno parametrizu¸tsØ posledovatel~nostØmi

ω = (α^+, β^+, α^−, β^−, γ^+, γ^−) ∈ R^{4∞+2},

takimi qto

α^+_1 ¿ α^+_2 ¿ · · · ¿ 0, β^+_1 ¿ β^+_2 ¿ · · · ¿ 0,

α^−_1 ¿ α^−_2 ¿ · · · ¿ 0, β^−_1 ¿ β^−_2 ¿ · · · ¿ 0,

γ^+ ¿ 0, γ^− ¿ 0, ∞∑ i=1 (α^+_i + β^+_i + α^−_i + β^−_i ) < ∞, β^+_1 + β^−_1 6 1.

(1.1.4)

ZnaqeniØ ffkstremal~nyh harakterov da¸tsØ formulami Voækulesku [110]. �ta teorema klassifikacii moßet byt~ dokazana dvumØ sposobami: redukcieæ k glubokoæ teoreme �drei [49] o dvustoronnih total~no poloßitel~nyh posledovatel~nostØh, sm. [40] i [5], libo primeneniem asimptotiqeskogo metoda Verxika– Kerova, sm. [5] i [91].

My budem oboznaqat~ mnoßestvo vseh ω, udovletvorØ¸wih usloviØm (1.1.4), qerez Ω. Koordinaty α^+_i , β^+_i , α^−_i , β^−_i , γ^+, γ^− nazyva¸tsØ parametrami Voækulesku.

Vmesto togo, qtoby davat~ opisyvat~ podrobnee nerazloßimye predstavleniØ (qto otnositel~no nesloßno, sm. [110]), my ob¨Øsnim, poqemu takaØ parametrizaciØ estestvenna. Moßno dokazat~, qto kaßdyæ nerazloßimyæ harakter χ^ω gruppy U(∞) est~ predel posledovatel~nosti nerazloßimyh harakterov χ^{λ(N)} rastuwih koneqnomernyh unitarnyh grupp U(N) pri N → ∞. Zdes~

λ(N) = λ_1(N) ¿ · · · ¿ λ_N (N) oboznaqaet starxiæ ves dlØ U(N). Metka ω ∈ Ω ha-

raktera χ^ω moßet rassmatrivat~sØ kak predel starxih vesov λ(N) pri N → ∞ v sledu¸wem smysle.

Zapixem nenulevye koordinaty λ(N) v vide ob¨edineniØ posledovatel~nosteæ poloßitel~nyh i otricatel~nyh koordinat:

{λ_i(N) ≠ 0} = λ^+(N) ⊔ (−λ^−(N)),

λ^+(N) = {λ^+_1 (N) ¿ · · · ¿ λ^+_k (N)}, λ^−(N) = {λ^−_1 (N) ¿ · · · ¿ λ^−_l (N)},

gde λ^+_i > 0, λ^−_i > 0 dlØ vseh i, i k i l — ffto qislo poloßitel~nyh i otricatel~nyh koordinat v λ(N). Zametim, qto k + l 6 N. Predstavim λ^+(N) i λ^−(N) diagrammami ınga (dlin k i l, sootvetstvenno), i perepixem ih v koordinatah Frobeniusa (opredelenie koordinat Frobeniusa sm. v [9, §1]):

λ^+(N) = (p^+_1 (N) > p^+_2 (N) > . . . | q^+_1 (N) > q^+_2 (N) > . . . ),

λ^−(N) = (p^−_1 (N) > p^−_2 (N) > . . . | q^−_1 (N) > q^−_2 (N) > . . . ).

Togda esli χ^ω est~ predel χ^{λ(N)} pri N → ∞, to dolßny vypolnØt~sØ sootnoxeniØ

α^+_i = lim_{N→∞} p^+_i (N) N , β^+_i = lim_{N→∞} q^+_i (N) N , α^−_i = lim_{N→∞} p^−_i (N) N , β^−_i = lim_{N→∞} q^−_i (N) N . (1.1.5)

dlØ vseh i = 1, 2, . . . , sm. [5], [91]. Parametry γ^+, γ^− takße mogut byt~ opisany podobnym obrazom, sm. [5], [91].

Zametim, qto uslovie β^+_1 + β^−_1 6 1 v (1.1.4) teper~ legko ob¨Øsnit~ — ono sleduet iz sootnoxeniØ q^+_1 + q^−_1 = k + l − 2 6 N.

Dalee my obsudim vopros razloßeniØ harakterov U(∞) na nerazloßimye. Teorema 1.1.1 [93]. Pust~ χ — harakter gruppy U(∞). Togda suwestvuet edin-

stvennaØ veroØtnostnaØ mera P na Ω, takaØ qto χ = ∫ Ω χ^ωP_χ(dω), (1.1.6)

gde χ^ω oboznaqaet nerazloßimyæ harakter U(∞), sootvetstvu¸wiæ ω ∈ Ω.

Mera P_χ nazyvaetsØ spektral~noæ meroæ haraktera χ. Zadaqa o vyqislenii spektral~noæ mery dannogo haraktera χ nazyvaetsØ zadaqeæ garmoniqeskogo analiza dlØ χ.

Razloßenie (1.1.6) est~ beskoneqnomernyæ analog formuly (1.1.3). Poskol~ku nerazloßimye haraktery χ^ω ØvlØ¸tsØ predelami normirovannyh harakterov χ^λ(N) gruppy U(N), estestvenno oßidat~, qto spektral~naØ mera P_χ iz Teoremy 1.1.1 moßet byt~ priblißena diskretnymi raspredeleniØmi

P_N iz (1.1.3) pri N → ∞. Qtoby sformulirovat~ toqnyæ rezul~tat, neobhodimo

vvesti dopolnitel~nye oboznaqeniØ.

Oboznaqim qerez Ω^o mnoßestvo toqek ω^o = (α^+, β^+, α^−, β^−) ∈ R^{4∞}, udovletvorØ¸wih usloviØm (1.1.4). Suwestvuet estestvennaØ proekciØ Ω → Ω^o, kotoraØ sostoit v zabyvanii dvuh gamm. Oboznaqim qerez P^o obraz mery P pri fftoæ proekcii. Poskol~ku nas budut interesovat~ statistiqeskie svoæstva ω^o, a ne

γ^+, γ^−, dostatoqno rassmatrivat~ P^o vmesto P .

DlØ kaßdogo N = 1, 2, . . . opredelim vloßenie i_N mnoßestva vseh starxih vesov λ(N) gruppy U(N) v Ω^o sledu¸wim obrazom. DlØ λ(N) = (λ_1(N) ¿ · · · ¿

λ_N (N)), pol~zuØs~ vvedœnnymi vyxe oboznaqeniØmi, poloßim

i_N (λ) = { α^+_i = p^+_i (N) N , β^+_i = q^+_i (N) N , α^−_i = p^−_i (N) N , β^−_i = q^−_i (N) N } ∈ Ω^o. Teorema 1.1.2 [93]. Pust~ χ — harakter U(∞), χN — ego proekciØ na U(N), i χ|_{U(N)} = ∑ λ1¿···¿λN^{PN (λ) χ} λ, P_N (λ) ¿ 0, ∑ λ1¿···¿λN^{PN (λ) = 1,} (1.1.7)

est~ razloßenie χ_N na nerazloßimye haraktery. Togda proekciØ P^o_χ spektral~- noæ mery P_χ haraktera χ est~ slabyæ predel obrazov mer P_N pri vloßeniØh i_N . Inymi slovami, dlØ l¸boæ ograniqennoæ nepreryvnoæ funkcii F na Ω^o my imeem lim N→∞ ∑ λ1¿···¿λN^{F (iN (λ))PN (λ) =} ∫ ω∈Ω^o F (ω)P^o(dw). SleduØ [38], primenim teper~ izloßennu¸ vyxe obwu¸ teori¸ k konkretnomu semeæstvu razloßimyh harakterov gruppy U(∞), postroennyh v [93]. Gruppa

U(∞) ne imeet mery Haara, i, sledovatel~no, naivnoe opredelenie regulØrnogo

predstavlenie ne imeet smysla. PredstavleniØ, postroennye v [93], mogut rassmatrivat~sØ kak analogi nesuwestvu¸wego regulØrnogo predstavleniØ U(∞).

Rabota [93] takße soderßit krasivu¸ geometriqesku¸ konstrukci¸ fftih predstavleniæ.

DlØ l¸bogo N = 1, 2, . . . i starxego vesa λ = (λ_1 ¿ · · · ¿ λ_N ) poloßim

P_N (λ) = c_N · Dim^2_N (λ) · N∏ i=1 f(λ_i − i), f(x) = 1 Γ(z − x)Γ(z^′ − x)Γ(w + N + 1 + x)Γ(w^′ + N + 1 + x) , c_N = N∏ i=1 Γ(z + w + i)Γ(z + w^′ + i)Γ(z^′ + w + i)Γ(z^′ + w^′ + i)Γ(i) Γ(z + z^′ + w + w^′ + i) , (1.1.8)

gde Dim_N (λ) oboznaqaet razmernost~ neprivodimogo predstavleniØ U(N), sootvetstvu¸wego λ,

Dim_N λ = ∏ i6i<j6N λ_i − i − λ_j + j j − i , sm., naprimer, [8]. Zdes~ z, z^′, w, w^′ — kompleksnye parametry, takie qto P_N (λ) > 0 dlØ vseh N i λ. Iz fftogo usloviØ sleduet, qto

(1) z^′ = z ∈ C \ Zili k < z, z^′ < k + 1 dlØ nekotorogo k ∈ Z; (2) w^′ = w ∈ C \ Zili l < z, z^′ < l + 1 dlØ nekotorogo l ∈ Z. My takße hotim, qtoby rØd ∑ λ P_N (λ) shodilsØ, i ffto ffkvivalentno dopol-

nitel~nomu neravenstvu

(3) z + z^′ + w + w^′ > −1.

Pri vypolnenii fftih usloviæ P_N stanovitsØ veroØtnostnym raspredeleni- em. Teorema 1.1.3 [93]. Dopustim, qto z, z^′, w, w^′ udovletvorØ¸t usloviØm (1)–(3)

vyxe. Togda suwestvuet harakter χ = χ^{(z,z}

0_{,w,w}0_) gruppy U(∞), takoæ qto χ|_{U(N)} = ∑ λ1¿···¿λN^{PN (λ)χ} λ

s raspredeleniem P_N (λ), opredelØemym po formule (1.1.8).

DlØ togo, qtoby opisat~ spektral~nye mery, otveqa¸wie harakteram χ^{(z,z} 0_{,w,w}0_), neobhodimo pereæti k drugoæ parametrizacii starxih vesov λ. Snaqala my dadim drugoe opisanie raspredeleniæ P_N . Rassmotrim rexetku

X^{(N)} =^{ Z^{, N neqetno,} Z+^1_2 , N qetno,

i razdelim ee na 2 qasti

X^{(N)} = X^{(N)}_{in} ⊔ X^{(N)}_{out} , X^{(N)}_{in} =^{−^{N−1}_2 , −^{N−3}_2 , . . . ,^{N−3}_2 ,^{N−1}_2^} , |X^{(N)}_{in} | = N, X^{(N)}_{out} =^{. . . , −^{N+3}_2 , −^{N+1}_2^} ⊔^{{ N+1}_2 ,^{N+3}_2 , . . .^} , |X^{(N)}_{out} | = ∞.

Budem sopostavlØt~ kaßdomu starxemu vesu λ = λ_1 ¿ · · · ¿ λ_N koneqnu¸ toqeqnu¸ konfiguraci¸ X(λ) ⊂ X^{(N)} sledu¸wim obrazom: X(λ) = { p^+_i +^{N+1}_2 } ⊔ {_{N−1} 2 − q^+_i } ⊔ { −p^−_j −^{N+1}_2 } ⊔ { −^{N−1}_2 + q^−_j } , gde p_i-ye i q_i-ye sut~ koordinaty Frobeniusa poloßitel~noæ i otricatel~noæ qasteæ λ, kak bylo opisano vyxe. Zametim, qto starxiæ ves λ moßet byt~ vosstanovlen po X(λ).

VeroØtnostnaØ mera P_N (λ) delaet ffti toqeqnye konfiguracii sluqaænymi, i, v sootvetstvii so standartnoæ terminologieæ [44], my poluqaem sluqaænyæ toqeqnyæ process. �tot process budet oboznaqat~sØ qerez P_N .

Opredelim matricu L^{(N)} na X^{(N)} × X^{(N)}, kotoraØ v bloqnoæ forme, sootvetstvu¸wem razbieni¸ X^{(N)} = X^{(N)}_{out} ⊔ X^{(N)}_{in} , imeet vid

L^{(N)} = [ 0 A^{(N)} −(A^{(N)})^∗ 0 ] , gde A^{(N)} est~ matrica na X_{out} × X_{in},

A^{(N)}(a, b) = √ ψ^{(N)}_{out} (a)ψ^{(N)}_{in} (b) a − b , a ∈ X^{(N)}_{out} , b ∈ X^{(N)}_{in} ,

ψ^{(N)}_{in} (x) = f(x) ( Γ ( −x +^{N+1}_2 ) Γ ( x +^{N+1}_2 ))_2 ,

ψ^{(N)}_{out} (x) =

( Γ ( x +^{N+1}_2 ) Γ ( x −^{N−1}_2 ) )_2

f(x), x ¿^{N+1}_2 , ( Γ ( −x +^{N+1}_2 ) Γ ( −x −^{N−1}_2 ) )_2

f(x), x 6 −^{N+1}_2 ,

a f(x) opredelena v (1.1.8).

Predloßenie 1.1.4 [38]. DlØ l¸bogo starxego vesa λ = (λ1 ¿ · · · ¿ λN )

P_N (λ) = det L^{(N)}_{X(λ)}

det(1 + L^{(N)}) , gde L^{(N)}_{X(λ)} oboznaqaet koneqnu¸ podmatricu L^{(N)} na X(λ) × X(λ). Bolee togo, esli koneqnaØ toqeqnaØ konfiguraciØ X ⊂ X^{(N)} ne imeet vid X = X(λ) dlØ nekotorogo starxego vesa λ, to det L^{(N)}_X = 0.

Iz predloßeniØ 1.1.4 sleduet, qto P_N ØvlØetsØ determinantnym toqeqnym processom (sm. [12], [33, Appendix], [38] dlØ podrobnogo obsußdeniØ takih processov). V qastnosti, my poluqaem sledu¸wee utverßdenie.

Sledstvie 1.1.5 [38]. Matrica L^{(N)} opredelØet operator koneqnogo ranga v

ℓ^2(X^{(N)}). KorrelØcionnye funkcii ρ^{(N)}_k (x_1, . . . , x_k) = P_N {λ | {x_1, . . . , x_k} ⊂ X(λ)} processa P_N ime¸t determinantnyæ vid

ρ^{(N)}_k (x_1, . . . , x_k) = det[K^{(N)}(x_i, x_j )]^k_{i,j=1}, k = 1, 2, . . . ,

gde K^{(N)}(x, y) — matrica operatora K^{(N)} = L^{(N)}/(1 + L^{(N)}) v ℓ^2(X^{(N)}).

˚vnye formuly dlØ Ødra K^{(N)} moßno naæti v rabote [38]. Pereædem k opisani¸ predel~noæ situacii pri N → ∞. Opredelim nepreryvnoe fazovoe prostranstvo

X = X^{(∞)} = R \^{±^1_2^}

i razdelim ego na dve qasti

X = Xin ⊔ Xout, Xin =^(−^1_2 ,^1_2^) , Xout =^(−∞, −^1_2^) ⊔^{( 1}_2 , +∞^) .

Kaßdoæ toqke ω ∈ Ω^o postavim v sootvetstvie toqeqnu¸ konfiguraci¸ X sledu¸wim obrazom:

ω = (α^+, β^+; α^−, β^−) → X(ω) = { α^+_i +^1_2 } ⊔ {_1 2 − β^+_i } ⊔ { −α^−_j −^1_2 } ⊔ { −^1_2 + β^−_j } , gde my opuskaem vozmoßnye nuli v α^+, β^+, α^−, β^−, i vozmoßnye edinicy v β^+, β^−.

Oboznaqim qerez P = P^{(z,z}0^{,w,w}0^) spektral~nu¸ meru haraktera χ^{(z,z}0^{,w,w}0^), opredelennu¸ soglasno teoreme 1.1.3, i pust~ P^o — obraz fftoæ mery na Ω^o. Togda, pol~zuØs~ opredelennym vyxe sootvetstviem meßdu toqkami Ω^o i toqeqnymi konfiguraciØmi, mera P^o moßet byt~ prointerpretirovana kak mera na prostranstve lokal~no-koneqnyh toqeqnyh konfiguraciæ na X, t.e. kak sluqaænyæ toqeqnyæ process. My budem oboznaqt~ fftot process qerez P.

Poskol~ku mery P_N shodØtsØ k spektral~noæ mere P^o pri N → ∞ (teorema 1.1.2), sleduet oßidat~, qto korrelØcionnye funkcii ρ^{(N)}_k toße soædutsØ k korrelØcionnym funkciØm processa P pri N → ∞.

DlØ kaßdogo x ∈ X oboznaqim qerez x_N blißaæxu¸ k xN toqku rexetki

X^{(N)}.

Teorema 1.1.6 [38]. KorrelØcionnye funkcii

ρ_k(x_1, . . . , x_k) = lim Δx1,..., Δx_k→+0 P^o{ω | X(ω) peresekaet kaßdyæ interval (x_i, x_i + Δx_i), i = 1, . . . , k} Δx_1 · · · Δx_k

processa P ime¸t determinantnyæ vid

ρ_k(x_1, . . . , x_k) = det[K(x_i, x_j )]^k_{i,j=1}, k = 1, 2, . . . ,

gde K(x, y) — Ødro na X, kotoroe ØvlØetsØ skeælingovym predelom Øder K^{(N)}(x, y), opredelennyh vyxe:

K(x, y) = lim_{N→∞} N · K^{(N)}(x_N , y_N ), x, y ∈ X. (1.1.9)

˚dro K(x, y) nazyvaetsØ nepreryvnym_2F_1-Ødrom i v toqnosti sovpadaet s Ødrom (0.1) dlØ x, y >^1_2 . ˚vnye formuly dlØ Ødra K(x, y) budut privedeny v sledu¸wem paragrafe. �to Ødro ØvlØetsØ vewestvenno-analitiqeskoæ funkcieæ parametrov (z, z^′, w, w^′). My budem ispol~zovat~ to ße oboznaqenie dlØ ego analitiqeskogo prodolßeniØ.

Stoit otmetit~, qto korrelØcionnye funkcii ρ_k(x_1, . . . , x_k) odnoznaqno opredelØ¸t process P.

Horoxo izvestnoe prostoe nabl¸denie sostoit v tom, qto veroØtnost~ togo, qto determinantnyæ process s korrelØcionnym Ødrom K ne imeet qastic (toqek sluqaænoæ toqeqnoæ konfiguracii) v dannoæ qasti J fazovogo prostranstva, ravna opredelitel¸ Fredgol~ma det(1 − K|_J ), sm., naprimer, [12], [104]. Esli korrelØcionnoe Ødro samosoprØßeno i ffta veroØtnost~ ne ravna nul¸, to integral~nyæ operator, otveqa¸wiæ fftomu Ødru, ØvlØetsØ Ødernym, i opredelitel~ korrektno opredelen, sm. [12, teorema 4]. DlØ nesamosprØßennyh Øder suwestvovanie opredelitelØ nado, voobwe govorØ, dokazyvat~, sm., naprimer, konec §1.2.

V dal~neæxem my budem izuqat~ opredeliteli vida det(1 − K|_J ), gde K est~ nepreryvnoe_2F_1-Ødro, i J est~ ob¨edinenie koneqnogo qisla (vozmoßno, beskoneqnyh) intervalov.

1.2. Nepreryvnoe 2F1-Ødro. Postanovka zadaqi

SleduØ [38], my rassmatrivaem nepreryvnoe_2F_1-Ødro s parametrami, udovletvorØ¸wimi usloviØm (1) -(3) iz §1.1.

Qtoby izbeßat~ nenußnyh osloßneniæ (pol¸sy v nekotoryh formulah niße), my iskl¸qaem mnoßestvo z + z^′ + w + w^′ = 0 iz naxego rassmotreniØ. Bol~- xinstvo rezul~tatov avtomatiqeski perenosØtsØ na parametry iz fftogo mnoßestva s pomow~¸ analitiqeskogo prodolßeniØ po odnomu iz parametrov.

V §1.1 my vveli prostranstvo

X = R \^{±^1_2^}

i razdelili ego na 2 qasti:

X = Xout ⊔ Xin, Xout =^(−∞, −^1_2^) ⊔^{( 1}_2 , +∞^) , Xin =^(−^1_2 ,^1_2^) .

Opredelim funkcii

ψ_{out} : X_{out} → R_+, ψ_{in} : X_{in} → R_+,

ψ_{out}(x) = { C(z, z^′) · ( x −^1_2 )_{−z−z}0 ( x +^1_2 )_{−w−w}0 , x >^1_2 , C(w, w^′) · ( −x −^1_2 )_{−w−w}0 ( −x +^1_2 )_{−z−z}0 , x < −^1_2 ,

ψ_{in}(x) =

(_1 2 − x )_{z+z}0 (_1 2 + x )_{w+w}0 , −^1_2 < x <^1_2 , C(z, z^′) = sin(πz) sin(πz^′)

π^2 , C(w, w^′) = sin(πw) sin(πw^′) π^2 . Zametim, qto C(z, z^′) > 0 i C(w, w^′) > 0, tak qto funkcii ψ_{out}(x) i ψ_{in}(x) prinima¸t poloßitel~nye znaqeniØ.

Opredelim teper~_2F_1-Ødro na X. Udobno zapisyvat~ ego v bloqnoæ forme, otveqa¸weæ razbieni¸ X = X_{out} ⊔ X_{in}: K = [ K_{out,out} K_{out,in} K_{in,out} K_{in,in} ] . Poloßim

K_{out,out}(x, y) = √ ψ_{out}(x)ψ_{out}(y)

R_{out}(x)S_{out}(y) − S_{out}(x)R_{out}(y) x − y , K_{out,in}(x, y) = √ ψ_{out}(x)ψ_{in} (y)

R_{out}(x)R_{in}(y) − S_{out}(x)S_{in}(y) x − y , K_{in,out}(x, y) = √ ψ_{in}(x)ψ_{out}(y)

R_{in}(x)R_{out}(y) − S_{in}(x)S_{out}(y) x − y , K_{in,in}(x, y) = √ ψ_{in}(x)ψ_{in} (y)

R_{in}(x)S_{in}(y) − S_{in}(x)R_{in}(y) x − y , gde R_{out}(x) = ( x +^1_2 x −^1_2 )w0 2F_1 [ z + w^′, z^′ + w^′ z + z^′ + w + w^′ | | | | 1 1 2 − x ] , S_{out}(x) = Γ [ z + w + 1, z + w^′ + 1, z^′ + w + 1, z^′ + w^′ + 1 z + z^′ + w + w^′ + 1, z + z^′ + w + w^′ + 2 ]

× 1 x −^1_2 ( x +^1_2 x −^1_2 )w0 2F_1 [ z + w^′ + 1, z^′ + w^′ + 1 z + z^′ + w + w^′ + 2 | | | | 1 1 2 − x ] ,

R_{in}(x) = − sin πz π Γ [ z^′ − z, z + w + 1, z + w^′ + 1 z + w + z^′ + w^′ + 1 ]

× ( 1 2 + x )_{−w} ( 1 2 − x )_{−z}0 2F_1 [ z + w^′ + 1, −z^′ − w z − z^′ + 1 | | | | | 1 2 − x ]

− sin πz^′ π Γ [ z − z^′, z^′ + w + 1, z^′ + w^′ + 1 z + w + z^′ + w^′ + 1 ]

× ( 1 2 + x )_{−w} ( 1 2 − x )_{−z} 2F_1 [ z^′ + w^′ + 1, −z − w z^′ − z + 1 | | | | 1 2 − x ] ,

S_{in}(x) = − sin πz π Γ [ z^′ − z, z + z^′ + w + w^′ z^′ + w, z^′ + w^′ ]

× ( 1 2 + x )_{−w} ( 1 2 − x )_{−z}0 2F_1 [ z + w^′, −z^′ − w + 1 z − z^′ + 1 | | | | | 1 2 − x ]

− sin πz^′ π Γ [ z − z^′, z + z^′ + w + w^′ z + w, z + w^′ ]

× ( 1 2 + x )_{−w} ( 1 2 − x )_{−z} 2F_1 [ z^′ + w^′, −z − w + 1 z^′ − z + 1 | | | | | 1 2 − x ] .

Zdes~_2F_1 [ a, b c | | | x ] — ffto gipergeometriqeskaØ funkciØ Gaussa, sm., naprimer,

[1, qast~ 2], i oboznaqenie Γ [ a, b, . . . c, d, . . . ] oznaqaet Γ(a)Γ(b) · · ·

Γ(c)Γ(d) · · · .

Otmetim, qto pri z = z^′ funkcii R_{in} i S_{in}, formal~no govorØ, ne opredeleny, vvidu prisutstviØ mnoßiteleæ Γ(z − z^′) i Γ(z^′ − z). NesmotrØ na ffto, formuly ime¸t korrektno opredelennyæ predel pri z → z^′, poskol~ku vtorye slagaemye v formulah dlØ R_{in} i S_{in} ravny pervym s perestavlennymi z i z^′.

V dal~neæxem nam ponadobØtsØ nekotorye analitiqeskie svoæstva_2F_1- Ødra. Sformuliruem ih.

1.2.1. Gladkost~. K(x, y) est~ vewestvenno-analitiqeskaØ funkciØ dvuh peremennyh, opredelennaØ na X × X. Ee znaqeniØ na diagonali vyqislØ¸tsØ po pravilu LopitalØ: K(x, x) = { ψ_{out}(x)(R^′_{out}(x)S_{out}(x) − S^′_{out}(x)R_{out}(x)), x ∈ X_{out},

ψ_{in}(x)(R^′_{in} (x)S_{in}(x) − S^′_{in}(x)R_{in}(x)), x ∈ X_{in}.

1.2.2. Simmetrii Rout, Sout, Rin, Sin. Vse qetyre funkcii Rout, Sout, Rin, Sin invariantny otnositel~no transpoziciæ z ↔ z^′ i w ↔ w^′. �to legko sleduet iz izvestnyh toßdestv

2F_1 [ a, b c | | ζ ] = (1 − ζ)^{c−a−b}_2F_1 [ c − a, c − b c | | ζ ] ,_2F_1 [ a, b c | | ζ ] =_2F_1 [ b, a c | | ζ ] . Poskol~ku

2F_1 [ a, b c | | ζ ] =_2F_1 [ ā, b̄ c̄ | | ζ̄ ] , gde qerta oznaqaet kompleksnoe soprØßenie, i parametry (z, z^′ ), ravno kak i (w, w^′), ØvlØ¸tsØ libo vewestvennymi, libo kompleksno-soprØßennymi, to funkcii R_{out}, S_{out} i R_{in}, S_{in} prinima¸t vewestvennye znaqeniØ na X_{out} i X_{in}, sootvetstvenno.

Dalee, oboznaqim qerez C sledu¸wu¸ zamenu parametrov i nezavisimoæ peremennoæ: (z, z^′ , w, w^′, x) ←→ (w, w^′, z, z^′, −x). Togda C(ψ_{out}) = ψ_{out}, C(ψ_{in}) = ψ_{in},

C(R_{out}) = R_{out}, C(S_{out}) = −S_{out}, C(R_{in}) = R_{in}, C(S_{in}) = −S_{in}.

DlØ funkciæ ψ_{out} i ψ_{in} utverßdenie sleduet neposredstvenno iz opredeleniØ. DlØ R_{out} i S_{out} simmetriØ sleduet iz toßdestv

2F_1 [ a, b c | | | ζ ] = (1 − ζ)^{−a}_2F_1 [ a, c − b c | | | ζ ζ − 1 ] = (1 − ζ)^{−b}_2F_1 [ c − a, b c | | | ζ ζ − 1 ] . DlØ R_{in} i S_{in} simmetriØ ØvlØetsØ sledstviem sootvetstvu¸wego sootnoxeniØ simmetrii dlØ ψ_{in}, R_{out}, S_{out}, i vetvleniØ (1.2.1) niße.

1.2.3. Simmetrii Ødra. Poskol~ku funkcii Rout, Sout, Rin, Sin prinima¸t vewestvennye znaqeniØ, Ødro K(x, y) vewestvenno. Bolee togo, iz Øvnyh formul dlØ Ødra sleduet, qto

K_{out,out}(x, y) = K_{out,out}(y, x), K_{in,in}(x, y) = K_{in,in}(y, x),

K_{in,out}(x, y) = −K_{out,in}(y, x).

�to oznaqaet, qto Ødro K(x, y) (formal~no) simmetriqno otnositel~no indefinitnoæ metriki id ⊕(− id) na L^2(X, dx) = L^2(X_{out}, dx) ⊕ L^2(X_{in}, dx). 1.2.4. Vetvlenie analitiqeskih prodolßeniæ. Formuly dlØ Rout, Sout, Rin,

S_{in}, privedennye vyxe, dostavlØ¸t analitiqeskoe prodolßenie fftih funkciæ.

My moßem rassmatrivat~ R_{out} i S_{out} kak funkcii, kotorye analitiqny i odnoznaqny na C \ X_{in} , a R_{in} i S_{in} — kak funkcii, kotorye analitiqny i odnoznaqny

na C \ Xout. (GipergeometriqeskaØ funkciØ Gaussa analitiqna i odnoznaqna na C \ [1, +∞).)

DlØ proizvol~noæ funkcii F (ζ), opredelennoæ na C \ R, oboznaqim qerez

F^+ i F^− ee graniqnye znaqeniØ:

F^+(x) = F (x + i0), F^−(x) = F (x − i0).

Niße budet pokazano, qto

na Xin^1_{ψin}^{S−out − S+out}_{2πi} = Rin ,^1_{ψin}^{R−out − R+out}_{2πi} = Sin , (1.2.1)

na Xout^1_{ψout}^{S−in − S+in}_{2πi} = Rout ,^1_{ψout}^{R−in − R+in}_{2πi} = Sout . (1.2.2)

My budem pol~zovat~sØ sledu¸weæ formuloæ dlØ analitiqeskogo prodolßeniØ gipergeometriqeskoæ funkcii Gaussa, sm. [1, 2.1.4(17)],

2F_1 [ a, b c | | | ζ ] = Γ(b − a)Γ(c) Γ(b)Γ(c − a) (−ζ)^{−a}_2F_1 [ a, 1 − c + a 1 − b + a | | | ζ^{−1} ]

+ Γ(a − b)Γ(c) Γ(a)Γ(c − b) (−ζ)^{−b}_2F_1 [ b, 1 − c + b 1 − a + b | | | ζ^{−1} ] . (1.2.3)

�ta formula verna pri b − a /∈ Z, c /∈ {0, −1, −2, . . . }, i ζ /∈ R_+.

Obe formuly v (1.2.1) ØvlØ¸tsØ prØmymi sledstviØmi (1.2.3) i trivial~- nogo sootnoxeniØ

na R−^{(ζu)− − (ζu)+}_{2πi} = −^{sin(πu)}_π (−ζ)^u, u ∈ C .

Qtoby proverit~ pervu¸ formulu v (1.2.2), my pol~zuemsØ sootnoxeniem (1.2.3) dlØ obeih gipergeometriqeskih funkciæ v opredelenii S_{in}. Takim obrazom, my poluqaem 4 slagaemyh. Pri vyqislenii skaqka (S^−_{in} − S^+_{in})/2πi vtoroe i qetvertoe slagaemye sokrawa¸tsØ. V to ße vremØ, pervoe i tret~e slagaemye da¸t v toqnosti ψ_{out}R_{out}, qto sleduet iz toßdestv

Γ(s)Γ(1 − s) = π sin(πs) , s ∈ C , sin(π(z + w)) sin(π(z + w^′)) sin(π(z + z^′ + w + w^′)) sin(π(z − z^′)) + sin(π(z^′ + w)) sin(π(z^′ + w^′)) sin(π(z + z^′ + w + w^′)) sin(π(z^′ − z))

= 1.

VtoraØ qast~ (1.2.2) dokazyvaetsØ analogiqno.

Ograniqenie b − a /∈ Z v (1.2.3) v naxeæ situacii oznaqaet, qto dokazatel~stvo rabotaet pri z^′ ≠ z. DlØ z^′ = z rezul~tat poluqaetsØ predel~nym perehodom z^′ → z v (1.2.1) i (1.2.2).

1.2.5. Differencial~nye uravneniØ. My budem pol~zovat~sØ oboznaqeniem Rimana P t_1 t_2 t_3 a b c a^′ b^′ c^′ ζ dlØ dvumernogo prostranstva rexeniæ fuksova uravneniØ vtorogo porØdka s osobennostØmi t_1, t_2, t_3 i pokazatelØmi a, a^′; b, b^′; c, c^′, sm., naprimer, [1, 2.6]. Esli a − a^′ /∈ Z, to ffto oznaqaet, qto v okrestnosti t_1 ime¸tsØ dva rexeniØ vida

(ζ − t_1)^a × {golomorfnaØ funkciØ}, (ζ − t_1)^a 0 × {golomorfnaØ funkciØ}.

Esli a = a^′, to bazis prostranstva rexeniæ okolo t_1 imeet vid

(ζ − t_1)^a × {golomorfnaØ funkciØ}, ln(ζ − t_1)(ζ − t_1)^a × {golomorfnaØ funkciØ}.

Golomorfnye funkcii v formulah vyxe prinima¸t nenulevye znaqeniØ v toqke

t_1. DlØ t_2 i t_3 situaciØ analogiqna.

My budem vsegda predpolagat~, qto a + a^′ + b + b^′ + c + c^′ = 1. GipergeometriqeskaØ funkciØ Gaussa_2F_1 [ a, b c | | | | ζ ] prinadleßit prostranstvu P 0 ∞ 1 0 a 0 1 − c b c − a − b ζ i, poskol~ku ona golomorfna vblizi naqala koordinat, sootvetstvuet pokazatel¸ 0 v nule.

Riman pokazal (sm. [1, 2.6.1]), qto ( ζ − t_1 ζ − t_2 )_– ( ζ − t_3 ζ − t_2 )_μ P t_1 t_2 t_3 a b c a^′ b^′ c^′ ζ = P t_1 t_2 t_3 a + – b − – − μ c + μ a^′ + – b^′ − – − μ c^′ + μ ζ , (1.2.4) gde, esli t_n = ∞, to mnoßitel~ ζ − t_n dolßen byt~ zamenen na 1, i P t_1 t_2 t_3 a b c a^′ b^′ c^′ ζ = P s_1 s_2 s_3 a b c a^′ b^′ c^′ η , gde η = Aζ + B Cζ + D , s_n = At_n + B Ct_n + D , n = 1, 2, 3, A, B, C, D ∈ C , AD − CB ≠ 0.

Pol~zuØs~ fftimi faktami, my nemedlenno poluqaem (oboznaqaØ S = z + z^′ +

w + w^′ ≠ 0)

R_{out}(x) ∈ P

−^1_2 ∞^1_2 w 0 z w^′ 1 − S z^′ x . (1.2.5)

Bolee togo, R_{out} est~ edinstvennyæ fflement fftogo prostranstva, sootvetstvu¸- wiæ pokazatel¸ 0 v beskoneqnosti i asimptotiqeski ravnyæ 1.

Analogiqno,

S_{out}(x) ∈ P

−^1_2 ∞^1_2 w 1 z w^′ −S z^′ x , (1.2.6)

i ffto edinstvennyæ fflement prostranstva, s toqnost~¸ do mul~tiplikativnoæ konstanty, s asimptotikoæ const ·x^{−1} v beskoneqnosti.

Sledovatel~no, iz (1.2.1) i (1.2.4) my poluqaem

R_{in}(x) ∈ P

−^1_2 ∞^1_2 −w^′ 0 −z^′ −w 1 + S −z x , S_{in}(x) ∈ P −^1_2 ∞^1_2 −w^′ 1 −z^′ −w S −z^x . (1.2.7)

1.2.6. Asimptotika v osobyh toqkah. Rezul~taty predyduwego paragrafa, sm. (1.2.5)-(1.2.7), pokazyva¸t, qto vblizi ζ =^1_2 , esli z ≠ z^′, to

R_{out}(ζ) = c_1 ( ζ −^1_2 )_z ( 1 + O ( ζ −^1_2 )) + c_2 ( ζ −^1_2 )_z0 ( 1 + O ( ζ −^1_2 )) , S_{out}(ζ) = c_3 ( ζ −^1_2 )_z ( 1 + O ( ζ −^1_2 )) + c_4 ( ζ −^1_2 )_z0 ( 1 + O ( ζ −^1_2 )) , R_{in}(ζ) = c_5 ( ζ −^1_2 )_{−z} ( 1 + O ( ζ −^1_2 )) + c_6 ( ζ −^1_2 )_{−z}0 ( 1 + O ( ζ −^1_2 )) , S_{in}(ζ) = c_7 ( ζ −^1_2 )_{−z} ( 1 + O ( ζ −^1_2 )) + c_8 ( ζ −^1_2 )_{−z}0 ( 1 + O ( ζ −^1_2 )) . Zdes~ i niße by oboznaqaem konstanty bukvami c_i, i = 1, 2, . . . .

Esli z = z^′, to my imeem

R_{out}(ζ) = c_1 ( ζ −^1_2 )_z ( 1 + O ( ζ −^1_2 )) + c_2 ln ( ζ −^1_2 ) ( ζ −^1_2 )_z ( 1 + O ( ζ −^1_2 )) , S_{out}(ζ) = c_3 ( ζ −^1_2 )_z ( 1 + O ( ζ −^1_2 )) + c_4 ln ( ζ −^1_2 ) ( ζ −^1_2 )_z ( 1 + O ( ζ −^1_2 )) , R_{in}(ζ) = c_5 ( ζ −^1_2 )_{−z} ( 1 + O ( ζ −^1_2 )) + c_6 ln ( ζ −^1_2 ) ( ζ −^1_2 )_{−z} ( 1 + O ( ζ −^1_2 )) , S_{in}(ζ) = c_7 ( ζ −^1_2 )_{−z} ( 1 + O ( ζ −^1_2 )) + c_8 ln ( ζ −^1_2 ) ( ζ −^1_2 )_{−z} ( 1 + O ( ζ −^1_2 )) . Pohoßie formuly ime¸t mesto v okrestnosti ζ = −^1_2 s zamenoæ parametrov

(z, z^′) na (w, w^′).

Poskol~ku gipergeometriqeskaØ funkciØ golomorfna v okrestnosti nulØ, iz opredeleniæ R_{out} i S_{out} sleduet, qto pri ζ → ∞,

R_{out}(ζ) = 1 + O(ζ^{−1}), S_{out}(ζ) = c_1 ζ^{−1}(1 + O(ζ^{−1})),

R^′_{out}(ζ) = c_2 ζ^{−2}(1 + O(ζ^{−1})), S^′_{out}(ζ) = c_3 ζ^{−2}(1 + O(ζ^{−1})),

R^{′′}_{out}(ζ) = c_4 ζ^{−3}(1 + O(ζ^{−1})), S^{′′}_{out}(ζ) = c_5 ζ^{−3}(1 + O(ζ^{−1})).

(1.2.8)

Kak i dlØ R_{in} i S_{in}, iz rezul~tatov predyduwego paragrafa, sm. (1.2.7), sleduet, qto pri ζ → ∞,

R_{in}(ζ) = c_1(1 + O(ζ^{−1})) + c_2ζ^{−1−}S(1 + O(ζ^{−1})),

S_{in}(ζ) = { c_2ζ^{−1}(1 + O(ζ^{−1})) + c_3ζ^−S(1 + O(ζ^{−1})), S ≠ 1

c_4ζ^{−1}(1 + O(ζ^{−1})) + c_5 ln(ζ)ζ^{−1}(1 + O(ζ^{−1})), S = 1.

(1.2.9)

Pozdnee nam ponadobitsØ toqnoe znaqenie konstanty c_1 v (1.2.9). Na samom dele,

c_1 = 1, i R_{in}(ζ) = 1 + O(ζ^{−1}) + O(ζ^{−1−}S), ζ → ∞. (1.2.10)

Qtoby ffto dokazat~, my prodelyvaem vyqislenie, shoßee s proverkoæ (1.2.2) vyxe. Bolee toqno, my primenØem sootnoxenie (1.2.3) dlØ obeih gipergeometriqeskih funkciæ v opredelenii R_{in}. Togda iz voznika¸wih qetyreh slagaemyh pervoe i tret~e slagaemoe da¸t vklady porØdka ζ^{−1−}S i vyxe, togda kak vtoroe i qetvertoe slagaemye da¸t funkci¸ peremennoæ (ζ +^1_2 )^{−1}, golomorfnu¸ vblizi nulØ i ime¸wu¸ svobodnyæ kofffficient, ravnyæ 1.

Teper~ my gotovy sformulirovat~ zadaqu. Pust~

J = (a_1, a_2) ⊔ (a_3, a_4) ⊔ · · · ⊔ (a_{2m−1}, a_{2m}) ⊂ R,

−∞ 6 a1 < a2 < · · · < a2m 6 +∞,^{(1.2.11)}

est~ diz¨¸nktnoe ob¨edinenie (vozmoßno, beskoneqnyh) intervalov vewestvennoæ osi, takoe qto zamykanie J ne soderßit toqek ±^1_2 . Oboznaqim qerez K^J sußenie nepreryvnogo_2F_1-Ødra K(x, y) na J. Osnovnoæ cel~¸ pervoæ qasti dissertacii ØvlØetsØ issledovanie opredelitelØ Fredgol~ma det(1 − K^J ).

V zakl¸qitel~noæ qasti fftogo paragrafa vy dokazyvaem suwestvovanie fftogo opredelitelØ.

Poloßim

J_{out} = J ∩ X_{out}, J_{in} = J ∩ X_{in},

K^J_{out,out} = K|_{Jout×Jout} , K^J_{in,in} = K|_{Jin×Jin} ,

K^J_{out,in} = K|_{Jout×Jin} , K^J_{in,out} = K|_{Jin×Jout} .

Predloßenie 1.2.7. ˚dra K^J_{out,out}(x, y) i K^J_{in,in}(x, y) opredelØ¸t poloßitel~nye

Ødernye operatory v L^2(J_{out}, dx) i L^2(J_{in}, dx), sootvetstvenno.

Dokazatel~stvo. Iz 1.2.1 i 1.2.3 vyxe sleduet, qto Ødra K^J_{out,out}(x, y) i

K^J_{in,in}(x, y) ØvlØ¸tsØ gladkimi, vewestvennymi i simmetriqnymi. Bolee togo,

glavnye minory fftih Øder vsegda neotricatel~ny, poskol~ku Ødro K bylo poluqeno kak predel matric s neotricatel~nymi glavnymi minorami, sm. §1.1. Takim obrazom, ostaetsØ dokazat~, qto integraly ∫ Jout K^J_{out,out}(x, x)dx, ∫ Jin K^J_{in,in}(x, x)dx shodØtsØ. DlØ vtorogo integrala ffto oqevidno, poskol~ku J_{in} ⊂ (−^1_2 ,^1_2 ), i podyntegral~naØ funkciØ ograniqena na J_{in}. DlØ shodimosti pervogo integrala nam neobhodimo kontrolirovat~ povedenie podyntegral~noæ funkcii v okrestnosti beskoneqnosti (esli mnoßestvo J_{out} neograniqeno). Iz ocenki ψ_{out}(x) = O(x^−S) pri x → ∞, 1.2.1 i (1.2.8) my poluqaem K(x, x) = O(x^{−2−}S), x → ∞. Poskol~ku S > −1, integral shoditsØ. •

My budem sqitat~, qto K^J_{out,in}(x, y) = 0 i K^J_{in,out}(x, y) = 0, esli (x, y) ne prinadleßat oblasti opredeleniØ sootvetstvu¸wego Ødra (J_{out}×J_{in} dlØ pervogo Ødra, i J_{in} × J_{out} — dlØ vtorogo).

Predloßenie 1.2.8. ˚dro K0(x, y) = K^J_{out,in}(x, y)+K^J_{in,out}(x, y) opredelØet Ødernyæ

operator v L^2(J, dx).

Dokazatel~stvo. Rassmotrim operator −^{d2}_{dx}2 , kotoryæ deæstvuet v prostranst- vah (i) C^∞_0 (R); (ii) C^∞_0 (J); (iii) C^∞_0 (R \ J).

Vo vseh treh sluqaØh fftot operator suwestvenno samosoprØßen, i, tem samym, opredelØet poloßitel~nye samosoprØßennye operatory H, H_J i H_{R \J} v L^2(R),

L^2(J), L^2(R \ J), sootvetstvenno. Horoxo izvestno (sm., naprimer, [96, teorema

XI.21]), qto operator T = (1+x^2)^{−1}(1+H)^{−1} v L^2(R) ØvlØetsØ Ødernym. Privedem prØmoe dokazatel~stvo fftogo fakta. Pust~ p oboznaqaet (samosoprØßennoe) zamykanie operatora −i^d_{dx} , deæstvu¸wego na C^∞_0 ; togda H = p^2. KommutiruØ

(1 − ix)^{−1} i (1 + ip)^{−1} v formule

T = (1 + ix)^{−1}(1 − ix)^{−1}(1 + ip)^{−1}(1 − ip)^{−1},

my poluqaem T = ( (1 + ix)^{−1}(1 + ip)^{−1} ) ( (1 − ix)^{−1}(1 − ip)^{−1} ) +(1 + ix)^{−1}(1 + ip)^{−1}(1 − ix)^{−1}[x, p] (1 − ix)^{−1}(1 + ip)^{−1}(1 − ip)^{−1}.

(1.2.12)

No prostoe vyqislenie pokazyvaet, qto operator (1 + ix)^{−1}(1 + ip)^{−1} imeet Ødro (1 + ix)^{−1}χ_0(y − x)e^{−x−y} , gde χ_0 oboznaqaet harakteristiqesku¸ funkci¸ intervala (0, ∞), i, poskol~ku ∫ y>x (1 + x^2)^{−1}e^{x−y}dxdy < ∞, ots¸da sleduet, qto (1 + ix)^{−1}(1 + ip)^{−1} est~ operator Gil~berta–Xmidta. To ße verno dlØ (1 − ix)^{−1}(1 ± ip)^{−1}, i tak kak [x, p] = i, Ødernost~ T nemedlenno sleduet iz (1.2.12).

DlØ f ∈ L^2(R) poloßim g = ( (1 + H)^{−1} − (1 + (H_J ⊕ H_{R\J} ))^{−1} ) f.

FunkciØ g ØvlØetsØ rexeniem uravneniØ (−^{d2}_{dx2} + 1)g = 0 v sledu¸wem slabom smysle: esli ϕ ∈ C^∞_0 (R\{a_1, . . . , a_{2m}}), to ∫ R ( (−^{d2}_{dx2} + 1)ϕ ) g dx = 0. Ots¸da sledu-

et, qto v kaßdoæ komponente R \ {a_1, . . . , a_{2m}}, g ØvlØetsØ lineænoæ kombinacieæ funkciæ e^x i e^{−x}, i, sledovatel~no, operator (1+H)^{−1} −(1+(H_J ⊕H_{R\J} ))^{−1} imeet koneqnyæ rang. Tak kak operator T Ødernyæ, my poluqaem, qto (1 + x^2)^{−1}(1 +

H_J )^{−1} est~ Ødernyæ operator v L^2(J).

Zametim, qto Ødro K_{out,in}(x, y) imeet vid

F_1(x)G_1(y) + F_2(x)G_2(y) x − y dlØ podhodØwih funkciæ F_i, G_j . DlØ x ∈ X_{out}, y ∈ X_{in} poloßim

K_1(x, y) = K_{out,in}(x, y) − (( F_1(x) x G_1(y) +

F_2(x) x G_2(y) )

+ ( F_1(x) x^2 yG_1(y) +

F_2(x) x^2 yG_2(y) )) V (x). Zdes~ V (x) — gladkaØ funkciØ na R, kotoraØ ravna nul¸ pri |x| 6 L = max{|a_i| :

|a_i| < ∞}, i V (x) = 1 pri |x| ¿ L + 1.

Nakonec, dlØ x ∈ X_{out}, y ∈ X_{in} poloßim

K_2(x, y) = K_1(x, y) − ∑ |a_i|<∞ χ_{ai} (x)K_1(a_i, y), gde summa beretsØ po vsem koncevym toqkam J. Zdes~ χ_{ai} (x) — gladkaØ funkciØ s kompaktnym nositelem vnutri J, kotoraØ ravna 1 v okrestnosti a_i, i kotoraØ obnulØetsØ v a_j pri j ≠ i. ˚sno, qto K_2(x, y) = 0 pri x ∈ ∂J, otkuda sleduet, qto

K_2( · , y) ∈ dom H_J dlØ vseh y ∈ X_{out}. Ispol~zuØ ubyvanie (1.2.8) (kaßdoe diffe-

rencirovanie po x uveliqivaet pokazatel~ ubyvaniØ na edinicu), my poluqaem, qto (1+H_J )(1+x^2)K_2(x, y) est~ ograniqennyæ operator v L^2(J), i, sledovatel~no,

K_2 = ( (1 + x^2)^{−1}(1 + H_J )^{−1} ) ( (1 + H_J )(1 + x^2)K_2 ) ØvlØetsØ operatorom koneqnogo ranga. No K_2 ØvlØetsØ vozmuweniem koneqnogo ranga operatora K_{out,in}. Analogiqnoe vyqislenie imeet mesto dlØ K_{in,out}, otkuda my delaem vyvod, qto operator K_0 v L^2(J) ØvlØetsØ Ødernym. •

Iz predloßeniæ 2.7 i 2.8 sleduet, qto operator

K^J = [ K^J_{out,out} K^J_{out,in} K^J_{in,out} K^J_{in,in} ]

ØvlØetsØ Ødernym. �to oznaqaet, qto opredelitel~ det(1 − K^J ) korrektno opredelen.

1.3. ˚dro rezol~venty i sootvetstvu¸waØ zadaqa Rimana–Gil~berta NaqinaØ s fftogo momenta, my budem pol~zovat~sØ rezul~tatami, izloßennymi v dopolnenii k pervoæ glave.

Kak ob¨ØsnØlos~ v §1.1, sm. teoremu 1.1.6 i dalee,_2F_1-Ødro K ØvlØetsØ predelom nekotoryh diskretnyh Øder, kotorye my oboznaqali qerez K^{(N)}. Bolee togo, ffti diskretnye Ødra ime¸t dostatoqno prostye rezol~venty L^{(N)} =

K^{(N)}/(1−K^{(N)}), sm. sledstvie 1.5. ˚dra L^{(N)} ØvlØ¸tsØ integriruemymi, i, bla-

godarØ fftomu faktu, Ødra K^{(N)} mogut byt~ naædeny s pomow~¸ rexeniØ (diskretnoæ) zadaqi Rimana–Gil~berta, sm. vtoru¸ qast~ dissertacii.

Naxe pervoe nabl¸denie sostoit v tom, qto Ødra L^{(N)} ime¸t skeælingovyæ predel pri N → ∞. Kak i ran~xe, dlØ l¸bogo x ∈ X my oboznaqaem qerez x_N blißaæxu¸ k xN toqku rexetki X^{(N)}.

Nemedlenno dokazyvaetsØ sledu¸wee utverßdenie. Predloßenie 1.3.1 [38]. Predel L(x, y) = lim_{N→∞} N · L^{(N)}(x_N , y_N ) , x, y ∈ X, suwestvuet. V bloqnoæ forme, otveqa¸weæ razbieni¸ X = X_{out} ⊔ X_{in}, Ødro L(x, y) imeet sledu¸wiæ vid: L = [ 0 A −A^∗ 0 ] , gde A — Ødro na X_{out} × X_{in} vida A(x, y) = √ ψ_{out}(x)ψ_{in}(y) x − y (funkcii ψ_{out} i ψ_{in} byli vvedeny v naqale §1.2).

Teper~ bylo by estestvenno predpoloßit~, qto K = L(1 + L)^{−1}, i Ødro K moßet byt~ poluqeno qerez rexenie sootvetstvu¸weæ zadaqi Rimana–Gil~- berta. Oba ffti utverßdeniØ verny, no s dopolnitel~nymi ograniqeniØmi na parametry (z, z^′, w, w^′). My naqnem s togo, qto pokaßem, kak poluqit~ Ødro K iz zadaqi Rimana–Gil~berta.

Zametim, qto formuly dlØ_2F_1-Ødra iz §1.2 identiqny formulam (1.A.2) dopolneniØ k fftoæ glave s m = [ m_{11} m_{12} m_{21} m_{22} ] = [ R_{out} −S_{in} −S_{out} R_{in} ] , h_I = √ ψ_{out}, h_{II} = √ ψ_{in}. (1.3.1)

V qastnosti, ffto oznaqaet, qto_2F_1-Ødro integriruemo. MatriqnoznaqnaØ funkciØ m golomorfna v C \ R, i, kak my uvidim pozdnee, det m(ζ) ≡ 1 (sm. dokazatel~stvo predloßeniØ 3.3 niße).

Predloßenie 1.3.2. Matrica m ØvlØetsØ rexeniem zadaqi Rimana–Gil~berta

(X, v) s v(x) = [ 1 2πi ψ_{out}(x) 0 1 ] , x ∈ X_{out}, [ 1 0 2πi ψ_{in}(x) 1 ] , x ∈ X_{in}.

(1.3.2)

Esli, krome togo, z + z^′ + w + w^′ > 0, to m(ζ) ∼ I pri ζ → ∞.

Dokazatel~stvo. Uslovie skaqka m+ = m−v ffkvivalentno (1.2.1), (1.2.2). Asimptotiqeskoe sootnoxenie m ∼ 1 v beskoneqnosti sleduet iz (1.2.8), (1.2.9), (1.2.10). •

Zametim, qto uslovie z + z^′ + w + w^′ > 0 neobhodimo lix~ dlØ togo, qtoby garantirovat~ ubyvanie m_{12} = −S_{in} v beskoneqnosti, sm. (1.2.9).

Dalee my budem issledovat~ prirodu osobennosteæ matricy m vblizi toqek ±^1_2 razryva matricy skaqka v; pozdnee nam ffto ponadobitsØ.

Opredelim matricu C(ζ) = ( ζ −^1_2

) z+z0_2 ( ζ +^1_2 ) w+w0_2 0 0 ( ζ −^1_2

)_− z+z0_2 (

ζ +^1_2

)_− w+w0_2

. (1.3.3)

Zametim, qto C golomorfna v C \ (−∞,^1_2 ]. Bolee togo, na ( −∞,^1_2 )

C_−(x)(C_+(x))^{−1} = [ e^{−iπ(z+z} 0_) 0 0 e^{iπ(z+z} 0_) ] , x ∈ ( −^1_2 ,^1_2 ) , [ e^{−iπ(z+z} 0_{+w+w}0_) 0 0 e^{iπ(z+z} 0_{+w+w}0_) ] , x ∈ ( −∞, −^1_2 ) , (1.3.4)

est~ kusoqno-postoØnnaØ matrica.

Predloßenie 1.3.3. (i) Pust~ z ≠ z^′. Togda v okrestnosti toqki ζ =^1_2

m(ζ)C^{−1}(ζ) =

H_{1/2}(ζ) ( ζ −^1_2 ) z�z0_2 0 0 ( ζ −^1_2 ) z0�z_2 U_1, ℑζ > 0,

H_{1/2}(ζ) ( ζ −^1_2 ) z�z0_2 0 0 ( ζ −^1_2 ) z0�z_2 U_2, ℑζ < 0, dlØ nekotoryh nevyroßdennyh postoØnnyh matric U_1, U_2 i lokal~no golomorfnoæ funkcii H_{1/2}(ζ), takoæ qto H_{1/2}(^1_2 ) takße nevyroßdena.

(ii) Pust~ z = z^′. Togda v okrestnosti toqki ζ =^1_2

m(ζ)C^{−1}(ζ) =

H_{1/2}(ζ) [ 1 ln ( ζ −^1_2 ) 0 1 ] V_1, ℑζ > 0, H_{1/2}(ζ) [ 1 ln ( ζ −^1_2 ) 0 1 ] V_2, ℑζ < 0 dlØ nekotoryh nevyroßdennyh matric V_1, V_2 i lokal~no golomorfnoæ funkcii H_{1/2}(ζ), takoæ qto H_{1/2}(^1_2 ) nevyroßdena.

Dokazatel~stvo. Predpoloßim snaqala, qto z ≠ z^′. Opredelim novu¸ matricu

~m(ζ) sledu¸wim obrazom: ~m(ζ) = m(ζ)C^{−1}(ζ), ℑζ > 0, m(ζ)C^{−1}(ζ) [ 1 2πi C(z, z^′) 0 1 ] , ℑζ < 0.

(Konstanty C(z, z^′) i C(w, w^′) byli opredeleny v naqale §1.2.)

Iz (1.3.2) vidno, qto matrica skaqka ~v dlØ ~m lokal~no okolo toqki^1_2 imeet vid ~v = [ 1 −2πi C(z, z^′) 0 1 ] C_−vC^{−1}_+

= I, x >^1_2 , [ 1 −2πi C(z, z^′) 0 1 ] [ e^{−iπ(z+z} 0_) 0 2πi e^{iπ(z+z} 0_) ] , x <^1_2 .

Zametim, qto ffta matrica lokal~no-postoØnna.

Nesloßnoe vyqislenie pokazyvaet, qto dlØ nekotoroæ nevyroßdennoæ matricy U imeet mesto ravenstvo [ 1 −2πi C(z, z^′) 0 1 ] [ e^{−iπ(z+z} 0_) 0 2πi e^{iπ(z+z} 0_) ] = U^{−1} [ e^{iπ(z−z} 0_) 0 0 e^{iπ(z} 0_{−z)} ] U. Iz fftogo sleduet, qto

~m_0(ζ) = ( ζ −^1_2 ) z�z0_2 0 0 ( ζ −^1_2 ) z0�z_2 U lokal~no rexaet zadaqu Rimana–Gil~berta s matriceæ skaqka ~v.

Iz naxih usloviæ na parametry (z, z^′, w, w^′) sleduet, qto |ℜ(z − z^′)| < 1. Togda asimptotiqeskie formuly §1.2.6 pokazyva¸t, qto ~m lokal~no kvadratiqno integriruema vblizi ζ =^1_2 , i to ße verno dlØ ~m_0 i ~m^{−1}_0 , kak vidno iz formul vyxe. Poskol~ku ~m i ~m_0 lokal~no rexa¸t odnu i tu ße zadaqu Rimana– Gil~berta, my poluqaem, qto funkciØ ~m ~m^{−1}_0 ne imeet skaqka R vblizi ζ =^1_2 i ØvlØetsØ proizvedeniem dvuh lokal~no kvadratiqno integriruemyh funkciæ. Ots¸da vidno, qto ffto otnoxenie est~ lokal~no golomorfnaØ funkciØ. Oboznaqim fftu funkci¸ qerez H_{1/2}(ζ) i poloßim

U_1 = U, U_2 = U [ 1 −2πi C(z, z^′) 0 1 ] . Poskol~ku v(x) v (1.3.2) imeet opredelitel~, toßdestvenno ravnyæ 1, my poluqaem det m_+(x) = det m_−(x). Takße, analogiqno rassußdeniØm vyxe, funkciØ

det m(ζ) = det ~m(ζ) lokal~no integriruema. Sledovatel~no, det m(ζ) est~ celaØ

funkciØ. Esli z + z^′ + w + w^′ > 0, to, kak bylo otmeqeno v predloßenii 1.3.2,

det m(ζ) → 1 pri ζ → ∞, i, sledovatel~no, po teoreme LiuvillØ, det m(ζ) ≡ 1.

Analitiqeskoe prodolßenie po parametram z, z^′, w, w^′ pokazyvaet, qto ffto ravenstvo verno dlØ vseh (dopustimyh) znaqeniæ parametrov. Tot fakt, qto H_{1/2}(^1_2 ) obratima, teper~ sleduet iz togo, qto det m(ζ) = det C(ζ) ≡ 1, i det U_1, det U_2 ne ravny nul¸. Dokazatel~stvo (i) zakonqeno.

Pust~ teper~ z = z^′. Togda suwestvuet nevyroßdennaØ matrica V , takaØ qto [ 1 −2πi C(z, z^′) 0 1 ] [ e^{−iπ(z+z} 0_) 0 2πi e^{iπ(z+z} 0_) ] = V^{−1} [ 1 1 0 1 ] V,

i lokal~noe rexenie zadaqi Rimana–Gil~berta s matriceæ skaqka ~v imeet vid

~m_0(ζ) = [ 1 ln ( ζ −^1_2 ) 0 1 ] V. PovtorØØ doslovno rassußdeniØ vyxe, my poluqaem (ii) s

V_1 = V, V_2 = V [ 1 −2πi C(z, z^′) 0 1 ] . • Analogiqno predloßeni¸ 1.3.3 my imeem

Predloßenie 1.3.4. (i) Pust~ w ≠ w^′. Togda v okrestnosti toqki ζ = −^1_2

m(ζ)C^{−1}(ζ) = H_{−1/2}(ζ) ( ζ +^1_2 ) w�w0_2 0 0 ( ζ +^1_2 ) w0�w_2 U_1, ℑζ > 0,

H_{−1/2}(ζ) ( ζ +^1_2 ) w�w0_2 0 0 ( ζ +^1_2 ) w0�w_2 U_2, ℑζ < 0,

dlØ nekotoryh nevyroßdennyh postoØnnyh matric U_1, U_2 i lokal~no golomorfnoæ funkcii H_{−1/2}(ζ), takoæ qto H_{−1/2}(−^1_2 ) takße nevyroßdena.

(ii) Pust~ w = w^′. Togda v okrestnosti toqki ζ = −^1_2

m(ζ)C^{−1}(ζ) = H_{−1/2}(ζ) [ 1 ln ( ζ +^1_2 ) 0 1 ] V_1, ℑζ > 0, H_{−1/2}(ζ) [ 1 ln ( ζ +^1_2 ) 0 1 ] V_2, ℑζ < 0, dlØ nekotoryh nevyroßdennyh postoØnnyh matric V_1, V_2 i lokal~no golomorfnoæ funkcii H_{−1/2}(ζ), takoæ qto H_{−1/2}(−^1_2 ) takße nevyroßdena.

VozvratimsØ k voprosu, podnØtomu posle predloßeniØ 1.3.1: daet li Ødro

L(x, y) rezol~ventu operatora, associirovannogo s_2F_1-Ødrom K? Priqina, po

kotoroæ my ne moßem nemedlenno primenit~ obwu¸ teori¸, opisannu¸ v dopolnenii k fftoæ glave, sostoit v tom, qto funkcii f_i, g_i (ili h_I = √ ψ_{out}, h_{II} = √ ψ_{in})

v oboznaqeniØh dopolneniØ ne ØvlØ¸tsØ ograniqennymi na konture, kak trebuetsØ v (1.A.1). Pofftomu, vmesto primeneniØ obweæ teorii my prodelaem prØmoe vyqislenie.

Preßde vsego, opredelim, kogda operator L ograniqen.

Predloßenie 1.3.5. ˚dro L(x, y) opredelØet ograniqennyæ operator v L^2(X, dx)

esli i tol~ko esli |z + z^′| < 1, |w + w^′| < 1.

Dokazatel~stvo. Dostatoqno rassmotret~ operator A : L^2(Xin, dx) → L^2(Xout, dx) s Ødrom A(x, y) = √ ψ_{out}(x)ψ_{in}(y)/(x − y).

Esli |z + z^′| ¿ 1, naprimer, z + z^′ ¿ 1, to sußenie A(x, y) na (^1_2 , 1) × (−^1_2 , 0) ØvlØetsØ poloßitel~noæ funkcieæ dvuh peremennyh, ograniqennoæ snizu funkcieæ 2 3 √ ψ_{out}(x)ψ_{in}(y)

=^2_3 √ C(z, z^′) | |x −^1_2 | |^{− z+z} 0_2 | |x +^1_2 | |^{− w+w} 0_2 | |y −^1_2 | |^{z+z} 0_2 | |y +^1_2 | |^{w+w} 0_2 . �to Ødro vedet sebØ kak (x −^1_2 )^{− z+z}

0_2

vblizi x =^1_2 . Sledovatel~no, A neograniqen. Analogiqno pokazyvaetsØ, qto A neograniqen, esli z + z^′ < −1 ili

|w + w^′| ¿ 1.

Predpoloßim teper~, qto |z + z^′| < 1, |w + w^′| < 1. Oboznaqim qerez χ harakteristiqesku¸ funkci¸ mnoßestva (−∞, −^1_2 − ϵ) ∪ (^1_2 + ϵ, +∞) dlØ nekotorogo

ϵ > 0. ˚dro χ(x)A(x, y) opredelØet operator Gil~berta–Xmidta (sledovatel~-

no, ograniqennyæ operator) v L^2(X, dx). Deæstvitel~no, ∫ Xout×Xin |χ(x)A(x, y)|^2 dxdy 6 +∞∫ 1 2 +ϵ

ψ_{out}(x)

(x −^1_2 )^2 dx + − 12 −ϵ∫

−∞ ψ_{out}(x)

(x +^1_2 )^2 dx · ∫ Xin ψ_{in}(y)dy < ∞. Sledovatel~no, qtoby dokazat~, qto L ograniqen, dostatoqno pokazat~, qto dlØ l¸byh gladkih finitnyh funkciæ f na X_{out}, supp f ⊂ [−^1_2 − ϵ,^1_2 ) ∪ (^1_2 ,^1_2 + ϵ], i g na X_{in}, | | | | | ∫ Xin×Xout A(x, y)g(x)f(y) | | | | | 6 const ‖f‖2‖g‖2. (1.3.5)

Predpoloßim, qto nositel~ f sosredotoqen na (^1_2 ,^1_2 +ϵ]. Sluqaæ, kogda nositel~

f leßit na [−^1_2 − ϵ, −^1_2 ), rassmatrivaetsØ analogiqno. Pust~ nositel~ g leßit

na [0,^1_2 ). Vvedem polØrnye koordinaty (r, θ) qerez

x −^1_2 = r cos θ,^1_2 − y = r sin θ, 0 6 θ 6^π_2 , 0 6 r 6 r(θ),

dlØ nekotorogo r(θ) 6 const < ∞. Togda integral vyxe perepixetsØ v vide √ C(z, z^′) π 2∫ 0 r(θ)∫

0 (cos θ)^{− z+z}

0_2 (1 + r cos θ)^{− w+w}

0_2 (sin θ)^{z+z}

0_2 (1 − r sin θ)^{w+w}

0_2

cos θ + sin θ ×g ( r cos θ +^1_2 ) f (_1 2 − r sin θ ) drdθ. (1.3.6)

Zdes~ r(θ) — ravnomerno ograniqennaØ nepreryvnaØ funkciØ θ. ˚sno, qto mno-

ßiteli |x +^1_2 |^{− w+w}

0_2

= (1 + r cos θ)^{− w+w}

0_2 i |y +^1_2 |^{w+w}

0_2

= (1 − r cos θ)^{w+w}

0_2 ograniqeny na oblasti integrirovaniØ. Ispol~zuØ neravenstva | | | | | ∞∫ 0 g ( r cos θ +^1_2 ) f (_1 2 − r sin θ ) dr | | | | | 6 (cos θ sin θ)^{− 1}2 ‖f‖2‖g‖2, cos θ + sin θ ¿ 1,

my vidim, qto integral (1.3.6) ograniqen

const π 2∫ 0 (cos θ)^{− z+z}

0_{+12}

(sin θ)^{z+z}

0�_{12} dθ · ‖f‖_2‖g‖_2 < const ‖f‖_2‖g‖_2. Esli f sosredotoqena na (^1_2 ,^1_2 + ϵ], i g sosredotoqena na (−^1_2 , 0], to znamenatel~ v A(x, y) otgraniqen ot nulØ, i ograniqennost~ A sleduet iz prostyh ocenok. �to zaverxaet dokazatel~stvo (1.3.5) v sluqae, kogda f sosredotoqena na (^1_2 ,^1_2 + ϵ] i g sosredotoqena na (−^1_2 ,^1_2 ). •

Poskol~ku L^∗ = −L i L ograniqen, to (1+L) obratim. Oqen~ pravdopodobno, qto v teh sluqaØh, kogda L ograniqen, vypolnØetsØ sootnoxenie K = L(1 + L)^{−1}. My dokaßem ffto ravenstvo pri dopolnitel~nom ograniqenii z + z^′ + w + w^′ > 0. Predloßenie 1.3.6. Pust~ z + z^′ + w + w^′ > 0, |z + z^′| < 1, |w + w^′| < 1. Togda

K = L(1 + L)^{−1}.

Dokazatel~stvo. Poskol~ku L ograniqen i L = −L^∗, spektr L leßit na mnimoæ osi, i 1 + L obratim. Sledovatel~no, dostatoqno pokazat~, qto K + KL = L. Iz ograniqeniæ na parametry i asimptotiki funkciæ R_{out}, S_{out}, R_{in}, S_{in} v §1.2.6 sleduet, qto sootnoxeniØ (1.2.1) i (1.2.2) moßno perepisat~ v integral~noæ forme: ∫ Xout

ψ_{out}(x)R_{out}(x) x − y dx = −S_{in}(y), ∫ Xout

ψ_{out}(x)S_{out}(x) x − y dx = 1 − R_{in}(y), ∫ Xin ψ_{in}(x)S_{in}(x) x − y dx = 1 − R_{out}(y), ∫ Xin ψ_{in}(x)R_{in}(x) x − y dx = −S_{out}(y). (1.3.7)

Edinicy v pravyh qastØh poØvlØ¸tsØ blagodarØ tomu, qto R_{out}(ζ) ∼ 1 i R_{in}(ζ) ∼ 1 pri ζ → ∞. Uslovie z+z^′+w+w^′ > 0 neobhodimo, qtoby obespeqit~ shodimost~ pervogo integrala v beskoneqnosti. Deæstvitel~no, ψ_{out}(x)R_{out}(x) ∼ x^{−z−z}0^{−w−w}0 pri x → ∞.

Ravenstvo K(x, y) + ∫ X L(x, α)K(α, y)dα = L(x, y) (1.3.8) dlØ vseh x, y ∈ X nemedlenno sleduet iz sootnoxeniæ (1.3.7) (pohoßee vyqislenie moßno naæti v [35, teorema 3.3]). S drugoæ storony, iz (1.2.8) my vidim, qto dlØ g ∈ C^∞_0 (X) G(α) = ∫ X K(α, y)g(y)dy = Kg(α) leßit v L^2(X, dα). DomnoßaØ (1.3.8) na g(y) i integriruØ, my poluqaem (1+L)G = Lg, i Kg = (1 + L)^{−1}Lg leßit v L^2(X). Ots¸da sleduet, qto K prodolßaetsØ do ograniqennogo operatora (1 + L)^{−1}L = L(1 + L)^{−1} na L^2(X). Obratno, my vidim, qto ograniqennyæ operator L(1+L)^{−1} imeet Ødro, kotoroe sovpadaet s_2F_1-Ødrom K(x, y). •

Predloßenie 1.3.6 imeet sledu¸wee sledstvie, kotoroe v dal~neæxem sygraet vaßnu¸ rol~.

Sledstvie 3.7. Pust~ z + z^′ + w + w^′ > 0, |z + z^′| < 1, |w + w^′| < 1. Togda, v

oboznaqeniØh §1.2, operator 1 − K^J obratim.

Dokazatel~stvo. V bloqnoæ forme, sootvetstvu¸weæ razbieni¸ J = Jout ∪ Jin, operator 1 − K^J imeet vid

1 − K^J = [ 1 − K^J_{out,out} K^J_{out,in} K^J_{in,out} 1 − K^J_{in,in} ] . Nesloßno proverit~, qto zapisannyæ v bloqnoæ forme [ a b c d ] operator ØvlØ-

etsØ obratimym, esli a i (d − ca^{−1}b) obratimy. Sledovatel~no, dostatoqno dokazat~, qto

1 − K^J_{out,out} i (1 − K_{in,in}) − K^J_{in,out}(1 − K^J_{out,out})^{−1}K^J_{out,in}

obratimy.

Iz predloßeniØ 1.3.6 i opredeleniØ operatora L sleduet, qto

K_{out,out} = 1 − (1 + AA^∗)^{−1}, K_{in,in} = 1 − (1 + A^∗A)^{−1}.

Sledovatel~no, K_{out,out} i K_{in,in} — poloßitel~nye operatory s normoæ men~xe edinicy, a znaqit, to ße verno dlØ K^J_{out,out} i K^J_{in,in}. V qastnosti, 1 − K^J_{out,out} obratim. Dalee, K^J_{out,in} = −(K^J_{in,out})^∗. Ots¸da

(1 − K_{in,in}) − K^J_{in,out}(1 − K^J_{out,out})^{−1}K^J_{out,in}

= (1 − K_{in,in}) + ograniqennyæ poloßitel~nyæ operator

obratim. •

Zameqanie 1.3.8. Moßno predpoloßit~, qto operator 1 − K^J obratim bez vsØkih ograniqeniæ na parametry (togda kak polnyæ operator 1 − K zavedomo neobratim, esli my snimem usloviØ |z + z^′| < 1 i |w + w^′| < 1). U nas, odnako, net dokazatel~stva fftogo fakta. V pohoßeæ, no bolee prostoæ situacii s Ødrom Uittekera my dokaßem sootvetstvu¸wee utverßdenie v §1.8.2 (sm. qast~ (3) predloßeniØ 1.8.4 niße).

1.4. Sistema lineænyh differencial~nyh uravneniæ s racional~nymi kofffficientami

Naxa cel~ v fftom paragrafe — pokazat~, qto Ødro (Ødernogo) operatora

R^J = K^J 1 − K^J moßet byt~ poluqeno iz rexeniØ nekotoroæ sistemy lineænyh differencial~- nyh uravneniæ s racional~nymi kofffficientami. �tot rezul~tat budet vaßen dlØ izuqeniØ opredelitelØ Fredgol~ma det(1 − K^J ) v dal~neæxem.

Vs¸du niße my ispol~zuem oboznaqenie S = z + z^′ + w + w^′ > 0. Kak bylo otmeqeno v naqale §1.3, Ødro K integriruemo: K(x, y) = F_1(x)G_1(y) + F_2(x)G_2(y) x − y . Sledovatel~no, i Ødro K^J integriruemo. Poskol~ku mnoßestvo J otgraniqeno ot toqek ±^1_2 , nesloßno uvidet~, qto funkcii F_i, G_i (t.e. funkcii √ ψ_{out}R_{out}, √ ψ_{out}S_{out}, √ ψ_{in}R_{in}, √ ψ_{in}S_{in} perestavlennye pravil~nym obrazom) leßat v pro-

stranstve L^p(J, dx) ∩ L^∞(J, dx) dlØ l¸bogo p > 2S^{−1}. �to sleduet iz (1.2.8), (1.2.9). Poloßim v_J = I − 2πi F G^t = [ 1 − 2πi F_1G_1 −2πi F_1G_2 −2πi F_2G_1 1 − 2πi F_2G_2 ] . Zametim, qto F^t(x)G(x) = F_1(x)G_1(x) + F_2(x)G_2(x) = 0.

Predloßenie 1.4.1. Predpoloßim, qto operator 1 − K^J obratim. Togda suwe-

stvuet rexenie m_J normirovannoæ zadaqi Rimana–Gil~berta (J, v_J ), takoe qto operator R^J = K^J (1 − K^J )^{−1} imeet vid R^J (x, y) = F_1(x)G_1(y) + F_2(x)G_2(y) x − y , F = m_{J+}F = m_{J−}F, G = m_{J+}G = m_{J−}G. Matrica m_J lokal~no kvadratiqno integriruema vblizi koneqnyh toqek J.

Dokazatel~stvo. Sm. predloßenie 1.A.2 i posledu¸wiæ kommentariæ. • Po povodu obratimosti (1−K^J ) sm. sledstvie 1.3.7 i zameqanie 1.3.8 vyxe. V dal~neæxem nam ponadobitsØ sledu¸wee svoæstvo povedeniØ m_J na beskoneqnosti.

Predloßenie 1.4.2. Pri ζ → ∞, ζ ∈ C \ R, my imeem m^′_J (ζ)m^{−1}_J (ζ) = o(|ζ|^{−1}). Dokazatel~stvo. My dadim dokazatel~stvo dlØ J = (s, +∞), s >^1_2 . DlØ obwih mnoßestv J rassußdenie analogiqno.

Zametim, qto det v_J ≡ 1. �to oznaqaet, qto det m_J ne imeet skaqka na J. Poskol~ku m_J lokal~no kvadratiqno integriruema v okrestnosti s, det m_J lokal~no integriruem. Bolee togo, det m_J (ζ) → 1 pri ζ → ∞, tak kak m_J (ζ) → I. Po teoreme LiuvillØ det m_J ≡ 1, i m^{−1}_J ograniqena v okrestnosti ζ = ∞. Sledovatel~no, dostatoqno pokazat~, qto m^′_J (ζ) = o(|ζ|^{−1}).

Dokazatel~stvo predloßeniØ 1.A.2, dannoe v [46], pokazyvaet, qto dlØ ζ ∈

C \ R

m_J (ζ) = I − +∞∫ s m_{J+}(t)F (t)G^t(t) t − ζ dt = I − +∞∫ s m_{J−}(t)F (t)G^t(t) t − ζ dt. Takim obrazom,

m^′_J (ζ) = − +∞∫ s m_{J+}(t)F (t)G^t(t) (t − ζ)^2 dt = − +∞∫ s m_{J−}(t)F (t)G^t(t) (t − ζ)^2 dt.

Esli ℑζ > const |ζ|, to |t − ζ| > const |ζ|. To est~, rasstoØnie ot toqki ζ do kontura integrirovaniØ imeet porØdok |ζ|. Poskol~ku m_J (t) ograniqena i

F (t)G^t(t) ubyvaet na beskoneqnosti kak poloßitel~naØ stepen~ t, my poluqaem m^′_J (ζ) = o(|ζ|^{−1}). Esli toqka ζ raspoloßena bliße k vewestvennoæ osi i, naprimer, ℑζ < 0, my moßem deformirovat~ prØmu¸ integrirovaniØ v prØmu¸ s + te^{iθ}, 0 < θ <^π_2 . Inymi slovami,

m^′_J (ζ) = − +∞∫ 0 m_J (s + te^{iθ})F (s + te^{iθ})G^t(s + te^{iθ}) (s + te^{iθ} − ζ)^2 e^{iθ}dt. Zdes~ vaßno, qto vektor-funkcii F i G (kotorye vyraßa¸tsØ qerez √ ψ_{out}R_{out} i √ ψ_{out}S_{out}) analitiqeski prodolßa¸tsØ v sektor 0 < arg(ζ − s) < θ. Teper~

rasstoØnie ot toqki ζ do kontura integrirovaniØ opØt~ imeet porØdok |ζ|, i, povtorØØ rassußdeniØ vyxe, my poluqaem m^′_J (ζ) = o(|ζ|^{−1}). Pri ℑζ > 0 dokazatel~stvo analogiqno, i prØmaØ integrirovaniØ smewaetsØ vniz. •

Teper~ my opixem obwu¸ proceduru (sr. xagi 1, 2, 3, opisannye vo vvedenii) svedeniØ zadaq Rimana–Gil~berta so ”sloßnymi” matricami skaqka k zadaqam s ”prostymi” matricami skaqka. �ta procedura budet takße ispol~- zovana v §1.8 i §1.9 dlØ issledovaniØ rØda drugih integriruemyh Øder.

Lemma 1.4.3. Pust~ Σ = Σ1 ∪ Σ2, Σ1 ∩ Σ2 = ? est~ razbienie orientirovannogo

kontura Σ ⊂ C na dve diz¨¸nktnye qasti. Pust~ v — funkciØ na Σ so znaqeni- Ømi v Mat(k, C ). Predpoloßim, qto matricy m, m_1 ØvlØ¸tsØ rexeniØmi zadaq Rimana–Gil~berta (Σ, v), (Σ_1, v), sootvetstvenno. Togda, esli m^{−1} suwestvuet, to m_2 = m_1m^{−1} rexaet zadaqu Rimana–Gil~berta (Σ_2, v_2), gde v_2 = m_+v^{−1}m^{−1}_+ = m_−v^{−1}m^{−1}_− . Obratno, esli m, m_2 ØvlØ¸tsØ rexeniØmi zadaq (Σ, v) i (Σ_2, v_2), sootvetstvenno, to m_1 = m_2m rexaet zadaqu (Σ_1, v).

Dokazatel~stvo. PrØmoe vyqislenie. •

Napomnim, qto, kak bylo otmeqeno v naqale §1.3, formuly dlØ Ødra K sovpada¸t s (1.A.2) s m, h_I, h_{II}, opredelennymi v (1.3.1). V qastnosti, iz fftogo sleduet, qto F = m_±f, G = m^{−t}_± g s f_1(x) = g_2(x) = { √ ψ_{out}(x), x ∈ X_{out},

0, x ∈ X_{in}, f_2(x) = g_1(x) = { 0, x ∈ X_{out}, √ ψ_{in}(x), x ∈ X_{in}.

Zametim, qto matrica v v (1.3.2) imeet vid I + 2πi fg^t.

Lemma 1.4.4. Esli matrica v v lemme 1.4.3 imeet vid v = I + 2πi fg^t dlØ neko-

toryh f i g s f^t(x)g(x) = 0, to

v_2 = I − 2πi F G^t, (1.4.1) gde F = m_+f = m_−f i G = m^{−t}_+ g = m^{−t}_− g.

Dokazatel~stvo. Imeem

v_2 = m_+(I − 2πi fg^t)m^{−1}_+ = I − 2πi (m_+f)(m^{−t}_+ g)^t. •

Pust~ Σ = X, Σ_1 = X \ J i Σ_2 = J. Togda m_J rexaet zadaqu Rimana– Gil~berta (Σ_2, v_2) s v_2 = v_J = I −2πi F G^t. No, kak bylo zameqeno vyxe, F = m_±f,

G = m^{−t}_± g, i iz lemm 1.4.3 i 1.4.4 sleduet, qto

m_1 = mX_{\J} ≡ m_J m

rexaet zadaqu (Σ_1, v), gde v = I + 2πi fg^t, kak i ran~xe. V naxeæ terminologii

v_2 — ffto “sloßnaØ” matrica skaqka, a v — “prostaØ” matrica skaqka. For-

mula m_J = mX_{\J} m^{−1} pokazyvaet, qto analiz rexeniæ “sloßnoæ” zadaqi (J, v_J ) svoditsØ k analizu rexeniæ dvuh “prostyh” zadaq (X \ J, v) i (X, v).

�ti dve zadaqi Rimana–Gil~berta ØvlØ¸tsØ “prostymi” po sledu¸weæ priqine. Napomnim, qto v §1.3 my opredelili matricu C(ζ), sm. (1.3.3).

Poloßim M = mX_{\J} C^{−1}. �to golomorfnaØ funkciØ na C \ R s graniqnymi znaqeniØmi M_±(x) na R.

Lemma 1.4.5. MatriqnoznaqnaØ funkciØ M(ζ) udovletvorØet uslovi¸ skaqka

M_+ = M_−V , gde matrica skaqka V imeet vid

V (x) =

[ 1 2πi C(z, z^′)χ(x) 0 1 ] , x >^1_2 , [ e^{−iπ(z+z} 0_) 0 2πiχ(x) e^{iπ(z+z} 0_) ] ,^1_2 > x > −^1_2 , [ e^{−iπ(z+z} 0_{+w+w}0_) 2πi C(w, w^′)χ(x) 0 e^{iπ(z+z} 0_{+w+w}0_) ] , x < −^1_2 .

Zdes~ χ(x) = χX_{\J} (x) — ffto harakteristiqeskaØ funkciØ mnoßestva X \ J.

Dokazatel~stvo. Na X \ J my imeem

V = M^{−1}_− M_+ = C_−vC^{−1}_+ = C_−C^{−1}_+ + 2πi C_−f (C^{−t}_+ g)^t,

i na J my imeem V = C_−C^{−1}_+ . Utverßdenie sleduet iz Øvnogo vida usloviØ skaqka (1.3.4) i Øvnogo vida C, f i g. •

Vaßnyæ fakt sostoit v tom, qto matrica V lokal~no postoØnna. Kak bylo opisano vo vvedenii, ffto pozvolØet dokazat~ sledu¸wee central~noe utverßdenie.

Napomnim, qto J — ffto ob¨edinenie m intervalov s koncevymi toqkami

{a_j }^{2m}_{j=1}, sm. (1.2.11).

Teorema 1.4.6. Matrica M udovletvorØet differencial~nomu uravneni¸

M^′(ζ) = A ζ −^1_2 + B ζ +^1_2 + 2m∑ j=1 C_j ζ − a_j M(ζ) s nekotorymi postoØnnymi matricami A, B i {C_j }^{2m}_{j=1}. Esli a_1 = −∞, to C_1 = 0, i esli a_{2m} = +∞, to C_{2m} = 0. Krome fftogo, vse matricy A, B, {C_j }^{2m}_{j=1} ne ravny nul¸.

Bolee togo,

Tr A = Tr B = Tr C_j = 0,

det A = − ( z − z^′ 2 )_2

, det B = − ( w − w^′ 2 )_2

, det C_j = 0,

dlØ vseh j = 1, . . . , 2m, i

A + B + 2m∑ j=1 C_j = − z + z^′ + w + w^′ 2 σ_3, σ_3 = [ 1 0 0 −1 ] . Dokazatel~stvo. Poskol~ku M udovletvorØet uslovi¸ skaqka s lokal~no postoØnnoæ matriceæ skaqka V (lemma 1.4.5), M^′ udovletvorØet rovno tomu ße uslovi¸ skaqka. Sledovatel~no, otnoxenie M^′M^{−1} ne imeet skaqka na X. (Zametim, qto

det M = det m_J det m(det C)^{−1} ≡ 1,

i pofftomu M^{−1} suwestvuet.)

Takim obrazom, my poluqaem, qto funkciØ M^′M^{−1} golomorfna na dopolnenii k toqkam {±^1_2 } ∪ {a_i}^{2m}_{i=1}. Rassmotrim teper~ povedenie M vblizi fftih toqek.

V okrestnosti ζ =^1_2 matrica m_J (ζ) golomorfna, a povedenie m(ζ)C^{−1}(ζ) opisyvaetsØ predloßeniem 1.3.3. Ots¸da sleduet, v oboznaqeniØh predloßeniØ 1.3.3, qto dlØ z ≠ z^′

M^′(ζ)M^{−1}(ζ) = 1 ζ −^1_2 m_J (_1 2 ) H_{1/2} (_1 2 ) [^{z−z}0_2 0

0^z 0_{−z2} ] H^{−1}_{1/2}

(_1 2 ) m^{−1}_J (_1 2 ) + O(1),

a dlØ z = z^′

M^′(ζ)M^{−1}(ζ) = 1 ζ −^1_2 m_J (_1 2 ) H_{1/2} (_1 2 ) [ 0 1 0 0 ] H^{−1}_{1/2}

(_1 2 ) m^{−1}_J (_1 2 ) + O(1).

Analogiqno, vblizi ζ = −^1_2 imeem: dlØ w ≠ w^′

M^′(ζ)M^{−1}(ζ) = 1 ζ +^1_2 m_J ( −^1_2 ) H_{−1/2} ( −^1_2 ) [_{w−w}0 2 0 0^w 0_{−w2} ] H^{−1}_{−1/2} ( −^1_2 ) m^{−1}_J ( −^1_2 ) + O(1),

a dlØ w = w^′

M^′(ζ)M^{−1}(ζ) = 1 ζ +^1_2 m_J ( −^1_2 ) H_{−1/2} ( −^1_2 ) [ 0 1 0 0 ] H^{−1}_{−1/2} ( −^1_2 ) m^{−1}_J ( −^1_2 ) + O(1).

Qto kasaetsØ toqek {a_j }^{2m}_{j=1}, my dokaßem sledu¸wee utverßdenie.

Lemma 1.4.7. V okrestnosti l¸boæ koneqnoæ koncevoæ toqki aj , j = 1, . . . , 2m,

M^′(ζ)M^{−1}(ζ) = C_j ζ − a_j + h_j(ζ), gde funkciØ h_j (ζ) golomorfna v okrestnosti a_j , a C_j — nenulevaØ nil~potentnaØ matrica.

Otloßim poka dokazatel~stvo fftoæ lemmy i prodolßim dokazatel~stvo teoremy 1.4.6. Zametim, qto esli poloßit~

A = m_J (_1 2 ) H_{1/2} (_1 2 ) [_{z−z}0 2 0 0^z 0_{−z2} ] H^{−1}_{1/2}

(_1 2 ) m^{−1}_J (_1 2 ) , z ≠ z^′, m_J (_1 2 ) H_{1/2} (_1 2 ) [ 0 1 0 0 ] H^{−1}_{1/2}

(_1 2 ) m^{−1}_J (_1 2 ) , z = z^′,

B = m_J ( −^1_2 ) H_{−1/2} ( −^1_2 ) [_{w−w}0 2 0 0^w 0_{−w2} ] H^{−1}_{−1/2} ( −^1_2 ) m^{−1}_J ( −^1_2 ) , w ≠ w^′, m_J ( −^1_2 ) H_{−1/2} ( −^1_2 ) [ 0 1 0 0 ] H^{−1}_{−1/2} ( −^1_2 ) m^{−1}_J ( −^1_2 ) , w = w^′, to funkciØ

M^′(ζ)M^{−1}(ζ) − A ζ −^1_2 + B ζ +^1_2 + 2m∑ j=1 C_j ζ − a_j (1.4.2)

ØvlØetsØ celoæ. V okrestnosti beskoneqnosti iz mX_{\J} = m_J m poluqaem

M^′M^{−1} = m^′_J m^{−1}_J + m_J m^′m^{−1}m^{−1}_J + m_J m(C^{−1})^′Cm^{−1}m^{−1}_J .

Nam izvestno, qto m ∼ I, m_J ∼ I, m^′_J m^{−1}_J = o(|ζ|^{−1}) (sm. predloßenie 1.4.2) i m^′m^{−1} = o(|ζ|^{−1}) (sleduet iz (1.2.8) i differencirovaniØ (1.2.9)). PrØmoe vyqislenie daet

(C^{−1})^′(ζ)C(ζ) = − z + z^′ + w + w^′ 2 σ_3ζ^{−1}.

Ots¸da poluqaem

M^′(ζ)M^{−1}(ζ) = − z + z^′ + w + w^′ 2 σ_3ζ^{−1} + o(|ζ^{−1}|).

Po teoreme LiuvillØ, vyraßenie (1.4.2) toßdestvenno ravno nul¸. UmnoßaØ ego na ζ i perehodØ k predelu ζ → ∞, imeem

A + B + 2m∑ j=1 C_j + z + z^′ + w + w^′ 2 σ_3 = 0.

Ostal~nye svoæstva A i B sledu¸t neposredstvanno iz ih opredeleniæ. �to zaverxaet dokazatel~stvo teoremy po modul¸ dokazatel~stva Lemmy 1.4.7.

Dokazatel~stvo lemmy 1.4.7. My privodim dokazatel~stvo dlØ neqetnyh j; dokazatel~stvo dlØ qetnyh j poluqaetsØ zamenoæ znaka u ζ. Niße my budem opuskat~ indeks “j” u a_j i C_j .

V okrestnosti toqki a matrica skaqka dlØ M imeet vid (Lemma 1.4.5)

(M_−(x))^{−1}M_+(x) = { C^o + 2πi f^o(g^o)^t, x < a, C^o, x > a, gde f^o = C_−f, g^o = C^{−t}_+ g — lokal~no postoØnnye vektory, i C^o = C_−C^{−1}_+ — lokal~no postoØnnaØ matrica. Zametim, qto ((C^o)^{−1}f^o)^tg^o = f^tg = 0.

Poloßim ~M(ζ) = { M(ζ), ℑζ > 0, M(ζ)C^o, ℑζ < 0. Togda

( ~M_−(x))^{−1} ~M_+(x) = { I + 2πi (C^o)^{−1}f^o(g^o)^t, x < a, I, x > a, i my vidim, qto

~M^o = exp ( 1 2πi ln(I + 2πi (C^o)^{−1}f^o(g^o)^t) ln(ζ − a) )

= exp((C^o)^{−1}f^o(g^o)^t ln(ζ − a)) = I + (C^o)^{−1}f^o(g^o)^t ln(ζ − a)

takße ØvlØetsØ rexeniem fftoæ lokal~noæ zadaqi Rimana–Gil~berta. (Zdes~ my pol~zuemsØ sootnoxeniem ( (C^o)^{−1}f^o(g^o)^t

)_2

= 0.) Sledovatel~no,

M^o(ζ) = { ~M^o(ζ), ℑζ > 0, ~M o(ζ)(Co)−1, ℑζ < 0, dostavlØet lokal~noe rexenie zadaqi Rimana–Gil~berta dlØ M vblizi ζ = a.

Poskol~ku M = m_J mC^{−1}, m i C^{−1} ograniqeny v okrestnosti a, i m_J lokal~- no kvadratiqno integriruema v okrestnosti a (predloßenie 1.4.1), my zakl¸- qaem, qto M kvadratiqno integriruema vblizi a. ˚sno, qto M^o toße kvadratiqno integriruema, i det M^o ≡ 1. Ots¸da H_a(ζ) ≡ M(ζ)(M^o (ζ))^{−1} kvadratiqno integriruema i ne imeet skaqka na R v okrestnosti a. Sledovatel~no, H_a(ζ) golomorfna vblizi a. Poskol~ku det M ≡ 1, H_a nevyroßdena. Poluqaem

M(ζ) = H_a(ζ)M^o(ζ). (1.4.3)

VyqislØØ M^′M^{−1} Øvno, my poluqaem trebuemoe utverßdenie s

h = H^′_aH^{−1}_a i C = H_a(a) (C^o)^{−1}f^og^o H^{−1}_a (a).

Poskol~ku (C^o)^{−1}f^og^o nil~potentna i ne ravna nul¸, ffto zaverxaet dokazatel~- stva lemmy 1.4.7 i teoremy 1.4.6. •

Zameqanie 1.4.8. PrimenØØ te ße rassußdeniØ, qto v dokazatel~stve teoremy 1.4.6 vyxe, nesloßno vyvesti uravnenie

(m(ζ)C^{−1}(ζ))^′ = ( A_0

ζ −^1_2 + B_0

ζ +^1_2 ) m(ζ)C^{−1}(ζ) s nekotorymi postoØnnymi matricami A_0, B_0. �ti matricy moßno vyqislit~ Øvno (v otliqie ot matric A, B, {C_j } v teoreme 1.4.6!). Poluqa¸waØsØ sistema differencial~nyh uravneniæ ffkvivalentna sootnoxeniØm (1.2.5), (1.2.6) i (1.2.7).

1.5. ObwaØ postanovka

Kak bylo otmeqeno ranee, rassußdeniØ, kotorye byli ispol~zovany pri dokazatel~stve teoremy 1.4.6, i kotorye budut ispol~zovany dalee dlØ poluqeniØ drugih rezul~tatov, mogut s tem ße uspehom primenØt~sØ k drugim Ødram (primery moßno naæti v §1.8). V fftom paragrafe my predstavim rezul~taty predyduwego paragrafa kak qast~ bolee obwego formalizma.

Pust~ K(x, y) — ffto gladkoe integriruemoe Ødro K(x, y) = ∑_N j=1 F_j (x)G_j (y) x − y , N∑ j=1 F_j (x)G_j (x) = 0,

opredelennoe na podmnoßestve X vewestvennoæ osi. My budem predpolagat~,

qto X est~ diz¨¸nktnoe ob¨edinenie koneqnogo qisla (vozmoßno, beskoneqnyh)

intervalov.

Pereqislim neobhodimye usloviØ na Ødro K.

(1) Pust~ dany funkcii {f_j , g_j }^N_{j=1} na X, dlØ kotoryh suwestvuet rexenie m zadaqi Rimana–Gil~berta (X, v) s matriceæ skaqka

v = I + 2πi fg^t = [δ_{kl} + 2πi f_k g_l]^N_{k,l=1},

takoe qto vypolneny sootnoxeniØ F = m_+f = m_−f, G = m^{−t}_+ g = m^{−t}_− g.

Togda N∑ j=1 f_j (x)g_j (x) = f^t(x)g(x) = (mf)^t(x)(m^{−t}g)(x) = F^t(x)G(x) = 0.

DlØ takih {f_j , g_j }^N_{j=1} Ødro L(x, y), zadannoe formuloæ L(x, y) = ∑_N j=1 f_j (x)g_j (y) x − y , formal~no udovletvorØet ravenstvu K = L(1+L)^{−1}, sm. predloßenie 1.A.2. Kak my videli v §1.3, moßet sluqit~sØ, qto rexenie m zadaqi Rimana–Gil~berta opredeleno, no integral~nyæ operator L v L^2(X, dx), svØzannyæ s Ødrom L(x, y), neograniqen. V takoæ situacii pridanie smysla vyraßeni¸ L(1 + L)^{−1} trebuet akkuratnosti.

Pust~ J — podmnoßestvo X, obrazovannoe ob¨edineniem koneqnogo qisla intervalov:

J = (a_1, a_2) ∪ · · · ∪ (a_{2m−1}, a_{2m}) ⊂ X, −∞ 6 a1 < a2 < · · · < a2m 6 +∞. Koncevye toqki {a_j } mnoßestva J mogut sovpadat~ s koncevymi toqkami mnoßestva X.

(2) Predpoloßim, qto Ødro K^J = K|_J opredelØet Ødernyæ operator v L^2(J, dx).

(3) Takße predpoloßim, qto operator 1 − K^J v L^2(J, dx) obratim.

Dalee,

(4) Predpoloßim, qto sußeniØ funkciæ F_j , G_j na J leßat v L^p(J, dx) ∩ L^∞(J, dx) dlØ nekotorogo p, 1 < p < ∞.

Togda soglasno predloßeni¸ 1.A.2 suwestvuet rexenie m_J normirovannoæ zadaqi Rimana–Gil~berta (J, v_J ) s v_J = I − 2πiF G^t, i Ødro operatora R^J =

K^J (1 − K^J )^{−1} imeet vid R^J (x, y) = ∑_N j=1 F_j (x)G_j (y) x − y , F = (m_J )_±F = (m_J )_±m_±f, G = (m^{−t}_J )_±G = (m^{−t}_J )_±m^{−t}_± g.

Poloßim mX_{\J} = m_J m. Kak i v §1.4, my vidim, qto mX_{\J} udovletvorØet zadaqe Rimana–Gil~berta (X \ J, v). Osnovnoe uslovie sostoit v tom, qto ffta zadaqa Rimana–Gil~berta svoditsØ k zadaqe s lokal~no postoØnnoæ matrice skaqka. �to uslovie moßno toqno sformulirovat~ sledu¸wim obrazom.

(5) Predpoloßim, qto suwestvuet matriqnoznaqnaØ golomorfnaØ funkciØ C :

C \ X → Mat(N, C ), takaØ qto

(a) C obratima;

(b) f^o = C_−f est~ kusoqno postoØnnaØ vektor-funkciØ na X;

(c) g^o = C^{−t}_+ g est~ kusoqno postoØnnaØ vektor-funkciØ na X;

(d) C^o = C_−C^{−1}_+ est~ obratimaØ kusoqno postoØnnaØ matriqnoznaqnaØ funk-

ciØ na X;

(e) (C^{−1})^′(ζ)C(ζ) = D ζ^{−1} + o(|ζ|^{−1}) pri ζ → ∞, gde D — postoØnnaØ matrica.

Obrazuem matricu M = mX_{\J} C^{−1} = m_J mC^{−1}. Iz usloviØ (5) sleduet, qto matrica skaqka dlØ M, kotoraØ ravna

V = M^{−1}_− M_+ = C^o + 2πif^o(g^o)^tχX_{\J}

(sr. s lemmoæ 1.4.5), ØvlØetsØ lokal~no postoØnnoæ.

Qtoby obespeqit~ suwestvovanie differencial~nogo uravneniØ dlØ M otnositel~no peremennoæ ζ, neobhodimo imet~ informaci¸ o lokal~nom povedenii M vblizi toqek razryva matricy skaqka V i v okrestnosti beskoneqnosti.

Qtoby sformulirovat~ uslovie na lokal~noe povedenie M, nam neobhodimo garantirovat~ suwestvovanie M^{−1}. Zametim, qto opredeliteli v i v_J toßdestvenno ravny edinice, potomu qto obe matricy v i v_J ravny ediniqnoæ matrice pl¸s nil~potentnaØ matrica. �to oznaqaet, qto skalØrnye funkcii det m i

det m_J ne ime¸t skaqka na X. Tak kak m i m_J stremØtsØ k I na beskoneqnosti, det m i det m_J shodØtsØ k 1 na beskoneqnosti. Po modul¸ nekotoryh tehniqeskih

usloviæ na det m i det m_J vblizi koncevyh toqek X i J (kotorye vsegda vypolnØ¸tsØ v priloßeniØh), iz teoremy LiuvillØ sleduet, qto det m = det m_J ≡ 1, i matricy m, m_J i M obratimy.

(6) Predpoloßim, qto M^′(ζ)M^{−1}(ζ) = O(|ζ − a|^{−1}) v l¸boæ koncevoæ toqke a mnoßestva X.

(7) Predpoloßim, qto m^′X_{\J} (ζ)m^{−1}X_{\J} (ζ) = o(|ζ|^{−1}) pri ζ → ∞ (napomnim, qto mX\J^{= m}J^m).

Pered tem, kak idti dal~xe, ob¨Øsnim, poqemu predpoloßeniØ (1)–(7) vypolnØ¸tsØ dlØ_2F_1-Ødra.

Uslovie (1) bylo provereno v predloßenii 1.3.2; (2) sleduet iz predloßeniæ 1.2.7 i 1.2.8; (3) sovpadaet so sledstviem 1.3.7 (zdes~ nam ponadobilis~ dopolnitel~nye ograniqeniØ na parametry z, z^′, w, w^′); (4) sleduet iz (1.2.8), (1.2.9); (5) sostoit iz oqevidnyh svoæstv matricy (1.3.3); (6) sleduet iz predloßeniæ 1.3.3 i 1.3.4; (7) est~ sledstvie (1.2.8), (1.2.9) i predloßeniØ 1.4.2.

Oboznaqim qerez {b_j }^n_{j=1} ⊂ C mnoßestvo vseh koneqnyh koncevyh toqek mnoßestv X i J.

Teorema 1.5.1. Pri vypolnenii usloviæ (1)–(7) vyxe, suwestvu¸t postoØnnye

matricy {B_j}^n_{j=1}, takie qto matrica M udovletvorØet sledu¸wemu obyknovennomu differencial~nomu uravneni¸:

M^′(ζ) = n∑ j=1 B_j ζ − b_j · M(ζ). (1.5.1)

Esli b_j ØvlØetsØ koncevoæ toqkoæ J, no ne ØvlØetsØ koncevoæ toqkoæ X, to sootvetstvu¸waØ matrica B_j nil~potentna i ne ravna nul¸. Bolee togo, ∑_n j=1 B_j = D, gde postoØnnaØ matrica D opredelena v (5e).

Dokazatel~stvo. Budem sledovat~ dokazatel~stvu teoremy 1.4.6. Poskol~ku M imeet postoØnnu¸ matricu skaqka, matrica M^′M^{−1} ne imeet skaqka na X. Esli

b_j ØvlØetsØ koncevoæ toqkoæ X, to, soglasno (6), b_j est~ libo toqka regulØrno-

sti, libo pol¸s M^′M^{−1}. Esli b_j est~ koncevaØ toqka J, no ne koncevaØ toqka

X, to dokazatel~stvo lemmy 1.4.7 (kotoroe doslovno povtorØetsØ v obweæ situ-

acii) pokazyvaet, qto v okrestnosti b_j

M^′(ζ)M^{−1}(ζ) = B_j ζ − b_j + lokal~no golomorfnaØ funkciØ

s nil~potentnoæ postoØnnoæ matriceæ B_j . Takim obrazom,

M^′(ζ)M^{−1}(ζ) − n∑ j=1 B_j ζ − b_j (1.5.2)

est~ celaØ funkciØ dlØ nekotoryh (postoØnnyh) matric {B_j}^n_{j=1}.

V okrestnosti ζ = ∞,

M^′M^{−1} = m^′X_{\J} m^{−1}X_{\J} + mX_{\J} (C^{−1})^′Cm^{−1}X_{\J} = D ζ^{−1} + o(|ζ|^{−1}),

qto sleduet iz (5e) i (7). Sledovatel~no, po teoreme LiuvillØ, funkciØ (1.5.2) toßdestvenno ravna nul¸. VyqislØØ qleny porØdka ζ^{−1} v beskoneqnosti, my poluqaem ∑_n j=1 B_j = D. •

Zameqanie 1.5.2. PrimenØØ analogiqnye rassußdeniØ i zamenØØ uslovie (7) ocenkoæ m^′m^{−1} = o(|ζ|^{−1}) pri ζ → ∞, nesloßno pokazat~, qto

(m(ζ)C^{−1}(ζ))^′ = l∑ j=1 B^0_J ζ − b^0_j · m(ζ)C^{−1}(ζ), gde {b^0_j }^l_{j=1} — koncevye toqki X, a {B^0_j } — nekotorye postoØnnye matricy, sr. zameqanie 1.4.8.

Esli razrexit~ differencial~nomu uravneni¸ imet~ neregulØrnu¸ osobu¸ toqku v beskoneqnosti, to uslovie (5e) na matricu C moßno oslabit~. Vvedem uslovie

(5e’) (C^{−1})^′(ζ)C(ζ) = D + o(1) pri ζ → ∞, gde D — postoØnnaØ matrica.

Uslovie (7) toße moßet byt~ oslableno do

(7’) Predpoloßim, qto m^′X_{\J} (ζ)m^{−1}X_{\J} (ζ) = o(1) pri ζ → ∞.

Sledu¸wee utverßdenie dokazyvaetsØ tem ße sposobom, qto i teorema 1.5.1.

Teorema 1.5.3. Pri vypolnenii usloviæ (1)–(4), (5a–d), (5e^′), (6), (7^′) vyxe su-

westvu¸t postoØnnye matricy {B_j }^n_{j=1}, takie qto matrica M udovletvorØet sledu¸wemu differencial~nomu uravneni¸:

M^′(ζ) = n∑ j=1 B_j ζ − b_j + D M(ζ). (1.5.3)

Esli b_j ØvlØetsØ koncevoæ toqkoæ J, no ne ØvlØetsØ koncevoæ toqkoæ X, to sootvetstvu¸waØ matrica B_j nil~potentna i ne ravna nul¸.

Zameqanie 1.5.4. PovtorimsØ ewe raz: esli m^′m^{−1} → 0 pri ζ → ∞, to

(m(ζ)C^{−1}(ζ))^′ = l∑ j=1 B^0_J ζ − b^0_j + D m(ζ)C^{−1}(ζ), gde {b^0_j }^l_{j=1} — koncevye toqki X, a {B^0_j } — nekotorye postoØnnye matricy, sr. zameqaniØ 1.4.8, 1.5.2.

1.6. Izomonodromnye deformacii. τ -FunkciØ Mivy–Dßimby–Ueno

Pust~ M(ζ) — matriqnoznaqnaØ funkciØ na kompleksnoæ ploskosti s koordinatoæ ζ, udovletvorØ¸waØ differencial~nomu uravneni¸ M^′(ζ) = B(ζ)M(ζ) s racional~noæ matriceæ B(ζ).

Zafiksiruem fundamental~noe rexenie M fftogo uravneniØ. Voobwe govorØ, funkciØ M(ζ) mnogoznaqna. Esli oboznaqit~ qerez {b_1, . . . , b_n} pol¸sy B, to {b_1, . . . , b_n, ∞} — toqki vetvleniØ M. Kogda my analitiqeski prodolßaem M vdol~ zamknutogo puti γ, ne prohodØwego qerez toqki vetvleniØ, vektor-stolbcy M prevrawa¸tsØ v nekotorye lineænye kombinacii stolbcov ishodnoæ matricy: M(ζ) → M(ζ)X_γ . Zdes~ X_γ — postoØnnaØ obratimaØ matrica, zavisØwaØ ot gomotopiqeskogo klassa [γ] krivoæ γ. Takim obrazom, matricy X_γ dostavlØ¸t “monodromnoe predstavlenie” fundamental~noæ gruppy C \ {b_1, . . . , b_n}: X : π_1(C \ {b_1, . . . , b_n}) → GL(N, C ), [γ] → X_γ . Budem teper~ rassmatrivat~ poloßeniØ pol¸sov {b_1, . . . , b_n} kak peremennye. Moßet tak sluqit~sØ, qto pri nebol~xom izmenenii fftih pol¸sov i podhodØwem izmenenii racional~noæ matricy B(ζ) my ne izmenim monodromnoe predstavlenie. V takom sluqae my govorim ob izomonodromnoæ deformacii ishodnogo differencial~nogo uravneniØ.

ObwaØ informaciØ ob izomonodromnyh deformaciØh moßet byt~ naædena v [65], [67].

Bez poteri obwnosti my moßem predpoloßit~, qto, v oboznaqeniØh §1.5, pervye k 6 n toqek {b_1, . . . , b_k} mnoßestva {b_j }^n_{j=1} sut~ v toqnosti te koncevye toqki mnoßestva J, kotorye ne ØvlØ¸tsØ koncevymi toqkami mnoßestva X. ˚sno, qto {b_j }^k_{j=1} ⊂ {a_j }^{2m}_{j=1}.

Sledu¸wee utverßdenie poqti oqevidno.

Predloßenie 1.6.1. V predpoloßeniØh teoremy 1.5.1 (ili teoremy 1.5.3), su-

westvuet ϵ > 0, takoe qto peremewenie toqek b_1, . . . , b_k v ih ϵ-okrestnostØh vnu-

tri R dostavlØet izomonodromnu¸ deformaci¸ uravneniØ (1.5.1) (ili, sootvet-

stvenno, uravneniØ (1.5.3)).

Otmetim, qto matricy {B_j }^n_{j=1} teper~ ØvlØ¸tsØ funkciØmi ot b_1, . . . , b_k.

Dokazatel~stvo. Vyberem ϵ > 0 tak, qto toqki b1, . . . , bk ne mogut stolknut~- sØ drug i s drugom ili s drugimi koncevymi toqkami b_{k+1}, . . . , b_n. Poskol~ku matrica M = m_J mC^{−1} imeet nenulevoæ opredelitel~, fftu matricu moßno rassmatrivat~ kak fundamental~noe rexenie uravneniØ (1.5.1). MonodromiØ fftogo rexeniØ, kogda my idem vdol~ l¸boæ zamknutoæ krivoæ, kotoraØ ne prohodit qerez osobye toqki, ravna proizvedeni¸ znaqeniæ matricy skaqka V i obratnyh k nim v toqkah, gde krivaØ peresekaet X. Poskol~ku V ne zavisit ot b_1, . . . , b_k, predloßenie dokazano. •

V 1912 godu Xlezinger obnarußil, qto esli matrica B(ζ) imeet prostye pol¸sy, to deformaciØ b_j -yh sohranØet monodromi¸ togda i tolko togda, kogda vyqety {B_j } funkcii B v osobyh toqkah, kak funkcii b_j -yh, udovletvorØ¸t nekotoroæ sisteme uravneniæ s qastnymi proizvodnymi. �ti uravneniØ nazyva- ¸tsØ uravneniØmi Xlezingera. Analogi uravneniæ Xlezingera v sluqae, kogda B imeet pol¸sy bolee vysokih porØdkov, byli poluqeny v [67].

V dal~neæxem my budem rassmatrivat~ uravneniØ Xlezingera, voznika¸- wie iz izomonodromnoæ deformacii, opisannoæ v predloßenii 1.6.1. Poskol~- ku naxa situaciØ bolee prosta, qem obwiæ sluqaæ, rassmotrennyæ v [67], my privedem vyvod teh uravneniæ, kotorye nam ponadobØtsØ, vmesto togo, qtoby ssylat~sØ na obwu¸ teori¸.

Predloßenie 1.6.2 (uravneniØ Xlezingera). (i) Matricy {Bj }^n_{j=1} iz (1.5.1),

kak funkcii peremennyh b_1, . . . , b_k, udovletvorØ¸t uravneniØm ∂B_l ∂b_j = [B_j, B_l] b_j − b_l , ∂B_j ∂b_j = ∑ 16l6n_{l≠j} [B_j , B_l] b_l − b_j , (1.6.1) gde j = 1, . . . , k, l = 1, . . . , n. (ii) Matricy {B_j }^n_{j=1} iz (1.5.3), kak funkcii peremennyh b_1, . . . , b_k, udovletvorØ¸t uravneniØm ∂B_l ∂b_j = [B_j , B_l] b_j − b_l , ∂B_j ∂b_j = ∑ 16l6n_{l≠j} [B_j, B_l] b_l − b_j − [B_j , D] , (1.6.2)

gde j = 1, . . . , k, l = 1, . . . , n. Nabrosok dokazatel~stva. Poskol~ku M udovletvorØet zadaqe Rimana–Gil~- berta s kusoqno postoØnnoæ matriceæ skaqka V , proizvodnaØ M_{bj} =^{∂M}_{∂bj} udovletvorØet tomu ße uslovi¸ skaqka dlØ l¸bogo j = 1, . . . , k. Sledovatel~no, matrica M_{bj} M^{−1} ne imeet skaqka na X. Takim obrazom, ona golomorfna v C \{b_j }. Kak bylo pokazano v dokazatel~stve lemmy 1.4.7, lokal~no vblizi ζ = b_j my imeem

M(ζ) = H(ζ) exp((C^o)^{−1}f^o(g^o)^t ln(ζ − b_j )) = H(ζ) ( I + (C^o)^{−1}f^o(g^o)^t ln(ζ − b_j ) ) , gde funkciØ H golomorfna. Dopolnitel~nye rassußdeniØ pokazyva¸t, qto H differenciruema po b_j , i, differenciruØ po b_j , my poluqaem

M_{bj} (ζ)M^{−1}(ζ) = −

H(b_j ) (C^o)^{−1}f^og^o H^{−1}(b_j ) ζ − b_j + O(1) = − B_j z − b_j + O(1).

Poskol~ku M ∼ I pri ζ = ∞, moßno pokazat~, qto M_{bj} M^{−1} → 0 pri ζ → ∞. Po teoreme LiuvillØ, M_{bj} M^{−1} + B_j/(z − b_j ) ≡ 0, i M_{bj} = − B_j ζ − b_j M. (1.6.3)

Lineænye uravneniØ (1.5.1) i (1.6.3) obrazu¸t paru Laksa dlØ (1.6.1).

DifferenciruØ (1.5.1) po peremennoæ b_j , (1.6.3) — po peremennoæ ζ, vyqitaØ rezul~taty, i umnoßaØ raznost~ na M^{−1} sprava, my poluqaem n∑ l=1 ∂B_l ∂b_j 1 ζ − b_l = 1 ζ − b_j ∑ 16l6n_{l≠j} [B_l, B_j ] ζ − b_l .

Ravenstvo vyqetov v toqkah {b_l}^n_{l=1} obeih qasteæ ravenstva daet (1.6.1). UravneniØ (1.6.2) dokazyva¸tsØ v toqnosti tak ße. • Sledstvie 1.6.3. V oboznaqeniØh teoremy 1.4.6, ∂A ∂a_j = [C_j , A] a_j −^1_2 , ∂B ∂a_j = [C_j , B] a_j +^1_2

, (1.6.4) ∂C_l ∂a_j = [C_j , C_l] a_j − a_l , ∂C_j ∂a_j = − [C_j, A] a_j −^1_2 − [C_j , B] a_j +^1_2 − ∑ 16l62m_{l≠j} [C_j , C_l] a_j − a_l . (1.6.5)

Zdes~ j, l = 1, 2, . . . , 2m, i esli a_1 = −∞ ili a_{2m} = +∞, to sootvetstvu¸wie qleny uravneniæ otsutstvu¸t.

Dokazatel~stvo. PrØmoe primenenie predloßeniØ 1.6.2. •

Izvestno, qto vsØkomu rexeni¸ uravneniæ Xlezingera otveqaet zameqatel~naØ zamknutaØ 1-forma ω, sm. [99], [67]. DlØ uravneniæ (6.1) forma ω imeet vid: ω = k∑ j=1 ∑ 16l6n_{l≠j} Tr(B_j B_l) b_j − b_l db_j , (1.6.6)

togda kak dlØ uravneniæ (1.6.2) vid formy neskol~ko drugoæ:

ω = k∑ j=1 ∑ 16l6n_{l≠j} Tr(B_j B_l) b_j − b_l + Tr(B_j D)

db^j . (1.6.7)

Opredelenie 1.6.4 [67]. FunkciØ τ = τ (b1, . . . , bk) nazyvaetsØ τ -funkcieæ siste-

my uravneniæ Xlezingera (1.6.1) (ili (1.6.2)), esli

d ln τ = ω

gde ω daetsØ formuloæ (1.6.6) (ili (1.6.7), sootvetstvenno ).

�to opredelenie perenositsØ na sluqaæ proizvol~noæ racional~noæ matricy B(ζ), sm. [67].

Poskol~ku dω = 0, τ -funkciØ korrektno opredelena po kraæneæ mere lokal~no. ˚sno, qto τ -funkciØ edinstvenna s toqnost~¸ do mul~tiplikativnoæ konstanty.

Sledu¸wee utverßdenie ØvlØetsØ sledstviem znaqitel~no bolee obwih teorem, dokazannyh v [82] i [78].

Svoæstvo Penleve. L¸boe rexenie {Bj }^n_{j=1} uravneniæ Xlezingera (1.6.1) ili (1.6.2) sostoit iz analitiqeskih funkciæ peremennyh (b_1, . . . , b_k), kotorye krome fiksirovannyh osobennosteæ b_j = b_l dlØ j ≠ l mogut imet~ lix~ pol¸sy.

Sootvetstvu¸waØ τ -funkciØ golomorfna vs¸du na universal~nom nakryva¸- wem mnogoobrazii oblasti C^k \ {(b1, . . . , bk) | bj = bl for some j ≠ l, j = 1, . . . , k, l = 1, . . . , n}. VernemsØ k obwemu formalizmu §1.5. Sledu¸wee utverßdenie sostavlØet osnovnoæ rezul~tat fftogo paragrafa.

Teorema 1.6.5. V predpoloßeniØh teoremy 1.5.1 (ili teoremy 1.5.3 ), opredeli-

tel~ Fredgol~ma det(1 − K^J ) ØvlØetsØ τ -funkcieæ sistemy uravneniæ Xlezingera (1.6.1) (ili (1.6.2), sootvetstvenno ).

Dokazatel~stvo. My dadim dokazatel~stvo v predpoloßeniØh teoremy 1.5.1, sluqaæ teoremy 1.5.3 rassmatrivaetsØ analogiqno.

Preßde vsego, soglasno uslovi¸ (2) iz §1.5, operator K^J ØvlØetsØ Ødernym. Sledovatel~no, det(1−K^J ) korrektno opredelen. Zametim, qto (1−K^J ) obratim po uslovi¸ (3). Horoxo izvestnaØ formula iz funkcional~nogo analiza daet

∂ ln det(1 − K^J ) ∂b_j = ±R^J (b_j , b_j ), j = 1, . . . , k, gde R^J = K^J (1−K^J )^{−1}, znak “+” vybiraetsØ, esli b_j — levaØ koncevaØ toqka J, i znak “−” — esli ffto pravaØ koncevaØ toqka J. Takim obrazom, qtoby proverit~ ravenstvo d ln det(1 − K^J ) = ω, neobhodimo dokazat~, qto

R^J (b_j , b_j ) = ∑ 16l6n_{l≠j} Tr(B_j B_l) b_j − b_l , j = 1, . . . , k. (1.6.8)

My dadim dokazatel~stvo v sluqae, kogda b_j — ffto levaØ koncevaØ toqka odnogo iz intervalov v J. Dokazatel~stvo v sluqae pravoæ koncevoæ toqki poluqaetsØ zamenoæ znaka u peremennoæ ζ.

Imeem R^J (b_j , b_j ) = lim_{x,y→bj} G^t(y)F(x) x − y = lim_{x,y→bj} ((m^{−t}X_{\J} )_+g(y))^t(mX_{\J} )_−(x)f(x) x − y = lim_{x,y→bj} ((M_+C_+)^{−t}g(y))^tM_−C_−f(x) x − y = lim_{x,y→bj} (g^o)^tM^{−1}_+ (y)M_−(x)f^o x − y = (g^o)^t(M^{−1}_+ M^′_−)(b_j )f^o.

Lokal~noe predstavlenie (1.4.3) matricy M(ζ) v okrestnosti toqki ζ = b_j daet M(ζ) = { H_{bj} (ζ) exp ( (C^o)^{−1}f^o(g^o)^t ln(ζ − b_j ) ) , ℑζ > 0, H_{bj} (ζ) exp ( (C^o)^{−1}f^o(g^o)^t ln(ζ − b_j ) ) (C^o)^{−1}, ℑζ < 0.

Ots¸da, dlØ x ∈ X v okrestnosti b_j ,

M^{−1}_+ = exp ( −(C^o)^{−1}f^o(g^o)^t ln(x − b_j ) ) H^{−1}_{bj} , M^′_− = H^′_{bj} exp ( (C^o)^{−1}f^o(g^o)^t ln(x − b_j ) ) (C^o)^{−1} +H_{bj} (C^o)^{−1}f^o(g^o)^t x − b_j exp ( (C^o)^{−1}f^o(g^o)^t ln(x − b_j ) ) (C^o)^{−1},

M^{−1}_+ M^′_− =

(C^o)^{−1}f^o(g^o)^t(C^o)^{−1} x − b_j + exp ( −(C^o)^{−1}f^o(g^o)^t ln(x − b_j ) ) H^{−1}_{bj} H^′_{bj} exp ( (C^o)^{−1}f^o(g^o)^t ln(x − b_j ) ) (C^o)^{−1}

gde H_{bj} golomorfna v okrestnosti b_j , i det H_{bj} (b_j ) ≠ 0.

Poskol~ku (g^o)^t(C^o)^{−1}f^o = ((C^o)^{−1}f^o)^tg^o = 0, poluqaem

(g^o)^t

(C^o)^{−1}f^o(g^o)^t(C^o)^{−1} x − b_j = 0,

(g^o)^t exp ( −(C^o)^{−1}f^o(g^o)^t ln(x − b_j ) ) = (g^o)^t, exp ( (C^o)^{−1}f^o(g^o)^t ln(x − b_j ) ) (C^o)^{−1}f^o = (C^o)^{−1}f^o.

Sledovatel~no,

R(b_j , b_j ) = (g^o)^t(M^{−1}_+ M^′_−)(b_j )f^o = (g^o)^t(H^{−1}_{bj} H^′_{bj} )(b_j )(C^o)^{−1}f^o. (6.9)

S drugoæ storony, vyqislim pravu¸ qast~ (1.6.8) qerez C^o, f^o, g^o i H_{bj} . Lokal~no vblizi b_j my imeem

M^′(ζ)M^{−1}(ζ) = H^′_{bj} (ζ)H^{−1}_{bj} (ζ) +

H_{bj} (ζ)(C^o)^{−1}f^o(g^o)^tH^{−1}_{bj} (ζ) ζ − b_j . SravnivaØ s (1.5.1), my zakl¸qaem, qto

B_j = H_{bj} (b_j )(C^o)^{−1}f^o(g^o)^tH^{−1}_{bj} (b_j ) i ∑ 16l6n_{l≠j} B_l b_j − b_l = H^′_{bj} (b_j )H^{−1}_{bj} (b_j ) + H^′_{bj} (b_j )(C^o)^{−1}f^o(g^o)^tH^{−1}_{bj} (b_j )

−H_{bj} (b_j )(C^o)^{−1}f^o(g^o)^tH^{−1}_{bj} (b_j )H^′_{bj} (b_j )H^{−1}_{bj} (b_j ).

PeremnoßaØ ffti dva sootnoxeniØ i vyqislØØ sled obeih qasteæ, a takße pol~zuØs~ ravenstvom (g^o)^t(C^o)^{−1}f^o = 0, poluqaem

Tr(H^′_{bj} (b_j )(C^o)^{−1}f^o(g^o)^tH^{−1}_{bj} (b_j )) = ∑ 16l6n_{l≠j} Tr B_lB_j b_j − b_l .

No levaØ qat~ fftogo sootnoxeniØ ravna pravoæ qasti (1.6.9). �to zaverxaet dokazatel~stvo formuly (1.6.8). •

Sledstvie 6.6. Pust~ K — ffto nepreryvnoe 2F1-Ødro iz §1.2, i predpoloßim, qto z + z^′ + w + w^′ > 0, |z + z^′| < 1, |w + w^′| < 1. Togda, v oboznaqeniØh teoremy 1.4.6, det(1 − K^J ) est~ τ -funkciØ uravneniæ Xlezingera (1.6.4), (1.6.5), gde matricy A, B, {C_j }^{2m}_{j=1} udovletvorØ¸t usloviØm, sformulirovannym v teoreme 1.4.6.

Dokazatel~stvo. PrØmoe primenenie teoremy 1.6.5. •

Otmetim, qto ograniqeniØ na parametry z, z^′, w, w^′ proishodØt iz sledstviØ 1.3.7 (sm. takße zameqanie 1.3.8). 1.7. Penleve VI V fftom paragrafe my podrobno rassmatrivaem sluqaæ_2F_1-Ødra na intervale J = (s, +∞) pri s >^1_2 . My pokaßem, qto opredelitel~ Fredgol~ma

det(1 − K_s) = det(1 − K|_{(s,+∞)}) vyraßaetsØ qerez rexenie xestogo uravneniØ

Penleve. PoØvlenie uravneniØ PVI (sokrawenie dlØ Penleve VI) sleduet oßidat~, soglasno obwim rezul~tatam [67]; toqnyæ ße vid fftogo uravneniØ zaranee neizvesten i trebuet izrØdnyh vyqisleniæ, kotorye i budut prodemonstrirovany.

Naxeæ cel~¸ ØvlØetsØ dokazatel~stvo sledu¸wego utverßdeniØ. Teorema 1.7.1. Oboznaqim qerez Ks sußenie nepreryvnogo 2F1-Ødra na interval

(s, +∞), s >^1_2 . Predpoloßim, qto S = z + z^′ + w + w^′ > 0, |z + z^′| < 1, |w + w^′| < 1. Togda funkciØ σ(s) = ( s −^1_2 ) ( s +^1_2

) d ln det(1 − K_s) ds − ν^2_1 s + ν_3ν_4 2 udovletvorØet differencial~nomu uravneni¸ −σ^′ (( s −^1_2 ) ( s +^1_2 ) σ^{′′} )_2

= (2 (sσ^′ − σ) σ^′ − ν_1ν_2ν_3ν_4)^2 −(σ^′ + ν^2_1 )(σ^′ + ν^2_2 )(σ^′ + ν^2_3 )(σ^′ + ν^2_4 ),

(1.7.1) gde ν_1 = ν_2 = z + z^′ + w + w^′ 2 , ν_3 = z − z^′ + w − w^′ 2 , ν_4 = z − z^′ − w + w^′ 2 . ZameqaniØ 1.7.2. 1. Uravnenie (1.7.1) ØvlØetsØ tak nazyvaemoæ σ-versieæ uravneniØ Penleve VI, sm. [68, Appendix C]. Ono legko svoditsØ k standartnoæ forme Penleve VI, sm. [68], [79]. 2. Pri s → +∞,

d ln det(1 − K_s) ds ∼ K(s, s) = ψ_{out}(s)(R^′_{out}(s)S_{out}(s) − S^′_{out}(s)R_{out}(s)). (1.7.2)

Ostatoqnyæ qlen v fftom asimptotiqeskom sootnoxenii imeet porØdok ∫_{+∞} s K(s, y)K(y, s)dy. Ispol~zuØ glavnye asimptotiqeskie qleny

ψ_{out}(s) ∼ sin πz sin πz^′

π^2 s^−S, R_{out}(s) ∼ 1, S_{out}(s) ∼ const s^{−1},

my vidim, qto K(s, s) = O(s^−S^{−2}), i ∫_{+∞} s K(s, y)K(y, s)dy = O(s^{−2}S^{−3}). Sledova-

tel~no,

σ(s) = −ν^2_1s + ν_3ν_4 2 + sin πz sin πz^′ π^2 s^{−2ν1} + o(s^{−2ν1} ).

�to razloßenie opredelØet σ(s) odnoznaqno sredi rexeniæ uravneniØ (1.7.1) soglasno rezul~tatu, dokazannomu v [43].

3. UsloviØ S > 0, |z + z^′| < 1 i |w + w^′| < 1 vzØty iz sledstviØ 1.3.7. Skoree vsego, v sledstvii 1.3.7, a znaqit i v teoreme 1.7.1, ot nih moßno izbavit~sØ, sm. zameqanie 1.3.8. Drugoæ sposob ubrat~ ffti ograniqeniØ iz teoremy 1.7.1 sostoit v dokazatel~stve togo, qto opredelitel~ Fredgol~ma det(1 − K_s) i ego proizvodnye po s, kotorye korrektno opredeleny dlØ vseh dopustimyh znaqeniæ parametrov (sm. konec §1.2), ØvlØ¸tsØ vewestvenno-analitiqeskimi funkciØmi parametrov. Togda rezul~tat budet sledovat~ iz analitiqeskogo prodolßeniØ. 4. Uravnenie (1.7.1) zavisit tol~ko ot treh nezavisimyh parametrov: sdvigi z → z + α, z^′ → z^′ + α, w → w − α, w → w^′ − α ne menØ¸t znaqeniØ ν_1, . . . , ν_4. Tem ne menee, rexenie uravneniØ (1.7.1), kotoroe nas interesuet, netrivial~no zavisit ot vseh qetyreh parametrov, qto vidno iz asimptotiqeskogo razloßeniØ vyxe.

5. Dokazatel~stvo teoremy 1.7.1 sleduet vyvodu uravneniØ Penleve VI iz uravneniæ Xlezingera, privedennomu v [68, Appendix C], sm. takße [79] dlØ bolee podrobnogo opisaniØ.

Dokazatel~stvo teoremy 1.7.1. Soglasno teoreme 1.4.6, matrica M udovletvorØet differencial~nomu uravneni¸ d dζ M(ζ) = ( A ζ −^1_2 + B ζ +^1_2 + C ζ − s ) M(ζ) s nekotorymi postoØnnymi matricami A, B i C, takimi qto

Tr A = Tr B = Tr C = 0,

det A = − ( z − z^′ 2 )_2

, det B = − ( w − w^′ 2 )_2 , det C = 0, i A + B + C = − S 2 σ_3, σ_3 = [ 1 0 0 −1 ] . Sledstvie 1.6.3 utverßdaet, qto matricy A, B, C udovletvorØ¸t uravneni- Øm Xlezingera ∂A ∂s = [C, A] s −^1_2 , ∂B ∂s = [C, B] s +^1_2

, (1.7.3) ∂C ∂s = − [C, A] s −^1_2 − [C, B] s +^1_2

. (1.7.4)

Vvedem oboznaqeniØ

θ_A = z − z^′ 2 , θ_B = w − w^′ 2 . Poloßim

σ̂(s) = ( s −^1_2 ) ( s +^1_2

) d ln det(1 − K_s) ds = σ(s) + S 2 4 s − θ^2_A − θ^2_B 2 . Lemma 1.7.3. σ̂(s) = Tr^{[((}s +^1_2^) A +^(s −^1_2^) B^) C^] .

Dokazatel~stvo. Sleduet iz (1.6.6), opredeleniØ 1.6.4 i sledstviØ 1.6.6. •

Zapixem matricy A i C v vide A = [ z_A x_A y_A −z_A ] , C = [ z_C x_C y_C −z_C ] (1.7.5) s x_Ay_A = − det A − z^2_A = θ^2_A − z^2_A, x_Cy_C = − det C − z^2_C = −z^2_C. (1.7.6)

Lemma 1.7.4. σ̂^′ = −SzC.

Dokazatel~stvo. Iz lemmy 1.7.3 sleduet

σ̂^′(s) = Tr((A + B)C) + ( s +^1_2 ) Tr(A^′C) + ( s −^1_2 ) Tr(B^′C) + Tr [(( s +^1_2 ) A + ( s −^1_2 ) B ) C^′ ] . Iz uravneniæ Xlezingera (1.7.3), (1.7.4) sleduet, qto poslednie tri qlena obrawa¸tsØ v nul~ vvidu toßdestva Tr([X, Y ]X) = 0. Dalee, poskol~ku

A + B = − S_2 σ_3 − C i C^2 = 0, my imeem

σ̂^′(s) = Tr (( − S_{2 σ3 − C}^)_C^)_{= −} S_{2 Tr(σ3C) = −}S_{zC. •}

Lemma 1.7.5. ( s −^1_2 ) ( s +^1_2 ) σ̂^{′′}(s) = − S 2 Tr(σ_3[A, C]) = S(x_C y_A − x_Ay_C).

Dokazatel~stvo. DifferenciruØ ravenstvo σ̂^′(s) = − S_2 Tr(σ3C) i pol~zuØs~ uravneniem (1.7.4), my poluqaem ( s −^1_2 ) ( s +^1_2 ) σ̂^{′′}(s) = − S 2 Tr ( σ_3 [( s +^1_2 ) A + ( s −^1_2 ) B, C ]) . PodstavlØØ B = − S_2 σ_3 −A−C i uprowaØ, my poluqaem pervoe ravenstvo. Vtoroe ravenstvo sleduet iz Øvnoæ formy matric A i C, sm. (1.7.5). •

Lemma 1.7.6. (s −^1_2 )σ̂^′(s) − σ̂(s) = − Tr(AC) = −(xAyC + xC yA + 2zAzC).

Dokazatel~stvo. Imeem ( s −^1_2 ) σ̂^′(s) − σ̂(s) = − S 2 ( s −^1_2 ) Tr(σ_3C) − Tr [(( s +^1_2 ) A + ( s −^1_2 ) B ) C ] = − S_2 (_{s − 12} )_{Tr(σ3C) − Tr}^{[(}(_{s + 12} )_{A +} (_{s − 12} )^(_− S_{2 σ3 − A − C}^{))}_C^] = − Tr(AC), gde my vospol~zovalis~ lemmami 1.7.3, 1.7.4 i sootnoxeniØmi B = − S2 σ_3 −A−C

i C^2 = 0. Vtoroe ravenstvo sleduet iz (1.7.5). •

Lemma 1.7.7. (s +^1_2 )σ̂^′(s) − σ̂(s) = SzA + θ^2_A − θ^2_B + S^2/4.

Dokazatel~stvo. Imeem

− Tr(AC) = Tr ( A (S_{2 σ3 + B + A}^{))} = 1 2 ( Tr(A + B)^2 + Tr A^2 − Tr B^2 ) + S_{2 Tr(Aσ3)} = 1 2 ( Tr ( S_{2 σ3 + C}^{)2}_{+ Tr A2 − Tr B2}^)_+ S_{zA}

= SzA + SzC + θ^2_A − θ^2_B + S^2/4,

gde my vospol~zovalis~ ravenstvami

Tr A^2 = 2θ^2_A, Tr B^2 = 2θ^2_B, C^2 = 0, Tr σ^2_3 = 2.

Lemmy 1.7.4 i 1.7.6 zaverxa¸t dokazatel~stvo. •

Teper~ my vospol~zuemsØ sledu¸wim tr¸kom, qtoby vyvesti differencial~noe uravnenie na σ. �tot tr¸k moßno naæti v [68], gde avtory da¸t dal~- neæxu¸ ssylku na [88].

Iz lemm 1.7.5 i 1.7.6 my znaem, qto

x_C y_A − x_Ay_C = 1 S^{(s − 12 ) (s + 12 ) σ̂′′(s),} −(x_Ay_C + x_Cy_A) = ( s −^1_2 ) σ̂^′(s) − σ̂(s) + 2z_Az_C.

VozvodØ ffti uravneniØ v kvadrat i vyqitaØ pervoe iz vtorogo, my poluqaem

4x_Ax_C y_Ay_C = (( s −^1_2 ) σ̂^′(s) − σ̂(s) + 2z_Az_C

)_2 − 1 S^{2 ((s − 12 ) (s + 12 ) σ̂′′(s))2 .} Iz sootnoxeniØ (1.7.6) sleduet, qto x_Ax_Cy_Ay_C = (z^2_A − θ^2_A)z^2_C . �to daet

4(z^2_A − θ^2_A)z^2_C = (( s −^1_2 ) σ̂^′(s) − σ̂(s) + 2z_Az_C

)_2 − 1 S^{2 ((s − 12 ) (s + 12 ) σ̂′′(s))2 .} (1.7.7)

Dalee, lemmy 1.7.4 i 1.7.7 da¸t vyraßeniØ dlØ z_C i z_A qerez σ̂(s). A imenno,

z_C = − σ̂^′(s)

S^{, zA = 1}S ( ( s +^1_2 ) σ̂^′(s) − σ̂(s) − θ^2_A + θ^2_B − S 2 4 ) . PodstavlØØ ffti vyraßeniØ v (1.7.7), my moßem poluqit~ differencial~noe uravnenie na σ̂. No my takße moßem vse perepisat~ v terminah σ(s). Imeem σ̂^{′′}(s) = σ^{′′}(s), ( s −^1_2 ) σ̂^′(s) − σ̂(s) = ( s −^1_2 ) σ^′(s) − σ(s) + θ^2_A − θ^2_B 2 − S^2_{8 ,}

z_C = − 1 S ( σ^′(s) + S 2 4 ) , z_A = 1 S ( ( s +^1_2 ) σ^′(s) − σ(s) − θ^2_A − θ^2_B 2 − S^2_8^)_.

PodstavlØØ v (1.7.7), poluqaem − 1 S^{2 ((s − 12 ) (s + 12 ) σ′′(s))2} = 4 S^2 ( 1 S^2 ( ( s +^1_2 ) σ^′(s) − σ(s) − θ^2_A − θ^2_B 2 − S^2_8^{)2}_{− θ2A}^{) (}_{σ′(s) +} S^2_4^{)2} − ( ( s −^1_2 ) σ^′(s) − σ(s) + θ^2_A − θ^2_B 2 − S^2_8 − 2 S^2 ( ( s +^1_2 ) σ^′(s) − σ(s) − θ^2_A − θ^2_B 2 − S^2_8^{) (}_{σ′(s) +} S^2_4^{))2}_.

Qisto algebraiqeskie manipulØcii pokazyva¸t, qto ffto uravnenie, posle domnoßeniØ na S^2σ^′(s), prevrawaetsØ v uravnenie (1.7.1). V fftih oboznaqeniØh

ν_1 = ν_2 = S 2 , ν_3 = θ_A + θ_B, ν_4 = θ_A − θ_B. •

1.8. Drugie Ødra

1.8.1. ˚dro ˚kobi. Nam ponadobØtsØ nekotorye oboznaqeniØ, svØzannye s mnogoqlenami ˚kobi. My budem sledovat~ [1, §10.8].

Pust~ {P_n = P^{(α,β)}n (x)}^∞_{n=0} — semeæstvo ortogonal~nyh mnogoqlenov na intervale (−1, 1), deg P_n = n, otveqa¸wee vesovoæ funkcii w(x) = (1 − x)^α(1 + x)^β , gde α i β — vewestvennye konstanty, α, β > −1. NormalizaciØ fiksiruetsØ sootnoxeniem

P_n(1) = ( n + α n ) = (α + 1)_n n! , gde (a)_k = Γ(a + k)/Γ(a) — simvol Pohgammera. Mnogoqleny P_n nazyva¸tsØ mnogoqlenami ˚kobi s parametrami α i β. Oboznaqim qerez h_n kvadrat normy

P_n v L^2((−1, 1), w(x)dx), i qerez k_n > 0 — starxiæ kofffficient P_n:

h_n = 1∫ −1 P^2_n(x)w(x)dx, P_n(x) = k_nx^n + { nizxie qleny }.

�ti konstanty mogut byt~ vyqisleny Øvno, sm. [1, §10.8]:

h_n =

2^{α+β+1}Γ(n + α + 1)Γ(n + β + 1) (2n + α + β + 1)n!Γ(n + α + β + 1)

, k_n = 2^{−n} ( 2n + α + β n ) . Mnogoqleny ˚kobi vyraßa¸tsØ qerez gipergeometriqesku¸ funkci¸ Gaussa

2F_1:

P_n(x) = ( n + α n ) 2F_1 [ −n, n + α + β + 1 α + 1 | | | | | 1 − x 2 ] . Funkcii ˚kobi vtorogo roda Q_n(x) = Q^{(α,β)}n (x) opredelØ¸tsØ formuloæ

Q_n(x) =

2^{n+α+β}Γ(n + α + 1)Γ(n + β + 1) Γ(2n + α + β + 2)

× (x − 1)^{−n−α−1}(x + 1)^{−β}_2F_1 [ n + 1, n + α + 1 2n + α + β + 2 | | | | 2 1 − x ] . Funkcii Q_n udovletvorØ¸t tomu ße differencial~nomu uravneni¸ vtorogo porØdka, qto i mnogoqleny P_n. Funkcii vtorogo roda svØzany s mnogoqlenami ˚kobi naborom horoxo izvestnyh formul, sm. [1, §6.8], [11, §4.6]. Predloßenie 1.8.1. DlØ l¸bogo n = 1, 2, . . . , vyberem dva proizvol~nyh celyh

qisla k i l, takih qto k + l = n, i poloßim z = k, z^′ = k + α, w = l, w^′ = l + β. Togda

ψ_{out}(x) ≡ 0, ψ_{in}(x) =

(1 − 2x)^{2k+α}(1 + 2x)^{2l+β} 2^{2n+α+β} = (1 − 2x)^{2k}(1 + 2x)^{2l}w(2x) 2^{2n+α+β} , R_{in}(x) =

(−1)^{k+1}2^nn!Γ(n + α + β + 1)

Γ(2n + α + β + 1)

(1 − 2x)^{−k}(1 + 2x)^{−l}P_n(2x),

S_{in}(x) =

(−1)^{k+1}2^nΓ(2n + α + β) Γ(n + α)Γ(n + β)

(1 − 2x)^{−k} (1 + 2x)^{−l}P_{n−1}(2x).

Dokazatel~stvo. Sleduet iz neposredstvennogo sravneniØ formul. V processe sravneniØ ispol~zuetsØ sootnoxenie

sin(πz^′)Γ(z − z^′) π = (−1)^k sin(π(z^′ − z))Γ(z − z^′) π = (−1)^k Γ(1 + z^′ − z) = (−1)^k Γ(1 + α) .

Zameqanie 1.8.2. Funkcii Rout i Sout pohoßim obrazom mogut byt~ vyraßeny qerez Q_{n−1} i Q_n, sootvetstvenno. V dal~neæxem nam ffti formuly ne ponadobØtsØ, pofftomu my ih zdes~ ne privodim.

Opredelim n-oe Ødro KristoffelØ–Darbu dlØ mnogoqlenov ˚kobi formuloæ K^{CD}_N (x, y) = n−1∑ j=0 P_j (x)P_j (y) h_j = k_{n−1} k_nh_{n−1} P_n(x)P_{n−1}(y) − P_{n−1}(x)P_n(y) x − y . Opredelim n-oe Ødro ˚kobi na intervale (−^1_2 ,^1_2 ) qerez

K^{Jac}_n (x, y) = 2K^{CD}_n (2x, 2y) √ w(2x)w(2y), x, y ∈ ( −^1_2 ,^1_2 ) . Sootvetstvu¸wiæ integral~nyæ operator K^{Jac}_n est~ ortogonal~nyæ proektor v

L^2((−^1_2 ,^1_2 ), dx) na n-mernoe podprostranstvo, natØnutoe na

(_1 2 − x ) α_2 (_1

2 + x

)^β_2 , x (_1 2 − x ) α_2 (_1 2 + x

)^β_2 , . . . , x^{n−1} (_1 2 − x ) α_2 (_1 2 + x

)^β_2 . Predloßenie 1.8.3. V predpoloßeniØh predloßeniØ 1.8.1,

K_{out,out} = K_{out,in} = K_{in,out} = 0, K_{in,in} = K^{Jac}_n ,

gde K est~ nepreryvnoe_2F_1-Ødro.

Dokazatel~stvo. ObnuleniØ Ødra sleduet iz obnuleniØ funkcii ψout, kotoroe, v svo¸ oqered~, sleduet iz obnuleniØ sin πz i sin πw. Ravenstvo K_{in,in} = K^{Jac}_n sleduet iz opredeleniæ Øder i predloßeniØ 1.8.1. •

Takim obrazom, Ødro ˚kobi moßet rassmatrivat~sØ kak qastnyæ sluqaæ

2F_1-Ødra. Nax sledu¸wiæ xag sostoit v perenesenii rezul~tatov §1.6 i §1.7 na

ffto Ødro.

Pust~ J = (a_1, a_2) ∪ · · · ∪ (a_{2m−1}, a_{2m}) — diz¨¸nktnoe ob¨edinenie koneqnogo qisla intervalov vnutri (−^1_2 ,^1_2 ). My takße razrexaem sovpadenie a_1 = −^1_2 ili

a_{2m} =^1_2 . Odnako, my trebuem, qtoby mnoßestvo J bylo sobstvennym podmnoße-

stvom (−^1_2 ,^1_2 ).

Predloßenie 1.8.4. Pust~ 0 < α <^1_2 , 0 < β <^1_2 . Togda Ødro ˚kobi udovletvorØet

usloviØm (1)–(7) iz §1.5.

Dokazatel~stvo. Uslovie (1) sleduet iz togo fakta, qto K^{Jac}_n sovpadaet s 2F1- Ødrom dlØ nekotoryh znaqeniæ parametrov (predloßenie 1.8.3), a dlØ fftogo Ødra uslovie bylo provereno v predloßenii 1.3.2.

Vypolnenie usloviØ (2) oqevidno, potomu qto K^{Jac}_n — operator koneqnogo ranga.

Uslovie (3) sleduet iz togo fakta, qto K^{Jac}_n est~ proektor na koneqnomernoe podprostranstvo, i obraz fftogo proektora imeet trivial~noe pereseqenie s L^2(J, dx) (my pol~zuemsØ tem, qto J est~ sobstvennoe podmnoßestvo intervala

(−^1_2 ,^1_2 )).

Uslovie (4) sleduet iz Øvnoæ formy Ødra (zdes~ my pol~zuemsØ neravenstvami α, β > 0, kotorye garantiru¸t ograniqennost~ vblizi toqek ±^1_2 ).

Rassmotrenie usloviØ (5) v toqnosti sovpadaet so sluqaem_2F_1-Ødra. Edinstvennym netrivial~nym usloviem ØvlØetsØ uslovie (6). Esli a_1 ≠

−^1_2 i a_{2m} ≠^1_2 , to utverßdenie sleduet iz predloßeniæ 1.3.3 i 1.3.4, kak i

dlØ_2F_1-Ødra. Predpoloßim teper~, qto a_1 = −^1_2 . Poskol~ku 0 < β <^1_2 , iz predloßeniØ 1.3.4 sleduet, qto m(ζ)C^{−1}(ζ) lokal~no prinadleßit L^4 na vsØkoæ gladkoæ krivoæ, prohodØweæ qerez ζ = −^1_2 . Soglasno predloßeni¸ 1.A.2, m_J lokal~no kvadratiqno integriruema L^2, otkuda M = m_J mC^{−1} lokal~no v L^{4/3}.

Matrica skaqka V dlØ M lokal~no vblizi −^1_2 sovpadaet s matriceæ skaqka

C^o = C_−C^{−1}_+ = C^{−1}_+ C_− dlØ C^{−1}, sm. §1.5. �to oznaqaet, qto H(ζ)C^{−1}(ζ) ØvlØetsØ

lokal~nym rexeniem zadaqi Rimana–Gil~berta dlØ M pri l¸boæ lokal~no golomorfnoæ funkcii H(ζ). Poloßim M^o = HC^{−1} s H(ζ) = [ (ζ +^1_2 )^w 0 0 (ζ +^1_2 )^{−w} ] . Zametim, qto −^1_2 ne ØvlØetsØ toqkoæ vetvleniØ dlØ H, poskol~ku w = l ∈ Z. Togda

M^o(ζ) = [ (ζ −^1_2 )^{− z+z}

0_2 (ζ +^1_2 )^w

�w0_2 0 0 (ζ −^1_2 )^{z+z}

0_2 (ζ +^1_2 )^w

0�_{w2} ] . Ots¸da zakl¸qaem, qto (M^o(ζ))^{−1} (ravno kak i M^o(ζ)) leßit lokal~no v L^4, potomu qto w^′ − w = β ∈ (0,^1_2 ). Sledovatel~no, M(M^o)^{−1} — lokal~no v L^1, i ffta funkciØ ne imeet skaqka na R. �to oznaqaet, qto v okrestnosti ζ =^1_2

M(ζ) = H_− 1_2 (ζ) [ (ζ +^1_2 )^{− β2} 0

0 (ζ +^1_2 )^{β2} ]

dlØ nekotoroæ lokal~no golomorfnoæ funkcii H_− 1_2 (ζ), takoæ qto H_− 1_2 (−^1_2 ) nevyroßdena. Togda

M^′M^{−1}(ζ) = B ζ +^1_2

+ lokal~no golomorfnaØ funkciØ,

gde B imeet sobstvennye znaqeniØ β/2 i −β/2.

RassußdeniØ v sluqae a_{2m} =^1_2 analogiqny, i sobstvennye znaqeniØ vyqeta A matricy M^′M^{−1} v toqke ζ =^1_2 ravny α/2 i −α/2.

Nakonec, uslovie (7) dlØ Ødra ˚kobi sleduet iz analogiqnogo utverßdeniØ dlØ_2F_1-Ødra. •

BlagodarØ predloßeni¸ 1.8.4, iz teoremy 1.5.1 teper~ sleduet, qto dlØ

α, β ∈ (0,^1_2 ) matrica M, sootvetstvu¸waØ Ødru ˚kobi, udovletvorØet diffe-

rencial~nomu uravneni¸ (sr. s teoremoæ 1.4.6)

M^′(ζ) = A ζ −^1_2 + B ζ +^1_2 + 2m∑ j=1 C_j ζ − a_j M(ζ)

dlØ nekotoryh postoØnnyh matric A, B i {C_j }^{2m}_{j=1}. Esli a_1 = −^1_2 , to C_1 = 0, i esli a_{2m} =^1_2 , to C_{2m} = 0.

Bolee togo,

Tr A = Tr B = Tr C_j = 0,

det A = −α^2/4, det B = −β^2/4, det C_j = 0,

dlØ vseh j = 1, . . . , 2m, i

A + B + 2m∑ j=1 C_j = −n − α + β 2 σ_3, σ_3 = [ 1 0 0 −1 ] . Dalee, soglasno predloßeni¸ 1.6.2, matricy A, B, {C_j }^{2m}_{j=1} udovletvorØ¸t uravneniØm Xlezingera (1.6.4) i (1.6.5). Nakonec, iz teoremy 1.6.5 sleduet Teorema 1.8.5. Pust~ 0 < α, β <^1_2 . Togda opredelitel~ Fredgol~ma det(1−K^{Jac}_n |J ),

gde K^{Jac}_n — ffto Ødro ˚kobi, ØvlØetsØ τ -funkcieæ sistemy uravneniæ Xlezingera (1.6.4), (1.6.5) s matricami A, B, {C_j }^{2m}_{j=1}, udovletvorØ¸wimi usloviØm vyxe.

Analogiqno_2F_1-Ødru, sluqai, kogda J = (−^1_2 , s) ili J = (s,^1_2 ) privodØt k uravneni¸ Penleve VI. Otmetim, qto v sledu¸wem utverßdenii my ne nakladyvaem dopolnitel~nyh ograniqeniæ na parametry α i β.

Teorema 1.8.6 [60]. Pust~ Ks — ograniqenie Ødra ˚kobi K^{Jac}_n libo na interval

(−^1_2 , s), s < 1, libo na interval (s,^1_2 ), s > −1. Togda funkciØ σ(s) = ( s −^1_2 ) ( s +^1_2

) d ln det(1 − K_s) ds − ( n + α + β 2 )_2 s + α^2 − β^2 8 udovletvorØet differencial~nomu uravneni¸ −σ^′ (( s −^1_2 ) ( s +^1_2 ) σ^{′′} )_2

= (2 (sσ^′ − σ) σ^′ − ν_1ν_2ν_3ν_4)^2

−(σ^′ + ν^2_1 )(σ^′ + ν^2_2 )(σ^′ + ν^2_3 )(σ^′ + ν^2_4 ), gde ν_1 = ν_2 = n + α + β 2 , ν_3 = α + β 2 , ν_4 = α − β 2 . Dokazatel~stvo. Prosto povtorØem dokazatel~stvo teoremy 1.7.1. Zametim, qto takim obrazom my dokaßem teoremu lix~ dlØ α, β ∈ (0,^1_2 ). No dlØ koneqnomernogo Ødra ˚kobi oqevidno, qto opredelitel~ det(I − K_s) i vse ego proizvodnye zavisØt ot parametrov α i β analitiqno. Po fftoæ priqine my moßem snØt~ dopolnitel~nye ograniqeniØ na α i β. • 1.8.2. ˚dro Uittekera. ˚dro Uittekera igraet tu ße rol~ v garmoniqeskom analize na beskoneqnoæ simmetriqeskoæ gruppe, qto i_2F_1-Ødro — v garmoniqeskom analize na bekoneqnomernoæ unitarnoæ gruppe, sm. §1.1. Zadaqa dlØ beskoneqnoæ simmetriqeskoæ gruppy rassmatrivalas~ v rabotah [34], [35], [36], [2]. Obzor rezul~tatov moßno naæti v [34], [36, §3], [2, Introduction].

Razob~em prostranstvo X = R \ {0} na dve qasti

X = X+ ⊔ X−, X+ = R+, X− = R−.

Pust~ z, z^′ — dva kompleksnyh necelyh qisla, takih qto libo z^′ = z̄, libo z i

z^′ oba vewestvenny, i k < z, z^′ < k + 1 dlØ nekotorogo k ∈ Z.

Funkcii

ψ_+ : X_+ → R_+, ψ_− : X_− → R_+

opredelØ¸tsØ formulami ψ_+(x) = C(z, z^′)x^{−z−z} 0 e^{−x}, ψ_−(x) = (−x)^{z+z} 0 e^x, gde C(z, z^′) = sin πz sin πz^′/π^2, kak i ran~xe. ˚dro Uittekera opredeleno na X, i v bloqnoæ forme K = [ K_{+,+} K_{+,−} K_{−,+} K_{−,−} ] , otveqa¸weæ razbieni¸ X = X_+ ⊔ X_−, ono imeet vid:

K_{+,+}(x, y) = √ ψ_+(x)ψ_+(y)

R_+(x)S_+(y) − S_+(x)R_+(y) x − y , K_{+,−}(x, y) = √ ψ_+(x)ψ_− (y)

R_+(x)R_−(y) − S_+(x)S_−(y) x − y , K_{−,+}(x, y) = √ ψ_−(x)ψ_+(y)

R_−(x)R_+(y) − S_−(x)S_+(y) x − y , K_{−,−}(x, y) = √ ψ_−(x)ψ_− (y) R_−(x)S_−(y) − S_−(x)R_−(y) x − y , gde R_+(x) = x^{z+z}

0�_{12}

e^{x2} W �z�z0+1_{2 ,} z�z0_2 (x) ,

S_+(x) = Γ(z + 1)Γ(z^′ + 1) x^{z+z}

0�_{12}

e^{x2} W �z�z0�1_{2 ,} z�z0_2 (x) ,

R_−(x) = (−x)

�z�z0�1_2

e^{− x2} W z+z0+1_{2 ,} z�z0_2 (−x) ,

S_−(x) = − 1 Γ(z)Γ(z^′) (−x) �z�z0�1_2

e^{− x2} W z+z0�1_{2 ,} z�z0_2 (−x) .

Zdes~ W_{κ,μ}(x) — funkciØ Uittekera, sm. [1, 6.9].

V opredelenii Ødra Uittekera vyxe my izmenili znaki parametrov z i z^′ po sravneni¸ so standartnymi obozaqeniØmi. Priqina sostoit v sledu¸wem. Predloßenie 1.8.7. ˚dro Uittekera K^W moßet rassmatrivat~sØ kak skeæ-

lingovyæ predel_2F_1-Ødra K^F ,

K^W (x, y) = lim_{ε→+0} ε · K^F

(_1 2 + εx,^1_2 + εy ) , x, y ∈ R \ {0}, gde v_2F_1-Ødre my polagaem w = ε^{−1}, w^′ = 0, i parametry (z, z^′ ) v oboih Ødrah sovpada¸t.

Dokazatel~stvo. Pol~zuØs~ horoxo izvestnymi predel~nymi sootnoxeniØmi (zdes~ a, b, c ∈ C )

lim_{ε→+0}(1 + aε)^{1/ε} = e^a, lim_{ε→+0} ε^{a−b}

Γ(a + ε^{−1})

Γ(b + ε^{−1})

= 1,

lim_{ε→+0 2}F_1 [ a, b 1/ε + c | | | | | − 1 εx ] = x^{a+b} �1_2

e^{x2} W �a�b+1_2 a�b_2 (x), x /∈ R_−,

my poluqaem (napomnim, qto w = ε^{−1}, w^′ = 0)

lim_{ε→+0} ε^{z+z} 0 ψ_{out}

(_1 2 + εx ) = ψ_+(x), x > 0, lim_{ε→+0} ε^{−z−z} 0 ψ_{in}

(_1 2 + εx ) = ψ_−(x), x < 0, lim_{ε→+0} R_{out}

(_1 2 + εx ) = R_+(x), lim_{ε→+0} ε^{−z−z} 0 S_{out}

(_1 2 + εx ) = S_+(x), x > 0.

Dalee, identificiruØ R_+ i S_+ s ih analitiqeskimi prodolßeniØmi, na R_− my imeem 1 ψ_− S^−_+ − S^+_− 2πi = R_− , 1 ψ_− R^−_+ − R^+ 2πi = S_− ,

gde qerez F^+ i F^− my oboznaqaem graniqnye znaqeniØ funkcii F :

F^+(x) = F (x + i0), F^−(x) = F (x − i0),

sm. [1, 6.5(7), 6.8(15), 6.9(4)]. SravnivaØ ffti sootnoxeniØ s (1.2.1), my zakl¸- qaem, qto pri x < 0

lim_{ε→+0} R_{in}

(_1 2 + εx ) = R_−(x), lim_{ε→+0} ε^{z+z} 0 S_{in}

(_1 2 + εx ) = S_−(x). Utverßdenie teper~ sleduet iz Øvnogo vida Øder. •

Pust~ J = (a_1, a_2) ∪ · · · ∪ (a_{2m−1}, a_{2m}) — diz¨¸nktnoe ob¨edinenie vozmoßno beskoneqnyh intervalov, takoe qto zamykanie J ne soderßit naqalo koordinat.

Predloßenie 1.8.8. ˚dro Uittekera udovletvorØet usloviØm (1)–(4), (5a-d), (5e’), (6), (7) iz §1.5 s matricami C(ζ) = [ ζ^{z+z} 0_2 e^{ζ/2} 0 0 ζ^{− z+z} 0_2 e^{−ζ/2} ] , D = − 1 2 [ 1 0 0 −1 ] = − σ_3 2 . Dokazatel~stvo. Proverka usloviØ (1) oqen~ pohoßa na dokazatel~stvo analogiqnogo utverßdeniØ v sluqae_2F_1-Ødra. ˚dro L(x, y) imeet vid L = [ 0 A −A^∗ 0 ] , gde A est~ Ødro na R_+ × R_− vida A(x, y) = √ ψ_+(x)ψ_− (y) x − y = C(z, z^′)x^{− z+z} 0_2 e^{−x}(−y)^{z+z} 0_2 e^y x − y .

Uslovie skaqka proverØetsØ s pomow~¸ formul [1, 6.5(7), 6.8(15), 6.9(4)].

Uslovie (2) moßno libo proverØt~ tem ße sposobom, qto i dlØ_2F_1-Ødra, libo ego moßno vyvodit~ iz togo fakta, qto Ødro Uittekera ØvlØetsØ korrelØcionnym Ødrom dlØ determinantnogo toqeqnogo processa, kotoryæ s veroØtnost~¸ 1 imeet koneqnoe qislo qastic v J (podhodØwaØ obwaØ teorema dlØ determinantnyh toqeqnyh processov imeetsØ v [12, teorema 4], a nußnoe svoæstvo Ødra Uittekera soderßitsØ v [34], [2]).

(3) Esli |z + z^′| < 1, to Ødro L, opredelennoe vyxe, dostavlØet kososimmetriqeskiæ ograniqennyæ operator v L^2(X, dx), priqem K = L(1 + L)^{−1}, sm. [34]. Iz fftogo, analogiqno sledstvi¸ 1.3.7, my poluqaem, qto 1 − K^J obratim.

Bolee togo, dlØ sußennogo operatora K^J my moßem dokazat~ obratimost~

1 − K^J dlØ vseh dopustimyh znaqeniæ parametrov (z, z^′ ).

Zapixem K^J v bloqnoæ forme

K^J = [ K^J_{+,+} K^J_{+,−} K^J_{−,+} K^J_{−,−} ] , sootvetstvu¸weæ razbieni¸ J = (J ∩ R_+) ⊔ (J ∩ R_−). Poskol~ku K — korrelØcionnoe Ødro, bloki K^J_{+,+} i K^J_{−,−} poloßitel~no opredeleny. Bolee togo,

K^J_{−,+}(x, y) = −K^J_{+,−}(y, x) po opredeleni¸ Ødra Uittekera. Takim obrazom, dosta-

toqno dokazat~ obratimost~ 1 − K^J_{+,+} i 1 − K^J_{−,−} (sm. dokazatel~stvo sledstviØ 1.3.7).

Rassmotrim K^J_{+,+}; dokazatel~stvo dlØ K^J_{−,−} analogiqno. Soglasno [12, teorema 3], K_{+,+} 6 1 i K^J_{+,+} = K_{+,+}|_J 6 1. Edinstvennyæ sposob dlØ operatora K_{+,+} imet~ normu 1 (napomnim, qto operator K^J_{+,+} — Ødernyæ, a znaqit, kompaktnyæ) sostoit v tom, qto K_{+,+} imeet sobstvennu¸ funkci¸ s sobstvennym znaqeniem 1, nositel~ kotoroæ sosredotoqen na J ∩ R_+. Soglasno [34], K_{+,+} = K_{+,+}(x, y) kommutiruet s operatorom Xturma–LiuvillØ

D_x = − d dx x^2 d dx + (z + z^′ + x)^2 4 v tom smysle, qto

K_{+,+}(x, y)D_y = D_xK_{+,+}(x, y)

dlØ vseh x, y > 0. Predpoloßim, qto f ∈ L^2(R_+) est~ sobstvennaØ funkciØ K_{+,+} s sobstvennym znaqeniem 1 i nositelem v J ∩ R_+, t. e., ∫ R + K_{+,+}(x, y)f(y)dy = ∫ J∩R + K_{+,+}(x, y)f(y)dy = f(x), x > 0. Pol~zuØs~ gladkost~¸ i ubyvaniem Ødra K_{+,+}(x, y), kotorye legko sledu¸t iz izvestnyh svoæstv funkciæ Uittekera, nesloßno uvidet~, qto D_xf takße prinadleßit L^2(R_+), i ∫ R + K_{+,+}(x, y)D_y f(y)dy = D_xf(x).

Sledovatel~no,

V = Span{D^k_xf : k ¿ 0} ⊂ Ker(1 − K^J_{+,+}) ⊂ L^2(R_+).

No, poskol~ku K^J_{+,+} kompakten, to dim V < ∞, i znaqit V est~ koneqnomernoe invariantnoe podprostranstvo operatora D_x. Ots¸da sleduet, qto suwestvuet nenulevoæ vektor v ∈ V , takoæ qto D_xv = λv dlØ nekotoroæ konstanty λ. No poskol~ku v ∈ V , sootvetstvu¸waØ funkciØ dolßna obnulØt~sØ v okrestnosti x = 0, qto nevozmoßno dlØ netrivial~nyh rexeniæ v(x) differencial~nogo uravneniØ D_xv = λv. My poluqili protivoreqie, i, takim obrazom, ‖K^J_{+,+}‖ < 1 i 1 − K^J_{+,+} obratim. Proverka svoæstva (3) zaverxena.

Svoæstva (4) i (5a-d), (5e’) legko dokazyva¸tsØ. Proverka usloviæ (6) i (7) analogiqny sluqa¸_2F_1-Ødra, i my ee zdes~ ne privodim. •

Soglasno teoreme 1.5.3, matrica M dlØ Ødra Uittekera udovletvorØet differencial~nomu uravneni¸

M^′(ζ) = A ζ + 2m∑ j=1 C_j ζ − a_j − σ_3 2 M(ζ). Matricy {C_j }^{2m}_{j=1} nil~potentny (esli a_1 = −∞ ili a_{2m} = +∞, to C_1 = 0 ili

C_{2m} = 0, sootvetstvenno), i analog predloßeniØ 1.3.3 pokazyvaet, qto

Tr A = 0, det A = − ( z − z^′ 2 )_2 . Teorema 1.8.9. Opredelitel~ Fredgol~ma det(1 − K|J ), gde K — ffto Ødro Uitte-

kera, ØvlØetsØ τ -funkcieæ sistemy uravneniæ Xlezingera ∂A ∂a_j = 2m∑ j=1 [C_j , A] a_j −^1_2 , ∂C_l ∂a_j = [A, C_j ] a_j − ∑ 16l62m_{l≠j} [C_j , C_l] a_j − a_l + [C_j , σ_3] 2 . (8.1)

Matricy {C_j }^{2m}_{j=1} nil~potentny (esli a_1 = −∞ ili a_{2m} = +∞, to C_1 = 0 ili C_{2m} = 0, sootvetstvenno), i

Tr A = 0, det A = − ( z − z^′ 2 )_2 . Dokazatel~stvo. �tot rezul~tat sleduet iz teoremy 1.6.5. •

Sledu¸wiæ xag sostoit v rassmotrenii J = (s, +∞), s > 0. OkazyvaetsØ, qto v fftom sluqae uravneniØ Xlezingera svodØtsØ k σ-forme uravneniØ Penleve V. �ta redukciØ moßet byt~ prodelana v stile §1.7, sleduØ sootvetstvu¸weæ qasti [68, Appendix C]. NesmotrØ na to, qto my ne privodim zdes~ ffti vyqisleniØ, sformuliruem okonqatel~nyæ rezul~tat.

Teorema 1.8.10. Pust~ s > 0. Togda funkciØ σ(s) = s d ln det(1 − K|_{(s,+∞)}) ds udovletvorØet differencial~nomu uravneni¸

(sσ^{′′})^2 = (2(σ^′)^2 − sσ^′ + σ + (ν_1 + ν_2 + ν_3 + ν_4)σ^′)^2 − 4(σ^′ + ν_1)(σ^′ + ν_2)(σ^′ + ν_3)(σ^′ + ν_4),

(1.8.2) gde ν_1 = ν_2 = 0, ν_3 = −z, ν_4 = −z^′ .

�tot rezul~tat takße moßet byt~ poluqen iz teoremy 1.7.1 s pomow~¸ predel~nogo perehoda, opisannogo v predloßenii 1.8.8.

Analogiqno tomu, kak_2F_1-Ødro prevrawaetsØ v Ødro ˚kobi pri celyh znaqeniØh z i w, Ødro Uittekera prevrawaetsØ v Ødro Lagerra, esli odin iz parametrov z, z^′ ØvlØetsØ celym. Ne vdavaØs~ v podrobnosti, sformuliruem rezul~taty, kotorye poluqa¸tsØ s pomow~¸ fftoæ specializacii.

Pust~ J — sobstvennoe podmnoßestvo R_+, levaØ koncevaØ toqka kotorogo moßet sovpadat~ s nulem, i pravaØ toqka kotorogo moßet sovpadat~ s +∞. Teorema 1.8.11. Pust~ 0 < α <^1_2 . Togda opredelitel~ Fredgol~ma det(1 − K^{Lag}_n |J ),

gde K^{Lag}_n — ffto n-oe Ødro Lagerra s parametrom α, ØvlØetsØ τ -funkcieæ sistemy uravneniæ Xlezingera (1.8.1). Matricy {C_j }^{2m}_{j=1} nil~potentny (esli a_1 = 0 ili a_{2m} = +∞, to C_1 = 0 ili C_{2m} = 0, sootvetstvenno ), i sobstvennye znaqeniØ A ravny ±α/2.

Teorema 1.8.12 [107]. Pust~ s > 0, α > −1, i pust~ Ks — ffto n-oe Ødro Lagerra

s parametrom α, sußennoe libo na (0, s), libo na (s, +∞). Togda funkciØ σ(s) = s d ln det(1 − K_s) ds udovletvorØet differencial~nomu uravneni¸ (1.8.2) s ν_1 = ν_2 = 0, ν_3 = n, ν_4 = n + α. 1.8.3. Vyroßdennoe gipergeometriqeskoe Ødro. �tot paragraf osnovan na sledu¸wem nabl¸denii. Predloßenie 1.8.13. Poloßim

z = z_0 + iΥ, z^′ = z_0 − iΥ, w = w_0 + iΥ, w^′ = w_0 − iΥ. (1.8.3)

Togda_2F_1-Ødro K^F imeet sledu¸wiæ skeælingovyæ predel:

K(x, y) = lim_{Υ→+∞} Υ · K^F ( Υ x , Υ y ) , x, y ≠ 0, gde predel~noe Ødro zavisit ot odnogo kompleksnogo parametra r = z_0 + w_0, ℜr > −^1_2 , i imeet vid K(x, y) = 1 2π Γ [ r + 1, r̄ + 1 2ℜr + 1, 2ℜr + 2 ] Q(x)P (y) − P (x)Q(y) x − y , P (x) = |2x|^{ℜr} e^{−ix+πℑr·sgn(x)/2}_1F_1 [ r 2ℜr | | | | 2ix ] ,

Q(x) = 2x |2x|^{ℜr} e^{−ix+πℑr·sgn(x)/2}_1F_1 [ r + 1 2ℜr + 2 | | | | | 2ix ] . Zdes~_1F_1 [ a c | | | x ] — vyroßdennaØ gipergeometriqeskaØ funkciØ, takße obozna-

qaemaØ qerez Φ(a, c; x), sm. [1, 6.1].

Determinantnyæ toqeqnyæ process s korrelØcionnym Ødrom K(x, y) opisyvaet razloßenie zameqatel~nogo semeæstva mer na beskoneqnyh ffrmitovyh matricah na ffrgodiqeskie (po otnoxeni¸ k deæstvi¸ gruppy U(∞)) komponenty, sm. [37]. My nazyvaem K(x, y) vyroßdennym gipergeometriqeskim Ødrom.

DlØ deæstvitel~nyh znaqeniæ parametra r ffto Ødro bylo takße poluqeno v rabote [112] kak skeælingovyæ predel Øder KristoffelØ–Darbu dlØ nekotoroæ sistemy ortogonal~nyh mnogoqlenov, nazyvaemyh mnogoqlenami psevdo-˚kobi. DlØ kompleksnyh znaqeniæ r takoæ predel~nyæ perehod takße moßet byt~ osuwestvlen, sm. [37, §2].

Dokazatel~stvo predloßeniØ 1.8.13. PrØmoe vyqislenie. Nußnoe predel~noe sootnoxenie dlØ gipergeometriqeskoæ funkcii imeet vid lim Υ→+∞ 2F_1 [ a, b + 2iΥ c | | | | | ( 1 2 − Υ x )_{−1}] =_1F_1 [ a c | | |2ix ] . • Determinantnyæ toqeqnyæ process, zadavaemyæ korrelØcionnym Ødrom K, s veroØtnost~¸ 1 imeet lokal~no koneqnye toqeqnye konfiguracii, sm. [37]. Ots¸da ([12, teorema 4]) sußenie K_t = K|_{(0,t)} na l¸boæ koneqnyæ interval (0, t) opredelØet Ødernyæ operator, i opredelitel~ det(1 − K_t) korrektno opredelen. Estestvenno predpoloßit~, qto fftot opredelitel~ Fredgol~ma udovletvorØet differencial~nomu uravneni¸, kotoroe moßno poluqit~ predel~nym perehodom iz uravneniØ Penleve VI teoremy 1.7.1.

V predloßenii niße my proverØem, qto nußnyæ predel differencial~nogo uravneniØ suwestvuet, i v itoge poluqaetsØ σ-forma uravneniØ Penleve V. V rabote [112] bylo dokazano, qto dlØ deæstvitel~nyh znaqeniæ r opredelitel~

det(1−K_t), deæstvitel~no, udovletvorØet fftomu uravneni¸. Dokazatel~stvo ffto-

go utverßdeniØ v naxeæ situacii dlØ vseh znaqeniæ r trebuet dokazatel~stva togo, qto sootvetstvu¸wee sußenie_2F_1-Ødra shoditsØ k K_t v Ødernoæ norme, i my ne budem proverØt~ zdes~ ffto tehniqeskoe uslovie.

Predloßenie 1.8.14. Pri zamene peremennyh (1.8.3) i zamene nezavisimoæ pere-

mennoæ s = Υ/t uravnenie (1.7.1) shoditsØ k sledu¸weæ σ-versii uravneniØ Penleve V:

−(t~σ^{′′})^2 = (2(t~σ^′ − ~σ) + (~σ^′)^2 + i(r̄ − r)~σ^′ )^2 − (~σ^′)^2(~σ^′ − 2ir)(~σ^′ + 2ir̄), (1.8.4)

gde r = z_0 + w_0, i σ(s) = − Υ t ( ~σ(t) − i(r − r̄) 2 t + (r + r̄)^2 4 ) . Dokazatel~stvo. My vyvodim (1.8.4) iz (1.7.1), predpolagaØ, qto predel suwestvuet. UqityvaØ sootnoxenie s = Υ/t, my imeem σ(s) = ( Υ t − 1 2 ) ( Υ t + 1 2 ) ( − t^2 Υ d dt ) ln det ( 1 − K^F_{(Υ/t,+∞)} )

− (r + r̄)^2 4 Υ t + 1 2 ( 2iΥ + z_0 + w_0 − z_0 − w_0 2 ) r − r̄ 2 = Υ ( − d ln det(1 − K|_t) dt − (r + r̄)^2 4t + i(r − r̄) 2 ) + O(1).

Ots¸da, predpolagaØ, qto ~σ(t) = t d ln det(1 − K|^t) dt + o(1) pri Υ → +∞, my opre-

delØem ~σ(t) sootnoxeniem σ(s) = − Υ t ( ~σ(t) − i(r − r̄) 2 t + (r + r̄)^2 4 ) , qto privodit k dσ(s) ds = t^2 Υ d dt ( Υ t ( ~σ(t) − i(r − r̄) 2 t + (r + r̄)^2 4 )) = t d~σ(t) dt − σ(t) − (r + r̄)^2 4 , s dσ(s) ds − σ(s) = Υ ( d~σ(t) dt − i(r − r̄) 2 ) , d^2σ(s) ds^2 = − t^2 Υ d dt ( t d~σ(t) dt − ~σ(t) − (r + r̄)^2 4 ) = − t^3 Υ d^2~σ(t) dt^2 , ( s − 1 2 ) ( s + 1 2 ) d^2σ(s) ds^2 = −Υt d^2~σ(t) dt^2 + O(1).

PodstavlØØ ffti sootnoxeniØ v uravnenie (1.7.1) i perehodØ k predelu Υ → +∞, my poluqaem − ( t d~σ(t) dt − ~σ(t) − (r + r̄)^2 4 ) ( t d^2~σ(t) dt^2 )_2

= ( 2 ( d~σ(t) dt − i(r − r̄) 2 ) ( t d~σ(t) dt − ~σ(t) − (r + r̄)^2 4 ) − 2i (r + r̄)^2 4 (r − r̄) 2 )_2

+4 ( t d~σ(t) dt − ~σ(t) )_2 ( t d~σ(t) dt − ~σ(t) − (r + r̄)^2 4 + (r − r̄)^2 4 ) .

Nesloßno uvidet~, qto pravaØ qast~ fftogo uravneniØ delitsØ na ( t d~σ(t) dt − ~σ(t) − (r + r̄)^2 4 ) , i posle sokraweniØ my poluqaem (1.8.4). •

Zameqanie 1.8.15. Pri r = 0 Ødro K prevrawaetsØ v sinus-Ødro^{sin(x−y)}_{π(x−y)} , sm. [37, §2]. Sootvetstvenno, uravnenie (1.8.4) prinimaet vid

−(t~σ^{′′})^2 = 4(t~σ^′ − ~σ)(t~σ^′ − ~σ + (~σ^′)^2). (1.8.5)

�to soglasuetsØ s horoxo izvestnym rezul~tatom [66], gde dokazyvaetsØ, qto odnim iz rexeniæ uravneniØ (1.8.5) ØvlØetsØ funkciØ ~σ(t) = t d dt ln det 1 − sin(x − y) π(x − y) | | | | |_{(0,t)} .

1.9. Differencial~nye uravneniØ — obwiæ podhod

Lemmy 1.4.3 i 1.4.4 ukazyva¸t na obwiæ metod dokazatel~stva togo, qto xirokiæ klass opredeliteleæ udovletvorØ¸t uravneniØm Penleve (sm. vvedenie i [104]–[107]). My prodemonstriruem metod na primere Ødra �æri A(x, y) = Ai(x)Ai^′ (y) − Ai(x)Ai^′ (y) x − y gde Ai(x) — horoxo izvestnaØ funkciØ �æri. �to Ødro voznikaet v teorii sluqaænyh matric ([51], [105]) i igraet central~nu¸ rol~ vo vzaimodeæstvii asimptotiqeskoæ kombinatoriki i teorii sluqaænyh matric (sm., naprimer, [19], [20], [89], [33], [71]).

DlØ s ∈ R pust~ A_s oboznaqaet operator, poluqennyæ sußeniem Ødra A(x, y) na L^2(s, +∞). Bazovyæ rezul~tat Treæsi i Vidoma [105] sostoit v tom, qto − d^2 ds^2 ln det(1 − A_s) = u^2(s),

gde u(s) rexaet uravnenie Penleve II

u^{′′} = 2u^3 + su

s naqal~nymi usloviØmi u(s) ∼ −Ai(s) pri s → +∞. My privedem dokazatel~stvo fftogo fakta, osnovyvaØs~ na lemmah 1.4.3 i 1.4.4. Iz naxego dokazatel~stva budet vidno, qto metod moßet byt~ primenen, v qastnosti, k obwemu klassu Øder, rassmotrennyh v [107].

V oboznaqeniØh lemm 1.4.3, 1.4.4, voz~mem Σ = R, Σ_2 = J = (s, +∞), i Σ_1 = Σ\

Σ_2 = (−∞, s]. Pust~ B(ζ) — 2 × 2 fundamental~noe rexenie differencial~nogo

uravneniØ dB(ζ) dζ = [ 0 ζ 1 0 ] B(ζ), det B(ζ) ≡ 1, s B_{11}(ζ) = Ai^′(ζ), B_{21}(ζ) = Ai(ζ). Poloßim m(ζ) = B(ζ), ℑζ > 0, B(ζ) [ 1 −2πi 0 1 ] , ℑζ < 0. Togda m udovletvorØet uslovi¸ skaqka m_+(x) = m_−(x)v(x), x ∈ R, gde v(x) ≡ [ 1 2πi 0 1 ] . Poloßim f(x) ≡ [ 1 0 ] , g(x) ≡ [ 0 1 ] , x ∈ R, i zametim, qto v = I + 2πifg^t. Takße F (x) = m(x)f(x) = [ Ai^′(x) Ai(x) ] , G(x) = m^{−t}(x)g(x) = [ −Ai(x) Ai^′(x) ] , i my polagaem

v_2(x) = I − 2πiF (x)G^t(x), x ∈ Σ_2 = (s, +∞).

Pust~ m_s est~ rexenie normirovannoæ zadaqi Rimana–Gil~berta (Σ_2, v_2),

m_s(ζ) → I pri ζ → ∞. Soglasno lemme 1.4.4, M(ζ) ≡ m_s(ζ)m(ζ) rexaet “prostu¸” zadaqu M_+ = M_−v na Σ_1. Standartnye rassußdeniØ kak, naprimer, v teoreme 1.5.1 i predloßenii 1.6.2 pokazyva¸t, qto M udovletvorØet pare Laksa dM(ζ) dζ = ([ a ζ + b 1 −a ] + 1 ζ − s [ p q r −p ]) M(ζ), (1.9.1) dM(ζ) ds = − 1 ζ − s [ p q r −p ] M(ζ), (1.9.2) gde [ p q r −p ] nil~potentna. Zdes~ a, b, p, q, r — podhodØwie konstanty, kotorye zavisØt tol~ko ot s. Iz (1.6.9) poluqaem d ds ln det(1 − A_s) = (H^{−1}(s)H^′ (s))_{21},

gde xtrih oznaqaet proizvodnu¸ po peremennoæ ζ, i M(ζ) = H(ζ) [ 1 2πi ln(ζ − s) 0 1 ] . (1.9.3)

Kak bylo otmeqeno v §1.4 (sm. (1.4.3)), det H(ζ) ≡ 1, i H(ζ) analitiqna vblizi

ζ = s (na samom dele, H(ζ) celaØ). Pol~zuØs~ (1.9.1) i (1.9.3), my poluqaem

M^′M^{−1} = H^′H^{−1} + 1 ζ − s H [ 0 1 0 0 ] H^{−1} = [ a ζ + b 1 −a ] + 1 ζ − s [ p q r −p ] , qto vedet k sootnoxeni¸

(H^{−1}(s)H^′ (s))_{21} = 2ap + q + (s + b)r.

Uslovie sovmestimosti uravneniæ pary Laksa (1.9.1), (1.9.2) daet ([73, §2]) sootnoxeniØ 2ap + q + (s + b)r = a,^{da}_{ds} = r, gde r est~ rexenie uravneniØ Penleve 34 d^2r ds^2 = 1 2r ( dr ds )_2

− 4r^2 + 2sr.

PolagaØ r = −u^2, prostoe vyqislenie pokazyvaet, qto funkciØ u rexaet uravnenie Penleve II. �to dokazyvaet utverßdenie dlØ − d^2 ds^2 ln det(1 − A_s) = − da ds = −r = u^2.

Otmetim, qto det(1 − A_s) ØvlØetsØ τ -funkcieæ izomonodromnoæ deformacii, opisyvaemoæ uravneniØmi (1.9.1), (1.9.2).

Dopolnenie. Integriruemye operatory i zadaqi Rimana–Gil~berta �to dopolnenie soderßit svodku rezul~tatov ob integriruemyh operatorah i associirovannyh zadaqah Rimana–Gil~berta, podrobnoe izloßenie kotoryh moßno naæti v [64], [76], [46].

Pust~ Σ — orientirovannyæ kontur v C . My nazyvaem integral~nyæ operator L, deæstvu¸wiæ v L^2(Σ, |dζ|), integriruemym, esli ego Ødro imeet vid L(ζ, ζ^′) = ∑_N j=1 f_j (ζ)g_j (ζ^′) ζ − ζ^′ , ζ, ζ^′ ∈ Σ, dlØ nekotoryh funkciæ f_j , g_j , j = 1, . . . , N. My budem vsegda predpolagat~, qto N∑ j=1 f_j (ζ)g_j (ζ) = 0, ζ ∈ Σ,

tak qto Ødro L(ζ, ζ^′) ne imeet osobennosteæ na diagonali (ffto predpoloßeniØ ne obØzatel~no dlØ razvitiØ obweæ teorii).

My zdes~ ne nakladyvaem nikakih ograniqeniæ na funkcii f_i, g_i i na kontur Σ. DlØ naxih celeæ budet dostatoqno predpolagat~, qto Σ est~ diz¨¸nktnoe ob¨edinenie koneqnogo qisla (vozmoßno, beskoneqnyh) intervalov vewestvennoæ osi, f_i, g_i — gladkie funkcii na Σ, i

f_i, g_i ∈ L^p(Σ, |dζ|) ∩ L^∞(Σ, |dζ|) dlØ nekotorogo p, 1 < p < +∞. (A.1)

�ti usloviØ, v qastnosti, garantiru¸t ograniqennost~ operatora L v L^2(Σ).

Primery integriruemyh operatorov poØvlØlis~ v matematiqeskoæ fizike dovol~no davno, odnako, vpervye integriruemye operatory byli vydeleny v otdel~nyæ klass klass v rabote [64].

OkazyvaetsØ, qto esli integriruemyæ operator L takov, qto (1 + L)^{−1} suwestvuet, to operator K = L(1 + L)^{−1} takße integriruem.

Predloßenie 1.A.1 [64]. Pust~ L — integriruemyæ operator, kak opisano vy-

xe, i K = L(1 + L)^{−1}. Togda Ødro operatora K(ζ, ζ^′) imeet vid K(ζ, ζ^′) = ∑_N j=1 F_j (ζ)G_j (ζ^′) ζ − ζ^′ , ζ, ζ^′ ∈ Σ, gde F_j = (1 + L)^{−1}f_j , G_j = (1 + L^t)^{−1}g_j , j = 1, . . . , N.

Esli ∑_N j=1 f_j (ζ)g_j (ζ) = 0 na Σ, to i ∑_N j=1 F_j (ζ)G_j (ζ) = 0 na Σ.

Zameqatel~nyæ fakt sostoit v tom, qto funkcii F_j i G_j vyraßa¸tsØ qerez rexenie associirovannoæ zadaqi Rimana–Gil~berta.

Pust~ v — otobraßenie iz Σ v Mat(k, C ), gde k — nekotoroe fiksirovannoe natural~noe qislo.

My govorim, qto matriqnoznaqnaØ funkciØ m : C \ Σ → Mat(k, C ) ØvlØetsØ rexeniem zadaqi Rimana–Gil~berta (Σ, v), esli vypolnØ¸tsØ sledu¸wie usloviØ:

• m(ζ) analitiqna na C \ Σ,

• m_+(ζ) = m_−(ζ)v(ζ), ζ ∈ Σ, gde m_±(ζ) = lim_ζ0_{→ζ} ζ0_{∈(±)-side} m(ζ^′). Esli, krome togo, • m(ζ) → I pri ζ → ∞, my govorim, qto m rexaet normirovannu¸ zadaqu Rimana–Gil~berta (Σ, v).

Matrica v(ζ) nazyvaetsØ matriceæ skaqka.

Predloßenie 1.A.2 [64]. Pust~ L — integriruemyæ operator, takoæ qto opera-

tor 1 + L obratim. Togda suwestvuet edinstvennoe rexenie m(ζ) normirovannoæ zadaqi Rimana–Gil~berta (Σ, v) s v(ζ) = I + 2πi f(ζ)g(ζ)^t ∈ Mat(N, C ), gde f = (f_1, . . . , f_N )^t , g = (g_1, . . . , g_N )^t ,

i Ødro operatora K = L(1 + L)^{−1} imeet vid K(ζ, ζ^′) = G^t(ζ^′)F (ζ) ζ − ζ^′ , ζ, ζ^′ ∈ Σ, gde F = (F_1, . . . , F_N )^t , G = (G_1, . . . , G_N )^t ravny

F (ζ) = m_+(ζ) f(ζ) = m_−(ζ) f(ζ), G(ζ) = m^{−t}_+ (ζ) g(ζ) = m^{−t}_− (ζ) g(ζ).

Drugimi slovami, obratnyæ operator (1 + L)^{−1} k ediniqnomu operatoru pl¸s integriruemyæ operator vyraßaetsØ v terminah rexeniØ nekotoroæ associirovannoæ zadaqi kompleksnogo analiza.

FunkciØ m(ζ) moßet imet~ osobennosti v toqkah razryva matricy skaqka v (naprimer, v koncevyh toqkah Σ). Esli ne skazano protivnoe, my predpolagaem, qto m(ζ) prinadleßit lokal~nomu L^2 na l¸boæ gladkoæ krivoæ, prohodØweæ qerez osobu¸ toqku. Pri naxih ograniqeniØh na f_i, g_i, i Σ, sm. vyxe, rexenie

m(ζ) iz predloßeniØ 1.A.2 udovletvorØet fftomu uslovi¸.

Diskretnye analogi predloßeniæ 1.A.1 i 1.A.2 budut dokazany v sledu¸- weæ glave, sm. takße [27].

Pust~ teper~ Σ = Σ_I ∪Σ_{II} — ob¨edinenie dvuh konturov. Predpoloßim, qto operator L v bloqnoæ forme, sootvetstvu¸weæ fftomu razbieni¸, imeet vid L(x, y) = [ 0^{hI (x)hII(y)} x−y h_I (y)h_{II}(x) x−y 0 ]

dlØ nekotoryh funkciæ h_I( · ) i h_{II}( · ), opredelennyh na Σ_I i Σ_{II}, sootvetstvenno.

Togda L ØvlØetsØ integriruemym s N = 2. Deæstvitel~no, L(x, y) = f_1(x)g_1(y) + f_2(x)g_2(y) x − y , x, y ∈ Σ, gde f_1(x) = g_2(x) = { h_I (x), x ∈ Σ_I , 0, x ∈ Σ_{II} , f_2(x) = g_1(x) = { 0, x ∈ Σ_I , h_{II}(x), x ∈ Σ_{II}. Matrica skaqka v(x) sootvetstvu¸weæ zadaqi Rimana–Gil~berta imeet vid

v(x) = [ 1 2πi h^2_I (x) 0 1 ] , x ∈ Σ_I , [ 1 0 2πi h^2_{II}(x) 1 ] , x ∈ Σ_{II}. Nesloßno uvidet~, qto takaØ zadaqa Rimana–Gil~berta ffkvivalentna sledu¸- wemu naboru usloviæ:

• matriqnye fflementy m_{11} i m_{21} golomorfny na C \ Σ_{II}; • matriqnye fflementy m_{12} i m_{22} golomorfny na C \ Σ_I ; • na Σ_{II} vypolnØ¸tsØ sootnoxeniØ

m_{11+}(x) − m_{11−}(x) = 2πi h^2_I (x)m_{12}(x),

m_{21+}(x) − m_{21−}(x) = 2πi h^2_I (x)m_{22}(x);

• na Σ_I vypolnØ¸tsØ sootnoxeniØ

m_{12+}(x) − m_{12−}(x) = 2πi h^2_{II} (x)m_{11}(x),

m_{22+}(x) − m_{22−}(x) = 2πi h^2_{II} (x)m_{21}(x);

• m(x) ∼ I pri x → ∞. V sootvetstvii s predloßeniem 1.A.2, Ødro K(x, y) v bloqnoæ forme, otveqa¸weæ razbieni¸ Σ = Σ_I ∪ Σ_{II}, imeet vid K(x, y) = [_{hI (x)hI(y)(−m11(x)m21(y)+m21(x)m11(y))} x−y h_I (x)h_{II}(y)(m11(x)m22(y)−m21(x)m12(y)) x−y h_{II}(x)h_I (y)(m22(x)m11(y)−m12(x)m21(y)) x−y h_{II}(x)h_{II}(y)(−m22(x)m12(y)+m12(x)m22(y)) x−y ] . (1.A.2)

Qast~ 2. DISKRETNYE NUL^-VERO˚TNOSTI I RAZNOSTNYE URAVNENI˚ PENLEVE

2.1. KorrelØcionnye funkcii mery PlanxerelØ

Oboznaqim qerez S(n) simmetriqesku¸ gruppu stepeni n. Horoxo izvestno, qto ee neprivodimye predstavleniØ (nad kompleksnym polem) parametrizu¸tsØ razbieniØmi λ = (λ_1 ¿ λ_2 ¿ · · · ¿ λ_k) qisla n na natural~nye slagaemye:

n = λ_1 + λ_2 + · · · + λ_k, sm., naprimer, [7]. Mnoßestvo vseh razbieniæ qisla n

oboznaqaetsØ qerez P_n. DlØ kaßdogo razbieniØ λ oboznaqim qerez dim λ razmernost~ predstavleniØ, otveqa¸wego λ. Iz izvestnoæ formuly Bernsaæda dlØ koneqnyh grupp sleduet, qto ∑ λ∈P_n dim^2 λ = n!.

Takim obrazom, u nas voznikaet veroØtnostnaØ mera M_n na P_n, sopostavlØ¸wee razbieni¸ λ ∈ P_n ves

M_n(λ) = dim^2 λ n! . Mery M_n nazyva¸tsØ merami PlanxerelØ. �ti mery mogut byt~ poluqeny iz ravnomernyh raspredeleniæ na simmetriqeskih gruppah s pomow~¸ algoritma Robinsona–Xensteda, sm., naprimer, [100]. V qastnosti, raspredelenie samoæ bol~xoæ qasti λ_1 sluqaænogo razbieniØ n, raspredelennogo po mere PlanxerelØ, sovpadaet s raspredelenie dliny naibol~xeæ vozrasta¸weæ posledovatel~- nosti sluqaænoæ ravnomerno raspredelennoæ perestanovki iz S_n, sm., naprimer, [19].

Obrazuem novoe veroØtnostnoe raspredelenie M^θ na mnoßestve P = ⊔_n¿_0P_n vseh razbieniæ, kotoroe budet zaviset~ ot parametra θ > 0, sledu¸wim obrazom. Pust~ λ ∈ P_n. Poloßim

M^θ(λ) = θ^n n! e^{−θ} · M_n(λ). Kak bylo pokazano v [33], korrelØcionnye funkcii sluqaænogo toqeqnogo processa, estestvennym obrazom svØzannogo s M^θ , ime¸t determinantnu¸ formu s nekotorym Ødrom, kotoroe vyraßaetsØ qerez J-funkcii BesselØ. �to mownoe utverßdenie pozvolØet izuqit~ asimptotiqeskie svoæstva mer PlanxerelØ i, v qastnosti, dokazat~ gipotezu Baæka–Deæfta–`ohanssona [19], [20], ob asimptotiqeskom povedenii koneqnogo qisla naibol~xih qasteæ bol~xih sluqaænyh razbieniæ. (Ssylki na bolee rannie raboty po fftoæ teme moßno naæti v [19] i [17]. Otmetim, v qastnosti, raboty [77], [3], [6].) �to ße korrelØcionnoe Ødro vozniklo v [71] pri izuqenii asimptotiki ortogonal~nyh polinomial~nyh ansambleæ, svØzannyh s meroæ PlanxerelØ. Sm. takße [36], gde obsußdaetsØ svØz~ meßdu podhodami [33] i [71].

PoØvlenie funkciæ BesselØ v [33] kaßetsØ neskol~ko zagadoqnym. Krasivoe teoretiko-predstavlenqeskoe ob¨Øsnenie bylo predloßeno v [90] — dlØ znaqitel~no bolee xirokogo klassa mer na razbieniØh bylo dokazano, qto korrelØcionnye funkcii da¸tsØ determinantnymi formulam s Ødrom, kotoroe imeet Øvnoe integral~noe predstavlenie. V sluqae mer PlanxerelØ ffto privodit k integral~nomu predstavleni¸ funkciæ BesselØ, sm. [32, §4].

Naxeæ blißaæxeæ cel~¸ ØvlØetsØ poluqenie funkciæ BesselØ drugim sposobom: my pokaßem, qto korrelØcionnoe Ødro moßet byt~ poluqeno iz Øvnogo rexeniØ nekotoroæ “diskretnoæ zadaqi Rimana–Gil~berta”.

Sopostavim kaßdoæ diagramme ınga λ koneqnu¸ toqeqnu¸ konfiguraci¸

X(λ) v Z^′ = Z+^1_2 sledu¸wim obrazom. Oboznaqim qerez (p_1, . . . , p_d | q_1, . . . , q_d)

koordinaty Frobeniusa diagrammy λ i poloßim X(λ) = { −q_1 − 1 2 , . . . , −q_d − 1 2 , p_d + 1 2 , . . . , p_1 + 1 2 } . Opredelim korrelØcionnye funkcii ρ_k(x_1, . . . , x_k), k = 1, 2, . . . , mery M^θ formuloæ ρ_k(x_1, . . . , x_k) = M^θ{λ | {x_1, . . . , x_k} ⊂ X(λ)}, x_1, . . . , x_k ∈ Z^′. Kak bylo pokazano v [33], korrelØcionnye funkcii ime¸t determinantnyæ vid,

ρ_k(x_1, . . . , x_k) = det[K(x_i, x_j )]^k_{i,j=1},

s nekotorym Ødrom K(x, y) na Z^′.

�to Ødro moßno opredelit~ formuloæ K = L(1 + L)^{−1}, gde Ødro L (takße opredelennoe na Z^′) imeem prostoæ vid, sm. [33, predloßenie 2.3]. A imenno, v bloqnoæ forme, sootvetstvu¸weæ razbieni¸ Z^′ na poloßitel~nye i otricatel~nye qisla (Z^′_+ i Z^′_−), my imeem L(x, y) = 0^θ x�y_2 Γ(x+ 12 )Γ(−y+ 12 ) 1 x−y θ �x+y_2 Γ(−x+ 12 )Γ(y+ 12 ) 1 x−y 0 . (2.1.1)

�to oznaqaet, qto L(x, y) = 0, esli x i y ime¸t odinakovyæ znak, i L(x, y) = θ^x �y_2

Γ(x +^1_2 )Γ(−y +^1_2 ) 1 x − y , x ∈ Z^′_+, y ∈ Z^′_−; L(x, y) = θ �x+y_2

Γ(−x +^1_2 )Γ(y +^1_2 ) 1 x − y , x ∈ Z^′_−, y ∈ Z^′_+.

�tot fakt fflementaren. Trudnee poluqit Øvnu¸ formulu dlØ Ødra K. V [33] byli privedeny neskol~ko takih formul. Vot odna iz nih (teorema 1 v [33]).

Teorema 2.1.1. Opredelim Ødro K(x, y) na Z^′ = Z^′_+ ⊔ Z^′_− formuloæ K(x, y) = √ θ J_x� 1 2 J_y+ 1 2 −J_x+ 1 2 J_y� 1 2 x−y J_x� 1 2 J�y�^1_2^{+J}x+^1_2^J�y+^1_2 x−y J�x�^1_2^Jy�^1_2^{+J}�x+^1_2^Jy+^1_2 x−y J�x+^1_2^J�y�^1_2^{−J}�x�^1_2^J�y+^1_2 x−y , (2.1.2)

gde J_x = J_x(2 √ θ) — funkciØ BesselØ porØdka x s argumentom 2 √ θ, i diagonal~nye znaqeniØ Ødra opredelØ¸tsØ po pravilu LopitalØ. Togda K = L 1 + L , gde L daetsØ formuloæ (2.1.1).

My nazyvaem K(x, y) diskretnym Ødrom BesselØ.

V rabote [33] ne bylo ob¨Øsneno, otkuda poØvlØ¸tsØ funkcii BesselØ, a byla lix~ dana proverka togo, qto sootnoxenie K = L(1 + L)^{−1} vypolnØetsØ. K nastoØwemu momentu suwestvuet neskol~ko ob¨Øsneniæ fftogo fakta. Iznaqal~no, my poluqili diskretnoe Ødro BesselØ kak predel gipergeometriqeskogo Ødra, vvedennogo v [35], sm. takße §2.7. Gipergeometriqeskoe Ødro opisyvaet nekotoroe dvuhparametriqeskoe semeæstvo mer na razbieniØh, kotoroe nosit nazvanie z-mery, i kotoroe vyroßdaetsØ v mery PlanxerelØ v nekotorom predele. K. `ohansson nezavisimo poluqil sußenie diskretnogo Ødra BesselØ na Z^′_+ kak predel Øder KristoffelØ–Darbu dlØ mnogoqlenov Xarl~e, sm. [71]. A. Okun~- kov pokazal, qto mery PlanxerelØ i z-mery ukladyva¸tsØ v znaqitel~no bolee obwiæ formalizm beskoneqnomernogo semeæstva mer na razbieniØh i dal integral~noe predstavlenie dlØ sootvetstvu¸wih korrelØcionnyh Øder, sm. [90]. V sluqae mer PlanxerelØ takim obrazom voznikaet integral~noe predstavlenie dlØ funkciæ BesselØ, sm. [32, §4, primer 1].

Zdes~ my predlagaem ewe odin sposob vyvoda diskretnogo Ødra BesselØ. My budem rassmatrivat~ L i K kak diskretnye analogi integriruemyh operatorov v smysle [64], sm. takße [46].

Izvestno, qto esli L ØvlØetsØ integriruemym operatorom v obyqnom smysle, to operator L(1 + L)^{−1} takße integriruem i moßet byt~ poluqen qerez rexenie nekotoroæ zadaqi Rimana–Gil~berta, svØzannoæ s L, sm. [64], [46] i §2.2. My vvedem diskretnyæ analog zadaqi Rimana–Gil~berta i dokaßem, qto rexenie nekotoryh diskretnyh zadaq Rimana–Gil~berta (sokrawenno DZRG) ffkvivalentno vyqisleni¸ rezol~vent diskretnyh integriruemyh operatorov. Dalee, my pokaßem, kak poluqit~ diskretnoe Ødro BesselØ s pomow~¸ diskretnyh analogov standartnyh metodov, ispol~zuemyh pri rexenii obyqnyh (nepreryvnyh) zadaq Rimana–Gil~berta.

2.2. Integriruemye operatory i zadaqi Rimana–Gil~berta. Obwiæ formalizm

V fftom paragrafe my daem kratkoe izloßenie formalizma integriruemyh operatorov i sootvetstvu¸wih zadaq Rimana–Gil~berta. Naxe izloßenie sleduet rabote [46].

Pust~ Σ — orientirovannyæ kontur v C . Nazovem operator L v L^2(Σ, |dζ|) integriruemym, esli ego Ødro imeet vid L(ζ, ζ^′) = ∑_N j=1 f_j (ζ)g_j (ζ^′) ζ − ζ^′ , ζ, ζ^′ ∈ Σ, dlØ nekotoryh funkciæ f_j , g_j , j = 1, . . . , N. My budem vsegda predpolagat~, qto N∑ j=1 f_j (ζ)g_j (ζ) = 0, ζ ∈ Σ,

i pofftomu Ødro L(ζ, ζ^′) ne imeet osobennosteæ na diagonali (ffto predpoloßenie ne ØvlØetsØ neobhodimym dlØ razvitiØ obweæ teorii).

My ne naloßili nikakih ograniqeniæ na funkcii f_i, g_i i kontur Σ, ffti ograniqeniØ zavisØt ot rexaemoæ zadaqi. Naprimer, moßno potrebovat~, qto

f_i, g_i ∈ L^2(Σ, |dζ|) ∩ L^∞(Σ, |dζ|), i qto kontur Σ obladaet tem svoæstvom, qto ope-

rator glavnogo znaqeniØ preobrazovaniØ Koxi H,

(Hh)(ζ) = lim_{ε→+0} 1 πi ∫ {ζ0_{∈Σ:|ζ}0_{−ζ|>ε}} h(ζ^′) ζ − ζ^′ dζ^′ , ograniqen v L^2. Iz fftih usloviæ sleduet, qto operator L ograniqen v L^2(Σ, |dζ|), sm. [46].

Integriruemye operatory byli vpervye vydeleny v otdel~nyæ klass v [64].

OkazyvaetsØ, qto dlØ integriruemogo operatora L, takogo qto (1 + L)^{−1} suwestvuet, operator K = L(1 + L)^{−1} takße integriruem.

Predloßenie 2.2.1 [64]. Pust~ L — integriruemyæ operator, kak opisano vyxe,

i K = L(1 + L)^{−1}. Togda Ødro K(ζ, ζ^′) imeet vid K(ζ, ζ^′) = ∑_N j=1 F_j (ζ)G_j (ζ^′) ζ − ζ^′ , ζ, ζ^′ ∈ Σ, gde F_j = (1 + L)^{−1}f_j , G_j = (1 + L^t)^{−1}g_j , j = 1, . . . , N.

Esli ∑_N j=1 f_j (ζ)g_j (ζ) = 0 na Σ, to i ∑_N j=1 F_j (ζ)G_j (ζ) = 0 na Σ.

Zameqatel~nyæ fakt sostoit v tom, qto F_j i G_j mogut byt~ poluqeny posredstvom rexeniØ associirovannoæ zadaqi Rimana–Gil~berta.

Pri dvißenii vdol~ Σ v poloßitel~nom napravlenii my nazyvaem (+)- storonoæ (sootvetstvenno, (−)-storonoæ) tu storonu, qto leßit sleva (sootvetstvenno, sprava).

Pust~ v — otobraßenie iz Σ v Mat(k, C ), k — fiksirovannoe natural~noe qislo.

My govorim, qto matriqnoznaqnaØ funkciØ m : C \ Σ → Mat(k, C ) rexaet zadaqu Rimana–Gil~berta (Σ, v), esli vypolnØ¸tsØ sledu¸wie usloviØ:

• m(ζ) analitiqna v C \ Σ, • m_+(ζ) = m_−(ζ)v(ζ), ζ ∈ Σ, gde m_±(ζ) = lim_ζ0_{→ζ} ζ0_{∈(±)-storona} m(ζ^′), • m(ζ) → I pri ζ → ∞. Matrica v(ζ) nazyvaetsØ matriceæ skaqka.

Predloßenie 2.2.2 [64]. Pust~ L — integriruemyæ operator, i m(ζ) — rexenie

zadaqi Rimana–Gil~berta (Σ, v) s v(ζ) = I − 2πi f(ζ)g(ζ)^t ∈ Mat(N, C ), gde f = (f_1, . . . , f_N )^t , g = (g_1, . . . , g_N )^t .

Togda Ødro operatora K = L(1 + L)^{−1} imeet vid K(ζ, ζ^′) = G^t(ζ^′)F (ζ) ζ − ζ^′ , ζ, ζ^′ ∈ Σ, gde F = (F_1, . . . , F_N )^t , G = (G_1, . . . , G_N )^t da¸tsØ formulami F (ζ) = m_±(ζ) f(ζ), G(ζ) = (m^t_±(ζ))^{−1} g(ζ).

2.3. Diskretnye integriruemye operatory i diskretnye zadaqi Rimana–Gil~berta. Obwiæ formalizm V fftom paragrafe my dokazyvaem diskretnye analogi dvuh rezul~tatov, sformulirovannyh v predyduwem paragrafe.

Pust~ X — diskretnoe lokal~no koneqnoe podmnoßestvo C . Nazovem operator L, deæstvu¸wiæ v ℓ^2(X), integriruemym, esli ego matrica imeet vid L(x, x^′) = ∑_N j=1 f_j (x)g_j (x^′) x − x^′ , x ≠ x^′, 0, x = x^′, (2.3.1)

dlØ nekotoryh funkciæ f_j , g_j na X, j = 1, . . . , N, udovletvorØ¸wih sootnoxeni¸ N∑ j=1 f_j (x)g_j (x) = 0, x ∈ X. (2.3.2)

My budem predpolagat~, qto f_j , g_j ∈ ℓ^2(X) dlØ vseh j.

My takße budem nazyvat~ operator v ℓ^2(X) integriruemym, esli ego matrica imeet vid (2.3.1) dlØ x ≠ x^′ i imeet proizvol~nye (ne obØzatel~no nulevye) diagonal~nye znaqeniØ.

Poloßim

f = (f_1, . . . , f_N )^t, g = (g_1, . . . , g_N )^t.

Togda sootnoxenie (2.3.2) moßno perepisat~ v vide g^t(x)f(x) = 0. My budem predpolagat~, qto operator

(T h)(x) = ∑ x0_∈X_{, x}0_{≠x} h(x^′) x − x^′ (2.3.3)

ograniqen v ℓ^2(X). (�to analog operatora glavnogo znaqeniØ preobrazovaniØ Koxi H, kotoryæ byl opredelen v predyduwem paragrafe.) �ti usloviØ garantiru¸t, qto L ograniqen v ℓ^2(X); dokazatel~stvo soderßitsØ v dokazatel~stve predloßeniØ 2.3.3 niße.

Kak i v nepreryvnom sluqae, okazyvaetsØ, qto esli operator (1 + L) obratim, to K = L(1 + L)^{−1} = 1 − (1 + L)^{−1} — integriruemyæ operator s vozmoßno nenulevymi diagonal~nymi fflementami.

Predloßenie 2.3.1. Pust~ L — integriruemyæ operator, kak opisano vyxe, i

K = L(1 + L)^{−1}. Togda matrica K(x, x^′) imeet vid K(x, x^′ ) = ∑_N j=1 F_j (x)G_j (x^′) x − x^′ , x ≠ x^′, gde F_j = (1 + L)^{−1}f_j , G_j = (1 + L^t)^{−1}g_j , j = 1, . . . , N, i K(x, x) = − ∑ y∈X, y≠x^{L(x, y)K(y, x).} Bolee togo, ∑_N j=1 F_j (x)G_j (x) = 0 dlØ vseh x ∈ X.

Dokazatel~stvo. My budem sledovat~ dokazatel~stvu predloßeniØ 3.1 iz [76,

XIV.1]. OpredelØ¸wee sootnoxenie K + LK = L imeet vid K(x, y) + ∑ t≠x f^t(x)g(t) x − t K(t, y) = f^t(x)g(y) x − y . Pust~ x ≠ y. UmnoßaØ obe qasti na (x − y) i pol~zuØs~ sootnoxeniem x − y x − t = 1 + t − y x − t , my poluqaem (x − y)K(x, y) + ∑ t≠x f^t(x)g(t) x − t (t − y)K(t, y) = f^t(x) g(y) − ∑ t≠x g(t)K(t, y) . BlagodarØ sootnoxeni¸ (2.3.2), ograniqenie t ≠ x vo vtoroæ summe vyxe moßno ubrat~, i my poluqaem ∑ t (δ(x − t) + L(x, t)) (t − y)K(t, y) = f^t(x) ( (1 − K^t)g ) (y).

PrimenØØ (1 + L)^{−1} k obeim qastØm, my vidim, qto (x − y)K(x, y) = F^t(x)G(y), gde

F = (F_1, . . . , F_N )^t, G = (G_1, . . . , G_N )^t.

�to dokazyvaet pervoe utverßdenie.

Poskol~ku diagonal~nye znaqeniØ L ravny nul¸, iz sootnoxeniØ K + LK = L sleduet K(x, x) = − ∑ y≠x L(x, y)K(y, x) + L(x, x) = − ∑ y≠x L(x, y)K(y, x), i ffto dokazyvaet vtoroe utverßdenie.

Ravenstvo F^t(x)G(x) = 0 budet dokazano pozdnee, sm. (2.3.12). •

Zameqanie 2.3.2. Nesloßno uvidet~, qto dlØ integriruemogo operatora V s diagonal~nymi fflementami, otgraniqennymi ot −1, i takogo qto operator

(1 + V ) obratim, operator W = V (1 + V )^{−1} integriruem. Deæstvitel~no, esli

my oboznaqim qerez V_d diagonal~nu¸ qast~ matricy V , a qerez V_0 — vnediagonal~nu¸ qast~ V (t.e. V = V_d + V_0), to togda nesloßno poluqit~

W = V_d (1 + V_d)^{−1} + ~W (1 + V_d)^{−1}, gde ~W = (1 + V^d)^{−1}V^0 (1 + (1 + V_d)^{−1}V_0)^{−1}

integriruem soglasno predloßeni¸ 2.3.1. �to oznaqaet, qto W toße integriruem.

Analogiqno nepreryvnomu sluqa¸, F_j i G_j iz predloßeniØ 2.3.1 mogut byt~ poluqeny iz rexeniØ associirovannoæ diskretnoæ zadaqi Rimana–Gil~berta.

Pust~ w — otobraßenie iz X v Mat(k, C ), k — fiksirovannoe natural~noe qislo.

My budem govorit~, qto matriqnoznaqnaØ funkciØ m : C \ X → Mat(k, C ) s prostymi pol¸sami v toqkah x ∈ X ØvlØetsØ rexeniem DZRG (X, w), esli vypolnØ¸tsØ sledu¸wie usloviØ:

• m(ζ) analitiqna v C \ X,

• Res_{ζ=x} m(ζ) = lim_{ζ→x} (m(ζ)w(x)) , x ∈ X, • m(ζ) → I pri ζ → ∞. My takße budem nazyvat~ w(x) matriceæ skaqka.

Esli mnoßestvo X beskoneqno, to poslednee uslovie neobhodimo utoqnit~. V samom dele, funkciØ s pol¸sami, nakapliva¸wimisØ v beskoneqnosti, ne moßet imet~ asimptotiku v beskoneqnosti. Odin iz sposobov utoqnit~ ffto uslovie sostoit v tom, qtoby potrebovat~ ravnomernu¸ asimptotiku na posledovatel~- nosti okrußnosteæ |ζ| = a_k, a_k → +∞.

DlØ togo, qtoby garantirovat~ edinstvennost~ rexeniæ DZRG, rassmatrivaemyh niße, my vsegda budem predpolagat~, qto suwestvuet posledovatel~- nost~ rasxirØ¸wihsØ konturov, takih qto rasstoØnie ot nih do mnoßestva X otgraniqeno ot nulØ, i my budem trebovat~, qtoby rexenie m(ζ) imelo nußnu¸ asimptotiku na fftih konturah.

Postanovka DZRG vyxe oqen~ pohoßa na qisto solitonnyæ sluqaæ v obratnoæ zadaqe rasseØniØ, sm. [23], [24], [10, qast~ III].

Predloßenie 2.3.3. Pust~ L — integriruemyæ operator, kak opisano vyxe, i

m(ζ) — rexenie DZRG (X, w) s w(x) = −f(x)g(x)^t ∈ Mat(N, C ). Togda matrica K = L(1 + L)^{−1} imeet vid K(x, x^′) = G^t(x^′)F (x) x − x^′ , x ≠ x^′, G^t(x) lim_{ζ→x} (m^′(ζ) f(x)) , x = x^′,

gde m^′(ζ) = dm(ζ) dζ , i F (x) = lim_{ζ→x} (m(ζ) f(x)) , G(x) = lim_{ζ→x} ( (m^t(ζ))^{−1} g(x) ) . Preßde qem dokazyvat~ ffto predloßenie, dokaßem sledu¸wie poleznye utverßdeniØ.

Lemma 2.3.4. Esli m(ζ) ØvlØetsØ rexeniem DZRG (X, w), i w^2(x) = 0 dlØ neko-

torogo x ∈ X, to funkciØ m(ζ) ( I + w(x) ζ − x ) (2.3.4) analitiqna v okrestnosti x.

Dokazatel~stvo. V okrestnosti x my imeem (m(ζ) imeet prostoæ pol¸s v x) m(ζ) = A_x ζ − x + B_x + O(ζ − x), gde A_x i B_x — postoØnnye matricy. Togda

Res_{ζ=x} m(ζ) = A_x, m(ζ)w(x) = A_xw(x) ζ − x + B_xw(x) + O(ζ − x). Iz usloviØ “skaqka” (t.e. usloviØ Res_{ζ=x} m(ζ) = lim_{ζ→x} (m(ζ)w(x)), zamewa¸wego uslovie skaqka v diskretnoæ situacii) sleduet A_xw(x) = 0, A_x = − lim_{ζ→x} m(ζ)w(x) = −B_xw(x). Ots¸da m(ζ) = B_x ( − w(x) ζ − x + I ) + O(ζ − x), i, vspominaØ, qto w^2(x) = 0, my poluqaem m(ζ) ( I + w(x) ζ − x ) = B_x + O(1)

qto analitiqno vblizi x. •

Zametim, qto matrica skaqka w(x) = −f(x)g(x)^t udovletvorØet uslovi¸

w^2(x) = 0 v kaßdoæ toqke x ∈ X vvidu (2.3.2).

Lemma 2.3.5. Pust~ m1(ζ) i m2(ζ) sut~ rexeniØ DZRG s odnoæ i toæ ße matri-

ceæ skaqka w(x), w^2(x) = 0 dlØ vseh x ∈ X, i, vozmoßno, razliqnymi asimptotiqeskimi usloviØmi na beskoneqnosti. Esli m_2(ζ) obratima pri ζ ∈ C \ X, to m_1(ζ)(m_2(ζ))^{−1} analitiqna v C .

Dokazatel~stvo. Poskol~ku w^2(x) = 0, opredelitel~ matricy^(I +^{w(x)}_{ζ−x}^) toßdestvenno raven 1. V qastnosti, ffta matrica obratima.

Esli m_1(ζ) i m_2(ζ) sut~ rexeniØ DZRG s odnoæ i toæ ße matriceæ skaqka

w(x), i m_2(ζ) obratima, to

m_1(ζ)(m_2(ζ))^{−1} = m_1(ζ) ( I + w(x) ζ − x ) ( I + w(x) ζ − x )_{−1} (m_2(ζ))^{−1} = ( m_1(ζ) ( I + w(x) ζ − x )) ( m_2(ζ) ( I + w(x) ζ − x ))_{−1}

analitiqna vblizi x ∈ X soglasno lemme 2.3.4. Poskol~ku x ∈ X proizvolen,

m_1(ζ)(m_2(ζ))^{−1} analitiqna v C . •

Sledstvie 2.3.6. DZRG s matriceæ skaqka w(x), w^2(x) = 0 dlØ vseh x ∈ X, i proiz-

vol~noæ obratimoæ asimptotikoæ v beskoneqnosti, q~e l¸boe rexenie obratimo

v C \ X, imeet ne bolee odnogo rexeniØ.

Dokazatel~stvo. Deæstvitel~no, esli m1(ζ) i m2(ζ) — dva rexeniØ, to funkciØ m_1(ζ)(m_2(ζ))^{−1} ne imeet osobennosteæ soglasno lemme 2.3.5 i asimtotiqeski ravna ediniqnoæ matrice I v beskoneqnosti. Po teoreme LiuvillØ,

m_1(ζ) ≡ m_2(ζ). •

Lemma 2.3.7. Esli m(ζ) — rexenie DZRG s matriceæ skaqka w(x), w^2(x) = 0 dlØ

vseh x ∈ X, i asimptotikoæ I v beskoneqnosti, to det m(ζ) ≡ 1. Sledovatel~no, takaØ DZRG imeet ne bolee odnogo rexeniØ.

Dokazatel~stvo. Iz lemmy 2.3.4 sleduet, qto

det m(ζ) = det [ m(ζ) ( I + w(x) ζ − x )]

analitiqna vblizi x ∈ X. Poskol~ku x ∈ X proizvolen, det m(ζ) analitiqna v C , i iz asimptotiqeskogo usloviØ m(ζ) → I pri ζ → ∞ sleduet, qto det m(ζ) ≡ 1. • Dokazatel~stvo predloßeniØ 2.3.3. Dokazatel~stvo analogiqno dokazatel~- stvu predloßeniØ 3.1 v [46]. Ono osnovano na sledu¸weæ kommutacionnoæ formule: dlØ banahovyh prostranstv B_1 i B_2 i ograniqennyh operatorov D : B_1 → B_2 i E : B_2 → B_1, imeet mesto ravenstvo λ DE + λ + D 1 ED + λ E = 1

v tom smysle, qto esli (−λ) ≠ 0 leßit v rezol~ventnom mnoßestve operatora ED, to (−λ) leßit v rezol~ventnom mnoßestve operatora DE, i (DE + λ)^{−1} =

λ^{−1}(1 − D(ED + λ)^{−1}E), sm., naprimer, [97]. �tot prostoæ rezul~tat imeet bol~-

xoe koliqestvo priloßeniæ v matematiqeskoæ fizike, sm. [45].

Oboznaqim qerez R_f operator umnoßeniØ sprava na N-mernyæ vektorstolbec f, kotoryæ otobraßaet N-mernye vektor-stroki v skalØrnye funkcii:

(R_f h)(x) = h(x)f(x) = N∑ i=1 h_i(x)f_i(x), h = (h_1, . . . , h_N ), i oboznaqim qerez R_gt operator umnoßeniØ sprava na N-mernyæ vektor-stroku

g^t, kotoryæ otobraßaet skalØrnye funkcii v N-mernye vektor-stroki: (R_gt h)(x) = h(x)g^t(x) = (h(x)g_1(x), . . . , h(x)g_N (x)). Pod primeneniem R_f k N × N-matriqnoznaqnoæ funkcii my budem ponimat~ primenenie R_f k kaßdoæ stroke matricy; rezul~tatom budet N-mernyæ vektorstolbec. Analogiqno, primenØØ R_gt k N-mernomu vektor-stolbcu, my primenØem

R_gt pokoordinatno i v rezul~tate poluqaem matricu N × N.

Zametim teper~, qto operator L imeet vid L = DE, gde D = R_f , E = T R_gt , i T byl opredelen v (2.3.3). Operator D otobraßaet prostranstvo B_1 ℓ^2-funkciæ

na X so znaqeniØmi v N-mernyh vektorah-strokah v B2 = ℓ^2(X), i E otobraßaet

B_2 v B_1. Operator T deæstvuet v prostranstve vektornyh funkciæ pokoordi-

natno.

Ots¸da sleduet, qto L — ograniqennyæ operator v ℓ^2(X), esli funkcii

f_j , g_j ograniqeny i operator T ograniqen. Otmetim, qto dlØ ograniqennosti L

vmesto ograniqennosti T dostatoqno trebovat~ ograniqennost~ E = T R_gt .

Primenim kommutacionnu¸ formulu pri λ = 1. Poskol~ku operator (1 + L) obratim, imeem (pol~zuØs~ predloßeniem 2.3.1)

F = (1 + L)^{−1}f = (1 + DE)^{−1}f = f − D 1 ED + 1 Ef = f − R_f 1 ED + 1 T R_gt f = f − R_f 1 ED + 1 T fg^t = f − R_f 1 ED + 1 ED I = f − R_f ( 1 − 1 ED + 1 ) I = R_f (ED + 1)^{−1}I.

Zdes~ I oboznaqaet funkci¸ so znaqeniØmi v N × N matricah, toßdestvenno ravnu¸ ediniqnoæ matrice.

Poloßim μ = (ED + 1)^{−1}I. Zametim, qto vse matriqnye fflementy (μ − I) prinadleßat ℓ^2(X). My tol~ko qto dokazali, qto

F = (1 + L)^{−1}f = R_f (ED + 1)^{−1}I = μf, (2.3.5)

gde μ = I − ED μ, ili μ(x) = I − ∑ y∈X, y≠x μ(y)(fg^t )(y) x − y . (2.3.6)

Poskol~ku

L^t(x, x^′) = ∑_N j=1 f_j (x^′)g_j (x) x^′ − x , x ≠ x^′, 0, x = x^′,

moßet byt~ poluqeno iz L(x, x^′), opredelennogo v (2.3.1), s pomow~¸ zameny

f → −g, g → f, my poluqaem

G = (1 + L^t)^{−1}g = ~μ g, (2.3.7) gde ~μ(x) = I + ∑ y∈X, y≠x ~μ(y)(gf^t )(y) x − y . (2.3.8)

Poloßim m(ζ) = I − ∑ y∈X μ(y)(fg^t)(y) ζ − y , ~m(ζ) = I + ∑ y∈X ~μ(y)(gf^t)(y) ζ − y . (2.3.9)

sr. (2.3.6), (2.3.8). Imeem

Res_{ζ=x} m(ζ) = −μ(x)(fg^t)(x) = − lim_{ζ→x} ( m(ζ)(fg^t)(x) ) . Deæstvitel~no, m(ζ)(fg^t)(x) = (fg^t)(x) − ∑ y∈X, y≠x μ(y)(fg^t)(y)(fg^t )(x) ζ − y tak kak (fg^t)^2(x) = 0 soglasno (2.3.2).

Takim obrazom, m(ζ) est~ (edinstvennoe, po lemme 2.3.7) rexenie DZRG

(X, w) s w(x) = −f(x)g(x)^t (asimptotiqeskoe uslovie nemedlenno sleduet iz

(2.3.9)). Analogiqno, ispol~zuØ (2.3.5), my poluqaem

F (x) = μ(x)f(x) = lim_{ζ→x} (m(ζ)f(x)) . (2.3.10)

Takie ße rassußdeniØ pokazyva¸t, qto ~m(ζ) est~ rexenie DZRG (X, g(x)f(x)^t ), i G(x) = ~μ(x)g(x) = lim_{ζ→x} ( ~m(ζ)g(x)) . (2.3.11)

Soglasno lemme 2.3.4, funkcii m(ζ) ( I + f(x)g(x)^t ζ − x ) i ~m(ζ) ( I − g(x)f(x)^t ζ − x )

analitiqny v okrestnosti x. Togda, pol~zuØs~ sootnoxeniem (f(x)g(x)^t )^2 = 0, imeem m(ζ) ~m^t(ζ) = m(ζ) ( I + f(x)g(x)^t ζ − x ) ( I − f(x)g(x)^t ζ − x ) ~m^t(ζ) = ( m(ζ) ( I + f(x)g(x)^t ζ − x )) ( ~m(ζ) ( I − g(x)f(x)^t ζ − x ))_t , i ffta funkciØ analitiqna vblizi x. Vvidu proizvol~nosti x ∈ X, m(ζ) ~m^t(ζ) analitiqna v C , i iz asimptotiqeskogo usloviØ DZRG sleduet, qto ~m^t(ζ) =

(m(ζ))^{−1}. Takim obrazom, (2.3.11) prevrawaetsØ v G(x) = lim_{ζ→x} ( (m^t(ζ))^{−1}g(x) ) .

Iz sootnoxeniæ (2.3.10) i (2.3.11) sleduet

G(x)^tF (x) = lim_{ζ→x} ( g(x)^t(m(ζ))^{−1}m(ζ)f(x) ) = g(x)^tf(x) = 0, (2.3.12)

qto dokazyvaet poslednee utverßdenie predloßeniØ 2.3.1.

Nakonec, na diagonali, soglasno predloßeni¸ 2.3.1, (2.3.2), (2.3.5), (2.3.9), poluqaem K(x, x) = − ∑ y∈X, y≠x^{L(x, y)K(y, x) = −} ∑ y∈X, y≠x g(y)^tf(x) x − y G(x)^tF (y) y − x

= G(x)^t ∑ y∈X, y≠x F (y)g(y)^t (x − y)^2 f(x) = G(x)^t ∑ y∈X, y≠x μ(y)f(y)g(y)^t (x − y)^2 f(x) = G(x)^t lim_{ζ→x} (m^′(ζ)f(x)) . •

2.4. Integriruemye operatory i zadaqi Rimana–Gil~berta. Qastnyæ sluqaæ V fftom paragrafe my primenØem obwiæ formalizm §2.2 k znaqitel~no bolee qastnoæ situacii.

Pust~ Σ = Σ_I ∪ Σ_{II} — ob¨edinenie dvuh konturov. Predpoloßim, qto operator L v bloqnoæ forme, otveqa¸weæ fftomu razbieni¸, imeet vid L(x, y) = [ 0^{hI (x)hII(y)} x−y h_I (y)h_{II}(x) x−y 0 ] (2.4.1)

dlØ nekotoryh funkciæ h_I( · ) i h_{II}( · ), opredelennyh na Σ_I i Σ_{II}, sootvetstvenno.

Togda operator L integriruem s N = 2. Deæstvitel~no, L(x, y) = f_1(x)g_1(y) + f_2(x)g_2(y) x − y , x, y ∈ Σ, gde f_1(x) = { h_I (x), x ∈ Σ_I , 0, x ∈ Σ_{II} , f_2(x) = { 0, x ∈ Σ_I, h_{II}(x), x ∈ Σ_{II}, g_1(x) = { 0, x ∈ Σ_I , h_{II}(x), x ∈ Σ_{II}, g_2(x) = { h_I(x), x ∈ Σ_I , 0, x ∈ Σ_{II}. Matrica skaqka v(x) sootvetstvu¸weæ zadaqi Rimana–Gil~berta imeet vid

v(x) = ( 1 −2πi h^2_I(x) 0 1 ) , x ∈ Σ_I , ( 1 0 −2πi h^2_{II}(x) 1 ) , x ∈ Σ_{II} . (2.4.2)

Legko videt~, qto zadaqa Rimana–Gil~berta v fftoæ situacii ffkvivalentna sledu¸wemu naboru usloviæ:

• matriqnye fflementy m_{11} i m_{21} golomorfny v C \ Σ_{II} ; • matriqnye fflementy m_{12} i m_{22} golomorfny v C \ Σ_I ; • na Σ_{II} vypolnØ¸tsØ usloviØ

m_{11+}(x) − m_{11−}(x) = −2πi h^2_I (x)m_{12}(x),

m_{21+}(x) − m_{21−}(x) = −2πi h^2_I (x)m_{22}(x);

• na Σ_I vypolnØ¸tsØ usloviØ

m_{12+}(x) − m_{12−}(x) = −2πi h^2_{II}(x)m_{11}(x),

m_{22+}(x) − m_{22−}(x) = −2πi h^2_{II}(x)m_{21}(x); • m(x) ∼ 1 pri x → ∞. Soglasno predloßeni¸ 2.2.2, Ødro K(x, y) v bloqnoæ forme, sootvetstvu¸- weæ razbieni¸ Σ = Σ_I ∪ Σ_{II}, imeet vid K(x, y) = [_{hI (x)hI(y)(−m11(x)m21(y)+m21(x)m11(y))} x−y h_I (x)h_{II}(y)(m11(x)m22(y)−m21(x)m12(y)) x−y h_{II} (x)h_I(y)(m22(x)m11(y)−m12(x)m21(y)) x−y h_{II} (x)h_{II}(y)(−m22(x)m12(y)+m12(x)m22(y)) x−y ] . 2.5. Diskretnye integriruemye operatory i diskretnye zadaqi Rimana–Gil~berta. Qastnyæ sluqaæ

Analogiqno §2.4, my primenØem obwiæ formalizm §2.3 v nekotorom qastnom sluqae.

Pust~ X — diskretnoe lokal~no koneqnoe podmnoßestvo C , i pust~ X =

XI ⊔ XII — ego razbienie na diz¨¸nktnye qasti. Pust~ hI( · ), hII( · ) — dve

funkcii, opredelennye na X_I i X_{II}, sootvetstvenno. My budem predpolagat~, qto h_I ∈ ℓ^2(X_I ), h_{II} ∈ ℓ^2(X_{II}).

Rassmotrim matricu L razmera X × X, kotoraØ v bloqnoæ forme, otveqa¸- weæ razbieni¸ X = X_I ⊔ X_{II}, imeet vid, sr. (2.4.1), L(x, y) = [ 0^{hI (x)hII(y)} x−y h_I (y)h_{II}(x) x−y 0 ] . �ta matrica opredelØet ograniqennyæ operator v ℓ^2(X) esli, naprimer, operator T , opredelennyæ v (2.3.3), ograniqen v ℓ^2.

Predpoloßim, qto operator (1+L) obratim. �to avtomatiqeski verno, esli

h_I i h_{II} prinima¸t vewestvennye znaqeniØ; togda L^∗ = −L, i −1 ne moßet

leßat~ v spektre L.

Kak i v §2.4, operator L integriruem s N = 2. Deæstvitel~no, L(x, y) = f_1(x)g_1(y) + f_2(x)g_2(y) x − y , x, y ∈ X, gde f_1(x) = { h_I(x), x ∈ X_I, 0, x ∈ X_{II}, f_2(x) = { 0, x ∈ X_I, h_{II}(x), x ∈ X_{II}, g_1(x) = { 0, x ∈ X_I , h_{II}(x), x ∈ X_{II}, g_2(x) = { h_I(x), x ∈ X_I , 0, x ∈ X_{II}. Matrica skaqka w(x) = −f(x)g(x)^t sootvetstvu¸weæ DZRG imeet vid

w(x) = ( 0 −h^2_I (x) 0 0 ) , x ∈ X_I, ( 0 0 −h^2_{II}(x) 0 ) , x ∈ X_{II}. Nemedlenno vidno, qto takaØ DZRG ffkvivalentna naboru usloviæ • matriqnye fflementy m_{11} i m_{21} golomorfny v C \ X_{II}; • matriqnye fflementy m_{12} i m_{22} golomorfny v C \ X_I ;

• m_{11} i m_{21} ime¸t prostye pol¸sy v toqkah X_{II}, i dlØ x ∈ X_{II}

Res_{u=x} m_{11}(u) = −h^2_I(x)m_{12}(x), Res_{u=x} m_{21}(u) = −h^2_I(x)m_{22}(x);

• m_{21} i m_{22} ime¸t prostye pol¸sy v toqkah X_I, i dlØ x ∈ X_I

Res_{u=x} m_{12}(u) = −h^2_{II}(x)m_{11}(x), Res_{u=x} m_{22}(u) = −h^2_{II}(x)m_{21}(x); • m(u) ∼ 1 pri u → ∞. TakaØ postanovka zadaqi moßet byt~ legko ugadana iz nepreryvnogo sluqaØ. NepreryvnaØ zadaqa Rimana–Gil~berta ffkvivalentna sisteme integral~- nyh uravneniæ. V qastnom sluqae, rassmotrennom v §2.4, ffta sistema imeet vid ∫ Σ_I

h^2_I (x)m_{11}(x) x − y dx = m_{12}(y), ∫ Σ_I

h^2_I(x)m_{21}(x) x − y dx = 1 + m_{22}(y), ∫ Σ_{II} h^2_{II}(x)m_{12}(x) x − y dx = 1 + m_{11}(y), ∫ Σ_{II} h^2_{II}(x)m_{22}(x) x − y dx = m_{21}(y).

V pervyh dvuh uravneniØh y leßit v C \ Σ_I, a v poslednih dvuh uravneniØh y leßit v C \ Σ_{II}.

Estestvennyæ diskretnyæ analog fftoæ sistemy imeet vid ∑ x∈XI h^2_I (x)m_{11}(x) x − y = m_{12}(y), ∑ x∈XI h^2_I (x)m_{21}(x) x − y = 1 + m_{22}(y), ∑ x∈XII h^2_{II}(x)m_{12}(x) x − y = 1 + m_{11}(y), ∑ x∈XII h^2_{II}(x)m_{22}(x) x − y = m_{21}(y),

qto ffkvivalentno naxeæ DZRG.

�ta analogiØ ukazyvaet na to, qto nepreryvnye zadaqi Rimana–Gil~berta mogut byt~ poluqeny kak predely DZRG, kogda X “approksimiruet” kontur Σ, ili, naoborot, DZRG mogut byt~ poluqeny kak predely nepreryvnyh zadaq, kogda kontur raspadaetsØ na vse bolee melkie qasti, soderßawie toqki X. V §2.7 my prodemonstriruem Øvnyæ primer nepreryvnoæ i diskretnoæ zadaq, takih qto diskretnaØ zadaqa shoditsØ k nepreryvnoæ v nekotorom predele.

Predloßenie 2.3.3 v naxeæ special~noæ situacii prinimaet sledu¸wiæ vid, sr. §2.4.

Predloßenie 2.5.1. Pust~ m — rexenie DZRG, sformulirovannoæ vyxe. Togda

matrica K = L(1 + L)^{−1} imeet vid (otnositel~no razbieniØ X = X_I ∪ X_{II}) K(x, y) = [_{hI (x)hI(y)(−m11(x)m21(y)+m21(x)m11(y))} x−y h_I (x)h_{II}(y)(m11(x)m22(y)−m21(x)m12(y)) x−y h_{II}(x)h_I(y)(m22(x)m11(y)−m12(x)m21(y)) x−y h_{II} (x)h_{II}(y)(−m22(x)m12(y)+m12(x)m22(y)) x−y ]

gde neopredelennosti tipa^0 na diagonali razrexa¸tsØ po pravilu LopitalØ: K(x, x) = { h^2_I(x)(−m^′_{11}(x)m_{21}(x) + m^′_{21}(x)m_{11}(x)), x ∈ X_I , h^2_{II}(x)(−m^′_{22}(x)m_{12}(x) + m^′_{12}(x)m_{22}(x)), x ∈ X_{II}.

Dokazatel~stvo. PrØmoe primenenie predloßeniØ 2.3.3. Zametim, qto det m(ζ) ≡ 1 soglasno lemme 2.3.7, i

(m^t)^{−1} = ( m_{22} −m_{21} −m_{12} m_{11} ) . • 2.6. Diskretnoe Ødro BesselØ VernemsØ k zadaqe, sformulirovannoæ v §2.1. Kak bylo ustanovleno v predyduwem paragrafe, Ødro K = L(1 + L)^{−1}, gde L daetsØ formuloæ (2.1.1), moßet byt~ vyraßeno qerez rexenie DZRG special~nogo vida, opisannogo vyxe, s

X = Z^′ = Z+^1_2, XI = Z^′_+ =^{{ 1}_2 ,^3_2 , . . .^} , XII = Z^′_− =^{−^1_2 , −^3_2 , . . .^} ,

h_I (x) = θ^{x2} Γ(x +^1_2 ) , h_{II}(x) = θ^{− x2} Γ(−x +^1_2 ) . Nam budet bolee udobno ispol~zovat~ parametr η = √ θ vmesto θ; togda

h_I(x) = η^x Γ(x +^1_2 ) , h_{II}(x) = η^{−x} Γ(−x +^1_2 )

. (2.6.1)

Odnim iz sposobov rexeniØ zadaq Rimana–Gil~berta ØvlØetsØ svedenie zadaqi k zadaqe s postoØnnoæ (ili ne zavisØweæ ot nekotorogo parametra) matriceæ skaqka. Togda moßno sravnivat~ rexenie s ego proizvodnymi po kompleksnoæ peremennoæ ili po fftomu parametru, sm., naprimer, [76, glava XV]. My vospol~zuemsØ fftim podhodom dlØ naxeæ DZRG.

Iz asimptotiqeskogo usloviØ DZRG sleduet, qto m(u) ∼ 1 pri u → ∞. Predpoloßim, qto sledu¸wie qleny asimptotiqeskogo razloßeniØ rexeniØ m(u) v beskoneqnosti da¸tsØ sootnoxeniem m(u) = ( 1 0 0 1 ) + 1 u ( α β γ δ ) + O ( 1 u^2 ) .

Zdes~ α, β, γ, δ — nekotorye funkcii ot η. Asimptotika zdes~ i niße ponimaetsØ v tom smysle, qto |u| → ∞ tak, qto dist(u, X) otgraniqeno ot nulØ.

Zametim, qto naxa DZRG imeet oqevidnu¸ simmetri¸: poskol~ku X_I = −XII i hI(x) = hII(−x), zamena u ↔ −u, ( m_{11}(u) m_{12}(u) m_{21}(u) m_{22}(u) ) ←→ ( m_{22}(−u) −m_{21}(−u) −m_{12}(−u) m_{11}(−u) ) (2.6.2)

ne menØet zadaqu (znak minus vo vnediagonal~nyh fflementah poØvlØetsØ blagodarØ sootnoxeni¸ Res_{u=x} f(u) = − Res_{u=−x} f(−u)). Ots¸da nemedlenno vytekaet, qto α = −δ, β = γ, tak qto m(u) = ( 1 0 0 1 ) + 1 u ( α β β −α ) + O ( 1 u^2 ) . (7.3)

Rassmotrim novu¸ matricu n(u) = m(u) ( η^u 0 0 η^{−u} ) . Otmetim, qto n(u) obratima pri u ∈ C \ X, potomu qto m(u) obratima po lemme 2.3.7.

Esli m(u) — rexenie DZRG s funkciØmi h, zadannymi formulami (2.6.1), i asimptotiqeskim povedeniem (2.6.3), to n(u) est~ rexenie DZRG s

~h_I(x) = 1 Γ(x +^1_2 ) , ~h_{II}(x) = 1 Γ(−x +^1_2 )

, (2.6.4)

i asimptotikoæ n(u) = (( 1 0 0 1 ) + 1 u ( α β β −α ) + O ( 1 u^2 )) ( η^u 0 0 η^{−u} ) , u → ∞. (2.6.5)

Teper~ zametim, qto matrica skaqka novoæ zadaqi, opredelØemaØ (2.6.4), ne zavisit ot η, i, sledovatel~no, proizvodnaØ^{∂n}_{∂η} = ∂_ηn udovletvorØet toæ ße DZRG s, vozmoßno, drugoæ asimptotikoæ na beskoneqnosti. Soglasno lemme 2.3.5, funkciØ (∂_ηn)n^{−1} ne imeet osobennosteæ v C .

Asimptotika (∂_ηn)n^{−1} legko vyqislØetsØ iz (2.6.5): ∂_ηn(u) = u η (( 1 0 0 1 ) + 1 u ( α β β −α ) + O ( 1 u^2 )) ( 1 0 0 −1 ) ( η^u 0 0 η^{−u} ) , n^{−1}(u) = ( η^{−u} 0 0 η^u ) (( 1 0 0 1 ) − 1 u ( α β β −α ) + O ( 1 u^2 )) , (∂_ηn)n^{−1}(u) = 1 η ( u −2β 2β −u ) + O ( 1 u ) . Zametim, qto parametr α ne uqastvuet v asimptotike. Po teoreme LiuvillØ my zakl¸qaem, qto ∂_ηn(u) ≡ 1 η ( u −2β 2β −u ) n(u). (2.6.6)

�to sootnoxenie uße dostavlØet nekotoru¸ informaci¸ ob n. Deæstvitel~no, ots¸da legko sleduet, qto matriqnye fflementy n udovletvorØ¸t lineænomu differencial~nomu uravneni¸ vtorogo porØdka po η. Odnako, kofffficienty fftogo uravneniØ vse ewe neizvestny — oni vyraßa¸tsØ v terminah funkcii β(η). Vtoroæ priem, kotoryæ qasto ispol~zuetsØ pri rexenii obyqnyh zadaq Rimana–Gil~berta v takoæ situacii, sostoit v differencirovanii po kompleksnoæ peremennoæ v sluqae, esli matrica skaqka ot nee ne zavisit. K soßaleni¸, my ne moßem svesti naxu zadaqu k DZRG s matriceæ skaqka, ne zavisØweæ ot u. Tem ne menee, ffto prepØtstvie moßno oboæti sledu¸wim obrazom.

Opredelim novu¸ matricu p(u) = n(u) (_1

Γ(u+ 12 ) 0

0^1_{Γ(−u+ 12 )} ) . Esli m(u) rexaet ishodnu¸ DZRG, to nesloßno uvidet~, qto p(u) golomorfna

v C . Uslovie skaqka i asimptotika (2.6.5) na Øzyke p(u) prinima¸t vid

p(x) = (−1)^{x− 12} p(x) ( 0 1 1 0 ) , x ∈ X, (2.6.7)

p(u) = (( 1 0 0 1 ) + 1 u ( α β β −α ) + O ( 1 u^2 )) ( η^u_{Γ(u+ 1} 2 ) 0

0^η �u Γ(−u+ 12 ) ) (2.6.8)

pri u → ∞.

Zametim, qto iz sootnoxeniØ (2.6.7) sleduet, qto matrica p(x) vyroßdena v toqkah x ∈ X.

Rassmotrim matricu ~p(u) = ( ~p_{11}(u) ~p_{12}(u) ~p_{21}(u) ~p_{22}(u) ) = ( p_{11}(u + 1) −p_{12}(u + 1) −p_{21}(u − 1) p_{22}(u − 1) ) . ˚sno, qto ~p udovletvorØet uslovi¸ (2.6.7), i iz (2.6.8) sleduet, qto pri u → ∞

~p_{11}(u) = (1 + αu^{−1} + O(u^{−2})) η^{u+1} Γ(u +^3_2 ) = η^u Γ(u +^1_2 ) O(u^{−1}), ~p_{12}(u) = −(βu^{−1} + O(u^{−2})) η^{−u−1} Γ(−u −^1_2 ) = η^{−u} Γ(−u +^1_2 ) ( β η + O(u^{−1}) ) , ~p_{21}(u) = −(βu^{−1} + O(u^{−2})) η^{u−1} Γ(u −^1_2 ) = η^u Γ(u +^1_2 ) ( − β η + O(u^{−1}) ) , ~p_{22}(u) = (1 − αu^{−1} + O(u^{−2})) η^{−u+1} Γ(−u +^3_2 ) = η^{−u} Γ(−u +^1_2 ) O(u^{−1}). �to oznaqaet, qto matrica ~n(u) = ~p(u) ( Γ(u +^1_2 ) 0 0 Γ(−u +^1_2 ) )

udovletvorØet toæ ße DZRG, qto i n(u), i asimptotiqeski ~n(u)n^{−1}(u) ∼ ( 0^β_η −^β_η 0 ) , u → ∞. Po teoreme LiuvillØ my poluqaem ~n(u) = ( 0^β_η −^β_η 0 ) n(u). V terminah p i ~p ffto oznaqaet, qto

~p_{11}(u) = p_{11}(u + 1) = β η p_{21}(u), ~p_{21}(u) = −p_{21}(u − 1) = − β η p_{11}(u),

~p_{12}(u) = −p_{12}(u + 1) = β η p_{22}(u), ~p_{22}(u) = p_{22}(u − 1) = − β η p_{12}(u),

(2.6.9)

dlØ vseh u ∈ C . Sledovatel~no, (_β η )_2

= 1, i β = ±η. Togda uravnenie (2.6.6) prinimaet vid ∂_ηn(u) = (_u η ∓2 ±2 −^u_η ) n(u). (2.6.10)

Zametim, qto zamena znakov vnediagonal~nyh fflementov n menØet mestami rexeniØ (2.6.10), otveqa¸wie β = η i β = −η. Takim obrazom, dostatoqno rassmotret~ sluqaæ β = −η. Togda (2.6.10) privodit k sledu¸wim sootnoxeniØm:

∂_ηn_{11}(u) = u η n_{11}(u) + 2n_{21}(u), ∂_ηn_{21}(u) = − u η n_{21}(u) − 2n_{11}(u). (2.6.11)

�to daet lineænye differencial~nye uravneniØ na n_{11}(u), n_{12}(u): ( ∂^2_η − u(u − 1) η^2 + 4 ) n_{11}(u) = 0, ( ∂^2_η − u(u + 1)

η^2 + 4 ) n_{21}(u) = 0.

Obwie rexeniØ fftih uravneniæ vyraßa¸tsØ qerez funkcii BesselØ

n_{11}(u) = √ η ( const_1 J_{u−} 1_2 (2η) + const_2 J_{−u+} 1_2 (2η) ) , n_{21}(u) = √ η ( const_3 J_{u+} 1_2 (2η) + const_4 J_{−u−} 1_2 (2η) ) . Iz pervoæ stroki (2.6.9) sleduet, qto (napomnim, qto β = −η)

const_1 = − const_3, const_2 = − const_4 .

Horoxo izvestnye formuly differencirovaniØ funkciæ BesselØ da¸t

∂_η( √ η J_ν(2η)) = ν +^1_2 √ η J_ν(2η) − 2 √ η J_{ν+1}(2η) = −ν +^1_2 √ η J_ν(2η) + 2 √ η J_{ν−1}(2η).

Ispol~zuØ ffti formuly v pervom uravnenii (2.6.11), my vidim, qto ono ffkvivalentno

4 const_2 √ η J_{−u−} 1_2 (2η) = 0.

Ots¸da const_2 = 0, i

n_{11}(u) = const √ η J_{u−} 1_2 (2η), n_{21}(u) = − const √ η J_{u+} 1_2 (2η)

s odnoæ i toæ ße konstantoæ (zavisØweæ ot u). Poskol~ku J_ν(2η) ∼ η^ν/Γ(ν + 1) pri ν → ∞, iz asimptotiqeskogo sootnoxeniØ (2.6.5) sleduet, qto pri u → ∞,

n_{11}(u) ∼ Γ ( u + 1 2 ) √ η J_{u−} 1_2 (2η), n_{21}(u) ∼ −Γ ( u + 1 2 ) √ η J_{u+} 1_2 (2η).

Bolee togo, n_{11}(u) i n_{21}(u) ime¸t te ße osobennosti, qto i sootvetstvu¸wie vyraßeniØ v pravyh qastØh vyxe (prostye pol¸sy v toqkah X_{II}). Sledovatel~no,

n_{11}(u) = Γ ( u + 1 2 ) √ η J_{u−} 1_2 (2η), n_{21}(u) = −Γ ( u + 1 2 ) √ η J_{u+} 1_2 (2η).

Analogiqnye manipulØcii s n_{12} i n_{22} da¸t

n_{12}(u) = Γ ( −u + 1 2 ) √ η J_{−u+} 1_2 (2η), n_{22}(u) = Γ ( −u + 1 2 ) √ η J_{−u−} 1_2 (2η).

Takim obrazom, m(u) = √ η ( J_{u−} 1_2 (2η) J_{−u+} 1_2 (2η) −J_{u+} 1_2 (2η) J_{−u−} 1_2 (2η) ) ( η^{−u}Γ(u +^1_2 ) 0 0 η^uΓ(−u +^1_2 ) ) . Legko proverit~, qto ffta matrica udovletvorØet ishodnoæ DZRG (proverka ispol~zuet simmetri¸ J_{−n} = (−1)^nJ_n, n ∈ Z, funkciæ BesselØ s celymi indeksami). Teper~ srazu vidno, qto Ødro K(x, y) iz predloßeniØ 2.5.1, postroennoe po matrice m vyxe, sovpadaet s diskretnym Ødrom BesselØ (2.1.2), i teorema 2.1.1 dokazana. •

Stoit zametit~, qto esli by my vybrali β = η, to my by poluqili ^m(u) = √ η ( J_{u−} 1_2 (2η) −J_{−u+} 1_2 (2η) J_{u+} 1_2 (2η) J_{−u−} 1_2 (2η) ) ( η^{−u}Γ(u +^1_2 ) 0 0 η^uΓ(−u +^1_2 ) ) , i ffta matrica ne udovletvorØt ishodnoæ DZRG. Tem ne menee, ona udovletvorØet zadaqe s izmenennym znakom v uslovii skaqka. �ta zamena znaka ffkvivalentna umnoßeni¸ h_I i h_{II} na √ −1, ili izmeneni¸ znaka L. Takim obrazom, Ødro ^K, postroennoe po matrice ^m svØzano s L sootnoxeniem ^K =^L_{L−1} .

2.7. Z-mery DZRG, rassmotrennaØ v §2.6, ne imeet predel~nogo perehoda, privodØwego k nepreryvnoæ zadaqe Rimana–Gil~berta. Cel~ fftogo paragrafa — pred¨Øvit~ drugu¸ DZRG, dlØ kotoroæ takoæ primer suwestvuet.

�ta DZRG i ee skeælingovyæ predel opisyva¸t tak nazyvaemye z-mery na razbieniØh i spektral~noe razloßenie obobwennyh regulØrnyh predstavleniæ beskoneqnoæ simmetriqeskoæ gruppy. Podrobnosti moßno naæti v rabotah [74], [34], [35], [36].

Naqnem s opisaniØ DZRG. Kak i v §2.6, voz~mem X = Z^′, X_I = Z^′_+, X_{II} = Z^′_−. Funkcii h_I, h_{II} vybira¸tsØ sledu¸wim obrazom (my dobavlØem indeks ‘d’ k oboznaqeniØm v diskretnoæ zadaqe, i indeks ‘c’ — k oboznaqeniØm v nepreryvnoæ zadaqe)

h^d_I (x) =

(zz^′)^{14} ξ^{x2} (1 − ξ)^{z+z}

0_2 √

(z + 1)_{x−} 1_2 (z^′ + 1)_{x−} 1_2

Γ(x +^1_2 ) ,

h^d_{II}(x) = (zz^′)^{14} ξ^{− x2} (1 − ξ)^{− z+z}

0_2 √

(−z + 1)_{−x−} 1_2 (−z^′ + 1)_{−x−} 1_2

Γ(−x +^1_2 ) . Zdes~ z i z^′ — dva kompleksnyh parametra, takih qto (z + k)(z^′ + k) > 0 dlØ vseh

k ∈ Z; ξ ∈ (0, 1) — toße parametr; (a)k = Γ(a + k)/Γ(a) est~ simvol Pohgammera.

Zametim, qto predel z, z^′ → ∞, ξ → +0, ξ √ zz^′ = θ privodit k DZRG, rassmotrennoæ v §2.6.

NepreryvnaØ zadaqa Rimana–Gil~berta v oboznaqeniØh §2.4 imeet vid

Σ = R \ {0}, ΣI = R+, ΣII = R−,

h^c_I(x) =

(zz^′)^{14} √ Γ(z + 1)Γ(z^′ + 1) x^{z+z} 0_2 e^{− x2} , h^c_{II}(x) = (zz^′)^{14} √ Γ(−z + 1)Γ(−z^′ + 1) (−x)^{− z+z} 0_2 e^{x2} .

Nesloßno uvidet~, qto

lim_{ξ→1} h^d_I ([(1 − ξ)x]) = h^c_I (x), lim_{ξ→1} h^d_{II}([(1 − ξ)x]) = h^c_{II}(x).

Zdes~ [y] oboznaqaet blißaæxee k y celoe qislo.

V takoæ situacii estestvenno govorit~, qto DZRG approksimiruet nepreryvnu¸ zadaqu Rimana–Gil~berta pri ξ → 1.

Rexenie fftoæ DZRG bylo poluqeno v [35]:

m^d(u) = F ( −z, −z^′; u +^1_2 ;^ξ_{ξ−1} )_{√zz}0_ξ 1−ξ F `_{1+z,1+z} 0_{;−u+} 3_{2 ;}^ξ_{ξ−1} ´ −u+ 12 −^{√zz}0^ξ_{1−ξ}^F `_{1−z,1−z} 0_{;u+} 3_{2 ;}^ξ_{ξ−1} ´ u+ 12 F ( z, z^′; −u +^1_2 ;^ξ_{ξ−1} ) .

Zdes~ F (a, b; c; v) — gipergeometriqeskaØ funkciØ Gaussa.

Rexenie nepreryvnoæ zadaqi bylo poluqeno na drugom Øzyke v [2], sm. takße [34]:

m^c(u) = u^{− z+z} 0_{+12} e^{u2} W z+z0+1_{2 ,} z�z0_2 (u) √ zz^′ (−u)^{z+z} 0�_{12}

e^{− u2} W �z�z0�1_{2 ,} z�z0_2 (−u) − √ zz^′ u^{− z+z} 0_{+12} e^{u2} W z+z0�1_{2 ,} z�z0_2 (u) (−u)^{z+z}

0�_{12}

e^{− u2} W �z�z0+1_{2 ,} z�z0_2 (−u)

gde W_{κ,μ}(v) oboznaqaet funkci¸ Uittekera.

KorrelØcionnye Ødra K, sootvetstvu¸wie m^d(u) i m^c(u), nazyva¸tsØ gipergeometriqeskim Ødrom i Ødrom Uittekera, sootvetstvenno.

Shodimost~ DZRG k nepreryvnoæ zadaqe legko ustanavlivaetsØ s pomow~¸ sootnoxeniØ lim x→+∞ F ( a, b; x; 1 − x y ) = y^{a+b} �1_2

e^{y2} W �a�b+1_{2 ,} a�b_2 (y).

Imeem

lim_{ξ→1} m^d((1 − ξ)u) = m^c(u),

sm. [35], [36] dlØ teoretiko-predstavlenqeskogo ob¨ØsneniØ fftogo predel~nogo perehoda.

Stoit otmetit~, qto dlØ diskretnoæ zadaqi, rassmotrennoæ v fftom paragrafe, sootnoxenie K = L(1 + L)^{−1} vypolnØetsØ dlØ vseh znaqeniæ parametrov; L i K sut~ ograniqennye operatory v ℓ^2(Z^′). V nepreryvnom ße sluqae operator L stanovitsØ neograniqennym, esli |ℜ(z + z^′)| ¿ 1, i togda pri opredelenii

(1 + L)^{−1} sleduet proØvlØt~ akkuratnost~. Spektral~nyæ analiz Øder L i K v

nepreryvnom sluqae byl prodelan v [34].

2.8. Uprowenie DZRG dlØ nekotoryh integriruemyh operatorov

Naxeæ sledu¸weæ cel~¸ ØvlØetsØ dokazatel~stvo teorem 0.2 i 0.3, sformulirovannyh vo vvedenii.

Pust~ Y — diskretnoe lokal~no koneqnoe podmnoßestvo C . Rassmotrim integriruemyæ operator K v ℓ^2(Y) vida K(x, y) = ∑_N j=1 F_j (x)G_j (y) x − y , x ≠ y, k(x), x = y, (2.8.1)

dlØ nekotoryh (voobwe govorØ, kompleksnoznaqnyh) funkciæ F_j , G_j , j = 1, . . . , N, i k na Y.

My budem predpolagat~, qto

• F_j , G_j ∈ ℓ^2(Y) dlØ vseh j = 1, . . . , N, i N∑ j=1 F_j (x)G_j (x) = 0, x ∈ Y. (2.8.2)

• k — ograniqennaØ funkciØ na Y, kotoraØ takße otgraniqena ot 1, t.e., inf_{x∈}Y |k(x) − 1| > 0. • Operator

(T h)(x) = ∑ x0_∈Y_{, x}0_{≠x} h(x^′) x − x^′ ograniqen v ℓ^2(Y). �to uslovie vsegda vypolnØetsØ, esli, naprimer, Y est~ podmnoßestvo odnomernoæ rexetki v C .

Kak sleduet iz obwih rezul~tatov §2.3, K est~ ograniqennyæ operator v

ℓ^2(Y).

Esli K ØvlØetsØ korrelØcionnym Ødrom determinantnogo toqeqnogo processa na Y, to k(x) est~ veroØtnost~ togo, qto toqka x zanØta qasticeæ. Takim obrazom, 0 6 k(x) 6 1, i vtoroe uslovie vyxe oznaqaet, qto veroØtnost~ naæti qasticu v l¸boæ zadannoæ toqke ravnomerno otgraniqena ot 1. Teorema 2.8.1. Pust~ K — integriruemyæ operator, kak opisano vyxe, i pred-

poloßim, qto operator (1 − K) obratim. Togda

(i) Suwestvuet edinstvennoe rexenie mY normirovannoæ (t.e. mY(ζ) → I pri ζ → ∞) diskretnoæ zadaqi Rimana–Gil~berta (Y, w), gde

w(x) = (1 − k(x))^{−1}F (x)G^t(x) ∈ Mat(N, C ).

Krome togo, det mY ≡ 1.

(ii) Matrica operatora R = (1 − K)^{−1} − 1 = K(1 − K)^{−1} imeet vid

R(x, y) = ∑_N j=1 F_j (x)G_j (y) x − y , x ≠ y, k(x) + r(x) 1 − k(x) , x = y, (2.8.3)

gde, pol~zuØs~ oboznaqeniØmi F = (F_1, . . . , F_N )^t, G = (G_1, . . . , G_N )^t,

F(x) = (1 − k(x))^{−1} · lim_{ζ→x} mY(ζ)F (x),

G(x) = (1 − k(x))^{−1} · lim_{ζ→x} m^{−t}Y (ζ)G(x),

r(x) = G^t(x) lim_{ζ→x} ( m^′Y(ζ)F (x) ) . (2.8.4)

Zdes~ m^′Y(ζ) = dmY(ζ)/dζ.

Dokazatel~stvo. Sleduet iz predloßeniØ 2.3.3 i zameqaniØ 2.3.2 vyxe. Otmetim raznicu v oboznaqeniØh: ranee my ispol~zovali X, L, f, g, i K = L(1+L)^{−1}, a teper~ Y, K, F , G i R = K(1 − K)^{−1}. Priqina smeny oboznaqeniæ stanet Øsna niße. •

OkazyvaetsØ, qto dlØ rØda vaßnyh integriruemyh operatorov DZRG iz teoremy 2.8.1(i) dostatoqno sloßna. V fftom paragrafe my pokaßem, kak svodit~ vyqislenie obratnogo operatora (1−K)^{−1} i opredelitelØ Fredgol~ma det(1−K) k suwestvenno bolee prostoæ DZRG dlØ nekotorogo podklassa klassa integriruemyh operatorov.

Naxe osnovnoe predpoloßenie sostoit v tom, qto suwestvuet lokal~no koneqnoe mnoßestvo X, X ⊃ Y, vektornoznaqnye funkcii

f = (f_1, . . . , f_N )^t, g = (g_1, . . . , g_N )^t

na X i matriqnoznaqnaØ funkciØ mX : C \ X → C , takie qto

(1) f^t(x)g(x) ≡ 0 na X;

(2) mX est~ rexenie DZRG (X, −fg^t), ne obØzatel~no normirovannoæ; (3) det mX ≡ 1;

(4) dlØ l¸byh x ∈ Y

F (x) = lim_{ζ→x} mX(ζ)f(x), G(x) = lim_{ζ→x} m^{−t}X (ζ)g(x)

k(x) = G^t(x) lim_{ζ→x} (m^′X(ζ)f(x)) .

Zametim, qto my ne nalagaem nikakih usloviæ tipa ubyvaniØ ili ograniqennosti na funkcii f_j i g_j.

Est~ po kraæneæ mere dve situacii, kogda ffto predpoloßenie vypolnØetsØ.

SituaciØ 2.8.2. Suwestvuet integriruemyæ operator L na X s matriceæ L(x, y) = ∑_N j=1 f_j (x)g_j (y) x − y , x ≠ y, 0, x = y. Togda esli poloßit~ K = L(1 + L)^{−1}, predpolagaØ, qto −1 ne leßit v spektre L, to my poluqim, qto osnovnoe predpoloßenie vypolneno blagodarØ teoreme 2.8.1. V fftom sluqae mX udovletvorØet normirovannoæ DZRG.

SituaciØ 2.8.3. Matrica K imeet vid K(x, y) = α(x)β(y) ϕ(x)ψ(y) − ψ(x)ϕ(y) x − y , x ≠ y, α(x)β(x) (ϕ^′(x)ψ(x) − ψ^′(x)ϕ(x)) , x = y, gde α, β sut~ nekotorye funkcii, opredelennye na Y, i ϕ, ψ — celye funkcii. Zametim, qto vyraßenie dlØ K(x, x) poluqaetsØ iz K(x, y) formal~nym perehodom k predelu y → x.

Predpoloßim, qto suwestvu¸t meromorfnye funkcii ϕ̂ i ψ̂ s prostymi pol¸sami, takie qto dlØ l¸bogo x ∈ Y my imeem Res_{ζ=x} ϕ̂(ζ) = α(x)β(x)ϕ(x), Res_{ζ=x} ψ̂(ζ) = α(x)β(x)ψ(x), i ϕψ̂ − ψϕ̂ ≡ 1 na C .

Oboznaqim qerez X ob¨edinenie Y i mnoßestva pol¸sov funkciæ ϕ̂ i ψ̂. Predpoloßim, qto my moßem prodolßit~ funkcii α i β na X takim obrazom, qto uslovie s vyqetami vyxe vypolnØetsØ dlØ vseh x ∈ X.

Togda moßno udovletvorit~ usloviØm (1)–(4), polagaØ f = (α, 0)^t, g = (0, −β)^t, F = (αϕ, αψ)^t, G = (βψ, −βϕ)^t, mX = [ ϕ ϕ̂ ψ ψ̂ ] , m^{−t}X = [^ ψ −ψ ϕ̂ ϕ ] . SituaciØ 2.8.2 voznikaet, kogda K ØvlØetsØ korrelØcionnym Ødrom dlØ determinantyh toqeqnyh processov, voznika¸wih iz L–ansambleæ, sm. [38, §5], a takße [35], [33] i [27] dlØ konkretnyh primerov.

SituaciØ 2.8.3 podhodit dlØ (sußeniæ) Øder KristoffelØ–Darbu klassiqeskih diskretnyh ortogonal~nyh mnogoqlenov i dlØ nekotoryh predelov takih Øder. Funkcii ϕ̂ i ψ̂ togda nazyva¸tsØ “funkciØmi vtorogo roda”, X est~ mnoßestvo ortogonal~nosti, i proizvedenie αβ ravno vesovoæ funkcii.

Poloßim Z = X \ Y.

Teorema 2.8.4. Pri vypolnenii osnovnogo predpoloßeniØ (1)–(4) vyxe

(i) suwestvuet edinstvennoe rexenie mZ DZRG (Z, −fg^t), udovletvorØ¸wee uslovi¸ mZm^{−1}X → I pri ζ → ∞. Krome togo, det mZ ≡ 1.

(ii) Matrica operatora R = (1 − K)^{−1} − 1 = K(1 − K)^{−1} imeet vid

R(x, y) = ∑_N j=1 F_j (x)G_j (y) x − y , x ≠ y, g^t(x)m^{−1}Z (x)m^′Z(x)f(x), x = y, (2.8.5) gde F(x) = mZ(x)f(x), G(x) = m^{−t}Z (x)g(x). (2.8.6)

Kommentarii. 1. Poskol~ku det mX ≡ det mZ ≡ 1, obratnye matricy m^{−1}X i m^{−1}Z korrektno opredeleny vne mnoßestv X i Z, sootvetstvenno.

2. Formuly (2.8.4) i (2.8.5) vypolnØ¸tsØ pri x, y ∈ Y, i mZ analitiqna vblizi takih toqek, potomu qto Y ∩ Z = ?.

3. Ta qast~ teoremy 2.8.4, kotoraØ budet ispol~zovat~sØ niße — ffto formula dlØ diagonal~nyh znaqeniæ R(x, x). Priqinoæ ØvlØetsØ sootnoxenie (kotoroe predpolagaet Ødernost~ operatora K)

1 + R(x, x) = det(1 − K_x) det(1 − K) , gde K_x est~ sußenie matricy K na Y \ x.

4. DZRG iz teoremy 2.8.4 v rØde vaßnyh primerov okazyvaetsØ suwestvenno prowe, qem DZRG iz teoremy 2.8.1. Priqina sostoit v tom, qto funkcii

{f_j , g_j } qasto ØvlØ¸tsØ fflementarnymi (ili daße postoØnny), togda kak funk-

cii {F_j , G_j } obyqno vyraßa¸tsØ qerez klassiqeskie special~nye funkcii.

Pered dokazatel~stvom teoremy 2.8.4 dokaßem sledu¸wu¸ obwu¸ lemmu.

Lemma 2.8.5. Pust~ X, Y i Z — lokal~no koneqnye podmnoßestva C , takie qto

X = Y ⊔ Z. Pust~ w_X — proizvol~naØ matriqnoznaqnaØ funkciØ na X, takaØ qto dlØ l¸bogo x ∈ X matrica w_X (x) nil~potentna i imeet rang 1. Pust~ m_X — rexenie DZRG (X, w_X ), takoe qto det m_X ≡ 1.

DlØ l¸bogo x ∈ X oboznaqim qerez B(x) postoØnnyæ qlen v rØde Lorana dlØ m_X s centrom v toqke x. Togda det B(x) ≠ 0. Bolee togo, esli m_Z — rexenie DZRG (Z, w_X ), to m_Y ≡ m_Zm^{−1}_X rexaet DZRG (Y, w_Y ), gde

w_Y (x) = −B(x)w_X (x)B^{−1}(x). (2.8.7)

Obratno, esli m_Y est~ rexenie DZRG (Y, w_Y ), to m_Z ≡ m_Y m_X rexaet DZRG (Z, w_X ).

Dokazatel~stvo. Voz~mem x ∈ X. Iz usloviØ skaqka sleduet, qto v okrestnosti toqki x my imeem

m_X (ζ) = B(x) ( I + w_X(x) ζ − x + (ζ − x)C(ζ) ) (2.8.8)

gde C(ζ) analitiqna v okrestnosti x, sm. lemmu 2.3.4. Togda iz toßdestva

det m_X ≡ 1 sleduet det B(x) ≠ 0.

Poskol~ku w_X imeet rang 1, suwestvuet vektor-stolbcy u i v, takie qto

w_X = uv^t. Iz usloviØ w^2_X = 0 sleduet u^tv = v^tu = 0. Togda det ( I + w_X(x) ζ − x + (ζ − x)C(ζ) ) = 1 − v^t(x)C(x)u(x) + O(ζ − x). Ots¸da 1 − v^t(x)C(x)u(x) = (det B(x))^{−1} ≠ 0.

Oboznaqim A(ζ) = I + (ζ − x)C(ζ). ˚sno, qto A(ζ) obratima pri dostatoqno malom |ζ − x|, i A^{−1}(ζ) = I − (ζ − x)C(ζ) + O ( (ζ − x)^2 ) . Ots¸da ζ − x + v^t(x)A^{−1}(ζ)u(x) = (ζ − x) ( 1 − v^t(x)C(x)u(x) ) + O ( (ζ − x)^2 ) ne ravno nul¸, esli ζ ≠ x i |ζ − x| dostatoqno malo.

V okrestnosti x my imeem ( I + w_X(x) ζ − x + (ζ − x)C(ζ) )_{−1} = ( A(ζ) + u(x)v^t(x) ζ − x )_{−1}

= ( I − A^{−1}(ζ)u(x)v^t(x) ζ − x + v^t(x)A^{−1}(ζ)u(x) ) A^{−1}(ζ) (2.8.9) = ( I − u(x)v^t(x) (ζ − x)(1 − v^t(x)C(x)v(x)) + O(1) ) A^{−1}(ζ) = ( I − det B(x)u(x)v^t (x) ζ − x + O(1) ) A^{−1}(ζ) = − det B(x)u(x)v^t(x) ζ − x + O(1).

Sledovatel~no, pol~zuØs~ (2.8.8), my vidim, qto dlØ l¸bogo x ∈ X

Res_{ζ=x} m^{−1}_X (ζ) = − det B(x) · u(x)v^t(x)B^{−1}(x).

S drugoæ storony, iz sootnoxeniæ (2.8.8), (2.8.9) sleduet

m^{−1}_X (ζ)B(x)u(x)v^t (x)B^{−1}(x) = (ζ − x)A^{−1}(ζ) ζ − x + v^t(x)A^{−1}(ζ)u(x) u(x)v^t(x)B^{−1}(x) = det B(x) · u(x)v^t(x)B^{−1}(x) + O(ζ − x). Pofftomu, dlØ x ∈ X

Res_{ζ=x} m^{−1}_X (ζ) = − lim_{ζ→x} ( m^{−1}_X (ζ) (B(x)w_X (x)B^{−1}(x)) ) . Dalee, esli x ∈ Y , to m_Z analitiqna vblizi x, i dlØ m_Y = m_Z m^{−1}_X my imeem

Res_{ζ=x} m_Y (ζ) = − lim_{ζ→x} ( m_Y (ζ) (B(x)w_X (x)B^{−1}(x)) ) , qto i trebovalos~. Pri x ∈ Z obe funkcii m_X i m_Z udovletvorØ¸t odnomu i tomu ße uslovi¸ skaqka v toqke x, otkuda sleduet, qto m_Y analitiqna vblizi x, sr. s lemmoæ 2.3.5. �to zaverxaet dokazatel~stvo pervogo utverßdeniØ lemmy.

Qtoby dokazat~ obratnoe utverßdenie, dostatoqno proverit~, qto m_Y m_X analitiqna v okrestnosti l¸boæ toqki x ∈ Y . No my tol~ko qto pokazali, qto m^{−1}_X udovletvorØet tomu ße uslovi¸ skaqka, qto i m_Y . Sledovatel~no, ih otnoxenie analitiqno. •

Dokazatel~stvo teoremy 2.8.4. Opredelim mY kak v teoreme 2.8.1(i). Poloßim mZ = mYmX. ˚sno, qto det mZ ≡ 1. My pokaßem, qto dlØ x ∈ Y

(1 − k(x))^{−1}F (x)G^t(x) = BX(x)f(x)g^t (x)BX(x)^{−1}, (2.8.10)

gde BX(x) est~ postoØnnyæ qlen v rØde Lorana dlØ mX(ζ) v okrestnosti x. Togda iz lemmy 2.8.5 budet sledovat~, qto mZ udovletvorØet DZRG (Z, −fg^t). (Stykovka s lemmoæ 2.8.5 vyglØdit tak: X = X, Y = Y, Z = Z, w_X = −fg^t,

w_Y = (1 − k)^{−1}F G^t, u = f, v = −g.)

Uslovie (2) osnovnogo predpoloßeniØ vleqet, qto v okrestnosti toqki x ∈ X matrica mX(ζ) imeet vid

mX(ζ) = BX(x) ( I − f(x)g^t(x) ζ − x + (ζ − x)CX(ζ) ) , gde CX(ζ) analitiqna vblizi x, sr. (2.8.8). Togda iz usloviØ (1) osnovnogo predpoloßeniØ sleduet

F (x) = lim_{ζ→x} mX(ζ)f(x) = BX(x)f(x). (2.8.11)

Analogiqno dokazatel~stvu lemmy 2.8.5, polagaØ AX(ζ) = I + (ζ − x)CX(ζ), my imeem

m^{−t}X (ζ)g(x) = B^{−t}X (x)A^{−t}X (ζ) ( g(x) + g(x)f^t(x)A^{−t}X (ζ)g(x) ζ − x − g^t(x)A^{−1}X (ζ)f(x) )

= (ζ − x)B^{−t}X (x)A^{−t}X (ζ)g(x) ζ − x − g^t(x)A^{−1}X (ζ)f(x) = det BX(x) · B^{−t}X (x)g(x) + O(1),

pri ζ → x. T.e.,

G(x) = lim_{ζ→x} m^{−t}X (ζ)g(x) = det BX(x) · B^{−t}X (x)g(x). (2.8.12)

Nakonec,

k(x) = G^t(x) lim_{ζ→x} (m^′X(ζ)f(x)) = G^t(x)BX(x)CX(x)f(x)

= det BX(x)g^t(x)CX(x)f(x) = det BX(x) ( (det BX(x))^{−1} − 1 ) = 1 − det BX(x).

(2.8.13) Togda (2.8.10) sleduet iz (2.8.11)–(2.8.13).

Edinstvennost~ mZ sleduet iz sledu¸wego obwego rassußdeniØ. Esli nZ — drugoe rexenie DZRG (Z, −fg^t) s toæ ße asimptotikoæ na beskoneqnosti, to nZm^{−1}Z ne imeet osobennosteæ i stremitsØ k I na beskoneqnosti. Po teoreme LiuvillØ nZ ≡ mZ. �to zaverxaet dokazatel~stvo (i).

Pereædem k (ii). BlagodarØ (2.8.10), lokal~no vblizi l¸boæ toqki x ∈ Y my moßem perepisat~ mY v vide mY(ζ) = BY(x)BX(x) ( I + f(x)g^t(x) ζ − x + (ζ − x)CY(ζ) ) B^{−1}X (x),

gde BY(x) nevyroßdennaØ matrica, i CY(ζ) analitiqna vblizi x. Togda, analogiqno (2.8.11), (2.8.12), pol~zuØs~ (2.8.11)–(2.8.13), my poluqaem

F(x) = (1 − k(x))^{−1} · lim_{ζ→x} mY(ζ)F (x) = (det BX(x))^{−1} · BY(x)BX(x)f(x),

G(x) = (1 − k(x))^{−1} · lim_{ζ→x} m^{−t}Y G(x) = det (BY(x)) · (BYBX)^{−t}(x)g(x).

(2.8.14)

Dalee, vblizi x ∈ Y my imeem mZ(ζ) = mY(ζ)mX(ζ) = BY(x)BX(x) × ( I + f(x)g^t(x)CX(ζ) − CY(ζ)f(x)g^t(x) + (CX(ζ) + CY(ζ))(ζ − x) ) . (2.8.15)

Takim obrazom,

mZ(x)f(x) = (1 + g^t(x)CX(x)f(x)) · BY(x)BX(x)f(x) = F(x). (2.8.16) Nesloßno proverit~ sledu¸wee ravenstvo (napomnim, qto 1 + g^tCXf =

(det BX)^{−1} i 1 − g^tCYf = (det BY)^{−1})

m^{−1}Z BYBX = ( I + fg^tCX − CYfg^t) )_{−1} = I − det BX · fg^tCX + det BY · CYfg^t − det(BXBY) · fg^tCXCYfg^t, gde my opustili argument x ∈ Y u vseh funkciæ vyxe. Sledovatel~no,

m^{−t}Z (x)g(x) = (BYBX)^{−t}(x)(1 + det BY(x) (g^tCYf)(x)) · g(x) = det BY(x) · (BYBX)^{−t}(x)g(x) = G(x).

(2.8.17)

Formula (2.8.5) dlØ vnediagonal~nyh fflementov R sleduet iz (2.8.3), (2.8.16) i (2.8.17).

Qtoby dokazat~ (2.8.5) dlØ diagonal~nyh fflementov, neobhodimo vyqislit~ funkci¸ r(x), vvedennu¸ v (2.8.4). Imeem lim_{ζ→x}(m^′Y(ζ)F (x)) = BY(x)BX(x)CY(x)f(x). Takim obrazom, pol~zuØs~ (2.8.14),

r(x) = G^t(x) lim_{ζ→x} ( m^′Y(ζ)F (x) ) = det BY(x) · (g^tCYf)(x) = det BY(x) − 1.

Togda R(x, x) = k(x) + r(x) 1 − k(x) = det BY(x) det BX(x) − 1. S drugoæ storony, iz (2.8.15) i (2.8.17) sleduet

g^tm^{−1}Z m^′Zf = det BY · g^t(CX + CY)f

= det BY · ((det B^{−1}X − 1) + (1 − det B^{−1}Y )) = det BY(x) det BX(x) − 1. • 2.9. Diskretnoe Ødro BesselØ i raznostnoe Penleve II

V fftom paragrafe my primenØem obwiæ formalizm §2.8 dlØ vyvoda raznostnogo uravneniØ Penleve II (sokrawenno dPII) dlØ opredelitelØ Fredgol~ma diskretnogo Ødra BesselØ.

Diskretnoe Ødro BesselØ igraet vaßnu¸ rol~ v asimptotiqeskom analize mer PlanxerelØ dlØ simmetriqeskih grupp. Nam udobno ego opredelit~ sledu- ¸wim obrazom.

Pust~ Z^′ = Z+^1_2 = {±^1_2 , ±^3_2 , . . . }. DlØ x, y ∈ Z^′ poloßim K(x, y) = η J_{x−} 1_2 (2η)J_{y+} 1_2 (2η) − J_{y−} 1_2 (2η)J_{x+} 1_2 (2η) x − y , (2.9.1’)

gde η > 0 — parametr, J_ν ( · ) — ffto J–funkciØ BesselØ, i K(x, x) opredelØetsØ po pravilu LopitalØ: K(x, x) = η ( ∂J_{x−} 1_2 (2η) ∂x J_{x+} 1_2 (2η) − J_{x−} 1_2 (2η)

∂J_{x+} 1_2 (2η) ∂x ) . (2.9.1”)

Zametim, qto tol~ko funkcii BesselØ s celymi indeksami vhodØt v fftu formulu.

DlØ l¸bogo s ∈ Z^′ oboznaqim qerez K_s operator v ℓ^2({s, s + 1, . . . }), sootvetstvu¸wiæ sußeni¸ K na {s, s + 1, . . . } × {s, s + 1, . . . }. Moßno pokazat~, qto operator K_s ØvlØetsØ Ødernym i poloßitel~nym. (�to nemedlenno sleduet iz togo fakta, qto K_s est~ simmetriqeskoe korrelØcionnoe Ødro dlØ determinantnogo toqeqnogo processa, kotoryæ imeet koneqnoe koliqestvo qastic poqti navernoe, sm. obwu¸ teoremu v [12, teorema 4] i opisanie toqeqnogo processa v [33].)

Nas budut interesovat~ opredeliteli Fredgol~ma

D_s = det(1 − K_s).

Iz veroØtnostnoæ interpretacii Ødra K nemedlenno sleduet, qto D_s = 0 pri s < 0. (Obnulenie D_s ffkvivalentno utverßdeni¸ o tom, qto dlØ vsØkogo razbieniØ

λ = (λ_1, λ_2, . . . ) mnoßestvo {λ_i − i +^1_2 } ∩ {s, s + 1, . . . } ne pusto, sm. [33].) Takim

obrazom, naqinaØ s fftogo momenta, my budem predpolagat~, qto s > 0. Togda

D_s > 0.

Stoit otmetit~, qto veliqina D_s takße moßet byt~ prointerpretirovana kak teplicev opredelitel~, sm. [32, §4]. A imenno,

D_s = exp(−η^2) · det[I_{i−j} (2η)]_{i,j=1,...,s−} 1_2 . (2.9.2)

Zdes~ I_ν( · ) oboznaqaet I-funkci¸ BesselØ. �ta formula takße sleduet iz [55], [33], [71]. Simvol tepliceva opredelitelØ vyxe raven ∑ k∈Z I_k(2η)ζ^k = exp(η(ζ + ζ^{−1})).

Toßdestvo (2.9.2) moßet byt~ obobweno na teplicevy opredeliteli s proizvol~nym simvolom, sm. [32], i daße na bloqnye teplicevy opredeliteli, sm. [22] i [39].

Zametim, qto vo vvedenii my ispol~zovali oboznaqenie p^{(η)}_{s− 12} dlØ D_s. Diskretnoe Ødro BesselØ ukladyvaetsØ v obe situacii, opisannye v predyduwem paragrafe. My budem pol~zovat~sØ situacieæ situacieæ 2.8.2, no snaqala pokaßem, kak dlØ fftogo Ødra realizuetsØ situaciØ 2.8.3. Poloßim Y = {s, s + 1, . . . }. Primer 2.9.1 (realizaciØ situacii 2.8.3). Poloßim X = Z^′, i

α ≡ 1, β ≡ 1, ϕ(ζ) = J_{ζ−} 1_2 (2η), ψ(ζ) = ηJ_{ζ+} 1_2 (2η), ϕ̂(ζ) = − π cos πζ J_{−ζ+} 1_2 (2η), ψ̂(ζ) = πη cos πζ J_{−ζ−} 1_2 (2η).

Togda vypolnenie usloviØ skaqka sleduet iz sootnoxeniØ J_{−n} = (−1)^nJ_n,

n ∈ Z. Ravenstvo ϕ^^ψ − ψ^^ϕ ≡ 1 prevrawaetsØ v horoxo izvestnoe toßdestvo

J_{ζ−} 1_2 (2η)J_{−ζ−} 1_2 (2η) + J_{ζ+} 1_2 (2η)J_{−ζ+} 1_2 (2η) = cos πζ πη . Otmetim takße, qto matrica

mX(ζ) = [ J_{ζ−} 1_2 (2η) −^π_{cos πζ} J_{−ζ+} 1_2 (2η) ηJ_{ζ+} 1_2 (2η)^{πη}_{cos πζ} J_{−ζ−} 1_2 (2η) ]

udovletvorØet uravneni¸

mX(ζ − 1) =^1_η [ ζ −^1_2 −1 η 0 ] mX(ζ). Edinstvennyæ nedostatok fftoæ realizacii sostoit v tom, qto mX(ζ) ne stremitsØ k I pri ζ → ∞. Odnako, ffta realizaciØ vse ravno moßet byt~ ispol~zovana dlØ izuqeniØ obratnyh operatorov (1−K_s)^{−1} i opredeliteleæ Fredgol~ma

D_s.

Detali togo, kak situaciØ 2.8.2 primenØetsØ k diskretnomu Ødru BesselØ opisany v §2.6. DlØ udobstva, sformuliruem ewe raz nußnyæ nam rezul~tat.

Poloßim X = Z^′. Matrica mX imeet vid

mX(ζ) =^√η [ J_{ζ−} 1_2 (2η) J_{−ζ+} 1_2 (2η) −J_{ζ+} 1_2 (2η) J_{−ζ−} 1_2 (2η) ] [ η^{−ζ} Γ(ζ +^1_2 ) 0 0 η^ζΓ(−ζ +^1_2 ) ] . Ona ØvlØetsØ rexeniem normirovannoæ DZRG (X, −fg^t), gde f = (f_1, f_2)^t,

g = (g_1, g_2)^t,

f_1(x) = {_{ηx} Γ(x+ 12 ) , x ∈ Z ′ +, 0, x ∈ Z^′_−, f_2(x) = { 0, x ∈ Z^′_+, η�x Γ(−x+ 12 ) , x ∈ Z ′ −, g_1(x) = { 0, x ∈ Z^′_+, η�x Γ(−x+ 12 ) , x ∈ Z ′ −, g_2(x) = {_{ηx} Γ(x+ 12 ) , x ∈ Z ′ +, 0, x ∈ Z^′_−. Matrica skaqka wX(x) = −f(x)g(x)^t imeet vid

wX(x) = [ 0 −^{η2x}_{Γ2(x+ 12 )} 0 0 ] , x ∈ Z^′_+, [ 0 0 −^η �2x Γ2(−x+ 12 ) 0 ] , x ∈ Z^′_−. (2.9.3)

Dalee my budem issledovat~ edinstvennoe rexenie mZ normirovannoæ DZRG (Z, wX), gde Z = X \ Y = Z\ {s, s + 1, . . . } = {. . . , s − 2, s − 1}, sm. teoremu 2.8.4(i). Udobno pereoboznaqit~ mZ qerez m_s, potomu qto my budem rabotat~ s rexeniØmi, otveqa¸wimi raznym znaqeniØm s. Oboznaqim takße

Zs = {. . . , s − 2, s − 1}. Napomnim, qto det ms ≡ 1.

Predloßenie 2.9.2 (para Laksa). DlØ l¸bogo s ∈ Z^′_+ suwestvuet postoØnnaØ

nil~potentnaØ matrica A_s,

A_s = [ p_s q_s r_s −p_s ] , p^2_s = −r_sq_s,

i konstanty a_s, b_s, a_sb_s = 1, takie qto

m_{s+1}(ζ) = ( I + A_s ζ − s ) m_s(ζ), (2.9.4)

m_s(ζ − 1) = [ η^{−1}(ζ −^1_2 − p_s) a_s −b_s 0 ] m_{s+1}(ζ) [ η(ζ −^1_2 )^{−1} 0

0 η^{−1}(ζ −^1_2 ) ] . (2.9.5)

Dokazatel~stvo. Pervoe uravnenie poqti oqevidno. Deæstvitel~no, poskol~ku wX ne zavisit ot s, my vidim, qto ms(ζ) i ms+1(ζ) udovletvorØ¸t odnomu i tomu ße uslovi¸ skaqka na Z_s. Odnako, m_{s+1} imeet lixniæ pol¸s v toqke {s} =

Zs+1 \ Zs. Sledovatel~no, otnoxenie ms+1m^{−1}_s imeet odin pol¸s v toqke ζ = s.

OboznaqaØ vyqet v fftoæ toqke qerez A_s, my zakl¸qaem, qto funkciØ

m_{s+1}(ζ)m^{−1}_s (ζ) − A_s ζ − s ØvlØetsØ celoæ. VyqislØØ asimptotiku v okrestnosti ζ = ∞, my vidim, qto, po teoreme LiuvillØ, ffta funkciØ toßdestvenno ravna I, qto dokazyvaet pervoe uravnenie. Dalee, poskol~ku det m_s ≡ det m_{s+1} ≡ 1, my vidim, qto

det(I + A_s/(ζ − s)) ≡ 1. Iz fftogo sleduet, qto A_s nil~potentna.

Qtoby dokazat~ vtoroe uravnenie, my proverim, qto

m_s(ζ − 1) [ η^{−1}(ζ −^1_2 ) 0 0 η(ζ −^1_2 )^{−1} ] m^{−1}_{s+1}(ζ) (2.9.6)

est~ celaØ funkciØ. Legko videt~, qto vse mnoßiteli analitiqny vne Z_{s+1}. Pust~ x ∈ Z_{s+1}. Togda

m_s(ζ − 1) = H_1(ζ) ( I + wX(x − 1) ζ − x ) , m^{−1}_{s+1}(ζ) = ( I − wX(x)_{ζ − x}^)_{H2(ζ),} gde H_1, H_2 analitiqny i obratimy vblizi x. Sledovatel~no, nam nado dokazat~, qto ( I + wX(x − 1) ζ − x ) [ η^{−1}(ζ −^1_2 ) 0 0 η(ζ −^1_2 )^{−1} ] ( I − wX(x)_{ζ − x}^) analitiqna. Pri x ≠^1_2 ffto oqevidno iz (2.9.2). Pri x =^1_2 imeem vyraßenie [ 1 0 −η(ζ −^1_2 )^{−1} 1 ] [ η^{−1}(ζ −^1_2 ) 0 0 η(ζ −^1_2 )^{−1} ] [ 1 η(ζ −^1_2 )^{−1} 0 1 ]

= [ η^{−1}(ζ −^1_2 ) 0 −1 η(ζ −^1_2 )^{−1} ] [ 1 η(ζ −^1_2 )^{−1} 0 1 ] = [ η^{−1}(ζ −^1_2 ) 1 −1 0 ]

kotoroe analitiqno. Takim obrazom, funkciØ (2.9.6) — celaØ. (�to utverßdenie stanovitsØ nevernym pri s 6 −^1_2 . Togda (2.9.6) imeet pol¸s v ζ =^1_2 .)

Sledu¸wiæ xag sostoit v vyqislenii asimptotiki (2.9.6) v beskoneqnosti. Iz obweæ formuly (2.3.9) sleduet, qto

m_s(ζ) = I + [ α_s β_s γ_s δ_s ] ζ^{−1} + O(ζ^{−2}),

m_{s+1}(ζ) = I + [ α_{s+1} β_{s+1} γ_{s+1} δ_{s+1} ] ζ^{−1} + O(ζ^{−2}),

pri ζ → ∞ s nekotorymi konstantami α_s, α_{s+1}, . . . , δ_s, δ_{s+1}. Sledovatel~no, asimptotika (2.9.6) imeet vid ( I + [ α_s β_s γ_s δ_s ] ζ^{−1} ) [ η^{−1}(ζ −^1_2 ) 0 0 0 ] ( I − [ α_{s+1} β_{s+1} γ_{s+1} δ_{s+1} ] ζ^{−1}) ) + O(ζ^{−1})

= η^{−1} [ ζ −^1_2 + α_s − α_{s+1} −β_{s+1} γ_s 0 ] + O(ζ^{−1}).

Oboznaqim a_s = −η^{−1}β_{s+1}, b_s = −η^{−1}γ_s, c_s = α_{s+1} − α_s. Togda iz teoremy LiuvillØ sleduet, qto vyraßenie (2.9.6) ravno [ η^{−1}(ζ −^1_2 − c_s) a_s −b_s 0 ] . OstaetsØ pokazat~, qto c_s = p_s i a_sb_s = 1. Vtoroe ravenstvo sleduet iz togo fakta, qto opredelitel~ (2.9.6) raven 1. Qtoby dokazat~, qto c_s = p_s, podstavim (2.9.4) v tol~ko dokazannoe sootnoxenie. Poluqaem

m_s(ζ − 1) [ η^{−1}(ζ −^1_2 ) 0 0 η(ζ −^1_2 )^{−1} ]

= [ η^{−1}(ζ −^1_2 − c_s) a_s −b_s 0 ] ( I + (ζ − s)^{−1} [ p_s q_s r_s −p_s ]) m_s(ζ). SravnivaØ asimptotiku matriqnyh fflementov v levom verhnem uglu s obeih storon, my zakl¸qaem, qto c_s = p_s. • Sledstvie 2.9.3 (usloviØ sovmestnosti). DlØ l¸bogo s ∈ Z^′_+ my imeem

a_s = a_{s+1} + η^{−1}q_{s+1}, b_s = b_{s+1} + η^{−1}r_s, (2.9.7) a_sr_s = −b_{s+1}q_{s+1}. (2.9.8)

Oboznaqim a_sr_s qerez w_s. Togda

(p_s + p_{s+1})(w_s − η) = ( s +^1_2 ) w_s, (2.9.9)

p^2_{s+1} = w_sw_{s+1}. (2.9.10)

Dokazatel~stvo. SdvigaØ ζ na 1 v (2.9.5) i podstavlØØ pravu¸ qast~ (2.9.5) v pravu¸ qast~ (2.9.4), poluqaem

m_{s+1}(ζ) = ( I + A_s ζ − s ) [ η^{−1}(ζ +^1_2 − p_s) a_s −b_s 0 ]

× m_{s+1}(ζ + 1) [ η(ζ +^1_2 )^{−1} 0 0 η^{−1}(ζ +^1_2 ) ] . S drugoæ storony, sdvigaØ s i ζ na 1 v (2.9.4) i (2.9.5) i podstavlØØ pravu¸ qast~ (2.9.4) v pravu¸ qast~ (2.9.5), poluqaem

m_{s+1}(ζ) = [ η^{−1}(ζ +^1_2 − p_{s+1}) a_{s+1} −b_{s+1} 0 ] ( I + A_{s+1} ζ − s )

× m_{s+1}(ζ + 1) [ η(ζ +^1_2 )^{−1} 0 0 η^{−1}(ζ +^1_2 ) ] . SravnivaØ ffti dva sootnoxeniØ, my zakl¸qaem, qto ( I + A_s ζ − s ) [ η^{−1}(ζ +^1_2 − p_s) a_s −b_s 0 ] = [ η^{−1}(ζ +^1_2 − p_{s+1}) a_{s+1} −b_{s+1} 0 ] ( I + A_{s+1} ζ − s ) . (2.9.11)

�to sootnoxenie sovmestnosti dlØ pary Laksa (2.9.4), (2.9.5). Esli by my nahodilis~ v nepreryvnoæ situacii, to sootnoxenie sovmestnosti poluqalos~ by iz perekrestnogo differencirovaniØ uravneniæ pary Laksa.

Vyqislenie asimptotiki fflementov (1,2) i (2,1) v (2.9.11) v okrestnosti

ζ = ∞ daet (2.9.7). Vyqislim vyqety obeih qasteæ (2.9.11) v ζ = s. �to daet [ p_s q_s r_s −p_s ] [ η^{−1}(ζ +^1_2 − p_s) a_s −b_s 0 ] = [ η^{−1}(ζ +^1_2 − p_{s+1}) a_{s+1} −b_{s+1} 0 ] [ p_{s+1} q_{s+1} r_{s+1} −p_{s+1} ] . �lement (2,2) fftogo ravenstva est~ (2.9.8). �lement (1,2) daet

a_sp_s = η^{−1}(ζ +^1_2 − p_{s+1})q_{s+1} − a_{s+1}p_{s+1}.

UmnoßaØ obe qasti na b_{s+1}, poluqaem (napomnim, qto a_{s+1}b_{s+1} = 1)

b_{s+1}a_sp_s = −η^{−1}(ζ +^1_2 − p_{s+1})w_s − p_{s+1}. (2.9.12)

UmnoßaØ pervoe sootnoxenie (2.9.7) na b_{s+1}, my vidim, qto a_sb_{s+1} = 1 −

η^{−1}w_s. PodstavlØØ v (2.9.12), poluqaem (2.9.9).

Qto kasaetsØ (2.9.10), imeem

p^2_{s+1} = −q_{s+1}r_{s+1} = (−b_{s+1}q_{s+1})(a_{s+1}r_{s+1}) = w_sw_{s+1}. •

Predloßenie 2.9.4 (dPII). Predpoloßim, qto ws ≠ 0 pri s =^1_2 ,^3_2 , . . . , S. Voz~-

mem v 1_2 takoe, qto v^21_2 = η^{−1}w 1_2 , i opredelim

v_s = p_s ηv_{s−1} , s =^3_2 , . . . , S + 1.

Togda pri s =^3_2 , . . . , S my imeem

v_{s−1} + v_{s+1} =

(s +^1_2 )v_s η(v^2_s − 1)

. (2.9.13)

Bolee togo, w_s = ηv^2_s dlØ vseh s =^1_2 , . . . , S + 1.

Sootnoxenie (2.9.13) nazyvaetsØ raznostnym uravneniem Penleve II , sm., naprimer, [57].

Dokazatel~stvo. Ravenstvo ws = ηv^2_s sleduet iz (2.9.10) i opredeleniØ vs. Uravnenie (2.9.13) sleduet iz (2.9.9), a takße podstanovki ηv^2_s vmesto w_s, ηv_{s−1}v_s vmesto p_s i ηv_sv_{s+1} vmesto p_{s+1}. •

2.10. Opredelitel~ Fredgol~ma i dPII V fftom paragrafe my pokazyvaem, kak opredelitel~ Fredgol~ma D_s svØzan s rexeniem v_s raznostnogo uravneniØ Penleve PII, postroennym v predloßenii 2.9.4.

Niße my budem predpolagat~, qto w_s ≠ 0 dlØ vseh s ∈ Z^′_+. Kak my uvidim v sledu¸wem paragrafe, ffto predpoloßenie vypolnØetsØ dlØ parametra η v obwem poloßenii, sm. predloßenie 2.11.4. Otmetim, qto tot fakt, qto vse w_s ne ravny nul¸, vleqet w_s ≠ η, sm. (2.9.9), i p_s ≠ 0, sm. (2.9.10). Togda q_sr_s =

−p^2_s ≠ 0, i a_s ≠ a_{s+1}, b_s ≠ b_{s+1} iz (2.9.7).

Poloßim R_s = K_s(1 − K_s)^{−1}, gde K_s — operator v ℓ^2({s, s + 1, . . . }), otveqa¸wiæ sußeni¸ diskretnogo Ødra BesselØ na {s, s + 1, . . . }. (Suwestvovanie

(1 − K_s)^{−1} sleduet, naprimer, iz togo fakta, qto D_s = det(1 − K_s) ≠ 0.) Togda

1 + R_s(s, s) = det(1 − K_{s+1}) det(1 − K_s) = D_{s+1} D_s , (2.10.1)

sm. kommentariæ 3 posle teoremy 2.8.4.

Predloßenie 2.10.1. Predpoloßim, qto ws ≠ 0 pri s ∈ Z^′_+ i opredelim vs kak

v predloßenii 2.9.4. Togda dlØ l¸bogo s ∈ Z^′_+ imeem ( D_{s+2} D_{s+1} − D_{s+3} D_{s+2} ) = (1 − v^2_s )v^2_{s+1} v^2_s ( D_{s+1} D_s − D_{s+2} D_{s+1} ) . (2.10.2)

Dokazatel~stvo. Soglasno teoreme 2.8.4(ii) imeem

R_s(s, s) = g^t(s)m^{−1}_s (s)m^′_s(s)f(s), (2.10.3) R_{s+1}(s + 1, s + 1) = g^t(s + 1)m^{−1}_{s+1}(s + 1)m^′_{s+1}(s + 1)f(s + 1), (2.10.4) gde f(x) = (_{ηx} Γ(x+ 12 ) , 0 )_t , g(x) = ( 0,^{ηx}_{Γ(x+ 12 )} )_t . Vyqislim (2.10.3) s pomow~¸ (2.9.5). Imeem

m^{−1}_s (s) = [ η^{−1}(s +^1_2 ) 0 0 η(s +^1_2 ) ] m^{−1}_{s+1}(s + 1) [ 0 −a_s b_s η^{−1}(s +^1_2 − p_s) ] , m^′_s(s) = d dζ ([ η^{−1}(ζ −^1_2 − p_s) a_s −b_s 0 ] m_{s+1}(ζ) [ η(ζ −^1_2 )^{−1} 0

0 η^{−1}(ζ −^1_2 ) ]) | | | |_{ζ=s+1} . Nemedlenno proverØetsØ, qto esli proizvodnaØ v posledneæ formule popadaet na posledniæ (diagonal~nyæ) mnoßitel~, to sootvetstvu¸wiæ vklad v (2.10.3) obnulØetsØ. Esli proizvodnaØ popadaet na vtoroæ mnoßitel~, to vklad v (2.10.3) raven R_{s+1}(s + 1, s + 1) vvidu sootnoxeniØ (2.10.4) i ravenstv g^t(s) [ η^{−1}(s +^1_2 ) 0 0 η(s +^1_2 ) ] = g^t(s + 1), [ η(ζ −^1_2 )^{−1} 0 0 η^{−1}(ζ −^1_2 ) ] f(s) = f(s + 1).

Nakonec, esli proizvodnaØ popadaet na pervyæ mnoßitel~, to vklad v (2.10.3) raven

g^t(s + 1)m^{−1}_{s+1}(s + 1) [ 0 0 η^{−1}b_s 0 ] m_{s+1}(s + 1)f(s + 1). (2.10.5)

DlØ x ∈ Z^′_+ oboznaqim

m_x(x) = [ m^{11}_x m^{12}_x m^{21}_x m^{22}_x ] . Poskol~ku det m_x ≡ 1, imeem

m^{−1}_x (x) = [ m^{22}_x −m^{12}_x −m^{21}_x m^{11}_x ] , i (2.10.5) prevrawaetsØ v

g^t(s + 1) [ m^{22}_{s+1} −m^{12}_{s+1} −m^{21}_{s+1} m^{11}_{s+1} ] [ 0 0 η^{−1}b_s 0 ] [ m^{11}_{s+1} m^{12}_{s+1} m^{21}_{s+1} m^{22}_{s+1} ] f(s + 1) = η^{2s+1} Γ^2 ( s +^3_2

) b_s(m^{11}_{s+1})^2.

Oboznaqim R_s(s, s) − R_{s+1}(s + 1, s + 1) qerez δ_s. My tol~ko qto dokazali, qto

δ_s = η^{2s+1} Γ^2 ( s +^3_2

) b_s(m^{11}_{s+1})^2. (2.10.6)

�lement (2,1) uravneniØ (2.9.5) v toqke ζ = s + 1 daet

m^{21}_s = −b_sm^{11}_{s+1}η (s +^1_2 )^{−1}.

Sledovatel~no, m^{11}_{s+1} = −b^{−1}_s m^{21}_s η^{−1}(s +^1_2 ). PodstavlØØ ffto v pravu¸ qast~ (2.10.6) i ispol~zuØ sootnoxenie a_s = b^{−1}_s , poluqaem

δ_s = η^{2s−1} Γ^2 ( s +^1_2

) a_s(m^{21}_s )^2. (2.10.7)

Posmotrim na vyqet m_{s+1}(ζ) v toqke ζ = s. Poskol~ku matrica −f(s)g^t(s) imeet nulevoæ pervyæ stolbec, to i vyqet obØzan imet~ nulevoæ pervyæ stolbec. S drugoæ storony, iz (2.9.4) sleduet, qto fftot vyqet raven A_sm_s(s). PriravnivaØ (1,1) fflement fftoæ matricy nul¸, poluqaem

p_sm^{11}_s = −q_sm^{21}_s .

My predpoloßili, qto q_s ≠ 0, pofftomu m^{21}_s = −q^{−1}_s p_sm^{11}_s . Togda (2.10.7) prevrawaetsØ v

δ_s = η^{2s−1} Γ^2 ( s +^1_2 ) a_sp^2_s q^2_s

(m^{11}_s )^2 = − η^{2s−1} Γ^2 ( s +^1_2 ) w_s q_s (m^{11}_s )^2,

gde my ispol~zovali p^2_s = −q_sr_s i a_sr_s = w_s. SravnivaØ poslednee ravenstvo s (2.10.6), my zakl¸qaem, qto

δ_{s+1} = b_{s+1}w_{s+1} b_sw_s δ_s. (2.10.8)

Iz sootnoxeniØ (2.9.7) sleduet, qto b_{s+1}b^{−1}_s = 1 − η^{−1}w_s = 1 − v^2_s , i ots¸da vytekaet (2.10.2). •

Sledstvie 2.10.2. V predpoloßeniØh predloßeniØ 2.10.1, suwestvu¸t postoØn-

nye – i ν, takie qto_{Ds+1} D_s = ν + – · ηb_s (2.10.9)

dlØ vseh s ∈ Z^′_+.

Dokazatel~stvo. Iz (2.10.8) imeem δs = –bsws = –rs dlØ nekotoroæ konstanty

–. Togda iz vtoroæ formuly (2.9.7) sleduet

δ_s = D_{s+1} D_s − D_{s+2} D_{s+1} = – · η(bs − bs+1), i ots¸da sleduet (2.10.9). •

2.11. Naqal~nye usloviØ dlØ dPII Cel~¸ fftogo paragrafa ØvlØetsØ pred¨Øvlenie naqal~nyh usloviæ dlØ dPII iz predloßeniØ 2.9.4 i vyqislenie konstant – i ν iz sledstviØ 2.10.2. My takße dokaßem, qto predpoloßeniØ predloßeniæ 2.9.4 i 2.10.1 vypolnØ¸tsØ dlØ η v obwem poloßenii.

Lemma 2.11.1. FunkciØ m 1_2 (ζ) imeet vid

m 1_2 (ζ) = 1 0 − ∑ x∈Z0� η�2x Γ2(−x+ 12 ) 1 ζ − x 1 . (2.11.1)

Dokazatel~stvo. PrØmoe vyqislenie pokazyvaet, qto pravaØ qast~ (2.11.1) ØvlØetsØ rexeniem normirovannoæ DZRG (Z^′_−, −fg^t). Utverßdenie o edinstvennosti v teoreme 2.8.4(i) zaverxaet dokazatel~stvo. • Predloßenie 2.11.2. My imeem

A 1_2 = [ p 1_2 q 1_2 r 1_2 −p 1_2 ] = η I_0(2η) [ −I_1(2η) −1 I^2_1 (2η) I_1(2η) ] , a 1_2 = I^{−1}_0 (2η), b 1_2 = I_0(2η),

w 1_2 = a 1_2 r 1_2 = ηI^2_1 (2η) I^2_0 (2η) , (2.11.2)

gde I_ν ( · ) est~ I-funkciØ BesselØ.

Dokazatel~stvo. Iz (2.9.4) imeem

m 3_2 (ζ) = ( I + A 1_2 ζ −^1_2 ) m 1_2 (ζ).

Pol~zuØs~ (2.11.1) i (2.9.3) my vidim, qto uslovie skaqka dlØ m 3_2 (ζ) v toqke

ζ =^1_2 vyglØdit sledu¸wim obrazom:

A 1_2 [ 1 0 − ∑ x∈Z0� η�2x (−x+ 12 )Γ2(−x+ 12 ) 1 ]

= lim_{ζ→ 1} 2 ( I + A 1_2 ζ −^1_2

) [ 1 0 − ∑ x∈Z0� η�2x Γ2(−x+ 12 ) 1 ζ−x 1 ] [ 0 −η 0 0 ] . (2.11.3)

Napomnim, qto

I_0(2η) = ∑ k¿0 η^{2k} Γ^2(k + 1)

, I_1(2η) = ∑ k¿0 η^{2k+1} (k + 1)Γ^2(k + 1) . Poskol~ku fflement (1,1) pravoæ qasti (2.11.3) obrawaetsØ v nul~, poluqaem

p 1_2 = I_1(2η) · q 1_2 .

Poskol~ku matrica A 1_2 nil~potentna, ots¸da sleduet

A 1_2 = c · [ −I_1(2η) −1 I^2_1 (2η) I_1(2η) ]

s nekotoroæ konstantoæ c. Togda fflement (1,2) sootnoxeniØ (2.11.3) daet −c = −η + c · ∑ x∈Z0� η^{−2x+1} (x +^1_2 )^2 Γ^2(x +^1_2 ) . Ots¸da c = η/I_0(2η), qto dokazyvaet pervu¸ stroku (2.11.2).

Dalee, iz (2.9.5) sleduet, qto −b 1_2 est~ predel~noe znaqenie fflementa (2,1) matricy

m 1_2 (ζ − 1) [ η^{−1}(ζ −^1_2 ) 0 0 η(ζ −^1_2 )^{−1} ]

pri ζ → ∞. (Deæstvitel~no, m 3_2 → I pri ζ → ∞.) Poskol~ku fflement (2,1) matricy m 1_2 (ζ), sm. (2.11.1), imeet vid −ηI_0(2η) · ζ^{−1} + O(ζ^{−2}), ζ → ∞, my zakl¸qaem, qto b 1_2 = I_0(2η). �to oznaqaet, qto a 1_2 = b^{−1}_{12} = I^{−1}_0 (2η), i predloßenie 2.11.2 dokazano. • Sledstvie 2.11.3 (Naqal~nye usloviØ dlØ dPII). Predpoloßim, qto ws ≠ 0

dlØ vseh s ∈ Z^′_+. Togda posledovatel~nost~ v_s iz predloßeniØ 2.9.4 moßet byt~ opredelena s pomow~¸ naqal~nyh usloviæ

v_− 1_2 = ∓1, v 1_2 = ±

I_1(2η) I_0(2η) (2.11.4) i uravneniØ dPII (2.9.13) pri s ¿^1_2 .

Dokazatel~stvo. My budem opuskat~ argument 2η v funkciØh BesselØ niße. Iz (2.11.2) i (2.9.9) poluqaem

p 3_2 = w 1_2 w 1_2 − η

− p 1_2 =

I^2_1 I^2_1 − I^2_0 + ηI_1 I_0 , i po opredeleni¸ v_s

v 1_2 = ±

I_1 I_0

, v 3_2 = p 3_2 ηv 1_2 = ± I_0I_1 η(I^2_1 − I^2_0 ) ± 1. �to v toqnosti to ße znaqenie p 3_2 , qto poluqaetsØ podstanovkoæ (2.11.4) v (2.9.13) pri s =^1_2 . • Predloßenie 2.11.4. Veliqiny ws ne ravny nul¸ pri vseh s ∈ Z^′_+ dlØ vseh zna-

qeniæ parametra η krome, byt~ moßet, sqetnogo qisla.

Dokazatel~stvo. Soglasno predloßeni¸ 2.9.4 dostatoqno pokazat~, qto dlØ l¸bogo s ∈ Z^′_+, veliqina v_s, opredelennaØ posredstvom (2.11.4) i (2.9.13), ne ravna nul¸ dlØ vseh znaqeniæ η krome, byt~ moßet, sqetnogo qisla. ˚sno, qto

v_s — meromorfnaØ funkciØ po η. Takim obrazom, dostatoqno pokazat~, qto v_s

ne ravna nul¸ toßdestvenno.

Legko proverit~ qto formuly

v_{2k−} 1_2 =(−1)^k + kv v^2 − 1 η^{−1} + O(η^{−2}),

v_{2k+} 1_2 =(−1)^kv^{(−1)k} + O(η^{−1}),

(2.11.5)

pri k = 0, 1, . . . , opredelØ¸t asimptotiqeskoe rexenie (2.9.13) pri η → ∞. Zdes~ v — proizvol~naØ konstanta, ne ravnaØ 0 ili 1, i dlØ proizvol~nogo fiksirovannogo k asimptotika ravnomerna po v, menØ¸wemsØ v l¸bom kompaktnom podmnoßestve C \ {0, 1}.

Poskol~ku funkciØ I_1(2η)/I_0(2η) imeet nuli i pol¸sy s proizvol~no bol~- xim |η|, sm., naprimer, [1, 7.9], my moßem naæti posledovatel~nost~ {η_m}^∞_{m=1}, taku¸ qto |η_m| > m i |I_1(2η_m)/I_0(2η_m)| ∈ [^1_3 ,^2_3 ]. Oboznaqim qerez {v^{(m)}s }_{s∈Z}0_+ posledovatel~nost~, opredelennu¸ posredstvom (2.9.13) i (2.11.4) s η = η_m. Togda iz (2.11.5) dlØ l¸bogo fiksirovannogo s ∈ Z^′_+, v^{(m)}s ravna 1, −1, v, ili −v^{−1}, gde v = I_1(2η_m)/I_0(2η_m), s toqnost~¸ do popravki, kotoraØ stremitsØ k nul¸ pri m → ∞. Sledovatel~no, dlØ dostatoqno bol~xih m my imeem v^{(m)}s ≠ 0. • Sledstvie 2.11.5 (sr. sledstvie 2.10.2). DlØ vseh znaqeniæ η krome, byt~ mo-

ßet, sqetnogo qisla, my imeem D_{s+1}/D_s = b_s dlØ vseh s ∈ Z^′_+.

Dokazatel~stvo. Iz sledstviØ 2.10.2 sleduet, qto δ 1_2 = –r 1_2 . Iz interpretacii D_s qerez teplicev opredelitel~, sm. (2.9.2), legko sleduet, qto δ 1_2 =

I^2_1 (2η)/I_0(2η). SravnivaØ so znaqeniem r 1_2 iz (2.11.2), my vidim, qto – = η^{−1}.

Dalee, iz (2.9.2) sleduet, qto D 3_2 /D 1_2 = I_0(2η). Poskol~ku b 1_2 = I_0(2η), my zakl¸- qaem, qto ν v (2.10.9) ravno nul¸. •

Teper~ moßno sformulirovat~ okonqatel~nyæ rezul~tat pro dPII.

Teorema 2.11.6. Pust~ s ∈ Z^′_+, i pust~ Ds — opredelitel~ Fredgol~ma dis-

kretnogo Ødra BesselØ, kak opisano v naqale §2.9. Opredelim posledovatel~nost~ {v_s}_{s∈Z}0_+ naqal~nymi usloviØmi (2.11.4) i rekurrentnym sootnoxeniem (2.9.13). Togda dlØ vseh znaqeniæ parametra η krome, byt~ moßet, sqetnogo qisla, my imeem v^2_s = 1 − D_sD_{s+2} D^2_{s+1}

. (2.11.6)

Dokazatel~stvo. Sleduet iz sledstviØ 2.11.5, opredeleniØ {vs} i sootnoxeniØ

η^{−1}w_s = 1 − b_{s+1}/b_s, sm. (2.9.7). •

Zameqanie 2.11.7. Esli my prodolßim Ds do celoæ funkcii po η s pomow~¸ predstavleniØ v vide tepliceva opredelitelØ, sm. (2.9.2), to formula (2.11.6) moßet rassmatrivat~sØ kak ravenstvo meromorfnyh funkciæ.

2.12. Diskretnoe 2F1-Ødro i raznostnoe Penleve V V fftom paragrafe my dokazyvaem rezul~taty, pohoßie na rezul~taty §2.9, no dlØ bolee sloßnogo Ødra. V qastnosti, my uvidim, qto sootvetstvu¸wiæ opredelitel~ Fredgol~ma vyraßaetsØ qerez rexenie raznostnogo uravneniØ Penleve V (sokrawenno dPV).

Diskretnoe_2F_1-Ødro igraet central~nu¸ rol~ v garmoniqeskom analize na beskoneqnoæ simmetriqeskoæ gruppe. Podrobnoe opisanie moßno naæti v [35] i [36].

Poloßim

m(ζ) = F ( −z, −z^′; ζ +^1_2 ;^ξ_{ξ−1} )_{√zz}0_ξ 1−ξ F `_{1+z,1+z}

0_{; −ζ+} 3_{2 ;}^ξ_{ξ−1} ´ −ζ+ 12 −^{√zz}0^ξ_{1−ξ}^F `_{1−z,1−z} 0_{; ζ+} 3_{2 ;}^ξ_{ξ−1} ´ ζ+ 12 F ( z, z^′; −ζ +^1_2 ;^ξ_{ξ−1} ) (2.12.1)

h_+(x) =

(zz^′)^{14} ξ^{x2} (1 − ξ)^{z+z}

0_2 √

(z + 1)_{x−} 1_2 (z^′ + 1)_{x−} 1_2

Γ(x +^1_2 ) ,

h_−(x) =

(zz^′)^{14} ξ^{− x2} (1 − ξ)^{− z+z}

0_2 √ (−z + 1)_{−x−} 1_2 (−z^′ + 1)_{−x−} 1_2

Γ(−x +^1_2 ) . Zdes~ F (a, b; c; u) oboznaqaet gipergeometriqesku¸ funkci¸ Gaussa, (a)_k = Γ(a +

k)/Γ(a) — simvol Pohgammera, (z, z^′) — dva kompleksnyh parametra, takih qto (z + k)(z^′ + k) > 0 dlØ vseh k ∈ Z(naprimer, z^′ = z̄ ∈ C \ Z), ξ ∈ (0, 1) — ewe odin

parametr. Udobno takße predpoloßit~, qto z ≠ z^′.

Diskretnoe_2F_1-Ødro opredeleno na Z^′ × Z^′. DlØ x, y ∈ Z^′_+ ono opredelØetsØ formuloæ

K(x, y) = h_+(x)h_+(y) m^{21}(x)m^{11}(y) − m^{11}(x)m^{21}(y) x − y , x ≠ y h^2_+(x) ( dm^{21}(x) dx m^{11}(x) − dm^{11}(x) dx m^{21}(x) ) , x = y.

Obwee opredelenie dlØ ne obØzatel~no poloßitel~nyh argumentov x i y moßno naæti v [35]. Zametim, qto esli odin iz parametrov z, z^′ stremitsØ k celomu qislu, to Ødro (ili skoree ta qast~ Ødra, kotoraØ vypisana vyxe) prevrawaetsØ v Ødro KristoffelØ–Darbu dlØ ortogonal~nyh mnogoqlenov Meæksnera, sm. [35, §4].

Kak v §2.9, dlØ s ∈ Z^′_+ oboznaqim qerez K_s operator v ℓ^2({s, s + 1, . . . }), otveqa¸wiæ sußeni¸ K na {s, s + 1, . . . } × {s, s + 1, . . . }. Togda K_s — poloßitel~nyæ Ødernyæ operator. Nas budet interesovat~ opredeliteli Fredgol~ma

D_s = det(1 − K_s).

�ti opredeliteli Fredgol~ma takße moßno vyrazit~ qerez teplicevy opredeliteli, sm. [32, §4] i [22], [39]:

D_s = (1 − ξ)^{zz} 0 · det[t_{i−j} ]_{i,j=1,...,s−} 1_2 , gde t_k = ξ^{k/2}Γ(−z + k) Γ(−z)Γ(k + 1) F (−z + k, −z^′; k + 1; ξ), k ¿ 0, ξ^{−k/2}Γ(−z^′ − k) Γ(−z^′)Γ(−k + 1) F (−z^′ − k, −z; −k + 1; ξ), k < 0. Simvol teplicevyh opredeliteleæ raven ∑ k∈Z t_kζ^k = (1 + √ ξ ζ)^z (1 + √ ξ ζ^{−1})^z 0 . Otmetim, qto vo vvedenii my oboznaqali D_s qerez q^{(z,z} 0_{,ξ)} s− 12 .

Diskretnoe_2F_1-Ødro ukladyvaetsØ v situaci¸ 2.8.2 iz §2.8: suwestvuet integriruemoe Ødro L(x, y) na Z^′ × Z^′, kotoroe opredelØet ograniqennyæ operator ℓ^2(Z^′), i K = L(1 + L)^{−1}, sm. [35]. Bolee toqno, po otnoxeni¸ k razbieni¸

Z^′ = Z^′_+ ⊔ Z^′_− Ødro L imeet vid L(x, y) = [ 0^{h+(x)h}�^{(y)} x−y h�(x)h+(y) x−y 0 ]

s funkciØmi h_±, opredelennymi vyxe. V oboznaqeniØh §2.8 my imeem X = Z^′, i matrica mX(ζ) sovpadaet s m(ζ) iz (2.12.1). Krome togo,

f_1(x) = g_2(x) = { h_+(x), x ∈ Z^′_+, 0, x ∈ Z^′_−, f_2(x) = g_1(x) = { 0, x ∈ Z^′_+, h_−(x), x ∈ Z^′_−, i matrica skaqka wX(x) = −f(x)g(x)^t imeet vid

wX(x) = [ 0 −h^2_+(x) 0 0 ] , x ∈ Z^′_+, [ 0 0 −h^2_−(x) 0 ] , x ∈ Z^′_−, sm. §2.7.

Naxa sledu¸waØ cel~ sostoit v izuqenii edinstvennogo rexeniØ mZ normirovannoæ DZRG (Z, wX), gde Z = X \ Y = Z\ {s, s + 1, . . . } = {. . . , s − 2, s − 1}, sm. teoremu 2.8.4(i). Kak i v §2.9, pereoboznaqim mZ qerez m_s. Oboznaqim Z_s =

{. . . , s − 2, s − 1}. Napomnim, qto det m_s ≡ 1. Poloßim Ξ = [ ξ^{12} 0 0 ξ^{− 12} ] . Sledu¸wee utverßdenie ØvlØetsØ analogom predloßeniØ 2.9.2.

Predloßenie 2.12.1 (para Laksa). DlØ l¸bogo s ∈ Z^′_+ suwestvu¸t postoØnnye

2 × 2 matricy A_s i B_s, takie qto

m_{s+1}(ζ) = ( I + A_s ζ − s ) m_s(ζ), (2.12.2)

m_s(ζ − 1) = Ξ^{−1} ( I + B_s ζ + z −^1_2 ) m_{s+1}(ζ) ζ+z− 12 ζ− 12 0

0^{ζ− 12}_{ζ+z}0_{− 12}

Ξ . (2.12.3)

Dalee, det A_s = det B_s = 0, Tr A_s = 0, Tr B_s = z^′ − z,

A_s + B_s = [ −z ∗ ∗ z^′ ] . (2.12.4)

Dokazatel~stvo. Dokazatel~stva ravenstva (2.12.2) i nil~potentnosti As identiqny dokazatel~stvam analogiqnyh utverßdeniæ v predloßenii 2.9.2.

Dalee, analogiqno dokazatel~stvu predloßeniØ 2.9.2, legko pokazat~, qto funkciØ

m_s(ζ − 1) Ξ^{−1} ζ− 12 ζ+z− 12 0 0^{ζ+z}

0_− 1_2 ζ− 12 m^{−1}_{s+1}(ζ) (2.12.5)

ne imeet singulØrnosteæ v Z^′. Takim obrazom, edinstvennaØ vozmoßnaØ osobennost~ (2.12.5) — ffto prostoæ pol¸s v toqke ζ = −z +^1_2 . (Zametim, qto po naxemu predpoloßeni¸ o parametrah z, z^′ oni oba ne celye, i −z +^1_2 /∈ Z^′.) Oboznaqim vyqet qerez C_s. Poskol~ku obe funkcii m_s(ζ) i m_{s+1}(ζ) stremØtsØ I pri ζ → ∞, my vidim, qto (2.12.5) stremitsØ k Ξ^{−1} pri ζ → ∞, i po teoreme LiuvillØ my poluqaem (2.12.3) s B_s = ΞC_s.

VyqislØØ opredeliteli obeih storon (2.12.3), my vidim, qto det ( I + B_s ζ + z −^1_2 ) = 1 + z^′ − z ζ + z −^1_2 . Ots¸da sleduet, qto Tr B_s = z^′ − z i det B_s = 0.

Nakonec, podstavim (2.12.2) v pravu¸ qast~ (2.12.3). Poluqaem

m_s(ζ − 1) = Ξ^{−1} ( I + B_s ζ + z −^1_2 ) ( I + A_s ζ − s ) m_s(ζ) ζ+z− 12 ζ− 12 0

0^{ζ− 12}_{ζ+z}0_{− 12}

Ξ . (2.12.6)

My znaem, qto m_s(ζ) = I +m^{(1)}s ζ^{−1} +O(ζ^{−2}) pri ζ → ∞ s postoØnnoæ matriceæ

m^{(1)}_s . (�to sleduet iz obweæ formuly (2.3.9).) PodstavlØØ ffto asimptotiqeskoe

sootnoxenie v obe qasti (2.12.6) i sravnivaØ asimptotiku diagonal~nyh fflementov v okrestnosti ζ = ∞, poluqaem

A^{11}_s + B^{11}_s = −z, A^{22}_s + B^{22}_s = z^′. •

DlØ l¸boæ 2 × 2 matricy M budem oboznaqat~ qerez M^Ξ matricu ΞMΞ^{−1}. Sledstvie 2.12.2 (UsloviØ sovmestnosti). DlØ l¸bogo s ∈ Z^′_+ my imeem

A_{s+1} − A^Ξ_s = B_s − B_{s+1} =

A^Ξ_s B_s − B_{s+1}A_{s+1} s + z +^1_2

. (2.12.7)

Dokazatel~stvo. Analogiqno dokazatel~stvu sledstviØ 2.9.3, vyqislim ms+1(ζ) dvumØ raznymi sposobami. Ispol~zuØ (2.12.2) i zatem (2.12.3), poluqaem

m_{s+1}(ζ) = ( I + A_s ζ − s ) Ξ^{−1} ( I + B_s ζ + z +^1_2 ) m_{s+1}(ζ + 1)

ζ+z+ 12 ζ+ 12 0

0^{ζ+ 12}_{ζ+z}0_{+ 12} Ξ. S drugoæ storony, ispol~zuØ snaqala (2.12.3), a zatem (2.12.2), poluqaem

m_{s+1}(ζ) = Ξ^{−1} ( I + B_{s+1} ζ + z +^1_2 ) ( I + A_{s+1} ζ − s ) m_{s+1}(ζ + 1)

ζ+z+ 12 ζ+ 12 0

0^{ζ+ 12}_{ζ+z}0_{+ 12} Ξ. SravnivaØ rezul~taty, my vidim, qto ( I + A_s ζ − s ) Ξ^{−1} ( I + B_s ζ + z +^1_2 ) = Ξ^{−1} ( I + B_{s+1} ζ + z +^1_2 ) ( I + A_{s+1} ζ − s ) . Priravnivanie vyqetov obeih storon v toqkah ζ = s i ζ = −z −^1_2 privodit k (2.12.7). •

Qtoby vyvesti uravnenie dPV, neobhodimo naloßit~ nekotorye usloviØ nevyroßdennosti na matricy A_s, B_s, kotorye analogiqny uslovi¸ w_s ≠ 0 iz predloßeniØ 2.9.4.

My budem govorit~, qto matricy A_s i B_s nahodØtsØ v obwem poloßenii, esli ih moßno edinstvennym obrazom parametrizovat~ kak

A_s = (z + b_s) [ −1 −α_sβ_s 1/(α_sβ_s) 1 ] , B_s = [ b_s b_sβ_s (z^′ − z − b_s)/β_s z^′ − z − b_s ] (2.12.8) s nekotorymi b_s, α_s ≠ 0, β_s ≠ 0. �to zavedomo verno, esli vnediagonal~nye fflementy A_s i B_s ne ravny nul¸:

A^{12}_s , A^{21}_s , B^{12}_s , B^{21}_s ≠ 0.

�to takße verno, esli

A^{12}_s , A^{21}_s , B^{21}_s , B^{22}_s ≠ 0, B^{11}_s = B^{12}_s = 0.

Togda b_s = 0, β_s = (z^′ − z)/B^{21}_s , α_s = −A^{12}_s /(zβ_s). Napomnim, qto z ≠ z^′ po predpoloßeni¸. Analogiqno, esli

A^{12}_s , A^{21}_s , B^{11}_s , B^{12}_s ≠ 0, B^{21}_s = B^{22}_s = 0,

to b_s = z^′ − z, β_s = B^{12}_s /(z^′ − z), α_s = −A^{12}_s /(zβ_s). �ti tri sluqaØ pokryva¸t vse vozmoßnosti.

Predloßenie 2.12.3 (dPV). Zafiksiruem s ∈ Z^′_+. Predpoloßim, qto matricy

A_s i B_s ime¸t nenulevye vnediagonal~nye fflementy, i v oboznaqeniØh (2.12.8)

ξα_s ≠ 1, b_s + z^′ + s +^1_2 1 − ξα_s /∈ { −z, z^′ − z, z^′ + s +^1_2 , z^′ − z + s +^1_2 } . (2.12.9)

Togda matricy A_{s+1} i B_{s+1} nahodØtsØ v obwem poloßenii, i

α_{s+1} = ( b_s + z^′ + s +^1_2 1 − ξα_s − ( z^′ + s +^1_2 ) ) ( b_s + z^′ + s +^1_2 1 − ξα_s − ( z^′ − z + s +^1_2 ) )

ξα_s ( b_s + z^′ + s +^1_2 1 − ξα_s + z ) ( b_s + z^′ + s +^1_2 1 − ξα_s + z − z^′ ) , (2.12.10)

b_{s+1} = −b_s − z^′ + s +^1_2 1 − ξα_s + z + s +^1_2 1 − α_{s+1}

− 2z + z^′, (2.12.11)

β_{s+1} = ξα_s ( b_s + z^′ + s +^1_2 1 − ξα_s + z )

b_s + z^′ + s +^1_2 1 − ξα_s − ( z^′ − z + s +^1_2 ) · β_s . (2.12.12)

ZameqaniØ 2.12.4. 1. UsloviØ (2.12.9) oznaqa¸t, qto qetyre mnoßitelØ v pravoæ qasti (2.12.10), qislitel~ i znamenatel~ v pravoæ qasti (2.12.12), a takße znamenatel~ (1 − ξα_s) v (2.12.11) ne obrawa¸tsØ v nul~. Kak my uvidim v processe dokazatel~stva, iz (2.12.9) takße sleduet, qto α_{s+1} ≠ 1, t.e. pravaØ qast~ (2.12.11) toße korrektno opredelena.

2. Esli opredelit~ (α_{s+1}, β_{s+1}, b_{s+1}) posredstvom (2.12.10)–(2.12.12) i opredelit~ matricy A_{s+1}, B_{s+1} qerez (2.12.8) (zamenØØ s na s + 1), to usloviØ sovmestnosti (2.12.7) budut vypolneny.

3. SootnoxeniØ (2.12.10), (2.12.11) opredelØ¸t otobraßenie (α_s, b_s) →

(α_{s+1}, b_{s+1}). Obratnoe otobraßenie imeet pohoßiæ vid. Predpoloßim, qto ma-

tricy A_{s+1} i B_{s+1} ime¸t nenulevye vnediagonal~nye fflementy, i

α_{s+1} ≠ 1, b_{s+1} − z + s +^1_2 1 − α_{s+1} /∈ { −z, z^′ − z, −(z + s +^1_2 ), −(2z + s +^1_2 ) } .

Togda matricy A_s i B_s nahodØtsØ v obwem poloßenii, i

α_s = ( b_{s+1} − z + s +^1_2 1 − α_{s+1}

+ z + s +^1_2 ) ( b_{s+1} − z + s +^1_2 1 − α_{s+1}

+ 2z + s +^1_2 )

ξα_{s+1} ( b_{s+1} − z + s +^1_2 1 − α_{s+1} + z ) ( b_{s+1} − z + s +^1_2 1 − α_{s+1} + z − z^′ ) ,

b_s = −b_{s+1} + z + s +^1_2 1 − α_{s+1} − z^′ + s +^1_2 1 − ξα_s − 2z + z^′,

β_s = α_{s+1} ( b_{s+1} − z + s +^1_2 1 − α_{s+1} + z )

b_{s+1} − z + s +^1_2 1 − α_{s+1}

+ 2z + s +^1_2 · β_{s+1} .

(2.12.13)

4. Vvedem novu¸ peremennu¸

c_s = b_s + z^′ + s +^1_2 1 − ξα_s + z i perepixem (2.12.9)–(2.12.12) qerez (c_s, c_{s+1}) vmesto (b_s, b_{s+1}). Togda formuly nemnogo uprowa¸tsØ: ξα_s ≠ 1, c_s /∈ { 0, z^′, z^′ + s +^1_2 , z + z^′ + s +^1_2 } , α_sα_{s+1} = ( c_s − ( z + z^′ + s +^1_2 )) ( c_s − ( z^′ + s +^1_2 )) ξc_s (c_s − z^′) , c_s + c_{s+1} = z + s +^1_2 1 − α_{s+1} + z^′ + s +^3_2 1 − ξα_{s+1} + z^′, β_{s+1} β_s = ξα_sc_s c_s − ( z^′ + s +^1_2 ) . (2.12.14)

Analogiqno, esli poloßit~

d_s = b_s − z + s −^1_2 1 − α_s + z, to uslovie nevyroßdennosti i (2.12.13) prinima¸t vid

α_{s+1} ≠ 1, d_{s+1} /∈ { 0, z^′, −(s +^1_2 ), −(z + s +^1_2 ) } , α_sα_{s+1} = ( d_{s+1} + s +^1_2 ) ( d_{s+1} + z + s +^1_2 ) ξd_{s+1} (d_{s+1} − z^′) , d_s + d_{s+1} = − z^′ + s +^1_2 1 − ξα_s − z + s −^1_2 1 − α_s + z^′, β_s β_{s+1} = α_{s+1}d_{s+1} d_{s+1} + z + s +^1_2 . (2.12.15)

SootnoxeniØ meßdu (α_s, d_s) i (α_{s+1}, d_{s+1}) predstavlØ¸t soboæ qastnyæ sluqaæ raznostnogo uravneniØ Penleve V, vvedennogo v [97, §7]. Parametry a_0, . . . , a_4 iz

[97] v naxem sluqae ravny

a_0 = −(z^′ + s +^1_2 ), a_1 = −(z + s +^1_2 ), a_2 = s +^3_2 ,

a_3 = z^′, a_4 = z, λ = a_0 + a_1 + 2a_2 + a_3 + a_4 = 1.

Dokazatel~stvo predloßeniØ 2.12.3.

Xag 1-æ. Pokaßem snaqala, qto matricy As+1 i Bs+1 nahodØtsØ v obwem poloßenii. Soglasno (2.12.4) ffti matricy mogut byt~ perepisany v vide

A_{s+1} = [ −z − b A^{12} A^{21} z + b ] , B_{s+1} = [ b B^{12} B^{21} z^′ − z − b ]

s nekotorymi konstantami b, A^{12}, A^{21}, B^{12}, B^{21}, takimi qto

det A_{s+1} = −(z + b)^2 − A^{12}A^{21} = 0, det B_{s+1} = b(z^′ − z − b) − B^{12}B^{21} = 0. (2.12.16)

Dokaßem, qto A^{12}, A^{21} ne ravny nul¸.

Predpoloßim A^{21} = 0. Togda b = −z iz (2.12.16). �lement (1,1) vtorogo ravenstva v (2.12.7) daet b_s − b = −(z + b_s)b_s − ξα_s(z + b_s)(z^′ − z − b_s) + b(z + b) − B^{12}A^{21}

z + s +^1_2

. (2.12.17)

Ots¸da

(z + b_s) ( 1 + b_s + ξα_s(z^′ − z − b_s)

z + s +^1_2 ) = 0.

Poskol~ku det A_s = 0, A_s imeet nenulevye vnediagonal~nye fflementy, diagonal~nye fflementy fftoæ matricy ne ravny nul¸, i z + b_s ≠ 0. Takim obrazom, vtoroæ mnoßitel~ v poslednem ravenstvo obnulØetsØ, i

b_s + z^′ + s +^1_2 1 − ξα_s = z^′ − z, qto protivoreqit (2.12.9).

Pust~ A^{12} = 0. Togda opØt~ b = −z, i fflement (2,2) vtorogo ravenstva v (2.12.7) daet b − b_s = (z + b_s)(z^′ − z − b_s) + b_s(z + b_s)(ξα_s)^{−1} − (z + b)(z^′ − z − b) − B^{21}A^{12}

z + s +^1_2 . (2.12.18) Kak i vyxe, ffto privodit k

b_s + z^′ + s +^1_2 1 − ξα_s = z^′ + s +^1_2 ,

qto protivoreqit (2.12.9).

Pereædem k B_{s+1}. Pust~ B^{12} = 0. Togda iz (2.12.16) sleduet, qto libo b = 0, libo b = z^′ − z. Esli b = z^′ − z, to, analogiqno rassußdeniØm vyxe, iz (2.12.17) sleduet

b_s + z^′ + s +^1_2 1 − ξα_s = −z,

qto nevozmoßno vvidu (2.12.9). (Pri fftoæ redukcii neobhodimo znat~, qto

b_s + z − z^′ ≠ 0. �to sleduet iz togo fakta, qto det B_s = 0 i predpoloßeniØ o

tom, qto vnediagonal~nye fflementy B_s ne ravny nul¸. Ots¸da vytekaet, qto diagonal~nye fflementy, vkl¸qaØ b_s + z − z^′, toße ne ravny nul¸.) Esli b = 0, to edinstvennaØ vozmoßnost~ dlØ matricy B_{s+1} ne nahodit~sØ v obwem poloßenii sostoit v obnulenii B^{21}; fftot sluqaæ razobran niße.

Nakonec, pust~ B^{21} = 0. Togda iz (2.12.16) libo b = 0, libo b = z^′ − z. Esli

b = z^′ − z i B^{12} ≠ 0, to B_{s+1} v obwem poloßenii, a sluqaæ B^{12} = 0 byl uße

rassmotren vyxe. Esli b = 0, to iz (2.12.18) sleduet

b_s + z^′ + s +^1_2 1 − ξα_s = z^′ − z + s +^1_2 .

�to sootnoxenie opØt~ protivoreqit (2.12.9).

Takim obrazom, my dokazali, qto matricy A_{s+1} i B_{s+1} nahodØtsØ v obwem poloßenii.

Xag 2-æ. NaqinaØ s fftogo momenta, my budem pol~zovat~sØ formoæ (2.12.8) dlØ

A_{s+1} i B_{s+1}. Poskol~ku A_{s+1}, B_{s+1} nahodØtsØ v obwem poloßenii, α_{s+1}, b_{s+1}, β_{s+1}

korrektno opredeleny. V fftoæ qasti dokazatel~stva my vyvedem (2.12.10)– (2.12.12) pri vypolnenii dopolnitel~nogo ograniqeniØ b_{s+1} ≠ b_s.

SootnoxeniØ (2.12.17) i (2.12.18), perepisannye v oboznaqeniØh (2.12.8), da¸t

b_s − b_{s+1} =

−(z + b_s)(b_s + ξα_s(z^′ − z − b_s)) + (z + b_{s+1})b_{s+1}(1 − 1/α_{s+1}) z + s +^1_2 , (2.12.19)

b_{s+1} − b_s =

(z + b_s)((z^′ − z − b_s) + b_s/(ξα_s)) − (z + b_{s+1})(z^′ − z − b_{s+1})(1 − α_{s+1}) z + s +^1_2 . (2.12.20)

Sloßim ravenstvo (2.12.19), umnoßennoe na α_{s+1}, i ravenstvo (2.12.20), umnoßennoe na ξα_s. Poluqaem

(b_{s+1} − b_s) ( ξα_s − α_{s+1} +

(1 − α_{s+1})((1 − ξα_s)(b_{s+1} + b_s + 2z − z^′) + z − z^′)

s + z +^1_2 ) = 0.

My predpoloßili, qto b_{s+1} − b_s ≠ 0, a obnulenie vtorogo mnoßitelØ ffkvivalentno (2.12.11). (Zametim, qto α_{s+1} ne moßet ravnØt~sØ 1. Deæstvitel~no, v takom sluqae obnulenie vtorogo mnoßitelØ privodit k ξα_s = 1, qto protivoreqit naxemu predpoloßeni¸.) PodstavlØØ b_{s+1} iz (2.12.11) libo v (2.12.19), libo v (2.12.20), i rexaØ otnositel~no α_{s+1}, poluqaem (2.12.10).

DlØ dokazatel~stva (2.12.12) posmotrim na fflementy (1,2) i (2,1) pervogo ravenstva A^Ξ_s + B_s = A_{s+1} + B_{s+1} v (2.12.7):

β_s(−ξα_s(z + b_s) + b_s) = β_{s+1}(−α_{s+1}(z + b_{s+1}) + b_{s+1}),

β^{−1}_s ((z + b_s)/(ξα_s) + z^′ − z − b_s) = β^{−1}_{s+1}((z + b_{s+1})/α_{s+1} + z^′ − z − b_{s+1}).

(2.12.21)

PodstavlØØ α_{s+1} i b_{s+1} iz (2.12.10), (2.12.11), poluqaem (posle rØda vykladok)

(b_s − ξα_s(z + b_s)) β^s − b_s +^z

0_{+s+} 1_2 1−ξα_s − ( z^′ − z + s +^1_2 ) ξα_s ( b_s +^z

0_{+s+}^1_2 1−ξα_s + z ) β_{s+1} = 0,

( z + b_s ξα_s + z^′ − z − b_s ) β^{−1s} − ξα_s ( b_s +^z

0_{+s+} 1_2 1−ξα_s + z )

b_s +^z

0_{+s+}^1_2 1−ξα_s − ( z^′ − z + s +^1_2 ) β −1 s+1 = 0. Ots¸da vytekaet (2.12.12), esli po kraæneæ mere odin iz mnoßiteleæ

b_s − ξα_s(z + b_s) i z + b_s ξα_s + z^′ − z − b_s (2.12.22)

ne raven nul¸. No esli oni oba ravny nul¸, to my poluqaem α_s = −z/(ξz^′), b_s =

−z^2/(z + z^′). Vyqislenie b_{s+1} qerez (2.12.11) daet b_{s+1} = b_s, qto protivoreqit

naxemu predpoloßeni¸.

Takim obrazom, my dokazali (2.12.10)–(2.12.12) pri dopolnitel~nom predpoloßenii b_{s+1} ≠ b_s.

Xag 3-æ. Predpoloßim, qto bs+1 = bs. Napomnim, qto vse veliqiny bs, bs +

z, b_s + z − z^′ ne ravny nul¸, potomu qto v protivnom sluqae matricy A_s i B_s

imeli by nulevye vnediagonal~nye fflementy, qto protivoreqit naqal~nomu predpoloßeni¸. Iz uravneniØ (2.12.19) sleduet

α_{s+1} = b_s ξα_s(b_s + z − z^′)

. (2.12.23)

Pokaßem, qto α_{s+1} ≠ 1. Ispol~zuØ sootnoxeniØ b_{s+1} = b_s, (2.12.23), i α_{s+1} = 1, poluqaem

(A_{s+1} + B_{s+1} − A^Ξ_s − B_s)^{12} = z^′b_sβ_s − z(b_s + z − z^′)β_{s+1} b_s + z − z^′ , ( A_{s+1} − A^Ξ_s −

A^Ξ_s B_s − B_{s+1}A_{s+1} s + z +^1_2

)_{12} = (z + b_s)(b_sβ_s − (b_s + z − z^′)β_{s+1}) b_s + z − z^′ . Poskol~ku z ≠ z^′, ffti dva vyraßeniØ ne mogut odnovremenno obrawat~sØ v nul~, qto protivoreqit (2.12.7). Sledovatel~no, α_{s+1} ≠ 1.

Predpoloßim teper~, qto oba vyraßeniØ (2.12.22) ne ravny nul¸. Sluqaæ, kogda odno iz nih ravno nul¸, budet rassmotren v xage 4-m niße.

Pervoe ravenstvo v (2.12.21) daet

β_{s+1} = b_s − ξα_s(z + b_s) b_{s+1} − α_{s+1}(z + b_{s+1}) β_s. (2.12.24)

Oboznaqim qerez α^o_{s+1} i b^o_{s+1} raznosti levyh i pravyh qasteæ (2.12.10) i

(2.12.11). Togda s zamenami b_{s+1} = b_s, (2.12.23), (2.12.24) my poluqaem, qto

β_s(b_s + z)(b_s + z − z^′)(1 − ξα_s)^2 ( b_s +^z

0_{+s+} 1_2 1−ξα_s + z ) ( b_s +^z

0_{+s+} 1_2 1−ξα_s + z − z ′ )

(z + s +^1_2 )(z^′ + s +^1_2 ) (_{z+bs} ξα_s + z ′ − z − b_s ) · α^o_{s+1}

= ( A_{s+1} − A^Ξ_s −

A^Ξ_s B_s − B_{s+1}A_{s+1} s + z +^1_2

)_{12}

= (1 − ξα_s)β_s(z + b_s)(b_s − ξα_s(b_s + z − z^′)) ξα_s (_{z+bs} ξα_s + z ′ − z − b_s ) · b^o_{s+1} . BlagodarØ naxim predpoloßeniØm, ni odin iz mnoßiteleæ pered α^o_{s+1} i b^o_{s+1} ne obrawaetsØ v nul~. Sledovatel~no, iz (2.12.7) sledu¸t ravenstva (2.12.10) i (2.12.11). Togda (2.12.12) tem ße sposobom poluqaetsØ iz vtorogo xaga vyxe. Xag 4-æ. Nakonec, predpoloßim, qto bs+1 = bs i odno iz vyraßeniæ (2.12.22) obrawaetsØ v nul~. Pokaßem, qto vtoroe vyraßenie toße obnulØetsØ. Deæstvitel~no, esli b_s − ξα_s(z + b_s) = 0, to iz pervogo uravneniØ (2.12.21) sleduet, qto

b_{s+1} − α_{s+1}(z + b_{s+1}) = 0. PodstavlØØ b_{s+1} = b_s i (2.12.23), poluqaem

b_{s+1} − α_{s+1}(z + b_{s+1}) = b_s ((z + b_s)/(ξα_s) + z^′ − z − b_s) b_s + z − z^′ = 0,

otkuda (z + b_s)/(ξα_s) + z^′ − z − b_s = 0. Obratno, esli (z + b_s)/(ξα_s) + z^′ − z − b_s = 0, to iz vtorogo uravneniØ (2.12.21) sleduet (z + b_{s+1})/α_{s+1} + z^′ − z − b_{s+1} = 0. Ispol~zuØ te ße zameny, poluqaem

(z + b_{s+1})/α_{s+1} + z^′ − z − b_{s+1} = (ξα_s(z + b_s) − b_s)/(ξα_s) = 0,

otkuda b_s − ξα_s(z + b_s) = 0.

S drugoæ storony, esli oba vyraßeniØ (2.12.22) obrawa¸tsØ v nul~, my imeem

α_s = − z ξz^′ , b_s = − z^2 z + z^′ . (2.12.25)

V qastnosti, ffto oznaqaet, qto z + z^′ ≠ 0. Ots¸da s pomow~¸ (2.12.23) poluqaem

α_{s+1} = − z z^′ , b_{s+1} = b_s = − z^2 z + z^′ . (2.12.26)

No (2.12.26) v toqnosti sovpadaet s tem, qto poluqaetsØ pri podstanovke (2.12.25) v (2.12.10), (2.12.11). Qtoby dokazat~ (2.12.12), my vyqislØem, pol~- zuØs~ (2.12.25), ( A_{s+1} − A^Ξ_s −

A^Ξ_s B_s − B_{s+1}A_{s+1} s + z +^1_2

)_{12} = z^2(β_{s+1}(s +^1_2 ) − β_s(z + z^′ + s +^1_2 )) (z + z^′)(z + s +^1_2 ) . Soglasno (2.12.7) iz fftogo sleduet, qto β_{s+1} = β_s · (z + z^′ + s +^1_2 )/(s +^1_2 ), qto sovpadaet s (2.12.12) pri vypolnenii (2.12.25). Predloßenie 2.12.3 dokazano. •

2.13. Opredelitel~ Fredgol~ma i dPV Napomnim, qto v predyduwem paragrafe my opredelili D_s kak opredelitel~ Fredgol~ma operatora (1 − K_s), gde K_s est~ diskretnoe gipergeometriqeskoe Ødro, sußennoe na {s, s + 1, . . . }. V fftom paragrafe my svØßem opredeliteli

D_s s posledovatel~nostØmi {b_s}, {α_s}, {β_s}. Naxeæ cel~¸ ØvlØetsØ dokazatel~-

stvo sledu¸wego utverßdeniØ.

Predloßenie 2.13.1. Zafiksiruem s ∈ Z^′_+. V predpoloßeniØh predloßeniØ

2.12.3 my imeem ( D_{s+1} D_s − D_{s+2} D_{s+1} ) ((1 − ξα_{s+1})(b_{s+1} + z − z^′) − z + z^′) = ( D_{s+2} D_{s+1} − D_{s+3} D_{s+2} ) ((1 − ξα_s)(b_s + z − z^′) − z + z^′) (2.13.1)

× (z + s +^3_2 )(z^′ + s +^3_2 ) ( b_s + s + z^′ +^1_2 1 − ξα_s − (z^′ − z + s +^1_2 ) )

(1 − ξα_{s+1})(1 − ξα_s) α_s ( b_s + s + z^′ +^1_2 1 − ξα_s + z ) ( b_s + s + z^′ +^1_2 1 − ξα_s + z − z^′ )2 .

Zameqanie 2.13.2. Ispol~zuØ peremennye cs iz zameqaniØ 2.12.4(4), sootnoxenie (2.13.1) perepisyvaetsØ v vide ( D_{s+1} D_s − D_{s+2} D_{s+1} ) ( (1 − ξα_{s+1})(c_{s+1} − z^′) − (z + s +^3_2 ) )

= ( D_{s+2} D_{s+1} − D_{s+3} D_{s+2} ) ( (1 − ξα_s)(c_s − z^′) − (z + s +^1_2 ) )

× (z + s +^3_2 )(z^′ + s +^3_2 ) ( c_s − (z^′ + s +^1_2 ) ) (1 − ξα_{s+1})(1 − ξα_s) α_sc_s (c_s − z^′)^2 . DlØ dokazatel~stva predloßeniØ 2.13.1 dostatoqno dokazat~ dve sledu¸- wie lemmy.

Lemma 2.12.3. Predpoloßim, qto matricy As i Bs ime¸t nenulevye vnediago-

nal~nye fflementy. Togda D_{s+1} D_s − D_{s+2} D_{s+1} = (zz^′)^{12} (1 − ξ)^{z+z} 0 ξ^{s−1}(z + 1)_{s−} 1_2 (z^′ + 1)_{s−} 1_2 (z + s +^1_2 )(z^′ + s +^1_2 )Γ^2(s +^1_2 ) ×(1 − ξα_s) ((1 − ξα_s)(b_s + z − z^′) − z + z^′) · β_sγ^2_s

(2.13.2)

gde qerez γ_s oboznaqen fflement (2, 1) matricy m_s(s).

Lemma 2.13.4. V predpoloßeniØh predloßeniØ 2.12.3 imeet mesto ravenstvo

γ_{s+1} =

(s +^1_2 )(1 − ξα_s) ( b_s + s + z^′ +^1_2 1 − ξα_s + z − z^′ )

ξ(z + s +^1_2 )(z^′ + s +^1_2 )

· γ_s (2.13.3) gde γ_s = m^{21}_s (s), γ_{s+1} = m^{21}_{s+1}(s + 1).

Sootnoxenie (2.13.1) ØvlØetsØ prØmym sledstviem (2.13.2), (2.13.3) i (2.12.12).

Dokazatel~stvo lemmy 2.13.3. RassußdeniØ napomina¸t dokazatel~stvo predloßeniØ 2.10.1, no ØvlØ¸tsØ tehniqeski bolee sloßnymi. Iz teoremy 2.8.4(ii) poluqaem

R_s(s, s) = g^t(s)m^{−1}_s (s)m^′_s(s)f(s), (2.13.4) R_{s+1}(s + 1, s + 1) = g^t(s + 1)m^{−1}_{s+1}(s + 1)m^′_{s+1}(s + 1)f(s + 1), (2.13.5)

gde (opredelenie h_+ sm. v §2.12)

f(x) = (h_+(x), 0)^t , g(x) = (0, h_+(x))^t .

(Napomnim, qto R_s = K_s(1 − K_s)^{−1} i R_s(s, s) = D_{s+1}/D_s − 1.)

Podstavim vyraßenie dlØ m_{s+1} iz (2.12.3) v (2.13.5). Poluqaem

R_{s+1}(s + 1, s + 1) = g^t(s + 1)

s+z+ 12

s+ 12 0

0^{s+ 12}_{s+z}0_{+ 12}

Ξ m^{−1}_s (s) Ξ^{−1} ( I + B_s s + z +^1_2 )

× d dζ ( I + B_s ζ + z −^1_2 )_{−1} Ξ m_s(ζ − 1) Ξ^{−1} ζ− 12 ζ+z− 12 0 0^{ζ+z}

0_− 1_2 ζ− 12 | | | | ζ=s+1 f(s + 1). (2.13.6) Nemedlenno vidno, qto esli proizvodnaØ padaet na posledniæ (diagonal~- nyæ) mnoßitel~, to sootvetstvu¸wiæ qlen obrawaetsØ v nul~. Esli proizvodnaØ padaet na m_s, poluqaem

g^t(s + 1)

s+z+ 12

s+ 12 0

0^{s+ 12}_{s+z}0_{+ 12}

Ξ m^{−1}_s (s)m^′_s(s) Ξ^{−1}

s+ 12 s+z+ 12 0

0^{s+z}

0_+ 1_2

s+ 12 f(s + 1) qto sovpadaet s pravoæ qast~¸ (2.13.4), potomu qto

Ξ^{−1}

s+ 12 s+z+ 12 0

0^{s+z}

0_+ 1_2

s+ 12

f(s + 1)g^t(s + 1)

s+z+ 12

s+ 12 0

0^{s+ 12}_{s+z}0_{+ 12} Ξ = f(s)g^t(s). Nakonec, esli proizvodnaØ padaet na (I + B_s/(s + z +^1_2 ))^{−1}, imeem d dζ ( I + B_s ζ + z −^1_2 )_{−1} = ( I + B_s ζ + z −^1_2 )_{−1} B_s (ζ + z −^1_2 )^2 ( I + B_s ζ + z −^1_2 )_{−1}

= 1 ζ + z −^1_2 ( I + B_s ζ + z −^1_2 )_{−1} ( I − ( I + B_s ζ + z −^1_2 )_{−1}) . PodstavlØØ v (2.13.6), poluqaem

R_{s+1}(s + 1, s + 1) = R_s(s, s) − 1 s + z +^1_2 g^t(s) m^{−1}_s (s) Ξ^{−1} ( I + B_s s + z +^1_2 )_{−1} Ξ m_s(s) f(s). (2.13.7)

VyqislØØ opredeliteli obeih qasteæ (2.12.3), my poluqaem det ( I + B_s s + z +^1_2 ) = (s + z^′ +^1_2 )(s + z +^1_2 ) ,

i ots¸da ( I + B_s ζ + z −^1_2 )_{−1} = s + z +^1_2 s + z^′ +^1_2

1 +^{B22s}_{s+z+ 12} −^{B12s}_{s+z+ 12} −^{B21s}_{s+z+ 12} 1 +^{B11s}_{s+z+ 12} = 1 s + z^′ +^1_2 [ s + z^′ +^1_2 − b_s −β_sb_s (b_s + z − z^′)/β_s s + z +^1_2 + b_s ] . PodstavlØØ v (2.13.7), poluqaem

R_{s+1}(s + 1, s + 1) = R_s(s, s) − 1 (s + z +^1_2 )(s + z^′ +^1_2 )

× g^t(s) m^{−1}_s (s) Ξ^{−1} [ s + z^′ +^1_2 − b_s −β_sb_s (b_s + z − z^′)/β_s s + z +^1_2 + b_s ] Ξ m_s(s) f(s). (2.13.8)

DlØ x ∈ Z^′_+ oboznaqim

m_x(x) = [ m^{11}_x m^{12}_x m^{21}_x m^{22}_x ] . Poskol~ku det m_x ≡ 1,

m^{−1}_x (x) = [ m^{22}_x −m^{12}_x −m^{21}_x m^{11}_x ] . PodstavlØØ v (2.13.8), poluqaem

R_{s+1}(s + 1, s + 1) = R_s(s, s) − h^2_+(s) (s + z +^1_2 )(s + z^′ +^1_2 ) × ( ξ(b_s + z − z^′) β_s (m^{11}_s )^2 + b_sβ_s ξ (m^{21}_s )^2 + (2b_s + z − z^′)m^{11}_s m^{21}_s ) . (2.13.9)

Analogiqno dokazatel~stvu predloßeniØ 2.10.1, posmotrim teper~ na vyqet funkcii m_{s+1}(ζ) v toqke ζ = s. Poskol~ku matrica skaqka −f(s)g^t(s) imeet nulevoæ pervyæ stolbec, to i sam vyqet dolßen imet~ nulevoæ pervyæ stolbec. S drugoæ storony, iz (2.12.2) sleduet, qto fftot vyqet raven A_sm_s(s). PriravnivaØ fflement (1,1) fftoæ matricy k nul¸ i pol~zuØs~ predpoloßeniem z +b_s ≠ 0 iz predloßeniØ 2.12.3, poluqaem

m^{11}_s = −α_sβ_sm^{21}_s . (2.13.10)

PodstavlØØ ffto sootnoxenie v (2.13.9), my prihodim k (2.13.2). • Dokazatel~stvo lemmy 2.13.4. Posmotrim na fflement (1,1) ravenstva (2.12.3) pri ζ = s + 1. Poluqaem

s +^1_2 s + z +^1_2 m^{11}_s = ( 1 + b_s s + z +^1_2 ) m^{11}_{s+1} + b_sβ_s s + z +^1_2 m^{21}_{s+1}.

Ispol~zuØ (2.13.10) dlØ m^{11}_s , m^{11}_{s+1} i uprowaØ, poluqaem

(s +^1_2 ) α_sβ_s · γ_s = ( b_sβ_s − (b_s + s + z +^1_2 ) α_{s+1}β_{s+1} ) · γ_{s+1}. PodstavlØØ α_{s+1} i β_{s+1} iz (2.12.10) i (2.12.12) i proizvodØ dal~neæxie uproweniØ, my prihodim k (2.13.3). • 2.14. Naqal~nye usloviØ dlØ dPV V fftom paragrafe my vyqislØem naqal~nye usloviØ dlØ rekurrentnyh sootnoxeniæ (2.12.10–12). My takße pokaßem, qto predpoloßeniØ predloßeniØ 2.12.3 vypolnØ¸tsØ dlØ parametrov (z, z^′, ξ) v obwem poloßenii. Predloßenie 2.14.1. Ime¸t mesto sledu¸wie ravenstva

α 1_2 = −

F (−z + 1, −z^′; 1; ξ) z^′ξ F (−z + 1, −z^′ + 1; 2; ξ)

, (2.14.1)

b 1_2 = − z F (−z + 1, −z^′; 1; ξ) F (−z, −z^′; 1; ξ) , (2.14.2)

β 1_2 = −

(zz^′ξ)^{12} (1 − ξ)^{z+z} 0 z F (−z + 1, −z^′; 1; ξ) . (2.14.3)

Zdes~ F (a, b; c; u) — gipergeometriqeskaØ funkciØ Gaussa.

Zameqanie 2.14.2. S pomow~¸ izvestnyh sootnoxeniæ meßdu gipergeometriqeskimi funkciØmi so sdvinutymi na pl¸s-minus edinicu parametrami iz sootnoxeniæ (2.14.1), (2.14.2) nesloßno vyvesti formulu

c 1_2 = b 1_2 + z^′ + 1 1 − ξα 1_2

+ z = z^′F (−z, −z^′ − 1; 1; ξ)F (−z + 1, −z^′ + 1; 2; ξ) F (−z, −z^′; 1; ξ)F (−z + 1, −z^′; 2; ξ) . (Posledovatel~nost~ {c_s} byla opredelena v zameqanii 2.12.4(4).) Dokazatel~stvo predloßeniØ 2.14.1. Analogiqno lemme 2.11.1 imeem

m 1_2 (ζ) = [ 1 0 − ∑ x∈Z0�^{h2}�^{(x)}_{ζ−x} 1 ] . Analogiqno vyqisleni¸ matricy A 1_2 v predloßenii 2.11.2 poluqaem

A 1_2 = − h^2_+(^1_2 )

1 + h^2_+(^1_2 ) ∑ x∈Z0�^{h2}�^{(x)}_( 1_{2 −x)2} ∑ x∈Z0�^{h2}�^{(x)}1_{2 −x} 1 − (∑ x∈Z0�^{h2}�^{(x)}1_{2 −x}

)_2 − ∑ x∈Z0�^{h2}�^{(x)}1_{2 −x}

. (2.14.4)

Soglasno (2.12.2) imeem

m 3_2 (ζ) = ( I + A 1_2 ζ −^1_2 ) m 1_2 (ζ) = ( I + A 1_2 ζ −^1_2 ) [ 1 0 − ∑ x∈Z0�^{h2}�^{(x)}_{ζ−x} 1 ] . Iz nil~potentnosti A 1_2

m^{−1}_{32} (ζ) = [ 1 0 ∑ x∈Z0�^{h2}�^{(x)}_{ζ−x} 1 ] ( I − A 1_2 ζ −^1_2 ) .

Togda sootnoxenie (2.12.3) daet [ 1 0 −^1_ξ ∑ x∈Z0�^{h2}�^{(x)}_{ζ−x−1} 1 ] ζ− 12 ζ+z− 12 0 0^{ζ+z}

0_− 1_2 ζ− 12 [ 1 0 ∑ x∈Z0�^{h2}�^{(x)}_{ζ−x} 1 ] ( I − A 1_2 ζ −^1_2 )

= I +

B 1_2 ζ + z −^1_2 . VyqislØØ vyqety obeih qasteæ v toqke ζ = −z +^1_2 , poluqaem

B 1_2 = − [ 1 0 1 ξ ∑ x∈Z0�^{h2}�^{(x)}_{z+x+} 1_2 0 ] ( z · I + A 1_2 ) . Sledovatel~no,

b 1_2 = B^{11}1_2 = −z − A^{11}1_2 = −z + h^2_+(^1_2 ) ∑ x∈Z0�^{h2}�^{(x)}1_{2 −x}

1 + h^2_+(^1_2 ) ∑ x∈Z0�^{h2}�^{(x)}_( 1_{2 −x)2} ,

b 1_2 β 1_2 = B^{12}1_2 = −A^{12}1_2 = h^2_+(^1_2 ) 1 + h^2_+(^1_2 ) ∑ x∈Z0�^{h2}�^{(x)}_( 1_{2 −x)2} . Poskol~ku (z + b 1_2 )α 1_2 β 1_2 = −A^{12}1_2 ravno b 1_2 β 1_2 , my takße poluqaem α 1_2 = b 1_2 /(z + b 1_2 ).

Vspomnim teper~ opredelenie h_±, sm. naqalo §2.12. Imeem

h^2_+(^1_2 ) = (zz^′ξ)^{12} (1 − ξ)^{z+z} 0 , ∑ x∈Z0� h^2_−(x) 1 2 − x = (zz^′ξ)^{12} (1 − ξ)^{−z−z}

0^∞∑ l=0 (−z + 1)_l(−z^′ + 1)_lξ^l l!^2(l + 1)

= (zz^′ξ)^{12} (1 − ξ)^{−z−z} 0 F (−z + 1, −z^′ + 1; 2; ξ),

1 + h^2_+(^1_2 ) ∑ x∈Z0� h^2_−(x) (^1_2 − x)^2

= 1 + zz^′ ∞∑ l=0 (−z + 1)_l(−z^′ + 1)_lξ^{l+1} (l + 1)!^2 = F (−z, −z^′; 1; ξ). Ots¸da

b 1_2 = −z + zz^′ξ F (−z + 1, −z^′ + 1; 2; ξ) F (−z, −z^′; 1; ξ) = − z F (−z + 1, −z^′; 1; ξ) F (−z, −z^′; 1; ξ) , α 1_2 = b 1_2 b 1_2 + z = − F (−z + 1, −z^′; 1; ξ) z^′ξ F (−z + 1, −z^′ + 1; 2; ξ) ,

β 1_2 =

B^{12}_{12} b 1_2 = − (zz^′ξ)^{12} (1 − ξ)^{z+z} 0 z F (−z + 1, −z^′; 1; ξ) . • Formuly predloßeniæ 2.12.3 i 2.14.1 pozvolØ¸t prodolßit~ opredelenie posledovatel~nosteæ {α_s}, {b_s} na proizvol~nye znaqeniØ parametrov (z, z^′, ξ) ∈

C ×C ×(C \[1, +∞)), takie qto znamenateli v (2.12.10), (2.12.11), (2.14.1), (2.14.2)

ne obrawa¸tsØ v nul~. Pokaßem teper~, qto ni odin iz fftih znamenateleæ ne obrawaetsØ v nul~ toßdestvenno.

Soglasno predloßeni¸ 2.11.4 my moßem vybrat~ η > 0 tak, qto w_s ≠ 0 pri vseh s ∈ Z^′_+, gde w_s byli opredeleny v sledstvii 2.9.3. Zafiksiruem takoe η do konca fftogo paragrafa, i vspomnim pro posledovatel~nost~ {v_s}, opredelennu¸ v predloßenii 2.9.4, v_s ≠ 0, ±1 pri vseh s ∈ Z^′_+.

Predloßenie 2.14.3. Rekurrentnye sootnoxeniØ (2.12.10), (2.12.11), (2.12.12)

s naqal~nymi usloviØmi (2.14.1), (2.14.2), (2.14.3) dopuska¸t asimptotiqeskoe rexenie vida |z| → ∞, |z^′| → ∞, ξ → 0, z, z^′ ∈ C , ξ ∈ (0, 1), z ξ^{12} = η + o(1), z^′ξ^{12} = η + o(1),

α_s = ξ^{− 12} ( v_{s−1} v_s + o(1) ) , b_s = −z − η v_{s−1}v_s + o(1), s =^1_2 ,^3_2 , . . . ,

β 1_2 = −ξ^{12} (I^{−1}_0 (2η) + o(1)), β_{s+1} = ((1 − v^2_s )^{−1} + o(1)) · β_s, s =^1_2 ,^3_2 , . . . .

(2.14.4)

Zameqanie 2.14.4. Netrudno uvidet~, qto v predele (2.14.4) para Laksa (2.12.2), (2.12.3) dlØ dPV vyroßdaetsØ v paru Laksa (2.9.4), (2.9.5) dlØ dPII. �to ob¨ØsnØet, poqemu rexeniØ dPII ØvlØ¸tsØ asimptotiqeskimi rexeniØmi dPV.

Dokazatel~stvo predloßenie 2.14.3. Iz (2.8.4) poluqaem

b_s + z^′ + s +^1_2 1 − ξα_s − ( z^′ + s + 1 2 ) = −z + O(1), b_s + z^′ + s +^1_2 1 − ξα_s − ( z^′ − z + s + 1 2 ) = ηv_{s−1}(1 − v^2_s ) v_s + o(1),

b_s + z^′ + s +^1_2 1 − ξα_s + z = z^′ + O(1),

b_s + z^′ + s +^1_2 1 − ξα_s + z − z^′ = ηv_{s−1}(1 − v^2_s ) v_s + s +^1_2 + o(1).

Pervye tri vyraßeniØ, oqevidno, ne ravny nul¸, togda kak poslednee ne ravno nul¸, potomu qto iz (2.9.13) sleduet, qto

ηv_{s−1}(1 − v^2_s ) v_s + s +^1_2 = − η v_{s+1}(1 − v^2_s ) v_s , a posledovatel~nost~ {v_s} ne prinimaet znaqeniØ 0, ±1.

Togda (2.12.10) prevrawaetsØ v v_s v_{s+1} = − η v_s(1 − v^2_s ) ηv_{s−1}(1 − v^2_s ) + (s +^1_2 )v_s

+ o(1),

qto verno vvidu (2.9.13). Analogiqno, (2.12.11) prevrawaetsØ v −η v_sv_{s+1} = η v_{s−1}v_s − ηv_{s−1} v_s − s −^1_2 − ηv_{s+1} v_s + o(1),

qto snova verno vvidu (2.9.13), i (2.12.12) prevrawaetsØ v poslednee sootnoxenie (2.14.4).

Asimptotika naqal~nyh usloviæ toße nemedlenno vyqislØetsØ:

ξ^{12} α 1_2 = −

F (−z + 1, −z^′; 1; ξ)

z^′ξ^12 F (−z + 1, −z^′ + 1; 2; ξ) = − I_0(2η) I_1(2η)

+ o(1) = v_− 1_2

v 1_2

+ o(1)

z + b 1_2 = z(F (−z, −z^′; 1; ξ) − F (−z + 1, −z^′; 1; ξ)) F (−z, −z^′; 1; ξ) = zz^′ξ F (−z + 1, −z^′ + 1; 2; ξ) F (−z, −z^′; 1; ξ) = ηI_1(2η) I_0(2η)

+ o(1) = −η v_− 1_2 v 1_2 + o(1),

ξ^{− 12} β 1_2 = −

(zz^′ ξ)^{12} (1 − ξ)^{z+z} 0 ξ^12 z F (−z + 1, −z^′; 1; ξ) = − 1 I_0(2η)

+ o(1) . •

Napomnim, qto esli my opredelim D_s kak normirovannyæ teplicev opredelitel~, to on ØvlØetsØ analitiqeskoæ funkcieæ na (z, z^′, ξ) ∈ C ×C ×(C \ [1, +∞)). Takim obrazom, imeet smysl sprosit~, ØvlØetsØ li ravenstvo (2.13.1) ravenstvom analitiqeskih funkciæ. Otvet na fftot vopros poloßitelen.

Teorema 2.14.5. Pust~ s ∈ Z^′_+, i Ds — normirovannyæ teplicev opredelitel~,

opredelennyæ v §2.12. Opredelim α_s i b_s naqal~nymi usloviØmi (2.14.1), (2.14.2) i rekurrentnymi sootnoxeniØmi (2.12.10), (2.12.11). Togda dlØ l¸byh (z, z^′, ξ) ∈

C × C × (C \ [1, +∞)) v dopolnenii k mnoßestvu nuleæ nekotoroæ netrivial~noæ

analitiqeskoæ funkcii imeet mesto ravenstvo (2.13.1).

Dokazatel~stvo. Poskol~ku obe qasti (2.13.1) sut~ otnoxeniØ analitiqeskih funkciæ, dostatoqno pokazat~, qto (2.13.1) vypolnØetsØ na nekotorom otkrytom mnoßestve.

Predpoloßim, qto z^′ = z̄ ∈ C \ Z i ξ ∈ (0, 1). Zafiksiruem s ∈ Z^′_+. ˚sno, qto obe qasti (2.13.1) ØvlØ¸tsØ otnoxeniØmi analitiqeskih funkciæ ot peremennyh ℜz = (z + z^′)/2, ℑz = (z − z^′)/2, ξ. V sootvetstvii s predloßeniem 2.14.3, moßno naæti nekotoroe η > 0 i dostatoqno maloe ϵ > 0, takie qto pri ξ ∈ (0, ϵ), ℜz ∈ (η ξ^{− 12} , η ξ^{− 12} + 1), ℑz ∈ (1, 2), asimptotika (2.14.4) garantiruet, qto ni odin iz qisliteleæ i znamenateleæ v formulah (2.12.10), (2.12.11), (2.12.12) s indeksami ot^1_2 do s ne obrawaetsØ v nul~. Takim obrazom, α_t, β_t pri t =^1_2 , . . . , s toße ne obrawa¸tsØ v nul~. Togda predloßeniØ 2.12.3 i 2.13.1 dokazyva¸t (2.13.1) na fftom mnoßestve parametrov. KompleksifikaciØ (ℜz, ℑz, ξ) dokazyvaet (2.13.1) na otkrytom podmnoßestve

C × C × (C \ [1, +∞)). •

2.15. VyroßdeniØ v nepreryvnye PII i PV Raznostnoe PII v nepreryvnoe PII. NesmotrØ na to, qto para Laksa (2.9.4), (2.9.5) ne imeet nepreryvnogo predela, moßno pred¨Øvit~ skeælingovyæ predel uravneniØ (2.9.13), kotoryæ privodit k (obyknovennomu differencial~nomu) uravneni¸ Penleve II, sm., naprimer, [87]. Vvedem novu¸ vewestvennu¸ peremennu¸ t qerez

s = 2η + η^{13} t, t = (s − 2η) η^{− 13} .

Pust~ teper~ η stremitsØ k beskoneqnosti. Predpoloßim, qto v_s ≈ (−1)^sη^{− 1}3 v(t) pri η → ∞ s nekotoroæ gladkoæ funkcieæ v( · ), i peremennye s i t svØzany kak opisano vyxe. Togda imeem

v_{s±1} = (−1)^{s+1}η^{− 13} ( v(t) ± η^{− 13} v^′(t) + η^{− 23} v^{′′}(t) + O(η^{−1}) ) , (s +^1_2 )v_s η(v^2_s − 1)

= (−1)^{s+1} ( 2 + η^{− 23} t +^1_2 η^{−1} ) η^{− 13} v(t) ( 1 + η^{− 23} v^2(t) + O(η^{− 43} ) )

= (−1)^{s+1}η^{− 13} ( 2v(t) + η^{− 23} (tv(t) + 2v^3(t)) + O(η^{−1}) ) . PodstavlØØ v (2.9.13) i perehodØ k predelu η → ∞, poluqaem

v^{′′}(t) = tv(t) + 2v^3(t), (2.15.1)

qto predstavlØet soboæ qastnyæ sluqaæ uravneniØ Penleve II. Poskol~ku my takße znaem, sm. (2.11.6), qto D_sD_{s+2}/D^2_{s+1} = 1 − v^2_s , estestvenno predpoloßit~, qto D_s ≈ D(t) dlØ gladkoæ funkcii D( · ), i togda my poluqaem

(ln D(t))^{′′} = −v^2(t). (2.15.2)

Na samom dele, poslednØØ formula vypolnØetsØ v tom smysle, qto suwestvuet rexenie v(t) uravneniØ (2.15.1), takoe qto D_s = D(t) + o(1) pri η → ∞, i uravnenie (2.15.2) vypolnØetsØ. �to glubokiæ fakt, kotoryæ sostavlØet osnovnoæ rezul~tat raboty [19]. (Predel~naØ funkciØ D(t) izvestna pod nazvaniem raspredelenie Treæsi–Vidoma v teorii sluqaænyh matric, ona byla vpervye poluqena v rabote [105].) IstoriØ fftogo rezul~tata, drugie dokazatel~stva, obobweniØ i pr. moßno naæti v [17], [20], [21], [33], [36], [71], [89], [111] i v dal~neæxih ssylkah v fftih rabotah.

Raznostnoe PV v nepreryvnoe PV. Predel~naØ procedura, kotoru¸ my rassmotrim niße, imeet teoretiko-predstavlenqeskoe proishoßdenie, sm. [35, §5], [36], a takße §2.7 dlØ bolee podrobnogo izloßeniØ.

Predpoloßim, qto ξ → 1, i vvedem novu¸ kompleksnu¸ peremennu¸ ω i novu¸ vewestvennu¸ peremennu¸ t qerez ω = (1 − ξ)ζ, t = (1 − ξ)s. Pereoboznaqim m_s(ζ) qerez m_t(ω) i A_s, B_s qerez A(t), B(t) dlØ (ζ, s), svØzannyh s (ω, t) kak opisano vyxe. Predpoloßim, qto funkcii m_t(ω), A(t), B(t) ime¸t gladkie predely pri ξ → 1, ζ → ∞, s → +∞ takim obrazom, qto ω i t ime¸t koneqnye predely. Togda uravneniØ pary Laksa (2.12.2) i (2.12.3) (v (2.12.3) my ispol~zuem pravu¸ qast~ (2.12.2) vmesto m_{s+1}(ζ)) stremØtsØ k ∂m_t(ω) ∂t = A(t) ω − t · m_t(ω), ∂m_t(ω) ∂ω = − ( σ_3 2 + B(t) ω + A(t) ω − t ) m_t(ω) + m_t(ω) ( 1 ω [ −z 0 0 z^′ ] + σ_3 2 ) , (2.15.3) gde σ_3 = [ 1 0 0 −1 ] . Poloßim

n_t(ω) = m_t(ω) [ ω^ze^{− ω2} 0 0 ω^{−z} 0 e^{ω2} ] . Togda sootnoxenie (2.15.3) moßno perepisat~ v vide ∂n_t(ω) ∂t = A(t) ω − t · n_t(ω), ∂n_t(ω) ∂ω = − ( σ_3 2 + B(t) ω + A(t) ω − t ) n_t(ω), (2.15.4)

qto ØvlØetsØ paroæ Laksa dlØ uravneniØ Penleve V, sm. [68, Appendix C]. UsloviØ sovmestnosti (2.12.7) stremØtsØ k

A^′(t) =

[A(t), σ_3] 2 + [A(t), B(t)] t , B^′(t) = [B(t), A(t)] t , (2.15.5)

qto ØvlØetsØ, vpolne estestvenno, usloviØmi sovmestnosti dlØ uravneniæ (2.15.4). SootnoxeniØ (2.15.5) nazyva¸tsØ uravneniØmi Xlezingera. Esli my parametrizuem matricy A(t) i B(t) qerez

A = (z + b) [ −1 −αβ 1/(αβ) 1 ] , B = [ b bβ (z^′ − z − b)/β z^′ − z − b ] , sr. (2.12.8), to diagonal~nye fflementy (2.15.5) da¸t

b^′(t) = (z + b(t)) (b(t)(1/α(t) − α(t)) + (z^′ − z)α(t)) t . (2.15.6)

�to sootnoxeniØ ØvlØetsØ predelom obeih formul (2.12.19) i (2.12.20). Zametim, qto v diskretnom sluqae my vyvodili rekurrentnye sootnoxeniØ (2.12.10), (2.12.11) iz uravneniæ (2.12.19), (2.12.20). V nepreryvnom predele (2.12.19) stanovitsØ ffkvivalentno (2.12.20), i dlØ vyvoda differencial~nogo uravneniØ neobhodima dopolnitel~naØ informaciØ.

Vmesto togo, qtoby vyvodit~ Penleve V obyqnym sposobom posredstvom bolee detal~nogo izuqeniØ (2.15.5), my vospol~zuemsØ bolee korotkim putem i voz~mem predel v (2.12.11). (Otmetim, qto predel (2.12.10) v pervom priblißenii trivialen.) Poluqaem

2b(t) = t(α^′(t) + α(t)) (1 − α(t))^2 + z − z^′ 1 − α(t) − 2z + z^′. (2.15.7)

PodstavlØØ v (2.15.6), poluqaem α^{′′}(t) = ( 1 2α(t) + 1 α(t) − 1 ) (α^′(t))^2 − α^′(t) t + (z − z^′ − 1)α(t) t + (α(t) − 1)^2 2t ( (z^′)^2α(t) − z^2/α(t) ) − 1 2 α(t)(α(t) + 1) α(t) − 1 , (2.15.8)

qto ØvlØetsØ uravneniem Penleve V v standartnoæ forme.

Esli teper~ predpoloßit~, qto D_s ≈ D(t) s gladkoæ funkcieæ D( · ), to sootnoxenie (2.13.1) v pervom porØdke priblißeniØ stanovitsØ trivial~nym, a vo vtorom prØdke daet dovol~no gromozdkoe vyraßenie dlØ (ln D(t))^{′′′}/(ln D(t))^{′′} v terminah funkciæ α(t), b(t) i ih proizvodnyh. (My ispol~zuem tot fakt, qto dlØ l¸boæ gladkoæ funkcii f(x), ( f(x + ϵ) f(x) − f(x + 2ϵ) f(x + ϵ) ) / ( f(x + 2ϵ) f(x + ϵ) − f(x + 3ϵ) f(x + 2ϵ) ) = 1 − (ln f(x))^{′′′} (ln(f(x))^{′′} ϵ + O(ϵ^2). )

Na samom dele, izvestno, qto pri opisannom vyxe predel~nom perehode opredelitel~ Fredgol~ma D_s gipergeometriqeskogo Ødra shoditsØ k opredelitel¸ Fredgol~ma D(t) = det(1 − K_t), gde K_t est~ Ødro Uittekera, sußennoe na

(t, +∞), sm. [34], [2] dlØ opredeleniØ Ødra Uittekera i [35], [36] dlØ opisa-

niØ predel~nogo perehoda. Bolee togo, kak bylo pokazano v §1.8, D(t) ØvlØetsØ izomonodromnoæ τ -funkcieæ uravneniæ Xlezingera (2.15.5). �to oznaqaet, qto suwestvu¸t rexeniØ α(t), b(t) uravneniæ (2.15.7), (2.15.8), takie qto (ln D(t))^′ vyraßaetsØ qerez α(t) i β(t) sledu¸wim prostym sposobom:

t(ln D(t))^′ = Tr(AB) +^t_2 Tr(Aσ_3) = (b + z)(z^′ − z + (b + z − z^′)α + b/α − t). (2.15.9)

S pomow~¸ (2.15.5) my takße poluqaem

(t(ln D(t))^′)^′ =^1_2 Tr(Aσ_3) = −(b + z).

OstaetsØ neØsnym, suwestvu¸t li diskretnye analogi fftih prostyh formul. Stoit otmetit~, qto sama funkciØ σ(t) = t(ln D(t))^′ udovletvorØet sledu¸wemu differencial~nomu uravneni¸ vtorogo porØdka:

(tσ^{′′})^2 = (2(σ^′)^2 − tσ^′ + σ + (z + z^′)σ^′)^2 − 4(σ^′)^2(σ^′ + z)(σ^′ + z^′). (2.15.10)

�tot rezul~tat byl vpervye poluqen Treæsi metodom raboty [107]; on takße sleduet iz (2.15.7)–(2.15.9). Uravnenie (2.15.10) est~ qastnyæ sluqaæ tak nazyvaemoæ σ-formy uravneniØ Penleve V. Takße ostaetsØ neØsnym, suwestvuet li diskretnyæ analog uravneniØ (2.15.10).

Qast~ 3. RASPREDELENIE PERVO` QASTICY V DISKRETNYH ORTOGONAL^NYH POLINOMIAL^NYH ANSAMBL˚H

3.1. Diskretnye zadaqi Rimana–Gil~berta i ortogonal~nye mnogoqleny

Vvedem oboznaqeniØ, kotorye budut ispol~zovat~sØ v fftoæ glave. DlØ l¸- bogo celogo qisla k poloßim Z_{≥k} = {k, k + 1, k + 2, . . . }. Esli a, q ∈ C i k ∈ Z¿_0, opredelim simvol Pohgammera i ego q-analog (takße nazyvaemyæ q-sdvinutym faktorialom) qerez

(a)_0 := 1, (a)_k := a(a + 1)(a + 2) · · · (a + k − 1) pri k ≥ 1 i (a; q)_0 := 1, (a; q)_k := (1 − a)(1 − aq)(1 − aq^2) · · · (1 − aq^{k−1}) pri k ≥ 1,

sootvetstvenno. Obyqno ispol~zu¸tsØ oboznaqeniØ

(a_1, . . . , a_r )_k = r∏ j=1 (a_j )_k i (a_1, . . . , a_r; q)_k = r∏ j=1 (a_j ; q)_k.

Esli r, s ∈ Z¿_0 i a_1, . . . , a_r, b_1, . . . , b_s, z, q ∈ C , gipergeometriqeskie rØdy i bazisnye gipergeometriqeskie rØdy opredelØ¸tsØ formulami rF_s ( a_1, . . . , a_r b_1, . . . , b_s | | z ) := ∞∑ k=0 (a_1, . . . , a_r)_k (b_1, . . . , b_s)_k z^k k! i rϕ_s ( a_1, . . . , a_r b_1, . . . , b_s | | | q; z ) := ∞∑ k=0 (a_1, . . . , a_r ; q)_k (b_1, . . . , b_s; q)_k (−1)^{(1+s−r)k}q^{(1+s−r)}(^{k2}) z^k (q; q)_k , sootvetstvenno.

3.1.1. Zdes~ my opixem, kak rexeniØ diskretnyh zadaq Rimana–Gil~berta (DZRG) so special~nymi matricami skaqka vyraßa¸tsØ qerez sootvetstvu¸- wie diskretnye ortogonal~nye mnogoqleny. Pust~ X — diskretnoe lokal~no koneqnoe podmnoßestvo C , i pust~ w : X → Mat(2, C ) – nekotoraØ matriqnoznaqnaØ funkciØ. Kak i v predyduweæ glave, my budem govorit~, qto analitiqeskaØ funkciØ m : C \ X −→ Mat(2, C ) rexaet DZRG (X, w), esli funkciØ m imeet prostye pol¸sy v toqkah X, i vyqety v fftih pol¸sah vyqislØ¸tsØ s pomow~¸ sledu¸wego usloviØ:

Res_{ζ=x} m(ζ) = lim_{ζ→x}(m(ζ)w(x)), x ∈ X. (3.1.1)

Lemma 3.1.1. Esli funkciØ m(ζ) est~ rexenie DZRG (X, w), i matrica w(x) nil~-

potentna dlØ vseh x ∈ X, to funkciØ det m(ζ) ØvlØetsØ celoæ. Esli dopolnitel~no det m(ζ) → 1 pri ζ → ∞, to det m(ζ) ≡ 1.

Dokazatel~stvo. DlØ l¸bogo x ∈ X iz usloviØ skaqka (3.1.1) sleduet, qto funkciØ m(ζ) · ( I − (ζ − x)^{−1}w(x) ) analitiqna v okrestnosti x. Poskol~ku w(x) nil~- potentna, ffto proizvedenie imeet tot ße opredelitel~, qto i m(ζ), qto dokazyvaet, qto funkciØ det m(ζ) ne imeet pol¸sa v toqke x. Vtoroe utverßdenie lemmy sleduet iz teoremy LiuvillØ.

3.1.2. Predpoloßim teper~, qto matrica w(x) imeet sledu¸wiæ vid: w(x) = [ 0 ω(x) 0 0 ] , (3.1.2)

gde ω : X → C – nekotoraØ funkciØ. Napomnim, qto posledovatel~nost~

{P_n(ζ)}^∞_{n=0} mnogoqlenov s kompleksnymi kofffficientami nazyvaetsØ ortogonal~nymi mnogoqlenami, sootvetstvu¸wimi vesovoæ funkcii ω, esli • P_n est~ mnogoqlen stepeni n dlØ vseh n = 1, 2, . . . , i P_0 ≡ const;

• esli m ≠ n, to ∑ x∈X^{Pm(x)Pn(x)ω(x) = 0.} My budem vsegda normirovat~ mnogoqleny tak, qtoby ih starxiæ kofffficient byl raven 1: P_n(x) = x^n + qleny nizxih porØdkov.

DlØ togo, qtoby opredelenie ortogonal~nyh mnogoqlenov imelo smysl, predpoloßim, qto vse momenty vesovoæ funkcii koneqny, t.e. rØd ∑ x∈X^{|ω(x)x} j | shoditsØ dlØ vseh j ≥ 0. (3.1.3)

Pri vypolnenii fftogo usloviØ moßno rassmotret~ sootvetstvu¸wee skalØrnoe proizvedenie na prostranstve C [ζ] mnogoqlenov s kompleksnymi kofffficienta- mi: (f(ζ), g(ζ))_ω := ∑ x∈X^{f(x)g(x)ω(x).} ˚sno, qto posledovatel~nost~ ortogonal~nyh mnogoqlenov {P_n(ζ)}, sootvetstvu- ¸wih vesu ω, i takih, qto (P_n, P_n)_ω ≠ 0 dlØ vseh n, suwestvuet esli tol~ko esli sußenie (·, ·)_ω na prostranstvo C [ζ]^{≤d} mnogoqlenov stepeni ne bol~xe d nevyroßdeno dlØ vseh d ≥ 0. Esli ffto uslovie vypolnØetsØ, to my budem govorit~, qto vesovaØ funkciØ ω nevyroßdena. V fftom sluqae takße ponØtno, qto posledovatel~nost~ {P_n} edinstvenna.

Zameqanie 3.1.2. Esli mnoßestvo X koneqno, to opredeleniØ nado nemnogo izmenit~. Deæstvitel~no, esli X sostoit iz N + 1 toqki (N ∈ Z¿_0), to skalØrnoe proizvedenie (·, ·)_ω obØzatel~no vyroßdeno na C [ζ]^{≤d} pri d > N. Takim obrazom, my budem lix~ trebovat~, qto skalØrnoe proizvedenie (·, ·)_ω nevyroßdeno na

C [ζ]^{≤d} pri 0 ≤ d ≤ N, i nas interesuet tol~ko koneqnyæ nabor ortogonal~nyh

mnogoqlenov {P_n(ζ)}^N_{n=0} stepeni ne vyxe N. S drugoæ storony, uslovie (3.1.3) v fftom sluqae ne neset nikakogo smysla.

Zameqanie 3.1.3. Esli vesovaØ funkciØ ω prinimaet vewestvennye poloßitel~nye znaqeniØ i mnoßestvo ortogonal~nosti X leßit v R, to ω avtomatiqeski nevyroßdena.

3.1.3. Pervyæ rezul~tat fftoæ glavy sostoit v sledu¸wem.

Teorema 3.1.4 [Rexenie DZRG]. Pust~ X — diskretnoe lokal~no koneqnoe pod-

mnoßestvo C , i ω : X → C — nevyroßdennaØ vesovaØ funkciØ, udovletvorØ¸waØ (3.1.3). Pust~ {P_n(ζ)}^N_{n=0} — nabor ortogonal~nyh mnogoqlenov so starxim kofffficientom 1, otveq¸wih ω, gde N = card(X) − 1 ∈ Z¿_0 ∪ {∞}. Predpoloßim, qto matrica skaqka w(x) imeet vid (3.1.3). Togda dlØ l¸bogo k = 1, 2, . . . , N DZRG

(X, w) imeet edinstvennoe rexenie mX(ζ), udovletvorØ¸wee asimptotiqeskomu

uslovi¸ mX(ζ) · [ ζ^{−k} 0 0 ζ^k ] = I + O ( 1 ζ ) pri ζ → ∞, (3.1.4)

gde I — ediniqnaØ matrica. Esli oboznaqit~

mX(ζ) = [ m^{11}X (ζ) m^{12}X (ζ) m^{21}X (ζ) m^{22}X (ζ) ] , to m^{11}X (ζ) = P_k(ζ) i m^{21}X (ζ) = (P_{k−1}, P_{k−1})^{−1}_ω · P_{k−1}(ζ).

Zameqanie 3.1.5. Asimptotiqeskoe uslovie (3.1.4) nußdaetsØ v utoqnenii. Deæstvitel~no, esli mnoßestvo X beskoneqno, to levaØ qast~ (3.1.4) imeet pol¸sy, nakapliva¸wiesØ v beskoneqnosti. V takom sluqae my trebuem, qtoby asimptotika byla ravnomernoæ na posledovatel~nosti rasxirØ¸wihsØ konturov (naprimer, okrußnosteæ s radiusami, stremØwimisØ k ∞), rasstoØnie ot kotoryh do mnoßestva X otgraniqeno ot nulØ. �to ße otnositsØ ko vsem asimptotiqeskim formulam niße.

Zameqanie 3.1.6. V nepreryvnom sluqae rezul~tat, analogiqnyæ teoreme 3.1.4, byl dokazan v [50].

Dokazatel~stvo. Zafiksiruem natural~noe qislo k ≤ N i opredelim matriqnoznaqnu¸ funkci¸ m = [ m^{11} m^{12} m^{21} m^{22} ] : C −→ Mat(2, C ) qerez

m^{11}(ζ) = P_k(ζ),

m^{12}(ζ) = ∑ x∈X P_k(x)ω(x) ζ − x , m^{21}(ζ) = c · P_{k−1}(ζ),

m^{22}(ζ) = c · ∑ x∈X P_{k−1}(x)ω(x) ζ − x , gde c — ffto edinstvennaØ konstanta, dlØ kotoroæ m^{22}(ζ) = ζ^{−k} + O(ζ^{−k−1}) pri ζ → ∞ (niße my pokaßem, qto takaØ konstanta c suwestvuet, bolee togo, c = (P_{k−1}, P_{k−1})^{−1}_ω ). Zametim snaqala, qto iz (3.1.3) sleduet, qto rØd dlØ

m^{12}(ζ) shoditsØ absol¸tno i ravnomerno na kompaktnyh podmnoßestvah C \ X,

i, sledovatel~no, funkciØ m^{12}(ζ) analitiqna na dopolnenii k X. Bolee togo, poskol~ku dlØ l¸bogo x ∈ X rØd ∑ y∈X\{x} P_k(y)ω(y) ζ − y shoditsØ absol¸tno i ravnomerno na kompaktnyh podmnoßestvah (C \ X) ∪ {x}, my vidim, qto m^{12}(ζ) imeet prostoæ pol¸s v toqke x s vyqetom, ravnym

Res_{ζ=x} m^{12}(ζ) = P_k(x)ω(x).

Analogiqno, funkciØ m^{22}(ζ) analitiqna vne X s prostymi pol¸sami vo vseh toqkah x ∈ X, priqem

Res_{ζ=x} m^{22}(ζ) = c · P_{k−1}(x)ω(x).

Ots¸da sleduet, qto naxa matrica m(ζ) udovletvorØet uslovi¸ skaqka (3.1.1). Qtoby proverit~ vypolnenie asimptotiqeskogo usloviØ (i naæti konstantu c), zametim, qto

m^{11}(ζ) · ζ^{−k} = 1 + O(1/ζ), m^{21}(ζ) · ζ^{−k} = O(1/ζ) pri ζ → ∞.

Dalee, zapixem 1 ζ − x = 1 ζ · ( 1 − x ζ )_{−1} = 1 ζ + x ζ^2 + · · · + x^{k−1} ζ^k + O(ζ^{−k−1}). (3.1.5)

Iz opredeleniØ ortogonal~nyh mnogoqlenov sleduet ∑ x∈X^{Pk(x)ω(x)x} i = 0, 0 ≤ i ≤ k − 1, i ots¸da, podstavlØØ (3.1.5) v opredelenie m^{12}(ζ), poluqaem

m^{12}(ζ) = O(ζ^{−k−1}) pri ζ → ∞.

Takße iz (3.1.5) sleduet

m^{22}(ζ) = c · ∑ x∈X^{Pk−1(x)ω(x)x} k−1 · ζ^{−k} + O(ζ^{−k−1}) pri ζ → ∞. Pofftomu, esli poloßit~ c = ( ∑ x∈X^{Pk−1(x)ω(x)x} k−1 )_{−1} = (P_{k−1}, P_{k−1})^{−1}_ω ,

to matrica m(ζ) udovletvorØet vsem usloviØm teoremy.

Dokaßem edinstvennost~. Pust~ mX — proizvol~noe rexenie DZRG (X, w), udovletvorØ¸wee asimptotiqeskomu uslovi¸ (3.1.4). Poskol~ku funkcii m i mX ime¸t odni i te ße (prostye) pol¸sy i udovletvorØ¸t odnomu i tomu ße uslovi¸ skaqka v fftih pol¸sah, funkciØ f(ζ) = m(ζ)^{−1} · mX(ζ) ØvlØetsØ celoæ (zametim, qto m(ζ) obratima po lemme 3.1.1). Iz asimptotiqeskih usloviæ na matricy m i mX sleduet, qto f(ζ) → I pri ζ → ∞. Po teoreme LiuvillØ f ≡ I, otkuda sleduet m = mX.

3.2. Pary Laksa dlØ rexeniæ DZRG 3.2.1. Pust~ X — diskretnoe lokal~no koneqnoe podmnoßestvo C , w : X → Mat(2, C ) — nekotoraØ matriqnoznaqnaØ funkciØ. Zafiksiruem natural~noe qislo k <

card(X). Esli matrica w svØzana s nevyroßdennoæ vesovoæ funkcieæ ω na X s

koneqnymi momentami tak ße, kak bylo opisano v §3.1, to iz teoremy 3.1.4 my znaem, qto DZRG (X, w) imeet edinstvennoe rexenie mX(ζ) s asimptotikoæ vida

diag(ζ^k, ζ^{−k}) v beskoneqnosti.

Soglaxenie. NaqinaØ s fftogo momenta, my predpolagaem, qto vesovaØ funkciØ prinimaet tol~ko vewestvennye poloßitel~nye znaqeniØ, i mnoßestvo ortogonal~nosti leßit v R.

Esli Z ⊆ X est~ podmnoßestvo mownosti > k, iz zameqaniØ 3.1.3 i soglaxeniØ vyxe sleduet, qto sußenie ω na Z takße nevyroßdeno, otkuda, po teoreme 3.1.4, DZRG (Z, w | |Z^) imeet edinstvennoe rexenie^mZ^{(ζ)}, takoe qto mZ(ζ) ·^( [ ζ^{−k} 0 0 ζ^k ]) → I pri ζ → ∞.

Predpoloßim teper~, qto toqki mnoßestva X pronumerovany: X = {π_x}^N_{x=0}, gde N ∈ Z¿_0 ∪ {∞}. DlØ kaßdogo s ≥ 0 rassmotrim podmnoßestvo Z_s :=

{π_x}_{x≤s−1} ⊆ X. Esli s > k, to card(Z_s) > k, i, sledovatel~no, imeetsØ sootvet-

stvu¸wee rexenie m_s(ζ) := mZ_s (ζ). Moßno pokazat~, qto daße esli card(Z_k) = k, to (Z_k, w | Zk^) vse ravno imeet edinstvennoe rexenie^{mk(ζ)}. Deæstvitel~no, edinstvennost~ dokazyvaetsØ tak ße, kak v teoreme 3.1.4, a v predloßenii 3.5.1 niße my pred¨Øvim Øvnu¸ formulu dlØ m_k(ζ). Zametim takße, qto rexenie m_s(ζ) korrektno opredeleno dlØ vseh s ≥ k; v qastnosti, esli N koneqno, to my imeem

m_s(ζ) = mX(ζ) pri s > N.

Naxe bazisnoe predpoloßenie sostoit v sledu¸wem: suwestvuet affinnoe preobrazovanie σ : C −→ C , takoe qto

σπ_{x+1} = π_x dlØ vseh 0 ≤ x < N. (3.2.1)

Para Laksa v naxeæ situacii budet sostoØt~ iz dvuh uravneniæ, odno iz kotoryh svØzyvaet m_{s+1}(ζ) s m_s(ζ), a drugoe — m_s(σζ) s m_{s+1}(ζ). Budem oboznaqat~ proizvodnu¸ σ (kotoraØ ravna konstante) qerez η, tak qto

σ(ζ_1) − σ(ζ_2) = η · (ζ_1 − ζ_2) dlØ vseh ζ_1, ζ_2 ∈ C . (3.2.2)

V osobenno interesu¸wih nas sluqaØh mnoßestvo X ØvlØetsØ mnoßestvom ortogonal~nosti dlØ odnogo iz semeæstv diskretnyh gipergeometriqeskih ortogonal~nyh mnogoqlenov shemy Aski. V takoæ situacii X est~ podmnoßestvo libo odnomernoæ rexetki, libo odnomernoæ q-rexetki v C , i σ est~ libo σζ = ζ − 1, libo σζ = q^{±1}ζ. �ti sluqai budut rassmotreny bolee podrobno v §3.6; poka ße my koncentriruemsØ na obweæ teorii.

3.2.2. Sformuliruem glavnyæ rezul~tat fftogo paragrafa.

Teorema 3.2.1 [para Laksa]. DlØ kaßdogo s = k, k + 1, k + 2, . . . pust~ Zs = {πx ∈

X^|x ≤ s − 1}, i ms(ζ) — edinstvennoe rexenie DZRG (Zs, w^|_{Zs} ), takoe qto ms(ζ) · ([ ζ_{−k} 0 0 ζ^k ]) → I as ζ → ∞, gde w zadaetsØ formuloæ

w(π_x) = [ 0 ω(x) 0 0 ] . (a) DlØ l¸bogo s ∈ Z_{≥k}, s ≤ N, suwestvuet postoØnnaØ nil~potentnaØ matrica A_s, takaØ qto

m_{s+1}(ζ) = ( I + A_s ζ − π_s ) m_s(ζ). (3.2.3)

(b) Predpoloßim, qto suwestvu¸t celye funkcii d_1(ζ), d_2(ζ), takie qto ω(x − 1) ω(x) = η · d_1(π_x) d_2(π_x) dlØ vseh 1 ≤ x ≤ N,

d_1(π_0) = 0, i d_2(σ^{−1}π_N ) = 0 esli N koneqno.

Pust~ D(ζ) = [ d_1(ζ) 0 0 d_2(ζ) ] . Togda dlØ l¸bogo s ∈ Z_{≥k} imeem m_s(σζ) = M_s(ζ)m_{s+1}(ζ)D^{−1}(ζ), (3.2.4) gde M_s(ζ) — celaØ funkciØ. (Otmetim, qto M_s(ζ) opredelena dlØ vseh s ∈ Z_{≥k}, v qastnosti, i pri s > N, esli N koneqno.).

(c) V predpoloßeniØh qasti (b), pust~ funkcii d_1(ζ) i d_2(ζ) ØvlØ¸tsØ mnogoqlenami stepeni ne bolee n po ζ, t.e.

d_1(ζ) = λ_1ζ^n + (qleny nizxih porØdkov), d_2(ζ) = λ_2ζ^n + (qleny nizxih porØdkov).

Poloßim –_1 = η^kλ_1, –_2 = η^{−k}λ_2. Togda matrica M_s(ζ) est~ mnogoqlen stepeni ne bolee n po ζ so starxim kofffficientom, ravnym diag(–_1, –_2).

UravneniØ (3.2.3) i (3.2.4) sostavlØ¸t paru Laksa.

Zameqanie 3.2.2. Kak budet vidno iz dokazatel~stva niße, uslovie d2(σ^{−1}πN ) = 0 v qasti (b) teoremy 3.2.1 nußno lix~ dlØ togo, qtoby zakl¸qit~, qto M_s(ζ) ØvlØetsØ celoæ pri s > N. Esli d_2(σ^{−1}π_N ) ≠ 0, to (b) i (c) vypolnØ¸tsØ dlØ vseh s, k ≤ s ≤ N. Dokazatel~stvo. (a) Zafiksiruem s ∈ Z¿0, s ≤ N, i rassmotrim matriqnoznaqnu¸ funkci¸ N(ζ) := m_{s+1}(ζ)m^{−1}_s (ζ) (napomnim, qto m_s(ζ) obratima po lemme 3.1.1). ˚sno, qto N(ζ) imeet tol~ko odin prostoæ pol¸s v toqke ζ = π_s. Sledovatel~no, funkciØ N(ζ) − (ζ − π_s)^{−1}A_s — celaØ, gde A_s = Res_{ζ=πs} N(ζ). No m_s(ζ) i m_{s+1}(ζ) ime¸t odinakovu¸ asimptotiku v beskoneqnosti, otkuda

N(ζ)−(ζ −π_s)^{−1}A_s → I pri ζ → ∞. Po teoreme LiuvillØ, N(ζ)−(ζ −π_s)^{−1}A_s ≡ I,

qto daet (3.2.3). VyqislØØ opredeliteli obeih qasteæ (3.2.3) i ispol~zuØ lemmu 3.1.1, poluqaem det ( I + (ζ − π_s)^{−1}A_s ) = 1 dlØ vseh ζ, i ots¸da vytekaet nil~potentnost~ A_s.

(b) Imeem M_s(ζ) = m_s(σζ)D(ζ)m^{−1}_{s+1}(ζ). Ots¸da Øsno, qto M_s(ζ) analitiqna vne

{π_0, π_1, . . . , π_s}. Pust~ 1 ≤ x ≤ s. Togda dlØ ζ vblizi π_x moßno zapisat~

m_s(σζ) = H_1(ζ) ( I + w(x − 1) σζ − π_{x−1} ) i m^{−1}_{s+1}(ζ) = ( I − w(x) ζ − π_x ) H_2(ζ),

gde funkcii H_1 i H_2 sut~ golomorfnye i obratimye matriqnoznaqnye funkcii v okrestnosti toqki π_x. Takim obrazom, M_s(ζ) analitiqna vblizi π_x esli i tol~ko esli tam analitiqno proizvedenie ( I + w(x − 1) σζ − π_{x−1} ) D(ζ) ( I − w(x) ζ − π_x ) = d^1(ζ) η^{−1}d_2(ζ)ω(x − 1) − d_1(ζ)ω(x) ζ − π_x 0 d_2(ζ) , t.e., esli i tol~ko esli ω(x − 1) ω(x) = η · d_1(π_x) d_2(π_x) .

Analogiqno, m_s(σζ) analitiqna vblizi π_0, togda kak

m^{−1}_{s+1}(ζ) = ( I − w(0) ζ − π_0 ) H(ζ), gde funkciØ H analitiqna i obratima vblizi π_0, otkuda sleduet, qto M_s(ζ) analitiqna vblizi π_0 esli i tol~ko esli d_1(π_0) = 0. Nakonec, esli N koneqno, my dolßny ubedit~sØ v tom, qto M_s(ζ) ne imeet pol¸sa v toqke σ^{−1}π_N pri

s ≥ N + 1. Neobhodimym i dostatoqnym usloviem fftogo ØvlØetsØ ravenstvo d_2(σ^{−1}π_N ) = 0.

(c) Pol~zuØs~ asimptotiqeskimi usloviØmi na matricy m_s(σζ) i m_{s+1}(ζ), pri

ζ → ∞ poluqaem

M_s(ζ) = m_s(σζ)D(ζ)m^{−1}_{s+1}(ζ) = ( I + O ( 1 ζ )) [ η_kζ_k 0 0 η^{−k}ζ^{−k} ] [ λ_1ζ^n + O(ζ^{n−1}) 0 0 λ_2ζ^n + O(ζ^{n−1}) ]

× [ ζ^{−k} 0 0 ζ^k ] ( I + O ( 1 ζ ))

= [ –1 0_0 –2 ] · ζ^n + O(ζ^{n−1}). Poskol~ku iz qasti (b) sleduet, qto M_s(ζ) analitiqna, dokazatel~stvo teoremy zakonqeno.

3.2.3. V zaverxenie fftogo paragrafa otmetim, qto metod, kotorym bylo poluqeno vtoroe uravnenie pary Laksa, moßet byt~ ispol~zovan dlØ vyvoda raznostnogo uravneniØ vtorogo porØdka dlØ ortogonal~nyh mnogoqlenov, otveqa¸wih vesovoæ funkcii ω. Bolee toqno, temi ße rassußdeniØmi, qto i v teoreme 3.2.1, moßno dokazat~ sledu¸wee Predloßenie 3.2.3. V predpoloßeniØh teoremy 3.2.1(b), funkciØ M(ζ) = mX(σζ)D(ζ)m^{−1}X (ζ) ØvlØetsØ celoæ. Analog utverßdeniØ teoremy 3.2.1(c) vypolnØetsØ dlØ matricy M(ζ). Togda my imeem mX(σζ) = M(ζ)mX(ζ)D(ζ)^{−1}. Rassmotrim fflementy (1, 1) i (2, 1) obeih storon. Pol~zuØs~ Øvnoæ formuloæ dlØ mX(ζ) iz teoremy 3.1.4, poluqaem sistemu uravneniæ vida P_k(σζ) = ( M^{11}(ζ)P_k(ζ) + cM^{12}(ζ)P_{k−1}(ζ) ) d_1(ζ)^{−1}, (3.2.5) c · P_{k−1}(σζ) = ( M^{21}(ζ)P_k(ζ) + cM^{22}(ζ)P_{k−1}(ζ) ) d_1(ζ)^{−1}, (3.2.6)

gde c = (P_{k−1}, P_{k−1})^{−1}_ω , i M^{ij} (ζ) — matriqnye fflementy M(ζ). Esli my naædem

c · P_{k−1}(ζ) iz pervogo uravneniØ i podstavim vo vtoroe, to poluqitsØ sootnoxe-

nie meßdu P_k(ζ), P_k(σζ) i P_k(σ^2ζ). NesmotrØ na to, qto funkcii M^{ij} (ζ) mogut soderßat~ neizvestnye parametry, moßno nadeØt~sØ, qto koneqnoe uravnenie ne budet soderßat~ ffti parametry. Konkretnyæ primer budet rassmotren v paragrafe 3.10.3 dlØ vesovoæ funkcii, otveqa¸weæ mnogoqlenam Xarl~e. My uvidim, qto poluqa¸weesØ uravnenie v toqnosti sovpadaet s raznostnym uravneniem dlØ mnogoqlenov Xarl~e.

3.3. Rekurrentnoe sootnoxenie dlØ opredeliteleæ Fredgol~ma

3.3.1. My ostaemsØ v obweæ situacii, opisannoæ v §3.2. Takim obrazom, my rassmatrivaem diskretnoe lokal~no koneqnoe podmnoßestvo X = {π_x}^N_{x=0} ⊆ R, gde N ∈ Z¿_0 ∪ {∞}, i u nas takße est~ strogo poloßitel~naØ vesovaØ funkciØ

ω : {x ∈ Z¿_0 | |x ≤ N} → C s koneqnymi momentami. DlØ s ∈ Z¿_0, s ≤ N oboznaqim Zs = {πx}^{s−1}_{x=0}, Ys = X \ Zs. Nakonec, zafiksiruem natural~noe qislo k ≤ N, i pust~

mX(ζ) = [ m^{11}X (ζ) m^{12}X (ζ) m^{21}X (ζ) m^{22}X (ζ) ]

— edinstvennoe rexenie DZRG (X, w) s asimptotikoæ diag(ζ^k, ζ^{−k}) na beskoneqnosti, sm. teoremu 3.1.4.

Pust~ α, β : {x ∈ Z¿_0 | |x ≤ N} → C — dve funkcii, takie qto α(x)β(x) = ω(x)

dlØ vseh x. Rassmotrim sledu¸wee Ødro na X × X:

K(π_x, π_y ) = α(x)β(y) ϕ(π_x )ψ(π_y ) − ψ(π_x)ϕ(π_y) π_x − π_y , x ≠ y, α(x)β(x) ( ϕ^′(π_x)ψ(π_x) − ψ^′(π_x)ϕ(π_x) ) , x = y, (3.3.1)

gde ϕ(ζ) = m^{11}X (ζ) = P_k(ζ) i ψ(ζ) = m^{21}X (ζ) = (P_{k−1}, P_{k−1})^{−1}_ω · P_{k−1}(ζ). S toqnost~¸ do mnoßitelØ α(x)β(y), ffto v toqnosti Ødro KristoffelØ–Darbu dlØ semeæstva ortogonal~nyh mnogoqlenov, sootvetstvu¸wih vesovoæ funkcii ω. Nam ne ponadobitsØ ØvnaØ forma funkciæ α i β. Otmetim takße, qto pri izmenenii α i β tak, qto ih proizvedenie ne menØetsØ, Ødro K soprØgaetsØ, i, sledovatel~no, ffto ne menØet opredeliteli Fredgol~ma, kotorye my budem izuqat~ niße.

3.3.2. DlØ kaßdogo s ∈ Z≥k, s ≤ N, oboznaqim qerez Ks sußenie K na Ys × Ys. My takße budem oboznaqat~ qerez K i K_s operatory v l^2(X) i l^2(Y_s), otveqa- ¸wie Ødram K i K_s, sootvetstvenno. OsnovnaØ zadaqa fftoæ glavy sostoit v vyvode rekurrentnyh sootnoxeniæ dlØ opredeliteleæ Fredgol~ma D_s = det(1 − K_s), s ∈ Z_{≥k}, s ≤ N. Koneqnye uravneniØ budut vypisany qerez fflementy matric A_s i M_s(ζ) iz pary Laksa (3.2.3), (3.2.4). Otmetim, qto opredeliteli Fredgol~ma vsegda korrektno opredeleny, poskol~ku operator K imeet koneqnyæ rang, qto sleduet iz formuly KristoffelØ–Darbu (sm., naprimer, [11]): K(π_x, π_y ) α(x)β(y) = k−1∑ m=0 P_m(π_x)P_m(π_y ) (P_m, P_m)_ω . Opisanie veroØtnostnogo smysla fftih opredeliteleæ moßno naæti v paragrafe 3.3.5 niße.

Lemma 3.3.1. DlØ kaßdogo s ∈ Z≥k, s ≤ N, operator 1 − Ks obratim, i Ds =

det(1 − K_s) ≠ 0.

Dokazatel~stvo. Operator K ØvlØetsØ ortogonal~nym proektorom na podprostranstvo l^2(X), natØnutoe na mnogoqleny P_0, . . . , P_{k−1}. V qastnosti, on imeet koneqnyæ rang, ego edinstvennymi sobstvennymi qislami ØvlØ¸tsØ 0 i 1, i sobstvennye funkcii, otveqa¸wie sobstvennomu znaqeni¸ 1, sut~ lineænye kombinacii mnogoqlenov P_0, . . . , P_{k−1}, t.e., mnogoqleny stepeni ≤ k − 1. Ots¸da sleduet, qto operator K_s takße imeet koneqnyæ rang, pofftomu operator 1 − K_s moßet byt~ neobratim tol~ko esli 1 ØvlØetsØ sobstvennym znaqeniem operatora K_s. Predpoloßim, qto k ≤ s ≤ N, i suwestvuet funkciØ f ∈ l^2(Y_s), takaØ qto K_sf = f. Prodolßim funkci¸ f nulem na X i oboznaqim ffto prodolßenie qerez f̃ ∈ l^2(X). Imeem Kf̃ | |Ys^{= Ksf = f = f̃ |}Ys i^{f̃ |}Zs^{= 0}. Ots¸da sleduet, qto Kf̃ | |Zs^{= 0}, potomu qto v protivnom sluqae^{|Kf̃ |ω > |f̃|ω}, qto nevozmoßno, potomu qto K — proektor. �to dokazyvaet, qto Kf̃ = f̃, otkuda sleduet, qto f̃ est~ mnogoqlen stepeni ≤ k − 1. No ffta funkciØ obrawaetsØ v nul~ na mnoßestve Z_s mownosti ≥ k, otkuda sleduet, qto f̃ toßdestvenna ravna nul¸. Sledovatel~no, operator 1 − K_s obratim, i det(1 − K_s) ≠ 0.

3.3.3. DlØ kaßdogo s ∈ Z≥k, s ≤ N, u nas est~ edinstvennoe rexenie ms(ζ) DZRG

(Zs, w^|_{Zs} ) s toæ ße asimptotikoæ v beskoneqnosti, qto i u mX(ζ). Kak i v §3.2,

my predpolagaem, qto suwestvu¸t celye funkcii d_1(ζ), d_2(ζ), takie qto

d_1(π_0) = 0 i ω(x − 1) ω(x) = η · d_1(π_x) d_2(π_x) dlØ vseh

1 ≤ x ≤ N. (3.3.2)

Predpoloßenie o tom, qto d_2(σ^{−1}π_N ) = 0 dlØ koneqnogo N seæqas dlØ nas ne suwestvenno, poskol~ku v §3.2 ono bylo ispol~zovano lix~ dlØ togo, qtoby pokazat~ analitiqnost~ M_s(ζ) pri s > N, togda kak nas budut interesovat~ tol~ko znaqeniØ k ≤ s ≤ N (sm. zameqanie 3.2.2). Zametim, qto d_1(π_x)d_2(π_x) ≠ 0 dlØ vseh 1 ≤ x ≤ N. Oboznaqim D(ζ) = [ d_1(ζ) 0 0 d_2(ζ) ] i M_s(ζ) = m_s(σζ)D(ζ)m^{−1}_{s+1}(ζ).

Iz qasti (b) teoremy 3.2.1 sleduet, qto funkciØ M_s(ζ) ØvlØetsØ celoæ dlØ vseh

k ≤ s ≤ N. Iz qasti (a) fftoæ teoremy my poluqaem obwiæ vid pary Laksa dlØ

rexeniæ m_s(ζ):

m_{s+1}(ζ) = ( I + A_s ζ − π_s ) m_s(ζ), A_s = [ p_s q_s r_s −p_s ] , p^2_s = −q_sr_s; (3.3.3)

m_s(σζ) = M_s(ζ)m_{s+1}(ζ)D(ζ)^{−1}. (3.3.4)

V §3.4 my ob¨Øsnim, kak poluqit~ rekurrentnoe sootnoxenie na matriqnye fflementy M_s(ζ) i A_s. V fftom paragrafe my predpolagaem, qto funkciØ M_s(ζ) izvestna, i vyvodim rekurrentnoe sootnoxenie dlØ opredeliteleæ Fredgol~ma, pol~zuØs~ fftoæ funkcieæ i parametrami p_s, q_s.

DlØ s, k ≤ s ≤ N, poloßim

m_s(π_s) = [ m^{11}_s m^{12}_s m^{21}_s m^{22}_s ] , M_s(π_{s+1}) = [ μ^{11}_s μ^{12}_s μ^{21}_s μ^{22}_s ] , M^′_s(π_{s+1}) = [ ν^{11}_s ν^{12}_s ν^{21}_s ν^{22}_s ] , (3.3.5) gde M^′_s(ζ) =^d_{dζ} M_s(ζ). Togda my imeem sledu¸wie rekurrentnye sootnoxeniØ dlØ matriqnyh fflementov m^{11}_s i opredeliteleæ D_s v terminah parametrov p_s,

q_s, μ^{ij}_s , ν^{ij}_s .

Teorema 3.3.2 [RekurrenciØ dlØ opredeliteleæ Fredgol~ma]. Predpoloßim,

qto p_s ≠ 0 dlØ vseh s ≥ k, i, sledovatel~no, q_s, r_s ≠ 0 dlØ s ≥ k.

(a) DlØ kaßdogo s ∈ Z_{≥k}, s ≤ N, imeem

m^{11}_{s+1} = d_2(π_{s+1})^{−1} ( μ^{22}_s + p_s q_s μ^{12}_s ) m^{11}_s . (3.3.6)

(b) DlØ kaßdogo s ∈ Z_{≥k}, s ≤ N − 2, imeem D_{s+2} D_{s+1} − D_{s+1} D_s = ω(s) · u_s · (m^{11}_s )^2 η · d_1(π_{s+1}) · d_2(π_{s+1})

, (3.3.7) gde u_s = (ν^{21}_s μ^{22}_s − ν^{22}_s μ^{21}_s ) + p_s q_s · (ν^{21}_s μ^{12}_s − ν^{12}_s μ^{21}_s + ν^{11}_s μ^{22}_s − ν^{22}_s μ^{11}_s ) + p^2_s q^2_s

· (ν^{11}_s μ^{12}_s − ν^{12}_s μ^{11}_s )

dlØ vseh s.

Zameqanie 3.3.3. Pozdnee my pokaßem (sm. predloßenie 3.4.5 i zameqanie 3.5.3), qto v naxih predpoloßeniØh p_s ne obrawaetsØ v nul~ pri vseh s ≥ k. Dokazatel~stvo. (a) Voz~mem snaqala vyqety obeih storon (3.3.3) v toqke ζ =

π_s i vospol~zuemsØ v levoæ qasti usloviem skaqka:

lim_{ζ→πs} m_{s+1}(ζ)w(π_s) = A_sm_s(π_s).

Poskol~ku pervyæ stolbec matricy w(π_s) raven nul¸, to i pervyæ stolbec matricy A_sm_s(π_s) raven nul¸, otkuda m^{21}_s = −(p_s/q_s)m^{11}_s . Dalee, podstavim ζ =

π_{s+1} v ravenstvo (3.3.4) i perepixem ego sledu¸wim obrazom:

m_{s+1}(π_{s+1}) = M^{−1}_s (π_{s+1})m_s(π_s)D(π_{s+1}).

Poskol~ku det M_s(ζ) = det D(ζ) iz lemmy 3.1.1, poslednee uravnenie moßet byt~ zapisano Øvno kak [ m^{11}_{s+1} m^{12}_{s+1} m^{21}_{s+1} m^{22}_{s+1} ] = 1 d_1(π_{s+1})d_2(π_{s+1}) [ μ^{22}_s −μ^{12}_s −μ^{21}_s μ^{11}_s ]

× [ m^{11}_s m^{12}_s m^{21}_s m^{22}_s ] [ d_1(π_{s+1}) 0 0 d_2(π_{s+1}) ] . PriravnivaØ fflementy (1, 1) i (2, 1), poluqaem

m^{11}_{s+1} = d_2(π_{s+1})^{−1}(μ^{22}_s m^{11}_s − μ^{12}_s m^{21}_s ) = d_2(π_{s+1})^{−1} ( μ^{22}_s + p_s q_s μ^{12}_s ) m^{11}_s

i m^{21}_{s+1} = d_2(π_{s+1})^{−1}(−μ^{21}_s m^{11}_s + μ^{11}_s m^{21}_s ) = −d_2(π_{s+1})^{−1} ( μ^{21}_s + p_s q_s μ^{11}_s ) m^{11}_s .

(b) DlØ vseh s ∈ Z_{≥k}, s ≤ N, poloßim R_s = K_s(1 − K_s)^{−1} (zametim, qto fftot operator korrektno opredelen soglasno lemme 3.3.1), tak qto R_s +1 = (1−K_s)^{−1}, i pofftomu (R_s + 1)(s, s) = det(1 − K_{s+1})/ det(1 − K_s), t.e. R_s(s, s) = D_{s+1} D_s − 1. (3.3.8)

Iz teoremy 2.8.4(ii) sleduet (situaciØ 2.8.3 ob¨ØsnØet, poqemu ffta teorema primenima)

R_s(s, s) = g^t(s)m^{−1}_s (π_s)m^′_s(π_s)f(s),

gde f(s) = (α(s), 0)^t i g(s) = (0, −β(s))^t. Perepixem fftu formulu v vide

R_s(s, s) = −ω(s) · e^t_2m^{−1}_s (π_s)m^′_s(π_s)e_1, (3.3.9)

gde e_1 = (1, 0)^t i e_2 = (0, 1)^t. Analogiqno

R_{s+1}(s + 1, s + 1) = −ω(s + 1) · e^t_2m^{−1}_{s+1}(π_{s+1})m^′_{s+1}(π_{s+1})e_1. (3.3.10)

Podstavim ζ = π_{s+1} v (3.3.4) ewe raz:

m_s(π_s) = M_s(π_{s+1})m_{s+1}(π_{s+1})D(π_{s+1})^{−1}, (3.3.11)

i prodifferenciruem (3.3.4) v toqke ζ = π_{s+1}:

m^′_s(π_s) = η^{−1} d dζ | | |_{ζ=πs+1} ( M_s(ζ)m_{s+1}(ζ)D(ζ)^{−1} ) . (3.3.12)

Esli proizvodnaØ v (3.3.12) padaet na tretiæ mnoßitel~, to vklad sootvetstvu- ¸wego qlena v pravu¸ qast~ (3.3.9) raven (iz (3.3.11))

−η^{−1}ω(s) · e^t_2D(π_{s+1}) d dζ | |_{ζ=πs+1} ( D(ζ)^{−1} ) e_1 = const · (0, 1) [ ∗ 0 0 ∗ ] [ 1 0 ] = 0.

Esli proizvodnaØ v (3.3.12) padaet na vtoroæ mnoßitel~, to vklad sootvetstvu- ¸wego qlena v pravu¸ qast~ (3.3.9) raven, iz (3.3.11), (3.3.2) i (3.3.10),

− η^{−1}ω(s) · e^t_2D(π_{s+1})m^{−1}_{s+1}(π_{s+1})m^′_{s+1}(π_{s+1})D(π_{s+1})^{−1}e_1 = − η^{−1}ω(s) d_2(π_{s+1}) d_1(π_{s+1})

· e^t_2m^{−1}_{s+1}(π_{s+1})m^′_{s+1}(π_{s+1})e_1

= − ω(s + 1) · e^t_2m^{−1}_{s+1}(π_{s+1})m^′_{s+1}(π_{s+1})e_1 =R_{s+1}(s + 1, s + 1).

Sledovatel~no, esli vyqest~ R_{s+1}(s + 1, s + 1) iz obeih storon ravenstva (3.3.9), to poluqitsØ sledu¸wee uravnenie:

R_{s+1}(s + 1, s + 1) − R_s(s, s) = η^{−1}ω(s) · e^t_2m^{−1}_s (π_s)M^′_s(π_{s+1})m_{s+1}(π_{s+1})D(π_{s+1})^{−1}e_1.

(3.3.13)

Poskol~ku det m_s ≡ 1 dlØ vseh s po lemme 3.1.1, pravaØ qast~ (3.3.13) ravna

η^{−1}ω(s) · (0, 1) [ m^{22}_s −m^{12}_s −m^{21}_s m^{11}_s ] [ ν^{11}_s ν^{12}_s ν^{21}_s ν^{22}_s ]

× [ m^{11}_{s+1} m^{12}_{s+1} m^{21}_{s+1} m^{22}_{s+1} ] [ d_1(π_{s+1})^{−1} 0 0 d_2(π_{s+1})^{−1} ] [ 1 0 ]

= η^{−1}ω(s)d_1(π_{s+1})^{−1}(ν^{21}_s m^{11}_s m^{11}_{s+1} + ν^{22}_s m^{11}_s m^{21}_{s+1} − ν^{11}_s m^{21}_s m^{11}_{s+1} − ν^{12}_s m^{21}_s m^{21}_{s+1}).

PodstavlØØ formuly dlØ m^{21}_s , m^{11}_{s+1}, m^{21}_{s+1}, vyvedennye v qasti (a), v poslednee vyraßenie i pol~zuØs~ (3.3.8), my nahodim, qto (3.3.13) ffkvivalentno (3.3.7).

Sledstvie 3.3.4. V oboznaqeniØh teoremy 3.3.2 imeem u_s ( D_{s+3} D_{s+2} − D_{s+2} D_{s+1} ) = ( μ^{22}_s + (p_s/q_s) · μ^{12}_s

)_2

η · d_1(π_{s+2}) · d_2(π_{s+2}) · u_{s+1} ( D_{s+2} D_{s+1} − D_{s+1} D_s ) (3.3.14)

dlØ vseh s ∈ Z_{≥k}, s ≤ N − 3.

Dokazatel~stvo. Nemedlenno sleduet iz (3.3.7) i (3.3.6).

3.3.4. OkazyvaetsØ, qto rezul~taty teoremy 3.3.2 mogut byt~ pereneseny na nekotorye sluqai, kogda mnoßestvo ortogonal~nosti X diskretno, no ne lokal~no koneqno, t.e. imeet (po kraæneæ mere odnu) koneqnu¸ toqku nakopleniØ. MotivaciØ dlØ takogo obobweniØ sostoit v sledu¸wem. NesmotrØ na to, qto DZRG (X, w) v tom vide, kak ona byla sformulirovana v §3.1, ne ØvlØetsØ korrektno postavlennoæ v sluqae, esli X ne lokal~no koneqno (togda nam nußny dopolnitel~nye usloviØ vblizi toqek nakopleniØ pol¸sov), opredelenie (3.3.1) Ødra K imeet smysl: mnogoqleny ϕ(ζ) = P_k(ζ) i ψ(ζ) = (P_{k−1}, P_{k−1})^{−1}_ω · P_{k−1}(ζ) korrektno opredeleny. Na samom dele, suwestvuet neskol~ko semeæstv bazisnyh gipergeometriqeskih ortogonal~nyh mnogoqlenov, dlØ kotoryh mnoßestvo ortogonal~nosti diskretno, no ne lokal~no koneqno (sm., naprimer, [75], glava 3). S drugoæ storony, rexeniØ m_s(ζ) “sußennyh” DZRG i, sledovatel~no, vse veliqiny, kotorye iz nih poluqa¸tsØ, takße korrektno opredeleny dlØ ne lokal~no koneqnogo mnoßestva ortogonal~nosti X, potomu qto ih opredelenie trebuet lix~ koneqnyh podmnoßestv X. V qastnosti, moßno rassmatrivat~ sootvetstvu¸wu¸ paru Laksa, kak v paragrafe 3.3.3, i skalØrnye posledovatel~nosti p_s, q_s, m^{ij}_s , μ^{ij}_s , ν^{ij}_s , opredelennye v (3.3.3) i (3.3.5). Sledovatel~no, estestvenno sprosit~, ostaetsØ li rekurrentnoe sootnoxenie (3.3.7) v sile v sluqae, esli X ne ØvlØetsØ lokal~no koneqnym. V paragrafe 3.3.6 my uvidim, qto ffto deæstvitel~no tak.

3.3.5. Napomnim sledu¸wu¸ teoretiko-veroØtnostnu¸ interpretaci¸ opredeliteleæ Fredgol~ma, sm., naprimer, [104]. Esli X — diskretnoe, ne obØzatel~no lokal~no koneqnoe podmnoßestvo R mownosti N + 1 (N ∈ Z¿_0 ∪ {∞}), ω : X → R — strogo poloßitel~naØ vesovaØ funkciØ s koneqnymi momentami, {P_n(ζ)}^N_{n=0} — sootvetstvu¸wee semeæstvo ortogonal~nyh mnogoqlenov, i k natural~noe qislo, k ≤ N, my moßem rassmotret~ veroØtnostnoe raspredelenie P na mnoßestve vseh podmnoßestv X mownosti k, opredelennoe sledu¸wim obrazom: P^({x1, . . . , xk }^) =^1_Z ·^∏_{1≤i<j≤k}(xi − xj )^2 ·^{k∏}_{i=1} ω(xi). (3.3.15) Zdes~ Z — edinstvennaØ konstanta, dlØ kotoroæ mera vseh podmnoßestv X mownosti k ravna 1: Z = ∑ {x1,...,x_k}⊆X ∏ 1≤i<j≤k (x_i − x_j )^2 · k∏ i=1 ω(x_i). (3.3.16)

Esli teper~ K oboznaqaet Ødro (3.3.1), opredelennoe v paragrafe 3.3.1, to dlØ l¸bogo podmnoßestva Y ⊆ X my imeem det ( 1 − K | |Y×Y^{) =} ∑ x_i∉Y P^({x1, . . . , xk}^) (3.3.17) (summa v pravoæ qasti beretsØ po vsem podmnoßestvam {x_1, . . . , x_k} ⊆ X mownosti k, kotorye ne pereseka¸tsØ s Y).

3.3.6. Teper~ predpoloßim, qto mnoßestvo X = {πx}^∞_{x=0} ⊂ R diskretno, no ne obØzatel~no lokal~no koneqno. Kak i ran~xe, my rassmatrivaem podmnoßestva

Ys = {πx}^∞_{x=s} mnoßestva X, i nas interesuet posledovatel~nost~ {Ds}^∞_{s=k}, zadan-

naØ formuloæ

D_s = det(1 − K_s), K_s = K | |Ys×Ys^, gde Ødro K opredeleno v (3.3.1). Dokazatel~stvo lemmy 3.3.1 ostaetsØ v sile i daet D_s ≠ 0 dlØ vseh s ∈ Z_{≥k}. Takim obrazom, iz obsußdeniØ v paragrafe 3.3.4 my vidim, qto obe qasti (3.3.7) po kraæneæ mere korrektno opredeleny. Predloßenie 3.3.5. Vse formuly teoremy 3.3.2 i sledstviØ 3.3.4 osta¸tsØ v

sile.

Dokazatel~stvo. Iz dokazatel~stva teoremy 3.3.2 oqevidno, qto sootnoxenie (3.3.6) ostaetsØ vernym. Zafiksiruem s ∈ Z_{≥k} i pokaßem, qto formula (3.3.7) takße ostaetsØ v sile (ots¸da avtomatiqeski budet sledovat~ (3.3.14)). Pust~

L ∈ Z, L ≥ s + 2. Poloßim X^{(L)} = {πx}^L_{x=0} ⊂ X. Poskol~ku X^{(L)} koneqno, vse

rassußdeniØ iz paragrafov 3.3.1–3.3.3 verny dlØ mnoßestva X^{(L)} na meste X. Poskol~ku L ≥ s + 2, Øsno, qto zamena X na X^{(L)} (vesovaØ funkciØ ostaetsØ toæ ße) ne menØet m_s(ζ), p_s, q_s, m^{ij}_s , μ^{ij}_s , ν^{ij}_s . No opredeliteli D_s, koneqno, menØ¸tsØ. Oboznaqim qerez D^{(L)}s opredelitel~ Fredgol~ma, opredelennyæ kak v paragrafe 3.3.2, no dlØ mnoßestva X^{(L)} vmesto X. Togda teorema 3.3.2(b) daet

D^{(L)}_{s+2}

D^{(L)}_{s+1} − D^{(L)}_{s+1} D^{(L)}_s = ω(s) · u_s · (m^{11}_s )^2 η · d_1(π_{s+1}) · d_2(π_{s+1}) . OstaetsØ zametit~, qto D^{(L)}_{s+1} / D^{(L)}_s = D_{s+1} / D_s dlØ vseh s. Deæstvitel~no, rassu-

ßdeniØ paragrafa 3.3.5 da¸t

D_s = ∑ 0≤i1<i2<···<i_k≤s−1 P^({πi_1 , . . . , πi_k }^), (3.3.18) gde P opredeleno v (3.3.15). Esli P^{(L)} oboznaqaet veroØtnostnoe raspredelenie

na mnoßestve vseh podmnoßestv X^{(L)} mownosti k, opredelennoe analogiqno P, to my takße imeem

D^{(L)}_s = ∑ 0≤i1<i2<···<i_k≤s−1 P^{(L)(}{πi_1 , . . . , πi_k }^) (3.3.19)

Zametim, qto summirovanie v (3.3.18) i (3.3.19) proishodit po odnim i tem ße mnoßestvam, raznica sostoit tol~ko v normalizacionnoæ konstante Z, kotoraØ vhodit v opredeleniØ P i P^{(L)}. Koneqno, kogda my rassmatrivaem otnoxeniØ

D^{(L)}_{s+1} / D^{(L)}s i D_{s+1} / D_s, to normalizacionnye konstanty sokrawa¸tsØ, qto i za-

verxaet dokazatel~stvo.

3.4. UsloviØ sovmestnosti dlØ par Laksa 3.4.1. V fftom paragrafe my izuqaem usloviØ sovmestnosti dlØ par Laksa, rassmotrennyh v §3.2, §3.3:

m_{s+1}(ζ) = ( I + A_s ζ − π_s ) m_s(ζ), (3.4.1)

m_s(σζ) = M_s(ζ)m_{s+1}(ζ)D(ζ)^{−1}. (3.4.2)

OboznaqeniØ i predpoloßeniØ budut takimi ße, kak v §3.2, §3.3. Kak i vo vtoroæ qasti §3.3, my ne predpolagaem, qto mnoßestvo ortogonal~nosti X lokal~no koneqno: kak bylo otmeqeno v paragrafe 3.3.4, vse naxi rassußdeniØ, svØzannye s parami Laksa, trebu¸t tol~ko koneqnyh podmnoßestv X. Lemma 3.4.1. Zafiksiruem s ∈ Z¿0, s ≤ N. Pust~ A ∈ Mat(2, C ). Poloßim m(ζ) = ( I + (ζ − π_s)^{−1}A ) m_s(ζ). Togda m(ζ) = m_{s+1}(ζ) esli i tol~ko esli matrica A udovletvorØet sledu¸wim dvum usloviØm:

A · m_s(π_s)w(π_s) = 0, (3.4.3)

m_s(π_s)w(π_s) + A · m^′_s(π_s)w(π_s) = A · m_s(π_s). (3.4.4)

V qastnosti, dlØ fiksirovannogo s suwestvuet edinstvennaØ matrica A, udovletvorØ¸waØ (3.4.3) i (3.4.4), a imenno, A = A_s.

Dokazatel~stvo. Vvidu edinstvennosti ms+1(ζ) neobhodimo tol~ko proverit~, qto m(ζ) udovletvorØet tomu ße uslovi¸ skaqka, qto i m_{s+1}(ζ), esli i tol~ko esli vypolnØ¸tsØ usloviØ (3.4.3) i (3.4.4) (zametim, qto asimptotika m(ζ) i

m_{s+1}(ζ) pri ζ → ∞, oqevidno, sovpadaet). Esli 0 ≤ x ≤ s − 1, to, poskol~ku ( I + (ζ − π_s)^{−1}A ) analitiqna vblizi π_x, iz usloviØ skaqka v toqke π_x dlØ m_s(ζ) sleduet takoe ße uslovie dlØ m(ζ). Sledovatel~no, neobhodimo rassmotret~ uslovie skaqka tol~ko v toqke ζ = π_s. Poskol~ku m_s(ζ) analitiqna vblizi π_s, imeem Res_{ζ=πs} m(ζ) = A · m_s(π_s). S drugoæ storony, predel lim_{ζ→πs} m(ζ)w(π_s) = lim_{ζ→πs} ( I + (ζ − π_s)^{−1}A ) m_s(ζ)w(π_s) suwestvuet, esli i tol~ko esli (3.4.3) vypolnØetsØ. Bolee togo, esli uslovie (3.4.3) vypolneno, to fftot predel raven m_s(π_s)w(π_s) + A · m^′_s(π_s)w(π_s), tak qto

m(ζ) udovletvorØet trebuemomu uslovi¸ skaqka v toqke ζ = π_s, esli i tol~ko

esli (3.4.4) vypolnØetsØ.

Teorema 3.4.2 [Uslovie sovmestnosti dlØ pary Laksa]. Zafiksiruem s ∈ Z≥k, s ≤ N − 1. (a) Imeet mesto ravenstvo ( I + A_s σζ − π_s ) M_s(ζ) = M_{s+1}(ζ) ( I + A_{s+1} ζ − π_{s+1} ) . (3.4.5)

(b) Obratno, predpoloßim, qto matriqnoznaqnaØ funkciØ M : C → Mat(2, C ) analitiqna, A ∈ Mat(2, C ) — nil~potentnaØ matrica, i ( I + A_s σζ − π_s ) M_s(ζ) = M(ζ) ( I + A ζ − π_{s+1} ) , (3.4.6)

gde M_s(ζ) i A_s opredeleny v (3.4.1), (3.4.2). Togda M(ζ) = M_{s+1}(ζ) i A = A_{s+1}.

Uravnenie (3.4.5) est~ uslovie sovmestnosti dlØ pary Laksa (3.4.1), (3.4.2).

Zameqanie 3.4.3. �ta teorema dostavlØet recept vyqisleniØ As+1 i Ms+1(ζ) pri izvestnyh A_s i M_s(ζ). Deæstvitel~no, neobhodimo prosto naæti edinstvennoe rexenie usloviØ sovmestnosti, udovletvorØ¸wee A^2_{s+1} = 0. Dokazatel~stvo. (a) Esli zamenit~ ζ na σζ v (3.4.1) i zatem podstavit~ (3.4.2) v rezul~tat, poluqaem

m_{s+1}(σζ) = ( I + A_s σζ − π_s ) M_s(ζ)m_{s+1}(ζ)D(ζ)^{−1}. (3.4.7)

S drugoæ storony, esli podstavit~ (3.4.1) v (3.4.2) i zamenit~ s na s + 1, poluqim

m_{s+1}(σζ) = M_{s+1}(ζ) ( I + A_{s+1} ζ − π_{s+1} ) m_{s+1}(ζ)D(ζ)^{−1}. (3.4.8)

Sravnenie (3.4.7) i (3.4.8) daet (3.4.5). (b) Iz (3.4.5) i (3.4.6) my nahodim, qto M(ζ) ( I + A ζ − π_{s+1} ) = M_{s+1}(ζ) ( I + A_{s+1} ζ − π_{s+1} ) . (3.4.9)

Pol~zuØs~ lemmoæ 3.1.1 i sootnoxeniem (3.4.2) s s, zamenennym na s + 1, my vidim, qto det M_{s+1}(ζ) ≡ det D(ζ), i pofftomu M_{s+1}(ζ) obratima vblizi π_{s+1}. Poskol~ku A^2 = 0, my moßem perepisat~ (3.4.9) v vide

M^{−1}_{s+1}(ζ) · M(ζ) = ( I + A_{s+1} ζ − π_{s+1} ) · ( I − A ζ − π_{s+1} ) . (3.4.10)

PravaØ qast~ analitiqna pri ζ ≠ π_{s+1}, a levaØ qast~ analitiqna vblizi π_{s+1}. Sledovatel~no, obe qasti (3.4.10) sut~ celye funkcii. No pravaØ qast~ stremitsØ k I pri ζ → ∞, i po teoreme LiuvillØ obe qasti toßdestvenno ravny I. Ots¸da sleduet, qto M(ζ) = M_{s+1}(ζ) i A = A_{s+1}, qto i trebovalos~ dokazat~.

3.4.2. Napomnim, qto formuly teoremy 3.3.2 byli vyvedeny v predpoloßenii, qto parametr p_s ne obrawaetsØ v nul~ pri vseh s ≥ k. Pokaßem teper~, qto ffto uslovie vypolnØetsØ dlØ vesovyh funkciæ ω i mnoßestv ortogonal~nosti

X, udovletvorØ¸wih naxim predpoloßeniØm. Nam ponadobitsØ sledu¸wiæ ho-

roxo izvestnyæ fakt. DlØ udobstva my takße privedem ego dokazatel~stvo.

Lemma 3.4.4 [Nuli diskretnyh ortogonal~nyh mnogoqlenov]. Pust~ Z ⊂ C

— koneqnoe mnoßestvo, i predpoloßim, qto Z soderßitsØ v zamknutom intervale [a, b] ⊆ R ⊆ C , takom qto a est~ minimal~nyæ fflement Z, a b — maksimal~nyæ. Pust~ ω : Z → R — strogo poloßitel~naØ funkciØ. Togda suwestvuet edinstvennoe semeæstvo {P_n(ζ)}^L_{n=0} ortogonal~nyh mnogoqlenov, otveqa¸wih ω, gde L = card(Z) − 1. Kofffficienty vseh mnogoqlenov P_n(ζ) vewestvenny. Bolee togo, dlØ l¸bogo 0 ≤ n ≤ L vse nuli mnogoqlena P_n(ζ) vewestvenny i soderßatsØ v intervale (a, b).

Dokazatel~stvo. Poskol~ku vesovaØ funkciØ ω strogo poloßitel~na, sußenie sootvetstvu¸wego skalØrnogo proizvedeniØ (·, ·)_ω na prostranstvo R[ζ]^{≤d} vewestvennyh mnogoqlenov stepeni ne bol~xe d nevyroßdeno dlØ l¸bogo 0 ≤ d ≤ L. Takim obrazom, suwestvuet edinstvennoe semeæstvo vewestvennyh or-

togonal~nyh mnogoqlenov {P_n(ζ)}^L_{n=0}, sootvetstvu¸wih ω, i (P_n, P_n)_ω ≠ 0 pri

0 ≤ n ≤ L. Zafiksiruem 1 ≤ n ≤ L i predpoloßim, qto P_n(ζ) imeet menee,

qem n nuleæ v otkrytom intervale (a, b). Oboznaqim qerez z_1, . . . , z_m nuli mnogoqlena P_n(ζ) v (a, b), zapisannye v sootvetstvii s ih kratnostØmi, i pust~

Q(ζ) = (ζ − z_1) · · · (ζ − z_m). Togda, poskol~ku P_n(ζ) i Q(ζ) vewestvenny, my imeem

libo P_n(ζ)Q(ζ) ≥ 0 dlØ vseh ζ ∈ [a, b], libo P_n(ζ)Q(ζ) ≤ 0 dlØ vseh ζ ∈ [a, b]. Krome fftogo, poskol~ku stepen~ P_n(ζ) men~xe, qem mownost~ Z, suwestvuet z ∈ Z, takoe qto P_n(z)Q(z) ≠ 0. �to oznaqaet, qto P_n(ζ) i Q(ζ) ne ortogonal~ny. Poskol~ku stepen~ Q(ζ) men~xe, qem stepen~ P_n(ζ), poluqaem protivoreqie s opredeleniem ortogonal~nyh mnogoqlenov.

Teper~ my moßem dokazat~

Predloßenie 3.4.5. V oboznaqeniØh i predpoloßeniØh §3.2 i §3.3, predpoloßim,

qto libo π_0 < π_1 < π_2 · · · , libo π_0 > π_1 > π_2 > · · · . Togda p_s ≠ 0 dlØ vseh s > k, s ≤ N. Dokazatel~stvo. Zafiksiruem s > k, s ≤ N. Po lemme 3.4.4, suwestvuet semeæstvo {P_n(ζ)}^{s−1}_{n=0} mnogoqlenov, ortogonal~nyh na {π_0, . . . , π_{s−1}} s vesovoæ funkcieæ, ravnoæ sußeni¸ ω na {0, 1, . . . , s − 1}. Bolee togo, poskol~ku π_s leßit vne intervala meßdu π_0 i π_{s−1}, my imeem P_n(π_s) ≠ 0 dlØ vseh 0 ≤ n ≤ s − 1. Tak kak k ≤ s − 1, my znaem iz teoremy 3.1.4, qto pervyæ stolbec matricy m_s(ζ) imeet vid ( P_k(ζ), c · P_{k−1}(ζ) )_t , gde c — nenulevaØ konstanta. S drugoæ storony, iz lemmy 3.4.1 imeem

m_s(π_s)w(π_s) = A_s · (m_s(π_s) − m^′_s(π_s)w(π_s)). (3.4.11)

Esli p_s = 0, to iz nil~potentnosti matricy A_s (teorema 3.2.1(a)) sleduet, qto libo q_s = 0, libo r_s = 0, t.e., odna iz dvuh strok matricy A_s obrawaetsØ v nul~. Soglasno (3.4.11) iz fftogo sleduet, qto libo fflement (1, 2), libo fflement (2, 2) matricy m_s(π_s)w(π_s) raven nul¸. No ffto protivoreqit tomu, qto

P_k(π_s), P_{k−1}(π_s) ≠ 0.

3.5. Naqal~nye usloviØ dlØ rekurrentnyh sootnoxeniæ

3.5.1. V fftom paragrafe my vyvodim naqal~nye usloviØ dlØ rekurrentnyh sootnoxeniæ (3.3.7) i (3.4.5). My budem pol~zovat~sØ oboznaqeniØmi i predpoloßeniØmi §3.3 i §3.4. Napomnim, qto k est~ natural~noe qislo, ot kotorogo zavisit asimptotika v beskoneqnosti rexeniæ teh DZRG, kotorye my rassmatrivaem. Kak i v §3.4, my ne predpolagaem, qto mnoßestvo ortogonal~nosti X lokal~no koneqno.

Predloßenie 3.5.1. Rexenie mk(ζ) DZRG ( {π_0, . . . , π_{k−1}}, w | |_{{π0,...,πk} �1} )

s asimptotikoæ m_k(ζ) ∼ [ ζ^k 0 0 ζ^{−k} ] pri ζ → ∞ imeet vid

m_k(ζ) = [ (ζ − π_0)(ζ − π_1) · · · (ζ − π_{k−1}) 0 (ζ − π_0)(ζ − π_1) · · · (ζ − π_{k−1}) ∑_{k−1} m=0 ρ_m ζ−π_m (ζ − π0) −1(ζ − π_1)^{−1} · · · (ζ − π_{k−1})^{−1} ] , (3.5.1) gde ρ_m = ω(m)^{−1} · ∏ 0≤j≤k−1 j≠m (π_m − π_j )^{−2} (3.5.2)

dlØ vseh 0 ≤ m ≤ k − 1.

Dokazatel~stvo. Pust~ m(ζ) — matrica, opredelennaØ pravoæ qast~¸ (3.5.1). ˚sno, qto m(ζ) obladaet trebuemoæ asimptotikoæ v beskoneqnosti. Sledovatel~no, dostatoqno pokazat~, qto (3.5.2) daet (edinstvennyæ) vybor konstant ρ_m, pri kotorom m(ζ) udovletvorØet trebuemomu uslovi¸ skaqka. Pri

0 ≤ x ≤ k − 1 fflement (2, 2) matricy Res_{ζ=πx} m(ζ) raven ∏ 0≤l≤k−1 l≠x (π_x − π_l)^{−1},

a fflement (2, 2) matricy lim_{ζ→πx} m(ζ)w(π_x) raven ω(x) · ρ_x · ∏ 0≤l≤k−1 l≠x (π_x − π_l).

Vse ostal~nye fflementy obeih matric ravny nul¸. PriravnivaØ poluqivxiesØ dva vyraßeniØ, poluqaem (3.5.2).

3.5.2. Vospol~zuemsØ teper~ lemmoæ 3.4.1, qtoby naæti matricu Ak.

Predloßenie 3.5.2. �lementy matricy

A_k = [ p_k q_k r_k −p_k ]

da¸tsØ sledu¸wimi formulami:

q_k = { ρ_k + k−1∑ m=0 ρ_m (π_k − π_m)^2 }_{−1} = k∑ m=0 ω(m)^{−1} ∏ 0≤j≤k j≠m (π_m − π_j )^{−2} −1 , (3.5.3)

gde ρ_k = ω(k)^{−1} · k−1∏ j=0 (π_k − π_j )^{−2};

p_k = −q_k · k−1∑ m=0 ρ_m π_k − π_m , (3.5.4) i r_k = −q_k · {_{k−1} ∑ m=0 ρ_m π_k − π_m }_2

. (3.5.5)

Zameqanie 3.5.3. Iz sootnoxeniæ (3.5.2), (3.5.3) i (3.5.4) sleduet, qto esli mnoßestvo ortogonal~nosti X soderßitsØ v R, i libo π_0 > π_1 > π_2 > · · · , libo

π_0 < π_1 < π_2 < · · · (i vesovaØ funkciØ ω strogo poloßitel~na), to ρ_m > 0 pri 0 ≤ m ≤ k − 1, q_k > 0, otkuda p_k ≠ 0.

Dokazatel~stvo. Iz lemmy 3.4.1 sleduet, qto Ak — edinstvennaØ matrica, udovletvorØ¸waØ sisteme uravneniæ:

A_k · m_k(π_k)w(π_k ) = 0, (3.5.6) m_k(π_k)w(π_k ) + A_k · m^′_k(π_k)w(π_k ) = A_k · m_k(π_k). (3.5.7)

PodstavlØØ (3.5.1) v (3.5.6), poluqaem (3.5.4). OstaetsØ dokazat~ (3.5.3), poskol~ku (3.5.5) togda sleduet iz p^2_k = −q_kr_k. DlØ fftogo rassmotrim fflementy (1, 2) obeih storon (3.5.7). Pervoe slagaemoe v levoæ qasti daet vklad ω(k) · ∏_{k−1} j=0 (π_k − π_j ) v fflement (1, 2). Rassmotrim vtoroe slagaemoe. My moßem

perepisat~ ego kak d dζ | | |_{ζ=πk} ( A_k · m_k(ζ)w(π_k ) ) = = d dζ | | |_{ζ=πk} { (ζ − π_0) · · · (ζ − π_{k−1}) · ω(k) · A_k · [ 0 1 0 ∑_{k−1} m=0 ρ_m ζ−π_m ]} .

Esli proizvodnaØ padaet na mnoßitel~ (ζ −π_0) · · · (ζ −π_{k−1}), to sootvetstvu¸wiæ qlen raven nul¸ vvidu (3.5.6). Sledovatel~no, vse vyraßenie ravno

(π_k − π_0) · · · (π_k − π_{k−1}) · A_k · ω(k) · [ 0 0 0 − ∑_{k−1} m=0 ρ_m (π_k−π_m)2 ] = = ω(k) · k−1∏ j=0 (π_k − π_j ) · [ 0 −q_k · ∑_{k−1} m=0 ρ_m (π_k−π_m)2 0 ∗ ] . Nakonec, fflement (1, 2) matricy A_k · m_k(π_k) raven q_k · ∏_{k−1} j=0 (π_k − π_j )^{−1}. Takim

obrazom, sravnivaØ fflementy (1, 2) obeih qasteæ (3.5.7), poluqaem k−1∏ j=0 (π_k − π_j ) · ω(k) · k−1∑ m=0 ρ_m (π_k − π_m)^2 + k−1∏ j=0 (π_k − π_j )^{−1} · q_k = ω(k) · k−1∏ j=0 (π_k − π_j ),

otkuda sleduet (3.5.3).

Zameqanie 3.5.4. Dva predloßeniØ, kotorye tol~ko qto byli dokazany, da¸t Øvnye formuly dlØ matric m_k(ζ) i A_k. S pomow~¸ fftih formul my takße moßem naæti funkcii m_{k+1}(ζ) i M_k(ζ). Deæstvitel~no, iz pary Laksa (3.2.3), (3.2.4) poluqaem

m_{k+1}(ζ) = ( I + A_k ζ − π_k ) m_k(ζ), (3.5.8)

M_k(ζ) = m_k(σζ)D(ζ)m^{−1}_{k+1}(ζ) = m_k(σζ)D(ζ)m^{−1}_k (ζ) ( I − A_k ζ − π_k ) . (3.5.9)

NesmotrØ na to, qto ffto daet Øvnu¸ formulu dlØ M_k(ζ), ona okazyvaetsØ slixkom neudobna dlØ ispol~zovaniØ. V sluqae, kogda matrica D(ζ) lineæna po ζ, imeetsØ bolee Øvnyæ rezul~tat:

Predloßenie 3.5.5. Predpoloßim, qto d1(ζ) = λ1ζ + μ1, d2(ζ) = λ2ζ + μ2, gde

λ_1, λ_2, μ_1, μ_2 ∈ C — konstanty (nekotorye iz kotoryh mogut obnulØt~sØ). Togda

M_k(ζ) = [ η^k(λ_1ζ + μ_1) + η^kλ_1(π_0 − π_k − p_k) −η^kλ_1q_k −η^{−k}λ_2r_k + (η^{k−1}λ_1 − η^{−k}λ_2) ∑_{k−1} m=0 ρ_m η^{−k}(λ_2ζ + μ_2) + η^{−k}λ_2(p_k + π_k − π_0) ]

(3.5.10)

gde p_k, q_k, r_k, ρ_m da¸tsØ formulami (3.5.4), (3.5.3), (3.5.5) i (3.5.2).

Dokazatel~stvo. Poskol~ku funkciØ Mk(ζ) ØvlØetsØ celoæ, po teoreme LiuvillØ dostatoqno pokazat~, qto ravenstvo (3.5.10) vypolnØetsØ s toqnost~¸ do qlenov porØdka ζ^{−1} pri ζ → ∞. DlØ fftogo zametim, qto iz (3.5.1) i (3.2.2) my poluqaem m_k(σζ) = [ η^k(ζ − π_1) · · · (ζ − π_k) 0 η^{k−1}(ζ − π_1) · · · (ζ − π_k) ∑_{k−1} m=0 ρ_m ζ−π_m+1 η −k(ζ − π_1)^{−1} · · · (ζ − π_k)^{−1} ] . (3.5.11)

No iz (3.5.9) sleduet, qto

M_k(ζ) = { m_k(σζ) [ ζ^{−k} ) 0 ζ^k ]} · D(ζ) · { m_k(ζ) [ ζ^{−k} 0 0 ζ^k ]}_{−1} · ( I − A_k ζ − π_k ) . PodstavlØØ (3.5.1) i (3.5.11) v posledn¸¸ formulu, poluqaem (3.5.10). 3.5.3. Posledniæ rezul~tat fftogo paragrafa — vyqislenie opredeliteleæ Fredgol~ma D_k i D_{k+1}. My pol~zuemsØ teoretiko-veroØtnostnoæ interpretacieæ opredeliteleæ D_s, opisannoæ v paragrafe 3.3.5. Moßno pokazat~ (ffto standartnyæ rezul~tat iz teorii sluqaænyh matric, sm., naprimer, [80]) qto konstanta Z iz (3.3.16) ravna proizvedeni¸ kvadratov norm pervyh k ortogonal~- nyh mnogoqlenov so starximi kofffficientami, ravnymi 1: Z = k−1∏ i=0 (P_i, P_i)_ω. (3.5.12)

Predloßenie 3.5.6. V oboznaqeniØh §3.3, pust~ X ⊂ R — diskretnoe mnoße-

stvo, {P_n(ζ)} — semeæstvo ortogonal~nyh mnogoqlenov, otveqa¸wih nekotoroæ strogo poloßitel~noæ vesovoæ funkcii ω : X → R, i konstanta Z opredelena soglasno (3.5.12). Togda

D_k = 1 Z · ∏ 0≤i<j≤k−1 (π_i − π_j )^2 · k−1∏ l=0 ω(l), (3.5.13)

D_{k+1} = ω(k) · q^{−1}_k · D_k · k−1∏ l=0 (π_k − π_l)^2, (3.5.14)

gde q_k daetsØ formuloæ (3.5.3).

Dokazatel~stvo. Napomnim, qto dlØ s ∈ Z≥k, s ≤ N, my opredelili Zs =

{π_x}^{s−1}_{x=0}, Y_s = X \ Z_s, i D_s = det(1 − K | |Ys×Ys^). Pofftomu podmnoßestvo X ne peresekaetsØ s Y_s, esli i tol~ko esli ono soderßitsØ v Z_s. Suwestvuet tol~ko odno podmnoßestvo Z_k mownosti k, a imenno, samo Z_k = {π_0, . . . , π_{k−1}}. Primenenie (3.3.17) daet (3.5.13). Dalee, suwestvuet k + 1 podmnoßestv Z_{k+1} mownosti k, a imenno, ffto mnoßestva vida Z_{k+1} \ {π_m} pri 0 ≤ m ≤ k. Primenenie (3.3.17) daet

D_{k+1} = 1 Z · k∏ l=0 ω(l) · k∑ m=0 1 ω(m) ∏ 0≤i<j≤k i,j≠m (π_i − π_j )^2 .

Pol~zuØs~ (3.5.2), (3.5.3) i (3.5.13), my vidim, qto poslednee uravnenie ffkvivalentno (3.5.14).

3.6. Pary Laksa dlØ diskretnyh ortogonal~nyh mnogoqlenov shemy Aski 3.6.1. V fftom paragrafe my rassmatrivaem vesovye funkcii, kotorye voznika- ¸t v sootnoxeniØh ortogonal~nosti dlØ gipergeometriqeskih i bazisnyh gipergeometriqeskih ortogonal~nyh mnogoqlenov shemy Aski. Spravoqnik [75]

ØvlØetsØ naxeæ osnovnoæ ssylkoæ po sheme Aski. Nas budut interesovat~ tol~- ko te semeæstva, dlØ kotoryh mnoßestvo ortogonal~nosti diskretno. Poskol~- ku naxeæ koneqnoæ cel~¸ ØvlØetsØ rekurrentnoe sootnoxenie dlØ associirovannyh opredeliteleæ Fredgol~ma, my ne nakladyvaem uslovie lokal~noæ koneqnosti na X. Tem ne menee, naxi osnovnye predpoloßeniØ dolßny byt~ vypolneny dlØ togo, qtoby metod srabotal. �ti predpoloßeniØ ne vypolnØ¸tsØ dlØ sledu¸wih semeæstv diskretnyh ortogonal~nyh mnogoqlenov: mnogoqleny Rak&a ([75], §1.2), dual~nye mnogoqleny Hana ([75], §1.6), mnogoqleny q-Raka ([75], §3.2), bol~xie mnogoqleny q-˚kobi ([75], §3.5), bol~xie mnogoqleny q- Leßandra ([75], §3.5.1), dual~nye mnogoqleny q-Hana ([75], §3.7), bol~xie mnogoqleny q-Lagerra ([75], §3.11), dual~nye mnogoqleny q-Kravquka ([75], §3.17), mnogoqleny Al-Salama–Karlica I ([75], §3.24), mnogoqleny q-�rmita I ([75], §3.28).

3.6.2. Privedem teper~ spisok semeæstv ortogonal~nyh mnogoqlenov, k kotorym naxi rezul~taty primenimy. Vmesto togo, qtoby v kaßdom sluqae vypisyvat~ paru Laksa, my budem lix~ privodit~ mnoßestvo ortogonal~nosti X, vesovu¸ funkci¸ ω(x), affinnoe preobrazovanie σ : C → C i sootvetstvu¸wie celye funkcii d_1(ζ), d_2(ζ), kotorye udovletvorØ¸t usloviØm teoremy 3.2.1(b). DlØ bazisnyh gipergeometriqeskih mnogoqlenov my budem predpolagat~, qto 0 < q < 1. �to uslovie garantiruet, qto X ⊂ R, i vesovaØ funkciØ strogo poloßitel~na i imeet koneqnye momenty.

• Mnogoqleny Hana ([75], §1.5): X = {0, . . . , N}, N ∈ Z¿_0; ω(x) = ( α + x x )( β + N − x N − x ) , gde α, β > −1 ili α, β < −N; σζ = ζ − 1, d_1(ζ) = ζ(ζ − β − N − 1), d_2(ζ) = (ζ − N − 1)(ζ + α).

• Mnogoqleny Meæksnera ([75], §1.9): X = Z¿_0; ω(x) = (β)_x x! c^x, gde β > 0 i 0 < c < 1;

σζ = ζ − 1, d_1(ζ) = ζ, d_2(ζ) = cζ + c(β − 1).

• Mnogoqleny Kravquka ([75], §1.10): X = {0, . . . , N}, N ∈ Z¿_0; ω(x) = ( N x ) p^x(1 − p)^{N−x}, gde 0 < p < 1;

σζ = ζ − 1, d_1(ζ) = ζ, d_2(ζ) = p p − 1 (ζ − N − 1). • Mnogoqleny Xarl~e ([75], §1.12): X = Z¿_0; ω(x) = a^x x! , gde a > 0;

σζ = ζ − 1, d_1(ζ) = ζ, d_2(ζ) = a.

• Mnogoqleny q-Hana ([75], §3.6): X = {q^{−x} | |x = 0, . . . , N}, N ∈ Z¿_0; ω(x) = (αq; q)_x(q^{−N} ; q)_x (q; q)_x(β^{−1}q^{−N} ; q)_x (αβq)^{−x}, gde 0 < α, β < q^{−1} ili α, β > q^{−N} ; σζ = qζ, d_1(ζ) = αβ(ζ − 1)(ζ − β^{−1}q^{−N−1}), d_2(ζ) = (ζ − α)(ζ − q^{−N−1}). • Malye mnogoqleny q-˚kobi ([75], §3.12): X = {q^x | |x ∈ Z¿_0}; ω(x) = (bq; q)_x (q; q)_x (aq)^x, gde 0 < a < q^{−1} i b < q^{−1};

σζ = q^{−1}ζ, d_1(ζ) = ζ − 1, d_2(ζ) = a(bζ − 1).

• Mnogoqleny q-Meæksnera ([75], §3.13): X = {q^{−x} | x ∈ Z¿0}; ω(x) = (bq; q)_x (q; q)_x(−bcq; q)_x c^xq(^{x2}), gde 0 < b < q^{−1} i c > 0; σζ = qζ, d_1(ζ) = (ζ − 1)(ζ + bc), d_2(ζ) = c(ζ − b). • Kvantovye mnogoqleny q-Kravquka ([75], §3.14): X = {q^{−x} | |x = 0, . . . , N}, N ∈ Z¿0; ω(x) = (pq; q)_{N−x} (q; q)_x(q; q)_{N−x} (−1)^{N−x}q(^{x2}), gde p > q^{−N} ;

σζ = qζ, d_1(ζ) = (ζ − 1)(pq^{N+1}ζ − 1), d_2(ζ) = 1 − q^{N+1}ζ.

• Mnogoqleny q-Kravquka ([75], §3.15): X = {q^{−x} | |x = 0, . . . , N}, N ∈ Z¿_0; ω(x) = (q^{−N} ; q)_x (q; q)_x (−p)^{−x}, gde p > 0; σζ = qζ, d_1(ζ) = p(ζ − 1), d_2(ζ) = q^{−N} − qζ. • Affinnye mnogoqleny q-Kravquka ([75], §3.16): X = {q^{−x} | |x = 0, . . . , N}, N ∈ Z¿0; ω(x) = (pq; q)_x(q; q)_N (q; q)_x(q; q)_{N−x} (pq)^{−x}, gde 0 < p < q^{−1};

σζ = qζ, d_1(ζ) = p(ζ − 1), d_2(ζ) = (ζ − p)(q^{N+1}ζ − 1).

• Malye mnogoqleny q-Lagerra/Volla ([75], §3.20): X = {q^x | |x ∈ Z¿_0}; ω(x) = (aq)^x (q; q)_x , gde 0 < a < q^{−1};

σζ = q^{−1}ζ, d_1(ζ) = ζ − 1, d_2(ζ) = −a.

• Al~ternativnye mnogoqleny q-Xarl~e ([75], §3.22): X = {q^x | |x ∈ Z¿_0}; ω(x) = a^x (q; q)_x q(^{x+12} ), gde a > 0;

σζ = q^{−1}ζ, d_1(ζ) = ζ − 1, d_2(ζ) = − a q ζ. • Mnogoqleny q-Xarl~e ([75], §3.23): X = {q^{−x} | |x ∈ Z¿_0}; ω(x) = a^x (q; q)_x q(^{x2}), gde a > 0; σζ = qζ, d_1(ζ) = ζ − 1, d_2(ζ) = a. • Mnogoqleny Al-Salama–Karlica II ([75], §3.25): X = {q^{−x} | |x ∈ Z¿_0}; ω(x) = q^{x2} a^x (q; q)_x(aq; q)_x , gde a > 0; σζ = qζ, d_1(ζ) = (ζ − 1)(ζ − a), d_2(ζ) = a. 3.6.3. V sledu¸wih treh paragrafah (§§3.7–3.9) rassmatriva¸tsØ razliqnye sposoby “rexeniØ” uravneniæ sovmestnosti dlØ par Laksa v sluqaØh, pereqislennyh vyxe. Pod “rexeniem” usloviØ sovmestnosti (3.4.5) my ponimaem nabor formul, kotorye pozvolØ¸t vyrazit~ fflementy matric M^{(i)}_{s+1}, A_{s+1} kak racional~nye funkcii fflementov matric M^{(i)}s , A_s, gde M_s(ζ) = M^{(l)}s ζ^l +· · ·+M^{(0)}s ,

M^{(i)}_s ∈ Mat(2, C ), dlØ vseh s. Naibolee obwiæ sluqaæ, v kotorom nam udalos~ re-

xit~ uslovie sovmestnosti Øvno, — ffto kogda funkcii d_1(ζ) i d_2(ζ) lineæny ili postoØnny, sm. §3.7. Koneqnye formuly mogut byt~ ispol~zovany dlØ praktiqeskih (naprimer, qislennyh) vyqisleniæ, no, naskol~ko nam izvestno, oni ne sovpada¸t ni s odnoæ izvestnoæ sistemoæ raznostnyh uravneniæ. V nekotoryh bolee special~nyh sluqaØh my svodim uslovie sovmestnosti k uravneniØm iz ierarhii diskretnyh uravneniæ Penleve, postroennoæ Sakai v [97]. 3.6.4. V §3.8 my rexaem uravnenie sovmestnosti (3.4.5) v sluqae, kogda mnoßestvo ortogonal~nosti imeet vid X = {x ∈ Z¿_0 | |x ≤ N} (N ∈ Z¿_0 ∪ {∞}), i funkcii d_1(ζ), d_2(ζ) lineæny, s pomow~¸ metoda, otliqa¸wegosØ ot §3.7. My pokazyvaem, qto esli obe funkcii d_1, d_2 ne postoØnny, to uslovie sovmestnosti (v obwem poloßenii) ffkvivalentno uravneni¸ dPV, vpervye postroennomu v [97]. Esli ße d_2 postoØnna, to uslovie sovmestnosti (v obwem poloßenii) ffkvivalentno uravneni¸ dPIV, sm. teoremu 3.8.3. �tot rezul~tat pozvolØet Øvno vypisat~ rekurrentnye sootnoxeniØ v sluqae mnogoqlenov Meæksnera, Kravquka i Xarl~e, sm. §3.10.

3.6.5. Qto kasaetsØ bazisnyh ortogonal~nyh gipergeometriqeskih mnogoqlenov, v §3.9 my pokazyvaem (sm. teoremu 3.9.1(b)), qto v sluqae, kogda mnoßestvo ortogonal~nosti imeet vid X = {q^{−s}}^N_{s=0} (N ∈ Z¿_0 ∪ {∞}) i funkcii d_1(ζ) i d_2(ζ) lineæny i ne postoØnny, to uslovie sovmestnosti sootvetstvu¸weæ pary Laksa ffkvivalentno uravneni¸ q-PVI, postroennomu Dßimbo i Sakai. Poskol~ku slu-

qaæ X = {q^{s|}s ∈ Z¿0} svoditsØ k predyduwemu zamenoæ q na q^{−1}, ffta situaciØ po-

kryvaet sledu¸wie semeæstva ortogonal~nyh mnogoqlenov: malye mnogoqleny q-˚kobi i mnogoqleny q-Kravquka (ona ne pokryvaet al~ternativnye mnogoqleny q-Xarl~e, potomu qto postoØnnye qleny funkciæ d_1(ζ) i d_2(ζ) dolßny byt~ ne ravny nul¸, sm. teoremu 3.9.3). Esli odna iz funkciæ d_1(ζ), d_2(ζ) lineæna, a drugaØ postoØnna, to uslovie sovmestnosti svoditsØ k nekotoromu vyroßdeni¸ uravneniØ q-PVI, sm. paragraf 3.9.3. �to pozvolØet rexit~ uslovie sovmestnosti dlØ malyh mnogoqlenov q-Lagerra/Volla i dlØ mnogoqlenov q-Xarl~e.

OkazyvaetsØ, odnako, qto rexenie usloviæ sovmestnosti putem svedeniØ ih k uravneni¸ q-PVI (ili ego vyroßdeni¸) neprosto realizovat~ tehniqeski. Vmesto fftogo dlØ togo, qtoby naæti rekurrentnye sootnoxeniØ dlØ opredeliteleæ Fredgol~ma, associirovannyh s klassiqeskimi semeæstvami bazisnyh gipergeometriqeskih mnogoqlenov, my predpoqitaem ispol~zovat~ bolee obwie formuly iz §3.7 (sm. §3.10). Nedostatok formul §3.7, po sravneni¸ s q-PVI, sostoit v tom, qto odin xag rekurrencii trebuet vyqisleniØ bolee qem dvuh posledovatel~nosteæ, togda kak dlØ q-PVI dvuh posledovatel~nosteæ dostatoqno, sm. teoremy 3.7.2 i 3.9.3 niße.

3.7. Rexenie usloviØ sovmestnosti: obwiæ sluqaæ 3.7.1. V fftom paragrafe my “rexaem” (v smysle paragrafa 3.6.3) uslovie sovmestnosti ( I + η^{−1}A_s ζ − π_{s+1} ) M_s(ζ) = M_{s+1}(ζ) ( I + A_{s+1} ζ − π_{s+1} ) , (3.7.1)

vyvedennoe v §3.4 (sm. uravnenie (3.4.5)), v sluqae, kogda matrica D(ζ) iz teoremy 3.2.1(b) lineæno zavisit ot ζ. Nax podhod osnovan na sledu¸wem prostom nabl¸denii.

Predloßenie 3.7.1. Esli Ms(ζ) = Λ·ζ +Cs dlØ vseh s, gde Cs ne zavisit ot ζ, i Λ

— fiksirovannaØ matrica, ne zavisØwaØ ot ζ i s, to v predpoloßenii A^2_{s+1} = 0 uslovie sovmestnosti (3.7.1) ffkvivalentno sledu¸weæ sisteme lineænyh uravneniæ:

(π_{s+1}Λ + C_s + η^{−1}A_sΛ) · A_{s+1} = η^{−1}A_s · (π_{s+1}Λ + C_s), (3.7.2)

C_{s+1} = C_s + η^{−1}A_sΛ − ΛA_{s+1}. (3.7.3)

Dokazatel~stvo. Sravnenie asimptotiki obeih qasteæ (3.7.1) pri ζ → ∞ daet (3.7.3). Vyqislenie vyqetov obeih qasteæ (3.7.1) v toqke ζ = π_{s+1} daet

η^{−1}A_s · (π_{s+1}Λ + C_s) = (π_{s+1}Λ + C_{s+1}) · A_{s+1}.

PodstavlØØ (3.7.3) v poslednee uravnenie i ispol~zuØ predpoloßenie A^2_{s+1} = 0, poluqaem (3.7.2).

3.7.2. Zametim teper~, qto esli matrica πs+1Λ + Cs + η^{−1}AsΛ obratima, to sistema (3.7.2), (3.7.3) uße imeet edinstvennoe rexenie (A_{s+1}, C_{s+1}). Poskol~- ku uslovie sovmestnosti (3.7.1) vsegda imeet edinstvennoe rexenie po teoreme 3.4.2(b), iz predloßeniØ 3.7.1 sleduet, qto v fftom sluqae rexenie (3.7.2), (3.7.3) takße ØvlØetsØ rexeniem (3.7.1). NesmotrØ na to, qto my ne dokazyvaem obratimost~ matricy π_{s+1}Λ + C_s + η^{−1}A_sΛ v obwem sluqae, Øvnye vyqisleniØ, kotorye my prodelali dlØ pØti semeæstv bazisnyh gipergeometriqeskih ortogonal~nyh mnogoqlenov (sm. §3.10), pokazyva¸t, qto sledu¸wiæ rezul~tat (teorema 3.7.2) okazyvaetsØ poleznym.

3.7.3. Vvedem nekotorye oboznaqeniØ. Pust~ d1(ζ) = λ1ζ +μ1, d2(ζ) = λ2ζ +μ2, gde

λ_1, μ_1, λ_2, μ_2 ∈ C — konstanty. Iz teoremy 3.2.1(c) sleduet, qto predpoloßenie

predloßeniØ 3.7.1 vypolneno dlØ Λ = diag(–_1, –_2), gde –_1 = η^kλ_1 i –_2 = η^{−k}λ_2. Zapixem

A_s = [ p_s q_s r_s −p_s ] i C_s = [ α_s β_s γ_s δ_s ] . Nakonec, opredelim ϵ_s = det(π_{s+1}Λ + C_s + η^{−1}A_sΛ). Teorema 3.7.2. Imeet mesto ravenstvo

ϵ_s = d_1(π_{s+1})d_2(π_{s+1}) + η^{−1}–_1(p_sδ_s − r_sβ_s) − η^{−1}–_2(p_sα_s + q_sγ_s). (3.7.4) Esli ϵ_s ≠ 0, to vypolnØ¸tsØ sledu¸wie formuly:

p_{s+1} = −η^{−1}p^{−1}_s ϵ^{−1}_s · (p_sβ_s + q_sδ_s + –_2π_{s+1}q_s) · (r_sα_s − p_sγ_s + –_1π_{s+1}r_s), (3.7.5) q_{s+1} = η^{−1}q^{−1}_s ϵ^{−1}_s · (p_sβ_s + q_sδ_s + –_2π_{s+1}q_s)^2, (3.7.6) r_{s+1} = η^{−1}r^{−1}_s ϵ^{−1}_s · (r_sα_s − p_sγ_s + –_1π_{s+1}r_s)^2, (3.7.7) α_{s+1} = α_s + η^{−1}–_1p_s − –_1p_{s+1}, (3.7.8) β_{s+1} = β_s + η^{−1}–_2q_s − –_1q_{s+1}, (3.7.9) γ_{s+1} = γ_s + η^{−1}–_1r_s − –_2r_{s+1}, (3.7.10) δ_{s+1} = δ_s − η^{−1}–_2p_s + –_2p_{s+1}, (3.7.11)

u_s = −–_2γ_s + p_s q_s · (–1δs − –2αs) +^{p2s}_{q2s} · –1βs, (3.7.12)

gde u_s opredeleny v teoreme 3.3.2(b).

My opuskaem dokazatel~stvo, poskol~ku ono polnost~¸ sostoit iz prØmyh vyqisleniæ. Snaqala vyvoditsØ sootnoxenie (3.7.4) s pomow~¸ toßdestva

det M_s(ζ) ≡ det D(ζ),

kotoroe sleduet iz lemmy 3.1.1. Esli ϵ_s ≠ 0, to my perepisyvaem (3.7.2) v vide

A_{s+1} = η^{−1} · (π_{s+1}Λ + C_s + η^{−1}A_sΛ)^{−1} · A_s · (π_{s+1}Λ + C_s).

VypisyvaØ proizvedenie matric v pravoæ qasti Øvno, poluqaem (3.7.5)–(3.7.7). Togda (3.7.3) daet (3.7.8)–(3.7.11). Nakonec, (3.7.12) nemedlenno sleduet iz opredeleniØ u_s.

3.8. PØtoe i qetvertoe raznostnye uravneniØ Penleve 3.8.1. V fftom paragrafe my predpolagaem, qto mnoßestvo ortogonal~nosti imeet vid X = {x ∈ Z¿_0 | |x ≤ N} (N ∈ Z¿_0 ∪ {∞}), tak qto v oboznaqeniØh §3.2, σζ = ζ − 1 i η = 1. Naxeæ cel~¸ ØvlØetsØ dokazatel~stvo togo, qto esli funk-

cii d_1(ζ) i d_2(ζ) lineæny, to uslovie sovmestnosti (3.4.5) ffkvivalentno libo pØtomu, libo qetvertomu raznostnomu uravneni¸ Penleve iz ierarhii [97].

Soglasno teoreme 3.2.1, poskol~ku π_0 = 0, dolßno vypolnØt~sØ sootnoxenie d_1(0) = 0. Poskol~ku rol~ igraet lix~ otnoxenie d_1(ζ)/d_2(ζ), bez poteri obwnosti my moßem predpolagat~, qto d_1(ζ) = ζ i d_2(ζ) = ξζ + τ dlØ nekotoryh konstant ξ, τ ∈ C (esli Øvno ne ukazano obratnoe, my ne iskl¸qaem sluqaæ

ξ = 0). Iz teoremy 3.2.1(c) poluqaem

M_s(ζ) = Λζ + C_s, gde Λ = [ 1 0 0 ξ ] i C_s = [ C^{11}_s C^{12}_s C^{21}_s C^{22}_s ] . Togda uslovie sovmestnosti (3.4.5) prinimaet vid ( I + A_s ζ − (s + 1) ) · ( Λζ + C_s ) = ( Λζ + C_{s+1} ) · ( I + A_{s+1} ζ − (s + 1) ) , (3.8.1)

gde A_s = [ p_s q_s r_s −p_s ] . Sledu¸wiæ rezul~tat pozvolØet postroit~ udobnu¸ pa-

rametrizaci¸ matric A_s i C_s, kotoraØ privodit k Øvnomu rexeni¸ uravneniØ (3.8.1).

Lemma 3.8.1. Ime¸t mesto ravenstva

C^{11}_s + p_s = −k, C^{22}_s − ξp_s = ξk + τ, C^{12}_s C^{21}_s = C^{11}_s C^{22}_s (3.8.2)

dlØ vseh s ∈ Z_{≥k}, s ≤ N.

Dokazatel~stvo. Iz asimptotiki obeih qasteæ ravenstva (3.8.1) pri ζ → ∞ poluqaem

C_s + A_sΛ = C_{s+1} + ΛA_{s+1}, (3.8.3)

otkuda sleduet, qto

C^{11}_s + p_s = C^{11}_{s+1} + p_{s+1} i C^{22}_s − ξp_s = C^{22}_{s+1} − ξp_{s+1}

pri vseh s ∈ Z_{≥k}, s < N. �to oznaqaet, qto vyraßeniØ C^{11}_s + p_s i C^{22}_s − ξp_s ne zavisØt ot s. No my znaem iz predloßeniØ 3.5.5, qto

C_k = [ −k − p_k −q_k −ξr_k + (1 − ξ) ∑_{k−1} m=0 ρ_m τ + ξ(p_k + k) ] , (3.8.4)

otkuda C^{11}_k +p_k = −k i C^{22}_k −ξp_k = ξk +τ , qto dokazyvaet pervye dva ravenstva iz (3.8.2). DlØ dokazatel~stva tret~ego ravenstva zametim, qto det M_s(ζ) = det D(ζ) dlØ vseh ζ iz (3.2.4) i lemmy 3.1.1, i voz~mem ζ = 0.

3.8.2. Iz lemmy 3.8.1 sleduet, qto pri vseh s ∈ Z≥k, s ≤ N, matricy As i Cs mogut byt~ parametrizovany sledu¸wim obrazom:

A_s = (k + b_s) [ −1 −α_sβ_s 1/(α_sβ_s) 1 ] , C_s = [ b_s b_sβ_s (τ − ξb_s)/β_s τ − ξb_s ] . (3.8.5)

Zameqanie 3.8.2. �ta parametrizaciØ uße ispol~zovalas~ vo vtoroæ qasti (sm. ravenstvo (2.12.8)). Dokazatel~stvo teoremy niße osnovano na toæ ße idee, qto i dokazatel~stvo predloßeniØ 2.12.3. Na samom dele, situaciØ, rassmotrennaØ v §2.12, sootvetstvuet, s nebol~ximi izmeneniØmi, vesovoæ funkcii mnogoqlenov Meæksnera (sm. §3.6 vyxe). Zdes~ my rassmatrivaem bolee obwu¸ situaci¸, razrexaØ d_2(ζ) byt~ proizvol~noæ lineænoæ funkcieæ, qto pozvolØet rassmotret~ mnogoqleny Kravquka i Xarl~e v dopolnenie k mnogoqlenam Meæksnera.

Zametim takße, qto parametrizaciØ (3.8.5) imeet smysl, esli matricy A_s i C_s nahodØtsØ v obwem poloßenii. Esli ße, naprimer, C^{12}_s = 0, a C^{11}_s ≠ 0, to (3.8.5) ne imeet smysla. Kogda my popytaemsØ rexit~ (3.8.1) v terminah parametrizacii (3.8.5), my stolknemsØ s pohoßimi trudnostØmi: formuly budut soderßat~ racional~nye funkcii, i, voobwe govorØ, ne oqevidno, qto vse znamenateli ne obrawa¸tsØ v nul~. Podrobnoe obsußdenie takih trudnosteæ soderßitsØ v §2.12. RassußdeniØ, privedennye tam, mogut byt~ legko pereneseny na bolee obwu¸ situaci¸, kotoru¸ my rassmatrivaem v fftom paragrafe. Teorema 3.8.3. (a) Pust~ ξ ≠ 0. Vvedem novye peremennye fs, gs qerez

f_s = −k − b_s + s 1 − α_s , g_s = −α_s. (3.8.6)

Togda v parametrizacii (3.8.5) rekurrentnoe sootnoxenie (3.8.1) imeet sledu¸- wee rexenie:

f_{s+1} + f_s = −(k + τ /ξ) + s 1 + g_s + τ /ξ + s + 1 1 + ξg_s , (3.8.7)

g_{s+1}g_s =

(f_{s+1} − 1 − s)(f_{s+1} − 1 − s + k) ξf_{s+1}(f_{s+1} + k + τ /ξ)

, (3.8.8) β_{s+1} β_s = − ξg_s g_{s+1} · (1 + g_{s+1})f_{s+1} + (k + τ /ξ)g_{s+1} − s − 1 (1 + ξg_s)f_{s+1} + k − s − 1

. (3.8.9)

(b) Pust~ teper~ ξ = 0, Vvedem novye peremennye f_s, g_s qerez

f_s = α^{−1}_s , g_s = τ α_s + b_s + s + 1. (3.8.10)

Togda v parametrizacii (3.8.5) rekurrentnoe sootnoxenie (3.8.1) imeet sledu¸- wee rexenie: f_sf_{s+1} = τ g_s (g_s − s − 1)(g_s + k − s − 1)

, (3.8.11)

g_s + g_{s+1} = τ f_{s+1} − s + 1 1 − f_{s+1}

− k + 2s + 3. (3.8.12) β_{s+1} β_s = τ f_s(g_s + k − s − 1)

. (3.8.13)

Zameqanie 3.8.4. (a) Esli poloßit~ f = fs,^¯f = fs+1, g = gs, ḡ = gs+1, to sootnoxeniØ (3.8.7), (3.8.8) predstavlØ¸t soboæ qastnyæ sluqaæ raznostnogo uravneniØ Penleve V (dPV) iz [97], §7. Parametry λ, a_0, a_1, a_2, a_3, a_4 v naxem sluqae ravny:

a_0 = τ /ξ + s + 1, a_1 = s, a_2 = −s,

a_3 = −(k + τ /ξ), a_4 = k, λ = a_1 + 2a_2 + a_3 + a_4 + a_0 = 1.

(b) Esli poloßit~ f = f_{s+1}, f̄ = f_s, g = g_{s+1}, ḡ = g_s, to sootnoxeniØ (3.8.11), (3.8.12) predstavlØ¸t soboæ qastnyæ sluqaæ raznostnogo uravneniØ Penleve IV

(dPIV) iz [97], §7. Parametry λ, a_0, a_1, a_2, a_3 ravny:

a_0 = −s − 2, a_1 = 1, a_2 = k,

a_3 = s + 2 − k, λ = a_1 + a_2 + a_3 + a_0 = 1.

Dokazatel~stvo teoremy 3.8.3. DlØ pervoæ qasti dokazatel~stva net neobhodimosti razdelØt~ sluqai ξ ≠ 0 i ξ = 0. Vyqislim vyqety obeih qasteæ (3.8.1) v toqke ζ = s + 1: A_s · ( (s + 1)Λ + C_s ) = ( (s + 1)Λ + C_{s+1} ) · A_{s+1}, t.e.,

(k + b_s) [ −1 −α_sβ_s 1/(α_sβ_s) 1 ] [ s + 1 + b_s b_sβ_s (τ − ξb_s)/β_s ξ(s + 1) + τ − ξb_s ] = (k + b_{s+1}) [ s + 1 + b_{s+1} b_{s+1}β_{s+1} (τ − ξb_{s+1})/β_{s+1} ξ(s + 1) + τ − ξb_{s+1} ] [ −1 −α_{s+1}β_{s+1} 1/(α_{s+1}β_{s+1}) 1 ] . SravnivaØ diagonal~nye qleny obeih storon, poluqaem sistemu iz dvuh uravneniæ

(k + b_s) · [ −(τ − ξb_s)α_s − (s + 1) − b_s ] = (k + b_{s+1}) · [ b_{s+1}/α_{s+1} − (s + 1) − b_{s+1} ] , (3.8.14)

(k + b_s) · [ b_s/α_s + ξ(s + 1) + τ − ξb_s ] = (k + b_{s+1}) · [ −(τ − ξb_{s+1})α_{s+1} + ξ(s + 1) + τ − ξb_{s+1} ] . (3.8.15) Esli umnoßit~ (3.8.14) na α_{s+1}, umnoßit~ (3.8.15) na α_s i poqlenno sloßit~, to my poluqim uravnenie, kotoroe moßet byt~ perepisano sledu¸wim obrazom:

(k + b_s) · [ (1 − ξα_s)(1 − α_{s+1})b_s + τ α_s(1 − α_{s+1}) + ξ(s + 1)α_s − (s + 1)α_s ] = (k + b_{s+1}) · [ (1 − ξα_s)(1 − α_{s+1})b_{s+1} + τ α_s(1 − α_{s+1}) + ξ(s + 1)α_s − (s + 1)α_s ] . (3.8.16)

Vyqtem levu¸ qast~ fftogo uravneniØ iz ego pravoæ qasti i razdelim raznost~ na (1 − ξα_s)(1 − α_{s+1})(b_{s+1} − b_s). ZameqaØ, qto (k + b_{s+1})b_{s+1} − (k + b_s)b_s = (k + b_{s+1} +

b_s)(b_{s+1} − b_s), poluqaem

k + b_s + b_{s+1} + τ α_s + s + 1 1 − ξα_s − s + 1 1 − α_{s+1}

= 0. (3.8.17)

Predpoloßim teper~, qto ξ ≠ 0. V fftom sluqae netrudno uvidet~, qto v oboznaqeniØh (3.8.6) poslednee uravnenie ffkvivalentno (3.8.7). Qtoby poluqit~ (3.8.8), razdelim (3.8.15) na (3.8.14). �to daet b_s/α_s + ξ(s + 1) + τ − ξb_s −(τ − ξb_s)α_s − (s + 1) − b_s = −(τ − ξb_{s+1})α_{s+1} + ξ(s + 1) + τ − ξb_{s+1} b_{s+1}/α_{s+1} − (s + 1) − b_{s+1}

. (3.8.18)

Iz (3.8.6) i (3.8.17) poluqaem

b_s/α_s + ξ(s + 1) + τ − ξb_s = 1 α_s (1 − ξα_s)b_s + ξ(s + 1) + τ = 1 − ξα_s α_s (f_{s+1} − 1 − s),

−(τ − ξb_s)α_s − (s + 1) − b_s = − [ (1 − ξα_s)b_s + τ α_s + s + 1 ] = −(1 − ξα_s)f_{s+1},

− (τ − ξb_{s+1})α_{s+1} + ξ(s + 1) + τ − ξb_{s+1} = τ (1 − α_{s+1}) − ξ · [ (1 − α_{s+1})b_{s+1} − (s + 1) ] = (1 − α_{s+1})(τ + ξf_{s+1} + ξk),

b_{s+1}/α_{s+1} − (s + 1) − b_{s+1} = 1 α_{s+1} · [ (1 − α_{s+1})b_{s+1} − (s + 1)α_{s+1} ]

= 1 − α_{s+1} α_{s+1} (s + 1 − f_{s+1} − k).

Iz fftogo vyqisleniØ nemedlenno sleduet, qto sootnoxenie (3.8.18) ffkvivalentno (3.8.8). DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva qasti (a) priravnØem fflementy (2, 1) obeih qasteæ (3.8.3). Poluqaem

(τ − ξb_s)/β_s + (k + b_s)/(α_sβ_s) = (τ − ξb_{s+1})/β_{s+1} + ξ(k + b_{s+1})/(α_{s+1}β_{s+1}).

�to uravnenie moßno perepisat~ v vide 1 β_s [ (τ − ξb_s) + (k + b_s)/α_s ] = 1 β_{s+1} [ (τ − ξb_{s+1}) + ξ(k + b_{s+1})/α_{s+1} ] . Soglasno (3.8.6), ffto sootnoxenie ffkvivalentno (3.8.9).

Predpoloßim teper~, qto ξ = 0. Togda (3.8.17) prevrawaetsØ v

k + b_s + b_{s+1} + τ α_s + s + 1 − s + 1 1 − α_{s+1}

= 0. (3.8.19)

˚sno, qto v oboznaqeniØh (3.8.10) ffto uravnenie ffkvivalentno (3.8.11). Qtoby poluqit~ (3.8.12), razdelim (3.8.15) na (3.8.14): b_s/α_s + τ −τ α_s − (s + 1) − b_s = −τ α_{s+1} + τ b_{s+1}/α_{s+1} − (s + 1) − b_{s+1}

. (3.8.20)

Iz (3.8.10) i (3.8.19) poluqaem

b_s/α_s + τ = 1 α_s (τ α_s + b_s) = 1 α_s (g_s − s − 1), −τ α_s − b_s − (s + 1) = −g_s, −τ α_{s+1} + τ = (1 − α_{s+1})τ,

b_{s+1}/α_{s+1} − (s + 1) − b_{s+1} = 1 α_{s+1} · [ (1 − α_{s+1})b_{s+1} − (s + 1)α_{s+1} ]

= 1 − α_{s+1} α_{s+1} (s + 1 − k − g_s). Iz fftogo vyqisleniØ nemedlenno sleduet, qto (3.8.20) ffkvivalentno (3.8.12). Nakonec, sravnim fflementy (2, 1) obeih qasteæ ravenstva (3.8.3). Poluqaem τ β_s + k + b_s α_sβ_s = τ β_{s+1} , t.e., β^{s+1}β_s = τ

α^{−1}_s (τ α_s + k + b_s) , qto daet (3.8.13) i zaverxaet dokazatel~stvo qasti (b). •

3.9. SvØz~ s uravneniem q−PVI Dßimbo i Sakai 3.9.1. Svedenie k sisteme q−PVI. V fftom paragrafe my pokaßem, qto usloviØ sovmestnosti dlØ par Laksa, sootvetstvu¸wih nekotorym semeæstvam ortogonal~nyh mnogoqlenov na q-rexetkah, ffkvivalentny uravneni¸ q−PVI, vpervye vvedennomu Dßimbo i Sakai (uravneniØ (19)–(20) v [69]), pri podhodØwem vybore parametrov, libo nekotoromu vyroßdeni¸ fftoæ sistemy. Takim obrazom, my predpolagaem, qto mnoßestvo ortogonal~nosti imeet vid X = {q^{−s}}, gde s menØetsØ libo v Z¿_0, libo v {0, . . . , N} (N ∈ Z¿_0), i |q| ≠ 0, 1. Ots¸da σζ = qζ i

η = q. Sootvetstvu¸waØ para Laksa imeet sledu¸wiæ vid:

m_{s+1}(ζ) = ( I + A_s ζ − q^{−s} ) m_s(ζ), m_s(qζ) = M_s(ζ)m_{s+1}(ζ)D(ζ)^{−1}, (3.9.1)

i uslovie sovmestnosti vyglØdit tak (sm. uravnenie (3.4.5)): ( I + A_s qζ − q^{−s} ) M_s(ζ) = M_{s+1}(ζ) ( I + A_{s+1} ζ − q^{−s−1} ) . (3.9.2)

Qtoby svØzat~ naxu situaci¸ s postanovkoæ zadaqi v [69], nemnogo pomenØem oboznaqeniØ: poloßim x := ζ, t := q^{−s}. Opredelim A(x, t) = M_s(x) ( (x − t)I + A_s ) , (3.9.3)

B_0(t) = −qtI − A_{s−1}, (3.9.4) B(x, t) = x ( xI + B_0(t) ) (x − qt)^2 . (3.9.5)

Teorema 3.9.1. (a) Uslovie sovmestnosti (3.9.2) s s, zamenennym na s − 1, ffkvi-

valentno uravneni¸ A(x, qt)B(x, t) = B(qx, t)A(x, t). (3.9.6) (b) Esli matrica D(ζ) = diag(d_1(ζ), d_2(ζ)) lineæna po ζ, tak qto d_1(ζ) = λ_1(ζ − a_3), d_2(ζ) = λ_2(ζ − a_4) s λ_1, λ_2 ≠ 0, to matrica A(x, t) kvadratiqna po x, i esli zapisat~ A(x, t) = A_0(t) + A_1(t)x + A_2x^2, (3.9.7)

to poluqaem

A_2 =

[ –1 0_0 –2 ] , –1 = q^kλ1, –2 = q^{−k}λ2, (3.9.8)

A_0(t) imeet sobstvennye znaqeniØ tθ_1, tθ_2, (3.9.9) det A(x, t) = –_1–_2(x − t)^2(x − a_3)(x − a_4), (3.9.10)

s parametrami –_j , a_j , θ_j , ne zavisØwimi ot t.

Napomnim, qto natural~noe qislo k iz (3.9.8) opredelØet asimptotiku rexeniæ m_s(ζ) pri ζ → ∞ (sm. teoremu 3.2.1).

Zameqanie 3.9.2. Uravnenie (3.9.6) moßet rassmatrivat~sØ kak uslovie sovmestnosti dlØ sledu¸weæ pary q-raznostnyh matriqnyh uravneniæ, sr. [69]: n(x, qt) = B(x, t)n(x, t), n(qx, t) = A(x, t)n(x, t). (3.9.11) Odin iz sposobov postroit~ rexenie n(x, t) sistemy (3.9.11) vyglØdit sledu¸- wim obrazom. Pust~ V (ζ) = diag(v_1(ζ), v_2(ζ)) — diagonal~naØ matrica, takaØ qto

V (qζ) = D(ζ)V (ζ) dlØ vseh ζ. Togda dlØ vseh s opredelim novu¸ matricu n_s(ζ)

qerez

m_s(ζ) = { ζ^sq(^{s2}) ∏_{s−1} i=−∞(q iζ − 1)^{−1} · n_s(ζ) · V (ζ)^{−1} if |q| > 1, ζ^sq(^{s2}) ∏_{+∞} i=s (q^iζ − 1) · n_s(ζ) · V (ζ)^{−1} if 0 < |q| < 1. (3.9.12)

PodstavlØØ ffto v pervoe uravnenie pary Laksa (3.9.1), zamenØØ s na s − 1 i uprowaØ, poluqaem ζ · n_s(ζ) = ( (ζ − q^{−s+1})I + A_{s−1} ) · n_{s−1}(ζ). Poskol~ku A^2_{s−1} = 0, ffto ffkvivalentno

n_{s−1}(ζ) = ζ ( ζI + (−q^{−s+1}I − A_{s−1}) ) (ζ − q^{−s+1})^2 n_s(ζ). (3.9.13)

S drugoæ storony, esli podstavit~ pervoe uravnenie pary Laksa (3.9.1) vo vtoroe, vospol~zovat~sØ (3.9.12) i uprostit~ rezul~tat, to my poluqim n_s(qζ) = M_s(ζ) · ( (ζ − q^{−s}) + A_s ) n_s(ζ). (3.9.14)

Esli teper~ poloßit~ x = ζ, t = q^{−s} i n(x, t) = n_s(ζ), to v oboznaqeniØh (3.9.3), (3.9.4), (3.9.5) teoremy 3.9.1 sistema (3.9.13), (3.9.14) privodit k (3.9.11). Dokazatel~stvo teoremy 3.9.1. (a) Poskol~ku A^2_{s−1} = 0, imeem A(x, qt)B(x, t) = M_{s−1}(ζ) · ( (ζ − q^{−s+1})I + A_{s−1} ) · ζ ( (ζ − q^{−s+1})I − A_{s−1} ) (ζ − q^{−s+1})^2 = = ζM_{s−1}(ζ) i B(qx, t)A(x, t) = qζ ( q(ζ − q^{−s})I − A_{s−1} ) q^2(ζ − q^{−s})^2 · M_s(ζ) · ( (ζ − q^{−s})I + A_s )

= ζ · ( I − q^{−1}A_{s−1} ζ − q^{−s} ) · M_s(ζ) · ( I + A_s ζ − q^{−s} ) . Sledovatel~no, esli umnoßit~ obe qasti (3.9.6) na ( I − (ζ − q^{−s})^{−1}q^{−1}A_{s−1} )_{−1} = I + (ζ − q^{−s})^{−1}q^{−1}A_{s−1} i razdelit~ na ζ, poluqaem ( I + q^{−1}A_{s−1} ζ − q^{−s} ) · M_{s−1}(ζ) = M_s(ζ) · ( I + A_s ζ − q^{−s} ) . ZamenØØ s na s + 1, prihodim k (3.9.2).

(b) Poskol~ku matrica D(ζ) = diag(λ_1(ζ −a_3), λ_2(ζ −a_4)) lineæna po ζ, iz teoremy 3.2.1(c) sleduet, qto my moßem zapisat~

M_s(ζ) =

[ –1ζ 0 0 –2ζ ] + C_s s postoØnnoæ matriceæ C_s, gde –_1, –_2 da¸tsØ formulami (3.9.8). Ots¸da nemedlenno sleduet, qto matrica A(x, t) kvadratiqna po x so starxim kofffficientom

A_2 = diag(–_1, –_2). Poskol~ku det M_s(ζ) = det D(ζ) dlØ vseh ζ po lemme 3.1.1, i ma-

trica A_s nil~potentna, my vidim iz (3.9.3), qto det A(x, t) = –_1–_2(x − t)^2(x −

a_3)(x − a_4). V qastnosti, polagaØ x = 0, my vidim, qto det A_0(t) = t^2δ, gde δ

— konstanta, ne zavisØwaØ ot t. Sledovatel~no, dlØ zaverxeniØ dokazatel~- stva dostatoqno pokazat~, qto Tr A_0(t) = tτ , gde τ — konstanta, ne zavisØwaØ ot t. Posmotrim na uslovie sovmestnosti (3.9.2). VyqislØØ vyqet obeih storon (3.9.2) v toqke ζ = q^{−s−1}, poluqaem A_s · {[ –1q^{−s−1} 0 0 –2q^{−s−1} ] + C_s } = q · {[ –1q^{−s−1} 0 0 –2q^{−s−1} ] + C_{s+1} } · A_{s+1}. (3.9.15) Esli sravnit~ asimptotiku obeih storon (3.9.2) pri ζ → ∞, poluqim

C_s + A_s ·

[ –1q^{−1} 0 0 –2q^{−1} ] = C_{s+1} +

[ –1 0_0 –2 ] · A_{s+1}. (3.9.16)

UmnoßaØ sootnoxenie (3.9.16) na q^{−s} i vyqitaØ ego iz (3.9.15), poluqaem (A_s − q^{−s}I)C_s = qC_{s+1}(A_{s+1} − q^{−s−1}I). Poskol~ku A_0(t) = C_s(A_s − q^{−s}I), ffto pokazyvaet, qto Tr A_0(qt) = q · Tr A_0(t) dlØ vseh t. •

3.9.2. Rexenie sistemy q-PVI. Teper~ my moßem sformulirovat~ rezul~tat Dßimbo i Sakai, sm. [69]. V ih rabote rassmatrivalas~ bolee obwaØ situaciØ: predpolagalos~, qto matrica B(x, t) imeet vid B(x, t) = x ( xI + B_0(t) ) (x − qta_1)(x − qta_2) , (3.9.17)

i vmesto (3.9.10) predpolagalos~, qto

det A(x, t) = –_1–_2(x − ta_1)(x − ta_2)(x − a_3)(x − a_4). (3.9.18)

Takim obrazom, situaciØ teoremy 3.9.1 otveqaet specializacii a_1 = a_2 = 1.

Teorema 3.9.3 [Dßimbo–Sakai, [69]]. Pust~ vypolnØ¸tsØ sootnoxeniØ (3.9.17), (3.9.7), (3.9.8), (3.9.9) i (3.9.18). Predpoloßim takße, qto –_j , θ_j ≠ 0 (j = 1, 2),

a_j ≠ 0 (j = 1, 2, 3, 4) i –_1 ≠ –_2.

(a) Opredelim y = y(t) i z_i = z_i(t) (i = 1, 2) qerez

A_{12}(y, t) = 0, A_{11}(y, t) = –_1z_1, A_{22}(y, t) = –_2z_2, gde A_{ij} (x, t) — matriqnye fflementy A(x, t), tak qto z_1z_2 = (y − ta_1)(y − ta_2)(y − a_3)(y −a_4). V terminah y, z_1, z_2 matrica A(x, t) moßet byt~ parametrizovana kak A(x, t) = [ –1^((x − y)(x − α) + z1^) –2w(x − y) –1w^{−1}(γx + δ) –2^((x − y)(x − β) + z2^) ] , gde α = 1 –1 − –2 [ y^{−1} ( (θ_1 + θ_2)t − –_1z_1 − –_2z_2 ) − –2^((a1 + a2)t + a3 + a4 − 2y^{)]}, β = 1 –1 − –2 [ −y^{−1} ( (θ_1 + θ_2)t − –_1z_1 − –_2z_2 ) + –1^((a1 + a2)t + a3 + a4 − 2y^{)]},

γ = z_1 + z_2 + (y + α)(y + β) + (α + β)y − a_1a_2t^2 − (a_1 + a_2)(a_3 + a_4)t − a_3a_4, δ = y^{−1} ( a_1a_2a_3a_4t^2 − (αy + z_1)(βy + z_2) ) . (b) Opredelim z = z(t) qerez

z_1 =

(y − ta_1)(y − ta_2) q–1z^{, z2 = q}–^{1(y − a3)(y − a4)z.} Vvedem oboznaqeniØ ȳ = y(qt), z̄ = z(qt), w̄ = w(qt) i poloßim

b_1 = a_1a_2 θ_1

, b_2 = a_1a_2 θ_2

, b_3 = 1 q–1^{, b4 = 1}–2^.

Togda uslovie sovmestnosti (3.9.6) ffkvivalentno sledu¸weæ sisteme uravneniæ: yȳ a_3a_4 = (z̄ − tb_1)(z̄ − tb_2) (z̄ − b_3)(z̄ − b_4)

, (3.9.19) zz̄ b_3b_4 = (y − ta_1)(y − ta_2) (y − a_3)(y − a_4)

, (3.9.20) w̄ w = b_4 b_3 · z̄ − b_3 z̄ − b_4 . (3.9.21)

Zameqanie 3.9.2. UravneniØ (3.9.19)–(3.9.21) pozvolØ¸t vyqislit~ (ȳ, z̄, w̄), esli my znaem (y, z, w), i naoborot.

Zameqanie 3.9.3. Proverit~ dokazatel~stvo teoremy 3.9.3 v [69] okazyvaetsØ tehniqeski dovol~no sloßno. Odnako, qislennaØ proverka utverßdeniØ teoremy dlØ sluqaænyh znaqeniæ parametrov –_j , a_j , θ_j moßet byt~ s legkost~¸ realizovana na komp~¸tere.

3.9.3. Vyroßdenie v q-PVI. V paragrafe 3.6.5 my upomØnuli, qto uravneniØ sovmestnosti par Laksa dlØ nekotoryh semeæstv ortogonal~nyh mnogoqlenov ffkvivalentny ne samoæ sisteme q-PVI, a nekotoromu ee vyroßdeni¸. Opixem ffto vyroßdenie.

Teorema 3.9.4. V oboznaqeniØh 3.9.1, predpoloßim, qto matrica

D(ζ) = diag(d_1(ζ), d_2(ζ)) takova, qto d_1(ζ) = λ_1(ζ − a^∘_3), d_2(ζ) = λ_2, gde λ_j , a^∘_3 ≠ 0. Togda

(a) Matrica A(x, t) kvadratiqna po x, i esli zapisat~

A(x, t) = A_0(t) + A_1(t)x + A_2x^2, (3.9.22) to my imeem:

A_2 =

[ –^∘_1 0_{0 0}^]_, –∘_{1 = q}k_{λ1, (3.9.23)}

A_0(t) imeet sobstvennye znaqeniØ tθ^∘_1 , tθ^∘_2 , (3.9.24) det A(x, t) = –^∘_1 –^∘_2 (x − t)^2(x − a^∘_3), –^∘_2 = q^{−k}λ_2, (3.9.25) i parametry –^∘_j , θ^∘_j , a^∘_3 ne zavisØt ot t.

(b) Matrica A(x, t) moßet byt~ parametrizovana sledu¸wim obrazom: A(x, t) = [ –^∘_1^((x − y^∘)(x − α^∘) + z^∘_1^) –^∘_2 w^∘(x − y^∘) –^∘_1 (w^∘)^{−1}(γ^∘x + δ^∘) –^∘_2 (x − y^∘ + z^∘_2 ) ] , (3.9.26) gde α^∘ = 1 –^∘_1 [ (y^∘)^{−1} ( (θ^∘_1 + θ^∘_2)t − –^∘_1 z^∘_1 − –^∘_2 z^∘_2 ) + –^∘_2^],

γ^∘ = z^∘_2 − (y^∘ + α^∘) − y^∘ + 2t + a^∘_3,

δ^∘ = (y^∘)^{−1} ( −a^∘_3t^2 + (α^∘y^∘ + z^∘_1 )(y^∘ − z^∘_2 ) ) . Opredelim z^∘ = z^∘(t) qerez

z^∘_1 =

(y^∘ − t)^2 q–^∘_1 z^{∘ , z∘2 = q}–^{∘1 (y − a∘3)z∘.} Vvedem oboznaqeniØ ȳ^∘ = y^∘(qt), z̄^∘ = z^∘(qt), w̄^∘ = w^∘(qt) i poloßim

b^∘_1 = 1 θ^∘_1

, b^∘_2 = 1 θ^∘_2

, b^∘_3 = 1 q–^∘_1^.

Togda uslovie sovmestnosti (3.9.6) ffkvivalentno sledu¸weæ sisteme uravneniæ: y^∘ȳ^∘ –^∘_2 a^∘_3^{= (z̄}

∘ − tb^∘_1)(z̄^∘ − tb^∘_2)

z̄^∘ − b^∘_3

, (3.9.27) z^∘z̄^∘ b^∘_3 = (y^∘ − t)^2

–^∘_2 (y^∘ − a^∘_3)^{, (3.9.28)} w̄^∘ w^∘ = b^∘_3 − z̄^∘ b^∘_3

. (3.9.29)

Dokazatel~stvo. (a) Dokazatel~stvo fftoæ qasti praktiqeski identiqno dokazatel~stvu teoremy 3.9.1(b), i my ego opuskaem.

(b) Neposredstvenno proverØetsØ, qto vse formuly [69] sovmestimy so sledu¸- wim predel~nym perehodom:

–1 → –^∘_1 , a1, a2 → 1, θ1 → θ^∘_1 , θ2 → θ^∘_2 , a3 → a^∘_3, α → α^∘, y → y^∘, z_1 → z^∘_1 , z → z^∘, –2 → 0, –2a4 → −–^∘_2 , –2β → −–^∘_2 , –2γ → –^∘_2 γ^∘, –2δ → –^∘_2 δ^∘, –2z2 → –^∘_2 z^∘_2 , –2w → –^∘_2 w^∘.

�tot predel~nyæ perehod perevodit parametrizaci¸ A(x, t) iz teoremy 3.9.3(a) v parametrizaci¸ (3.9.26), i sistemu (3.9.19)–(3.9.21) — v sistemu (3.9.27)–(3.9.29).

3.10. PriloßeniØ: rekurrentnye sootnoxeniØ dlØ mnogoqlenov shemy Aski 3.10.1. OboznaqeniØ. V fftom paragrafe my ill¸striruem rezul~taty §§3.2– 3.9 na primerah mnogoqlenov Xarl~e Meæksnera, Kravquka, q-Xarl~e, malyh q-Lagerra/Volla, al~ternativnyh q-Xarl~e, malyh q-˚kobi i q-Kravquka. V pervyh qetyreh sluqaØh my rexaem uslovie sovmestnosti Øvno i privodim rekurrentnoe sootnoxenie dlØ sootvetstvu¸wih opredeliteleæ Fredgol~ma v terminah rexeniØ. My takße Øvno vyqislØem naqal~nye usloviØ dlØ vseh naxih rekurrentnyh sootnoxeniæ. �to sdelano v paragrafah 3.10.2, 3.10.4, 3.10.5 i 3.10.6. DlØ ostal~nyh qetyreh semeæstv my ograniqivaemsØ obwimi zameqaniØmi v paragrafe 3.10.7.

My budem pol~zovat~sØ temi ße obwimi oboznaqeniØmi, qto v §3.3 i §3.4. Napomnim, qto my rassmatrivaem semeæstvo {P_n(ζ)}^N_{n=0} mnogoqlenov so starximi kofffficientami, ravnymi 1, ortogonal~nyh na diskretnom, no ne obØzatel~no lokal~no koneqnom podmnoßestve X = {π_x}^N_{x=0} vewestvennoæ osi R (zdes~ N ∈ Z¿_0 ∪ {∞}), po otnoxeni¸ k strogo poloßitel~noæ vesovoæ funkcii ω : X → R. DlØ vsØkogo natural~nogo qisla k, k ≤ N, rassmatrivaetsØ Ødro K na X × X, zadannoe formuloæ

K(π_x, π_y ) = |P_{k−1}|^{−2}_ω √ ω(x)ω(y) P_k(π_x)P_{k−1}(π_y ) − P_{k−1}(π_x)P_k(π_y ) (π_x − π_y ) , x ≠ y, |P_{k−1}|^{−2}_ω ω(x) ( P^′_k(π_x)P_{k−1}(π_x) − P^′_{k−1}(π_x)P_k(π_x) ) , x = y, (3.10.1) gde |P_{k−1}|_ω = (P_{k−1}, P_{k−1})^{1/2}ω oboznaqaet normu P_{k−1}(ζ) po otnoxeni¸ k skalØrnomu proizvedeni¸, opredelennomu vesovoæ funkcieæ ω. S toqnost~¸ do soprØßeniØ ffto Ødro sovpadaet s Ødrom, vvedennym v naqale §3.3 (sm. (3.3.1)). DlØ vseh k ≤ s ≤ N opredelim podmnoßestvo Y_s = {π_x}^N_{x=s} ⊆ X; nas interesu¸t opredeliteli Fredgol~ma

D_s = det ( 1 − K | Ys×Ys^{).} (3.10.2) 3.10.2. Mnogoqleny Xarl~e ([75], §1.12). n-æ mnogoqlen Xarl~e opredelØetsØ tak:

C_n(x; a) =_2F_0 ( −n, −x − | | |− 1 a ) . (3.10.3)

�ti mnogoqleny udovletvorØ¸t sootnoxeni¸ ortogonal~nosti ∞∑ x=0 a^x x! C_m(x; a)C_n(x; a) = a^{−n}e^an!δ_{mn}, (3.10.4)

gde a > 0. Takim obrazom, mnoßestvo ortogonal~nosti dlØ mnogoqlenov Xarl~e est~ X = Z¿_0, i vesovaØ funkciØ ravna ω(x) =^{ax}_{x!} . Starxiæ kofffficient mnogoqlena C_n(x; a), voobwe govorØ, ne raven 1; na samom dele, on raven (−a)^{−n}. Sledovatel~no, sootvetstvu¸wee semeæstvo mnogoqlenov so starximi kofffficientami 1 imeet vid {P_n(ζ) = (−a)^nC_n(ζ; a)}^∞_{n=0}. My nazyvaem P_n(ζ) n-m normirovannym mnogoqlenom Xarl~e. Iz (3.10.4) my nahodim (P_n, P_n)_ω = a^ne^an! dlØ vseh n ≥ 0. Teper~ my moßem sformulirovat~ nax osnovnoæ rezul~tat o mnogoqlenah Xarl~e.

Teorema 3.10.1. Pust~ K — Ødro (3.10.1), otveqa¸wee semeæstvu {Pn(ζ)}^∞_{n=0}

normirovannyh mnogoqlenov Xarl~e. Togda opredeliteli Fredgol~ma D_s, opredelennye v (3.10.2), mogut byt~ vyqisleny s pomow~¸ sledu¸wego rekurrentnogo sootnoxeniØ: D_{s+2} D_{s+1} − D_{s+1} D_s = a^{s−1} (s + 1)! · f^2_s e_s · (g_s − s − 1) · h^2_s. (3.10.5)

Zdes~ skalØrnye posledovatel~nosti {e_s}_{s≥k}, {f_s}_{s≥k}, {g_s}_{s≥k} i {h_s}_{s≥k} udovletvorØ¸t rekurrentnym sootnoxeniØm

e_{s+1} = ae_s f_s(g_s + k − s − 1)

, (3.10.6)

f_{s+1} = ag_s f_s(g_s − s − 1)(g_s + k − s − 1)

, (3.10.7)

g_{s+1} = a f_{s+1} − s + 1 1 − f_{s+1}

− g_s − k + 2s + 3, (3.10.8)

h_{s+1} = a^{−1} · f_s · (g_s − s − 1) · h_s. (3.10.9)

Naqal~nye usloviØ dlØ rekurrentnyh sootnoxeniæ (3.10.5)–(3.10.9) ime¸t vid

D_k = e^{−ak}, D_{k+1} = e^{−ak} · Φ(−k; 1; −a), (3.10.10)

e_k = a^k · (k − 1)!

Φ(1 − k; 1; −a)

, (3.10.11)

f_k = − a · Φ(1 − k; 2; −a) Φ(1 − k; 1; −a)

, (3.10.12)

g_k = k + 1 −

(k + 1) · Φ(1 − k; 1; −a) · Φ(−k; 2; −a)

Φ(−k; 1; −a) · Φ(1 − k; 2; −a)

, (3.10.13)

h_k = k!, (3.10.14) gde Φ(u; w; z) =_1F_1 ( u w | | |z ) .

Zameqanie 3.10.2. Kak my videli v §3.8 (sm. zameqanie 3.8.4(b)), sootnoxeniØ (3.10.7), (3.10.8) sostavlØ¸t qastnyæ sluqaæ uravneniØ dPIV. Dokazatel~stvo. Dokazatel~stvo poluqaetsØ prØmym primeneniem rezul~tatov, poluqennyh vyxe. DlØ udobstva privedem nekotorye poØsneniØ, te ße po- ØsneniØ otnosØtsØ k teoremam 3.10.4 i 3.10.6 niße, i pofftomu tam oni budut opuweny.

Qtoby sdelat~ oboznaqeniØ v fftom paragrafe bolee odnorodnymi, my ispol~zuem e_s vmesto β_s i h_s vmesto m^{11}_s , gde {β_s} i {m^{11}_s } — skalØrnye posledovatel~nosti, opredelennye v §3.8 i §3.3, sootvetstvenno. Simvoly f_s i g_s nesut tot ße smysl, qto i v §3.8. Togda rekurrentnye sootnoxeniØ (3.10.5)–(3.10.9) poluqa¸tsØ neposredstvenno iz teoremy 3.3.2(b) i teoremy 3.8.3(b). DlØ nahoßdeniØ naqal~nyh usloviæ my pol~zuemsØ opredeleniØmi b_k, α_k, β_k, f_k, g_k, predloßeni- Ømi 3.5.1, 3.5.2, 3.5.6, i oqevidnymi ravenstvami h_k = m^{11}_k = k!, b_kβ_k = −q_k, kotorye sledu¸t iz (3.5.1), (3.8.4).

Proill¸striruem zakl¸qitel~noe zameqanie §3.2 na primere ispol~zovaniØ predloßeniØ 3.2.3 dlØ vyvoda raznostnogo uravneniØ, kotoromu udovletvorØ¸t mnogoqleny Xarl~e.

Predloßenie 3.10.3 [sr. [75], §1.12, uravnenie (1.12.5)]. DlØ l¸bogo k ¿ 0, k-æ

normirovannyæ mnogoqlen Xarl~e P_k(ζ) udovletvorØet raznostnomu uravneni¸

−kP_k(ζ) = aP_k(ζ + 1) − (ζ + a)P_k(ζ) + ζP_k(ζ − 1). (3.10.15)

Dokazatel~stvo. Budem ispol~zovat~ oboznaqeniØ predloßeniØ 3.2.3. Napomnim, qto v sluqae mnogoqlenov Xarl~e my imeem D(ζ) = diag(ζ, a). Zametim takße, qto iz dokazatel~stva teoremy 3.1.4 sleduet, qto matrica mX(ζ) imeet polnoe asimptotiqeskoe razloßenie po ζ pri ζ → ∞; v qastnosti, s pomow~¸ (3.1.4) poluqaem mX(ζ) · [ ζ^{−k} 0 0 ζ^k ] = I + [ α β γ δ ] · ζ^{−1} + O(ζ^{−2}).

Sledovatel~no, pri ζ → ∞ imeem

M(ζ) = mX(ζ − 1) · D(ζ) · m^{−1}X (ζ)

= mX(ζ − 1) · [ ζ^{−k} 0 0 ζ^k ] · [ ζ 0 0 a ] · [ ζ^k 0 0 ζ^{−k} ] · m^{−1}X (ζ) = { mX(ζ − 1) · [ (ζ − 1)^{−k} 0 0 (ζ − 1)^k ]} · [ (1 − 1/ζ)^k 0 0 (1 − 1/ζ)^{−k} ] · [ ζ 0 0 a ]

× { mX(ζ) · [ ζ^{−k} 0 0 ζ^k ]}_{−1}

= [ 1 + αζ^{−1} βζ^{−1} γζ^{−1} 1 + δζ^{−1} ] · [ ζ − k 0 0 a ] · [ 1 − αζ^{−1} −βζ^{−1} −γζ^{−1} 1 − δζ^{−1} ] + O(ζ^{−1}) = [ ζ − k −β γ a ] + O(ζ^{−1}).

Poskol~ku funkciØ M(ζ) — celaØ (soglasno predloßeni¸ 3.2.3), posledniæ qlen O(ζ^{−1}) toßdestvenno raven nul¸ po teoreme LiuvillØ. Sledovatel~no, sistema uravneniæ (3.2.5), (3.2.6) prinimaet sledu¸wiæ vid:

ζ · P_k(ζ − 1) = (ζ − k) · P_k(ζ) − β · cP_{k−1}(ζ), (3.10.16) ζ · cP_{k−1}(ζ − 1) = γ · P_k(ζ) + a · cP_{k−1}(ζ). (3.10.17)

Zametim, qto poskol~ku det M(ζ) = det D(ζ) dlØ vseh ζ po lemme 3.1.1, my imeem

βγ = ak; v qastnosti, β ≠ 0. Dalee, iz (3.10.16) poluqaem cP_{k−1}(ζ) = 1 β · [ (ζ − k)P_k(ζ) − ζP_k(ζ − 1) ] . PodstavlØØ ffto v (3.10.17), umnoßaØ rezul~tat na β i ispol~zuØ βγ = ak, poluqaem ζ · [ (ζ − 1 − k)P_k(ζ − 1) − (ζ − 1)P_k(ζ − 2) ] = ak · P_k(ζ) + a · [ (ζ − k)P_k(ζ) − ζP_k(ζ − 1) ] . DelØ poslednee uravnenie na ζ i zamenØØ ζ na ζ + 1, my nahodim, qto ono ffkvivalentno (3.10.15).

3.10.4. Mnogoqleny Meæksnera ([75], §1.9). DlØ n ¿ 0, n-æ mnogoqlen Meæks-

nera opredelØetsØ formuloæ

M_n(x; β, c) =_2F_1 ( −n, −x β | | |1 − 1 c ) . (3.10.18)

�ti mnogoqleny udovletvorØ¸t sootnoxeni¸ ortogonal~nosti ∞∑ x=0 (β)_x x! c^xM_m(x; β, c)M_n(x; β, c) = c^{−n}n! (β)_n(1 − c)^β δ_{mn}, (3.10.19)

gde β > 0 i 0 < c < 1. Takim obrazom, mnoßestvo ortogonal~nosti dlØ mnogoqlenov Meæksnera est~ X = Z¿_0, a vesovaØ funkciØ ravna ω(x) =^{(β)x}_{x!} c^x. Starxiæ kofffficient mnogoqlena M_n(x; β, c) raven^{(1−1/c)n}_{(β)n} , i sootvetstvu¸- wee semeæstvo mnogoqlenov so starximi kofffficientami 1 imeet vid {P_n(ζ) =

(β)_n(1 − 1/c)^{−n}M_n(ζ; β, c)}^∞_{n=0}. My nazyvaem P_n(ζ) n-m normirovannym mnogoqlenom Meæksnera. Iz (3.10.19) my nahodim (P_n, P_n)_ω =^{(β)ncnn!}_{(1−c)β+2n} pri vseh n ≥ 0.

Teorema 3.10.4. Pust~ K — ffto Ødro (3.10.1), sootvetstvu¸wee semeæstvu

{P_n(ζ)}^∞_{n=0} normirovannyh mnogoqlenov Meæksnera. Togda opredeliteli Fredgol~- ma D_s, opredelennye v (3.10.2), mogut byt~ vyqisleny s pomow~¸ rekurrentnogo sootnoxeniØ D_{s+2} D_{s+1} − D_{s+1} D_s = (β)_s β + s · c^{s−1} (s + 1)! · 1 + cg_s e_sg^2_s · [ (1 + cg_s)f_{s+1} − s − 1 ] · h^2_s. (3.10.20)

Zdes~ skalØrnye posledovatel~nosti {e_s}_{s≥k}, {f_s}_{s≥k}, {g_s}_{s≥k} i {h_s}_{s≥k} udovletvorØ¸t rekurrentnym sootnoxeniØm

e_{s+1} = − ce_sg_s g_{s+1} · (1 + g_{s+1})f_{s+1} + (β + k − 1)g_{s+1} − s − 1 (1 + cg_s)f_{s+1} + k − s − 1

, (3.10.21)

f_{s+1} = 1 − β − k − f_s + s 1 + g_s + β + s 1 + cg_s , (3.10.22)

g_{s+1} =

(f_{s+1} − 1 − s)(f_{s+1} − 1 − s + k)

cg_sf_{s+1}(f_{s+1} + β + k − 1)

, (3.10.23)

h_{s+1} =

(1 + cg_s)(s + 1 − f_{s+1}) c(β + s)g_s · h_s. (3.10.24)

Naqal~nye usloviØ dlØ rekurrentnyh sootnoxeniæ (3.10.20)–(3.10.24) ime¸t vid

D_k = (1 − c)^{k(β+k−1)}, D_{k+1} = (β)_k k! · c^k · (1 − c)^{k(β+k−1)} · F (−k, −k; β; 1/c), (3.10.25)

e_k = βc · (k − 1)!^2 F (1 − k, 1 − k; 1 + β; 1/c)

, (3.10.26)

f_k = 0, (3.10.27)

g_k = k βc · F (1 − k, 1 − k; 1 + β; 1/c) F (−k, 1 − k; β; 1/c) , (3.10.28)

h_k = k!, (3.10.29) gde F (u, v; w; z) =_2F_1 ( u, v w | |z ) . Dokazatel~stvo. Sm. dokazatel~stvo teoremy 3.10.1.

Zameqanie 3.10.5. Kak my videli v §3.8 (sm. zameqanie 3.8.4(a)), rekurrentnye sootnoxeniØ (3.10.22), (3.10.23) predstvalØ¸t soboæ qastnyæ sluqaæ uravneniØ dPV.

3.10.5. Mnogoqleny Kravquka ([75], §1.10). DlØ n ¿ 0, n-æ mnogoqlen Kravquka opredelØetsØ po formule

K_n(x; p, N) =_2F_1 ( −n, −x −N | | 1 p ) . (3.10.30)

�ti mnogoqleny udovletvorØ¸t sootnoxeni¸ ortogonal~nosti N∑ x=0 ( N x ) p^x(1 − p)^{N−x}K_m(x; p, N)K_n(x; p, N) = (−1)^nn! (−N)_n ( 1 − p p )_n δ_{mn}, (3.10.31)

gde N ∈ Z¿_0 i 0 < p < 1. Takim obrazom, mnoßestvo ortogonal~nosti dlØ mnogoqlenov Kravquka est~ X = {0, . . . , N}, a vesovaØ funkciØ ravna ω(x) = (_N x ) p^x(1 − p)^{N−x}. Starxiæ kofffficient mnogoqlena K_n(x; p, N) raven (−N)^{−1}_n p^{−n},

i sootvetstvu¸wee semeæstvo mnogoqlenov so starximi kofffficientami 1 imeet vid {P_n(ζ) = (−N)_np^nK_n(ζ; p, N)}^N_{n=0}. My nazyvaem P_n(ζ) n-m normirovannym mnogoqlenom Kravquka. Iz (3.10.31) poluqaem (P_n, P_n)_ω = (−1)^nn!(−N)_np^n(1 − p)^n dlØ vseh 0 ≤ n ≤ N.

Teorema 3.10.6. Pust~ K — ffto Ødro vida (3.10.1), otveqa¸wee semeæstvu

{P_n(ζ)}^N_{n=0} normirovannyh mnogoqlenov Kravquka. Togda opredeliteli Fredgol~ma D_s, opredelennye v (3.10.2), mogut byt~ vyqisleny iz rekurrentnogo sootnoxe- niØ D_{s+2} D_{s+1} − D_{s+1} D_s = ( N s + 1 ) · p^{s−1}(1 − p)^{N−s+1} (N − s)^2 × 1 + pg_s/(p − 1) e_sg^2_s · [( 1 + pg_s/(p − 1) ) f_{s+1} − s − 1 ] · h^2_s. (3.10.32)

Zdes~ skalØrnye posledovatel~nosti {e_s}_{s≥k}, {f_s}_{s≥k}, {g_s}_{s≥k} i {h_s}_{s≥k} udovletvorØ¸t rekurrentnym sootnoxeniØm

e_{s+1} = pe_sg_s (1 − p)g_{s+1} · (1 + g_{s+1})f_{s+1} + (k − N − 1)g_{s+1} − s − 1 ( 1 + pg_s/(p − 1) ) f_{s+1} + k − s − 1

, (3.10.33)

f_{s+1} = N + 1 − k − f_s + s 1 + g_s + (1 − p)(N − s) p − 1 + pg_s , (3.10.34)

g_{s+1} =

(1 − p)(f_{s+1} − 1 − s)(f_{s+1} − 1 − s + k) pg_sf_{s+1}(N + 1 − k − f_{s+1})

, (3.10.35)

h_{s+1} =

(p − 1 + pg_s)(f_{s+1} − s − 1) p(N − s)g_s · h_s. (3.10.36)

Naqal~nye usloviØ dlØ rekurrentnyh sootnoxeniæ (3.10.32)–(3.10.36) ime¸t vid

D_k = (1 − p)^{k(N+1−k)}, D_{k+1} = ( N k ) p^k(1 − p)^{k(N−k)}F (−k, −k; −N; 1 − 1/p), (3.10.37)

e_k =

Np(1 − p)^{N−1}(k − 1)!^2 F (1 − k, 1 − k; 1 − N; 1 − 1/p) , (3.10.38)

f_k = 0, (3.10.39)

g_k = k(1 − p) Np · F (1 − k, 1 − k; 1 − N; 1 − 1/p) F (−k, 1 − k; −N; 1 − 1/p) , (3.10.40)

h_k = k!, (3.10.41) gde F (u, v; w; z) =_2F_1 ( u, v w | | |z ) . Dokazatel~stvo. Sm. dokazatel~stvo teoremy 3.10.1.

Zameqanie 3.10.7. Kak my videli v §3.8 (sm. zameqanie 3.8.4(a)), rekurrentnye sootnoxeniØ (3.10.34), (3.10.35) predstavlØ¸t soboæ qastnyæ sluqaæ uravneniØ dPV.

3.10.6. Mnogoqleny q-Xarl~e ([75], §3.23). Vs¸du niße my predpolagaem, qto q — fiksirovannoe vewestvennoe qislo, 0 < q < 1. Pri n ¿ 0 n-æ mnogoqlen

q-Xarl~e opredelØetsØ po formule

C_n(ζ; a; q) =_2ϕ_1 ( q^{−n}, ζ 0 | | |q; − q^{n+1} a ) . (3.10.42)

�ti mnogoqleny udovletvorØ¸t sootnoxeni¸ ortogonal~nosti ∞∑ x=0 a^x (q; q)_x q(^{x2})C_m(q^{−x}; a; q)C_n(q^{−x}; a; q) = q^{−n}(−a; q)_∞(−a^{−1}q, q; q)_nδ_{mn}, (3.10.43)

gde a > 0, i

(−a; q)_∞ = ∞∏ l=0 (1 + aq^l).

Takim obrazom, mnoßestvo ortogonal~nosti dlØ mnogoqlenov q-Xarl~e — ffto

X = {q^{−x}}^∞_{x=0}, a vesovaØ funkciØ ravna ω(x) =^{ax}_{(q;q)x} q^{(x2)}. Starxiæ kofffficient

mnogoqlena C_n(ζ; a; q) raven (−1)^nq^{n2} a^{−n}, i sootvetstvu¸wee semeæstvo mnogoqlenov so starxim kofffficientom 1 imeet vid { P_n(ζ) = (−1)^na^nq^{−n2} C_n(ζ; a; q) }_∞ n=0.

My nazyvaem P_n(ζ) n-m normirovannym mnogoqlenom q-Xarl~e. Iz (3.10.43) poluqaem (P_n, P_n)_ω = a^{2n}q^{−2n2−n}(−a; q)_∞(−a^{−1}q, q; q)_n dlØ vseh n ≥ 0.

Teorema 3.10.8. Pust~ K — ffto Ødro (3.10.1), otveqa¸wee semeæstvu {Pn(ζ)}^∞_{n=0}

normirovannyh mnogoqlenov q-Xarl~e. Togda opredeliteli Fredgol~ma D_s, opredelennye v (3.10.2), udovletvorØ¸t rekurrentnomu sootnoxeni¸ D_{s+2} D_{s+1} − D_{s+1} D_s = a^{s−1} (q; q)_{s+1}

· q(^{s+12} ) · u_s · h^2_s, (3.10.44) gde u_s = q^k · p_s q^2_s

· (p_sβ_s + aq^{−k}q_s) (3.10.45)

dlØ vseh s ≥ 0. SkalØrnye posledovatel~nosti {p_s}_{s≥k}, {q_s}_{s≥k}, {β_s}_{s≥k} i {h_s}_{s≥k} mogut byt~ vyqisleny iz sledu¸wih rekurrentnyh sootnoxeniæ (v kotoryh uqastvu¸t dopolnitel~nye posledovatel~nosti): ϵ_s = a(q^{−s−1} − 1) + q^{k−1}(aq^{−k} p_s − r_sβ_s), (3.10.46) p_{s+1} = −q^{−1}p^{−1}_s ϵ^{−1}_s · (p_sβ_s + aq^{−k}q_s) · (r_sα_s − p_sγ_s + q^{k−s−1}r_s), (3.10.47) q_{s+1} = q^{−1}q^{−1}_s ϵ^{−1}_s · (p_sβ_s + aq^{−k}q_s)^2, (3.10.48) r_{s+1} = q^{−1}r^{−1}_s ϵ^{−1}_s · (r_sα_s − p_sγ_s + q^{k−s−1}r_s)^2, (3.10.49) α_{s+1} = α_s + q^{k−1}p_s − q^kp_{s+1}, (3.10.50) β_{s+1} = β_s − q^kq_{s+1}, (3.10.51) γ_{s+1} = γ_s + q^{k−1}r_s, (3.10.52)

h_{s+1} = p_sβ_s + aq^{−k}q_s aq_s · h_s. (3.10.53)

Naqal~nye usloviØ dlØ rekurrentnyh sootnoxeniæ (3.10.44) i (3.10.47)–(3.10.53) ime¸t vid

D_k = (−a; q)^{−k}_∞ · a^−(^{k2}) · k−1∏ n=0 [ (−a^{−1}q; q)^{−1}_n q(^{n+12} ) ] , (3.10.54)

D_{k+1} = (−a; q)^{−k}_∞ · a^{k−}(^{k2}) (q; q)_k · q^−(^{k2}) · G_q(q^{−k}, q^{−k}; −q^{2k}/a) · k−1∏ n=0 [ (−a^{−1}q; q)^{−1}_n q(^{n+12} ) ] , (3.10.55)

p_k = (1 − q^{−k}) · G_q(q^{−k}, q^{1−k}; −q^{2k−1}/a) G_q(q^{−k}, q^{−k}; −q^{2k}/a) , (3.10.56)

q_k = (q; q)^2_k · q^{−k(k+1)} · G_q(q^{−k}, q^{−k}; −q^{2k}/a)^{−1}, (3.10.57)

r_k = q^{k2} (1 − q^{−k}) (q; q)_k(q; q)_{k−1} · G_q(q^{−k}, q^{1−k}; −q^{2k−1}/a)^2 G_q(q^{−k}, q^{−k}; −q^{2k}/a) , (3.10.58)

α_k = −1 − q^kp_k, (3.10.59)

β_k = −q^kq_k, (3.10.60)

γ_k = q^{k2−1} (q; q)^2_{k−1}

· G_q(q^{1−k}, q^{1−k}; −q^{2k−2}/a), (3.10.61)

h_k = q^{−k2} · (q; q)_k , (3.10.62) gde G_q(u, v; z) =_2ϕ_1 ( u, v − | | |q; z ) . Dokazatel~stvo. Kak i vyxe, dokazatel~stvo dostatoqno prØmolineæno. My ispol~zovali oboznaqenie h_s dlØ m^{11}_s (opredelennogo v §3.3). Formuly (3.10.45) i (3.10.46)–(3.10.52) sledu¸t neposredstvenno iz teoremy 3.7.2 (zametim, qto

δ_s = aq^{−k} dlØ vseh s, poskol~ku my imeem δ_{s+1} = δ_s iz (3.7.11), i δ_k = aq^{−k}

iz (3.5.10)). Togda (3.10.44) i (3.10.53) vyvodØtsØ iz (3.3.7) i (3.3.6), sootvetstvenno. Nakonec, naqal~nye usloviØ (3.10.54)–(3.10.62) legko poluqa¸tsØ iz predloßeniæ 3.5.6, 3.5.2 i 3.5.5.

Zameqanie 3.10.9. Kak bylo upomØnuto v paragrafe 3.6.5, rekurrentnye sootnoxeniØ (3.10.47)–(3.10.52) dlØ mnogoqlenov q-Xarl~e, na samom dele, ffkvivalentny nekotoromu vyroßdeni¸ uravneniØ q-PVI. �to qastnyæ sluqaæ teoremy 3.9.4.

Zameqanie 3.10.10. V sluqae mnogoqlenov q-Xarl~e uslovie sovmestnosti dlØ sootvetstvu¸weæ pary Laksa moßet byt~ rexeno metodom, analogiqnym dokazatel~stvu teoremy 3.8.3(b). A imenno, netrudno uvidet~, qto para Laksa moßet byt~ parametrizovana sledu¸wim obrazom:

m_{s+1}(ζ) = { I + (ζ − q^{−s})^{−1} [ p_s p_sa_sc_s −p_s/(a_sc_s) −p_s ]} · m_s(ζ), m_s(qζ) = [ q^k(ζ − 1) + b_s b_sc_s aq^{−k}/c_s aq^{−k} ] m_{s+1}(ζ) [ (ζ − 1)^{−1} 0 0 a^{−1} ] . Togda uslovie sovmestnosti daet sledu¸wie rekurrentnye sootnoxeniØ na parametry a_s, b_s, c_s, p_s:

p_{s+1} = p_s(b_s + aq^{−k}a_s)(q^{k−s−1} − q^k + b_s + aq^{−k}a_s) q^kp_s(b_s + aq^{−k}a_s) + q · (q^{k−s−1} − q^k) · aq^{−k}a_s , b_{s+1} = b_s + q^{k−1}p_s − q^kp_{s+1},

a_{s+1} = b_s − q^kp_{s+1} + aq^{−k}a_s q^{k−s−1} − q^k + b_s − q^kp_{s+1} + aq^{−k}a_s ,

c_{s+1} = aq^{−k}a_sc_s aq^{−k}a_s − q^{k−1}p_s . V fftih oboznaqeniØh rekurrentnoe sootnoxenie dlØ opredeliteleæ Fredgol~ma ostaetsØ tem ße, sm. (3.10.44), no teper~

u_s = q^k · (aq^{−k} + b_s/a_s) a_sc_s , i rekurrentnoe sootnoxenie dlØ h_s imeet vid

h_{s+1} = a^{−1} · (aq^{−k} + b_s/a_s) · h_s.

Naqal~nye usloviØ a_k, b_k, c_k mogut byt~ legko naædeny iz (3.10.56)–(3.10.61).

Osnovnoe otliqie fftoæ situacii i §3.8 sostoit v tom, qto my ne moßem svesti rekurrentnye sootnoxeniØ dlØ a_s, b_s, p_s k sootnoxeniØm, kotorye by ispol~zovali vsego dve posledovatel~nosti parametrov. Takim obrazom, fftot sposob ne moßet byt~ ispol~zovan dlØ dokazatel~stva togo, qto naxi rekurrentnye sootnoxeniØ v sluqae mnogoqlenov q-Xarl~e ffkvivalentny odnomu iz q-raznostnyh uravneniæ Penleve. S vyqislitel~noæ toqki zreniØ fftot sposob nemnogo legqe ispol~zovat~, qem formuly iz teoremy 3.10.8.

3.10.7. Zakl¸qitel~nye zameqaniØ. Iz teoremy 3.9.1 sleduet, qto rekurrentnye sootnoxeniØ, sootvetstvu¸wie malym mnogoqlenam q-˚kobi i mnogoqlenam q-Kravquka, svodØtsØ k qastnym sluqaØm uravneniØ q-PVI. Takße iz teoremy 3.9.4 sleduet, qto rekurrentnye sootnoxeniØ, sootvetstvu¸wie mnogoqlenam q-Xarl~e i malym mnogoqlenam q-Lagerra/Volla, svodØtsØ k qastnym sluqa- Øm vyroßdeniØ uravneniØ q-PVI, opisannogo v paragrafe 3.9.3. Tem ne menee, dlØ qislennyh vyqisleniæ udobnee pol~zovat~sØ formulami §3.7. Krome togo, metod §3.7 pokryvaet takße sluqaæ al~ternativnyh mnogoqlenov q-Xarl~e, togda kak nam neizvestno, moßno li svesti rekurrentnye sootnoxeniØ dlØ fftogo sluqaØ k odnomu iz diskretnyh uravneniæ Penleve.

Qto kasaetsØ formul §3.7, to sluqaæ mnogoqlenov q-Xarl~e, opisannyæ vyxe, polnost~¸ analogiqen qetyrem drugim semeæstvam bazisnyh gipergeometriqeskih mnogoqlenov, kotorye mogut byt~ rassmotreny tem ße metodom. Na fftom osnovanii my rexili ne privodit~ Øvnye formuly dlØ fftih semeæstv.

Glava 4. IZOMONODROMNYE PREOBRAZOVANI˚ LINE`NYH SISTEM RAZNOSTNYH URAVNENI`

4.1. TeoriØ Birkgofa

Rassmotrim matriqnoe lineænoe differencial~noe uravnenie pervogo porØdka

Y (z + 1) = A(z)Y (z). (4.1.1)

Zdes~ A : C → Mat(m, C ) — racional~naØ funkciØ (t.e., vse matriqnye fflementy A(z) ØvlØ¸tsØ racional~nymi funkciØmi ot z) i m ¿ 1. Nas interesu¸t matriqnye meromorfnye rexeniØ Y : C → Mat(m, C ) fftogo uravneniØ.

Oboznaqim qerez n porØdok pol¸sa A(z) v beskoneqnosti, t.e.,

A(z) = A_0z^n + A_1z^{n−1} + qleny nizxih porØdkov.

My predpolagaem, qto uravnenie (4.1.1) imeet formal~noe rexenie vida Y (z) = z^{nz}e^{−nz} ( Ŷ_0 +

Ŷ_1 z + Ŷ_2

z^2 + . . . ) diag ( ρ^z_1 z^{d1} , . . . , ρ^z_m z^{dm} ) (4.1.2)

s ρ_1, . . . , ρ_m ≠ 0 i det Ŷ_0 ≠ 0. (PodstavlØØ (4.1.2) v (4.1.1) my ispol~zuem razloßenie

(_{z+1} z )_{nz} = e^{nz ln(1+z}

�1_)

= e^n −^{nen}_{2z} + . . . dlØ sravneniØ levoæ i pravoæ

qasteæ.)

Nesloßno uvidet~, qto esli takoe formal~noe rexenie suwestvuet, to

ρ_1, . . . , ρ_m budut sobstvennymi qislami A_0, a stolbcy Ŷ_0 dolßny byt~ soot-

vetstvu¸wimi sobstvennymi vektorami A_0.

Zametim, qto dlØ obratimoæ T ∈ Mat(m, C ), (T Y )(z) udovletvorØet uravne- ni¸ (T Y )(z + 1) = (T A(z)T^{−1}) (T Y )(z).

Takim obrazom, esli A_0 diagonalizuema, to bez poteri obwnosti my moßem sqitat~, qto ona diagonal~na. Analogiqno, esli A_0 = I i A_1 diagonalizuema, my moßem sqitat~, qto A_1 diagonal~na.

Predloßenie 4.1.1. Esli A0 = diag(ρ1, . . . , ρm), gde {ρi}^m_{i=1} ne ravny nul¸ i popar-

no razliqny, to suwestvuet edinstvennoe formal~noe rexenie uravneniØ (4.1.1) vida (4.1.2) s Ŷ_0 = I.

Dokazatel~stvo. Dostatoqno rassmotret~ sluqaæ n = 0; obwiæ sluqaæ svoditsØ k nemu rassmotreniem (Γ(z))^nY (z) vmesto Y (z), potomu qto

Γ(z) = √ 2π z^{z− 12} e^{−z} ( 1 + 1 12 z^{−1} + . . . ) . (Bolee toqno, ffto vyraßenie ØvlØetsØ formal~nym rexeniem uravneniØ Γ(z +

1) = zΓ(z).)

Takim obrazom, my predpolagaem, qto n = 0. Podstavim (4.1.2) v (4.1.1) i budem vyqislØt~ Ŷ_k po oqeredi, priravnivaØ kofffficienty pri z^{−l}, l = 0, 1, . . . .

Esli Ŷ_0 = I, to postoØnnye kofffficienty levoæ i pravoæ qasti, oqevidno, ravny. Kofffficienty pri z^{−1} da¸t

Ŷ_1A_0 + diag(ρ_1d_1, . . . , ρ_md_m) = A_0Ŷ_1 + A_1. (4.1.3)

�to ravenstvo odnoznaqno opredelØet {d_i} i vnediagonal~nye fflementy Ŷ_1, potomu qto

[Ŷ_1, A_0]_{ij} = (ρ_j − ρ_i)(Ŷ_1)_{ij} .

SravnivaØ kofffficienty pri z^{−2}, poluqaem

(Ŷ_2 − Ŷ_1)A_0 + Ŷ_1 diag(ρ_1d_1, . . . , ρ_md_m) + . . . = A_0Ŷ_2 + A_1Ŷ_1 + . . . ,

gde mnogotoqie oboznaqaet qleny, kotorye my uße znaem (t.e. te, kotorye zavisØt tol~ko ot ρ_i-h, d_i-h, A_i-h i Ŷ_0 = I). Poskol~ku diagonal~nye znaqeniØ A_1 v toqnosti ravny ρ_1d_1, . . . ρ_nd_n iz (4.1.3), my vidim, qto iz poslednego ravenstva moßno opredelit~ diagonal~nye fflementy Ŷ_1 i vnediagonal~nye fflementy Ŷ_2.

Predpoloßim teper~, qto my uße opredelili matricy Ŷ_1, . . . , Ŷ_{l−2} i vnediagonal~nye fflementy matricy Ŷ_{l−1}, udovletvorØØ (4.1.1) do qlenov porØdka

l − 1 vkl¸qitel~no. Togda, sravnivaØ kofffficienty pri z^{−l}, my poluqaem

(Ŷ_l − (l − 1)Ŷ_{l−1})A_0 + Ŷ_{l−1} diag(ρ_1d_1, . . . , ρ_md_m) + . . . = A_0Ŷ_l + A_1Ŷ_{l−1} + . . . ,

gde mnogotoqie oboznaqaet qleny, zavisØwie tol~ko ot ρ_i-h, d_i-h, A_i-h, i

Ŷ_0, . . . , Ŷ_{l−2}. �to ravenstvo pozvolØet nam vyqislit~ diagonal~nye fflementy Y_{l−1} i vnediagonal~nye fflementy Y_l. IndukciØ po l zaverxaet dokazatel~-

stvo. •

Uslovie o tom, qto sobstvennye znaqeniØ matricy A_0 poparno razliqny, ne ØvlØetsØ neobhodimym dlØ suwestvovaniØ asimptotiqeskogo rexeniØ, kak vidno iz sledu¸wego utverßdeniØ.

Predloßenie 4.1.2. Predpoloßim, qto A0 = I i A1 = diag(r1, . . . , rn), gde ri −rj /∈

{±1, ±2, . . . } pri vseh i, j = 1, . . . , n. Togda suwestvuet edinstvennoe formal~noe rexenie uravneniØ (4.1.1) vida (4.1.2) s Ŷ_0 = I.

Dokazatel~stvo. Kak i v dokazatel~stve predloßeniØ 4.1.1, my moßem predpoloßit~, qto n = 0. SravnivaØ postoØnnye kofffficienty, my vidim, qto

ρ_1 = · · · = ρ_m = 1. Togda, priravnivaØ kofffficienty pri z^{−1}, my poluqaem d_i = r_i, i = 1, . . . , m. Dalee, priravnivaØ kofffficienty pri z^{−l}, l ¿ 2, my naho-

dim, qto

[Ŷ_{l−1}, A_1] − (l − 1)Ŷ_{l−1}

vyraßaetsØ v terminah A_i-h i Ŷ_1, . . . , Ŷ_{l−2}. �to pozvolØet rekursivno vyqislit~ vse matricy Ŷ_i. •

My nazyvaem dva kompleksnyh qisla z_1 i z_2 kongruffntnymi, esli z_1 −z_2 ∈ Z.

Teorema 4.1.3 (Dß. Birkgof [25, teorema III]). Predpoloßim, qto

A_0 = diag(ρ_1, . . . , ρ_m), ρ_i ≠ 0, i = 1, . . . , m, ρ_i/ρ_j /∈ R dlØ vseh i ≠ j. Togda suwestvuet edinstvennoe rexenie Y^l(z) (Y^r(z)) uravneniØ (4.1.1), takoe qto (a) funkciØ Y^l(z) (Y^r(z)) analitiqna vo vseæ kompleksnoæ ploskosti, krome, vozmoßno, pol¸sov sprava (sleva ) ot pol¸sov A(z) (sootvetstvenno, A^{−1}(z −1)) i kongruffntnym im;

(b) V l¸boæ levoæ (pravoæ ) poluploskosti Y^l(z) (Y^r(z)) asimptotiqeski predstavlØetsØ pravoæ qast~¸ ravenstva (4.1.2).

Zameqanie 4.1.4. Qast~ (b) fftoæ teoremy oznaqaet, qto dlØ k = 0, 1, . . . , | | | | Y^{l,r}(z) z^{−nz} e^{nz} diag(ρ^{−z}_1 z^{−d1} , . . . , ρ^{−z}_m z^{−dm} ) − Ŷ_0 − Ŷ_1 z − · · · − Ŷ_{k−1} z^{k−1} | | | | 6^{const}_{zk}

dlØ bol~xih |z| v sootvetstvu¸weæ oblasti.

Teorema 4.1.3 verna dlØ l¸bogo (fiksirovannogo) vybora vetveæ ln(z) v levoæ i pravoæ poluploskostØh pri vyqislenii z^{−nz} = e^{−nz ln(z)} i z^{−dk} = e^{−dk ln(z)}, i vetvi ln(ρ) s razrezom, ne prohodØwim qerez toqki ρ_1, . . . , ρ_m, pri vyqislenii ρ^{−z}_k = e^{−z ln ρk} . Izmenenie fftih vetveæ privodit k domnoßeni¸ Y^{l,r}(z) na diagonal~nu¸ periodiqesku¸ matricu sprava.

Zameqanie 4.1.5. Birkgof formuliruet teoremu 4.1.3 pri bolee obwih predpoloßeniØh: on lix~ predpolagaet, qto uravnenie (4.1.1) imeet formal~noe rexenie vida (4.1.2). Odnako, kak bylo otmeqeno P. Delinem, dokazatel~stvo Birkgofa imeet probel v sluqae, esli odno iz otnoxeniæ ρ_i/ρ_j vewestvenno. Sledu¸wiæ kontprimer byl l¸bezno predostavlen mne professorom Delinem.

Rassmotrim uravnenie (4.1.1) s m = 2 i A(z) = [ 1 1/z 0 1/e ] . Formal~noe rexenie (4.1.2) imeet vid

Y (z) = ( I + [ 0 a 0 0 ] z^{−1} + . . . ) [ 1 0 0 e^{−z} ]

s a = e/(1 − e).

NastoØwie rexeniØ, kotorye nas interesu¸t, ime¸t vid

Y (z) = [ 1 u(z) 0 e^{−z} ]

gde u(z) est~ rexenie uravneniØ u(z + 1) = u(z) + e^{−z}/z. V pravoæ poluploskosti my moßem vzØt~

u^r(z) = − ∞∑ n=0 e^{−(z+n)} z + n .

Priblißenie pervogo porØdka dlØ u^r(z) vs¸du, krome okrestnosteæ nepoloßitel~nyh celyh qisel, est~ u^r(z) ∼ − ∞∑ n=0 e^{−(z+n)} z = ae^{−z} z . Sledu¸wie qleny poluqa¸tsØ iz razloßeniØ 1/(z + n).

Qtoby poluqit~ rexenie kotoroe horoxo sebØ vedet sleva, dostatoqno ubrat~ pol¸sa:

u^l(z) = u^r(z) + 2πi e^{2πiz} − 1 . Sootvetstvu¸wee rexenie Y^l(z) imeet trebuemu¸ asimptotiku v sektorah vida

π/2 + ϵ < arg z < 3π/2 + ϵ, no ono imeet nepravil~nu¸ asimptotiku pri z → +i∞.

Deæstvitel~no, lim_{z→+i∞} u^l(z) = −2πi.

S drugoæ storony, my moßem vzØt~ rexenie

~u^l(z) = u^l(z) + 2πi = u^r(z) + 2πi e^{2πiz} e^{2πiz} − 1 , kotoroe imeet pravil~nu¸ asimptotiku v π/2 − ϵ < arg z < 3π/2 − ϵ, no ne imeet podhodØweæ asimptotiki v −i∞.

Zameqanie 4.1.6. V sluqae, kogda |ρ1| > |ρ2| > · · · > |ρm| > 0, rezul~tat, analogiqnyæ teoreme 4.1.3, byl nezavisimo dokazan Karmaæklom [42]. On rassmatrival asimptotiku rexeniæ vdol~ prØmyh, parallel~nyh vewestvennoæ osi. Birkgof takße ssylaetsØ na dissertacii Norlunda i Gal~bruna, gde pohoßie rezul~taty byli dokazany neskol~ko ran~xe.

NaqinaØ s fftogo momenta, my koncentriruem naxe vnimanie na sluqae, kogda matrica A(z) polinomial~na po z. Obwiæ sluqaæ racional~noæ A(z) svoditsØ k polinomial~nomu sledu¸wim preobrazovaniem. Esli (z − x_1) · · · (z − x_s) est~ obwiæ znamenatel~ matriqnyh fflementov {A_{kl}(z)}, to

Ȳ (z) = Γ(z − x_1) · · · Γ(z − x_s) · Y (z)

rexaet Ȳ (z + 1) = Ā(z)Ȳ (z) s polinomial~noæ Ā(z) = (z − x_1) · · · (z − x_s)A(z). Zametim, qto otnoxenie P (z) = (Y^r(z))^{−1} Y^l(z) est~ periodiqeskaØ funkciØ.

(Sootnoxenie P (z + 1) = P (z) nemedlenno sleduet iz togo fakta, qto Y^{l,r} rexaet (4.1.1).) NaqinaØ s fftogo momenta, zafiksiruem vetvi ln(z) v levoæ i pravoæ poluploskostØh, sm. zameqanie 4.1.4, takim obrazom, qto oni sovpada¸t v verhneæ poluploskosti. Togda strukturu matricy P (z) modno opisat~ bolee toqno. Teorema 4.1.7 (Dß. Birkgof [25, teorema IV]). V predpoloßeniØh teoremy

4.1.3 fflementy p_{kl}(z) periodiqeskoæ matricy P (z) = (Y^r(z))^{−1}Y^l(z) ime¸t vid p_{kk}(z) = 1 + c^{(1)}_{kk} e^{2πiz} + · · · + c^{(n−1)}_{kk} e^{2π(n−1)iz} + e^{2πidk} e^{2πniz}, p_{kl}(z) = e^{2πλklz} ( c^{(0)}_{kl} + c^{(1)}_{kl} e^{2πiz} + · · · + c^{(n−1)}_{kl} e^{2π(n−1)iz} ) (k ≠ l), gde c^{(s)}_{kl} — nekotorye konstanty, i λ_{kl} oboznaqaet naimen~xee celoæ qislo, bol~- xee libo ravnoe vewestvennoæ qasti (ln(ρ_l) − ln(ρ_k))/2πi.

Takim obrazom, ishodØ iz matriqnogo mnogoqlena A(z) = A_0z^n + A_1z^{n−1} +

· · · + A_n s nevyroßdennoæ A_0 = diag(ρ_1, . . . , ρ_m), ρ_k ≠ ρ_l pri k ≠ l, my postroi-

li harakteristiqeskie konstanty {d_k}, {c^{(s)}_{kl} } s pomow~¸ predloßeniØ 4.1.1 i teorem 4.1.3, 4.1.7.

Zametim, qto obwee qislo harakteristiqeskih konstant v toqnosti sovpadaet s obwih koliqestvom fflementov v matricah A_1, . . . , A_n. Takim obrazom, estestvenno sprosit~, ØvlØetsØ li otobraßenie (A_1, . . . , A_n) → ( {d_k}, {c^{(s)}_{kl} } ) in¨ektivnym ili s¸r¨ektivnym (konstanty ρ_1, . . . , ρ_n fiksirovany). Ime¸tsØ sledu¸wie qastiqnye rezul~taty.

Teorema 4.1.8 (Dß. Birkgof [26, §17]). DlØ l¸byh nenulevyh ρ1, . . . , ρm, takih

qto ρ_i/ρ_j /∈ R pri i ≠ j, suwestvu¸t matricy A_1, . . . , A_n, takie qto uravnenie (4.1.1) s A_0 = diag(ρ_1, . . . ρ_m) libo obladaet predpisannymi harakteristiqeskimi konstantami {d_k}, {c^{(s)}_{kl} }, libo {d_k + l_k}, {c^{(s)}_{kl} }, gde l_1, . . . , l_m — celye qisla.

Teorema 4.1.9 (Dß. Birkgof [25, teorema VII]). Predpoloßim, qto ime¸tsØ

dva matriqnyh mnogoqlena A^′(z) = A^′_0z^n + · · · + A^′_n i A^{′′}(z) = A^{′′}_0 z^n + · · · + A^{′′}_n s

A^′_0 = A^{′′}_0 = diag(ρ_1, . . . ρ_m), ρ_k ≠ 0, ρ_k/ρ_l /∈ R pri k ≠ l,

takie qto mnoßestva harakteristiqeskih konstant dlØ uravneniæ Y^′(z + 1) = A^′(z)Y^′(z) i Y^{′′}(z + 1) = A^{′′}(z)Y^{′′}(z) sovpada¸t. Togda suwestvuet racional~naØ matrica R(z), takaØ qto

A^{′′}(z) = R(z + 1)A^′(z)R^{−1}(z),

priqem pravoe i levoe kanoniqeskie rexeniØ Y^{l,r} vtorogo uravneniØ poluqa¸tsØ iz kanoniqeskih rexeniæ pervogo uravneniØ umnoßeniem na R sleva: (Y^{′′})^{l,r} = R (Y^′)^{l,r}. 4.2. Izomonodromnye preobrazovaniØ Cel~ fftogo paragrafa sostoit v Øvnom postroenii, dlØ dannoæ A(z), racional~nyh matric R(z), takih qto preobrazovanie A(z) → R(z + 1)A(z)R^{−1} (z), sm. teoremu 4.1.9 vyxe, sohranØet harakteristiqeskie konstanty (bolee obwo, sohranØet {c^{(s)}_{kl} } i sdvigaet {d_k} na celye qisla).

Pust~ A(z) — matriqnyæ mnogoqlen stepeni n ¿ 1, A_0 = diag(ρ_1, . . . , ρ_m),

ρ_i-e ne ravny nul¸, i ih otnoxeniØ ne vewestvenny. Zafiksiruem mn kompleks-

nyh qisel a_1, . . . , a_{mn}, takih qto a_i − a_j /∈ Z dlØ l¸byh i ≠ j. Oboznaqim qerez

M(a_1, . . . , a_{mn}; d_1, . . . , d_m) algebraiqeskoe mnogoobrazie naborov iz n m × m ma-

tric A_1, . . . , A_n, takih qto skalØrnyæ mnogoqlen

det A(z) = det(A_0z^n + A_1z^{n−1} + · · · + A_n)

stepeni mn imeet korni a_1, . . . , a_{mn}, i ρ_i ( d_i −^n_2 ) = (A_1)_{ii} (ffto sootnoxenie pro-

ishodit iz analoga (4.1.3) dlØ proizvol~nogo n).

Teorema 4.2.1. DlØ l¸byh κ1, . . . , κmn ∈ Z, δ1, . . . , δm ∈ Z, mn∑ i=1 κ_i + m∑ j=1 δ_j = 0,

suwestvuet nepustoe otkrytoe po Zarisskomu podmnoßestvo A mnogoobraziØ M(a_1, . . . , a_{mn}; d_1, . . . , d_m), takoe qto dlØ l¸byh (A_1, . . . , A_n) ∈ A suwestvuet edinstvennaØ racional~naØ matrica R(z) so sledu¸wimi svoæstvami:

~A(z) = R(z + 1)A(z)R^{−1}(z) = ~A_0z^n + ~A_1z^{n−1} + · · · + ~A_n, ~A_0 = A_0,

( ~A_1, . . . , ~A_n) ∈ M(a_1 + κ_1, . . . , a_{mn} + κ_{mn}; d_1 + δ_1, . . . , d_m + δ_m),

priqem levoe i pravoe kanoniqeskie rexeniØ uravneniØ ~Y (z +1) = ~A(z) ~Y (z) ime¸t vid ~Y^{l,r} = R Y^{l,r}, gde Y^{l,r} — ffto levoe i pravoe kanoniqeskie rexeniØ uravneniØ Y (z +1) = A(z)Y (z).

Otobraßenie (A_1, . . . , A_n) → ( ~A_1, . . . , ~A_n) est~ biracional~noe otobraßenie algebraiqeskih mnogoobraziæ.

Zameqanie 4.2.2. Iz fftoæ teoremy sleduet, qto harakteristiqeskie konstanty

{c^{(s)}_{kl} } dlØ raznostnyh uravneniæ s kofffficientami A i ~A sovpada¸t, togda kak

konstanty d_k sdviga¸tsØ na δ_k ∈ Z.

Zametim takße, qto esli my potrebuem, qtoby vse d_k ne menØlis~, to, soglasno teoreme 4.1.9, teorema 4.2.1 dostavlØet vse vozmoßnye preobrazovaniØ, kotorye sohranØ¸t harakteristiqeskie konstanty. Deæstvitel~no, esli

A^{′′}(z) = R(z +1)A^′(z)R^{−1}(z), to nuli det A^{′′}(z) dolßny byt~ ravny nulØm det A^′(z),

sdvinutym na celye qisla.

Dokazatel~stvo. Dokaßem snaqala edinstvennost~ R. Predpoloßim, qto suwestvu¸t dve racional~nye matricy R_1 i R_2 s neobhodimymi svoæstvami. �to oznaqaet, v qastnosti, qto opredeliteli matric

~A^{(1)} = R_1(z + 1)A(z)R^{−1}_1 (z) i ~A^{(2)} = R_2(z + 1)A(z)R^{−1}_2 (z)

obrawa¸tsØ v nul~ na odnom i tom ße mnoßestve iz mn toqek ~a_i = a_i + κ_i, ni odni dve iz kotoryh ne otliqa¸tsØ na celoe qislo. Oboznaqim qerez ~Y^r_1 =

R_1Y^r i ~Y^r_2 = R_2Y^r pravye kanoniqeskie rexeniØ sootvetstvu¸wih uravneniæ.

Togda ~Y^r_1 ( ~Y^r_2 )^{−1} = R_1R^{−1}_2 est~ racional~naØ matrica, kotoraØ stremitsØ k I na beskoneqnosti. Bolee togo, ( ~Y^r_1 ( ~Y^r_2 )^{−1} ) (z + 1) = ~A^{(1)}(z) ( ~Y^r_1 ( ~Y^r_2 )^{−1} ) (z) ( ~A^{(2)}(z) )_{−1} . Poskol~ku funkciØ ~Y^r_1 ( ~Y^r_2 )^{−1} golomorfna pri ℜz ≪ 0, iz uravneniØ vyxe sleduet, qto u fftoæ funkcii mogut byt~ tol~ko pol¸sy v toqkah, kotorye kongruffntny ~a_i (nulØm det ~A^{(2)}(z)) i leßat sprava ot nih. (Napomnim, qto dva kompleksnyh qisla kongruffntny, esli oni otliqa¸tsØ na celoe qislo.) No poskol~ku funkciØ ~Y^r_1 ( ~Y^r_2 )^{−1} takße golomorfna pri ℜz ≫ 0, to ße uravnenie, perepisannoe v vide (

~Y^r_1 ( ~Y^r_2 )^{−1} ) (z) = ( ~A^{(1)}(z) )_{−1} ( ~Y^r_1 ( ~Y^r_2 )^{−1} ) (z + 1) ~A^{(2)}(z),

oznaqaet, qto ffta funkciØ moßet imet~ tol~ko pol¸sy v toqkah ~a_i (nuli mnogoqlena det ~A^{(1)}(z)) ili v kongruffntnyh im toqkah, leßawih sleva ot nih. Sledovatel~no, funkciØ ~Y^r_1 ( ~Y^r_2 )^{−1} = R_1R^{−1}_2 celaØ, i po teoreme LiuvillØ ona toßdestvenno ravna I. Dokazatel~stvo edinstvennosti zakonqeno.

DlØ dokazatel~stva suwestvovaniØ zametim snaqala, qto dostatoqno predstavit~ dokazatel~stvo dlØ odnoæ iz κ_i, ravnoæ ±1, i odnoæ iz δ_j , ravnoæ ∓1, so vsemi ostal~nymi κ-mi i δ-mi ravnymi nul¸. Dokazatel~stvo budet sostoØt~ iz neskol~kih xagov.

Lemma 2.3. Pust~ A(z) — funkciØ so znaqeniØmi v matricah m na m, golomorf-

naØ v okrestnosti toqki z = a, i det A(z) = c(z − a) + O ( (z − a)^2 ) pri z → a, gde c ≠ 0. Togda suwestvuet edinstvennyæ (s toqnost~¸ do proporcional~nosti) nenulevoæ vektor v ∈ C^m , takoæ qto A(a)v = 0. Bolee togo, esli B(z) — drugaØ matriqnoznaqnaØ funkciØ, golomorfnaØ v okrestnosti toqki z = a, to otnoxenie (BA^{−1})(z) golomorfno vblizi z = a esli i tol~ko esli B(a)v = 0.

Dokazatel~stvo. Oboznaqim qerez E1 matriqnu¸ edinicu, kotoraØ imeet 1 v kaqestve fflementa (1, 1), a vse ostal~nye fflementy ravny nul¸. Poskol~- ku det A(a) = 0, suwestvuet nevyroßdennaØ postoØnnaØ matrica C, takaØ qto

A(a)CE_1 = 0 (pervyæ stolbec C dolßen byt~ sobstvennym vektorom A(a) s sob-

stvennym znaqeniem 0). Ots¸da sleduet, qto funkciØ

H(z) = A(z)C(E_1(z − a)^{−1} + I − E_1)

golomorfna vblizi z = a. S drugoæ storony, det H(a) = c det C ≠ 0. Takim obrazom, A(a) = H(a)(I − E_1)C^{−1} obnulØet vektor v esli i tol~ko esli vektor C^{−1}v proporcionalen (1, 0, . . . , 0)^t. Ots¸da v dolßen byt~ proporcionalen pervomu stolbcu C. �to zaverxaet dokazatel~stvo pervoæ qasti lemmy.

DlØ dokazatel~stva vtoroæ qasti zametim, qto

(BA^{−1})(z) = B(z)C(E_1(z − a)^{−1} + I − E_1)H^{−1}(z),

qto ograniqeno v z = a esli i tol~ko esli B(a)CE_1 = 0. •

Bolee obwo, oboznaqim qerez E_i matriqnu¸ edinicu, opredelennu¸ kak

(E_i)_{kl} = { 1, k = l = i, 0, v protivnom sluqae.

Lemma 4.2.4 ([68, §2]). DlØ l¸bogo nenulevogo vektora v = (v1, . . . , vm)^t, Q ∈

Mat(m, C ), a ∈ C , i i ∈ {1, . . . , m}, suwestvuet lineænaØ matriqnoznaqnaØ funkciØ R(z) = R_{−1}(z − a) + R_0, oblada¸waØ svoæstvami R(z) ( I + Qz^{−1} + O ( z^{−2} )) z^{−Ei} = I + O(z^{−1}), z → ∞, R_0 v = 0, esli i tol~ko esli v_i ≠ 0. V fftom sluqae R^{±1}(z) da¸tsØ formulami

R(z) = E_i(z − a) + R_0, R^{−1}(z) = I − E_i + R_1(z − a)^{−1}, det R(z) = z − a,

(R_0)_{kl} = v^{−1}_i ∑ s≠i Qisvs, k = l = i, −Q_{il}, k = i, l ≠ i, −v^{−1}_i v_k, k ≠ i, l = i, δ_{kl}, k ≠ i, l ≠ i, R_1 = v^{−1}_i v [ Q_{i1}, . . . , Q_{i,i−1}, 1, Q_{i,i+1}, . . . , Q_{im} ] . Dokazatel~stvo sostoit v prØmoæ proverke. VernemsØ k dokazatel~stvu teoremy 4.2.1.

Predpoloßim, qto κ_1 = −1, δ_i = 1 dlØ nekotorogo i = 1, . . . , m, i vse ostal~- nye κ i δ ravny nul¸. Poskol~ku a_1 est~ prostoæ koren~ det A(z), po lemme 4.2.3 suwestvuet edinstvennyæ (s toqnost~¸ do proporcional~nosti) vektor v, takoæ qto A(a)v = 0. ˚sno, qto uslovie v_i ≠ 0 opredelØet nepustoe otkrytoe po Zarisskomu podmnoßestvo M(a_1, . . . , a_{mn}; δ_1, . . . ; δ_m). Na fftom podmnoßestve poloßim R(z) ravnoæ matrice iz lemmy 4.2.4 s a = a_1 i Q = Ŷ_1 (my predpolagaem, qto Ŷ_0 = I, sm. predloßenie 4.1.1). Togda iz vtoroæ qasti lemmy 4.2.3 sleduet, qto funkciØ (A(z)R^{−1} (z))^{−1} = R(z)A^{−1}(z) golomorfna i obratima vblizi z = a_1 (obratimost~ sleduet iz togo fakta, qto det R(z)A^{−1} (z) stremitsØ k nenulevomu znaqeni¸ pri z → a_1). Takim obrazom, funkciØ ~A(z) = R(z + 1)A(z)R^{−1} (z) ØvlØetsØ celoæ, sledovatel~no, ffto mnogoqlen. Poskol~ku

det ~A(z) = z + 1 − a_1 z − a_1 det A(z) = c (z + 1 − a_1)(z − a_2) · · · (z − a_{mn}), c ≠ 0,

stepen~ ~A(z) ne men~xe n. Iz asimptotiki v beskoneqnosti vidno, qto deg ~A(z) 6 n, otkuda sleduet, qto ~A est~ mnogoqlen stepeni n: ~A(z) = ~A_0z^n + · · · + ~A_n, ~A_0 ≠ 0. Oboznaqim qerez Y^{l,r} levoe i pravoe kanoniqeskie rexeniØ uravneniØ

Y (z + 1) = A(z)Y (z) (sm. teoremu 4.1.3 vyxe). Togda ~Y^{l,r} := R Y^{l,r} sut~ rexeniØ

uravneniØ ~Y (z + 1) = ~A(z) ~Y (z). Bolee togo, ih asimptotika v beskoneqnosti v l¸boæ levoæ (pravoæ) poluploskosti, po lemme 4.2.4, daetsØ razloßeniem vida (4.1.2) s ^~Y_0 = I, ~ρ_k = ρ_k dlØ vseh k = 1, . . . , m, i ~d_k = { d_k + 1, k = i, d_k, k ≠ i. Iz fftogo sleduet, qto ~A_0 = diag(ρ_1, . . . , ρ_m), i qto ~Y^{l,r} sut~ levoe i pravoe kanoniqeskoe rexeniØ uravneniØ ~Y (z + 1) = ~A(z) ~Y (z). Deæstvitel~no, ih asimptotiqeskie razloßeniØ v beskoneqnosti ØvlØ¸tsØ formal~nymi rexeniØmi uravneniØ; tot fakt, qto ~Y^{l,r} golomorfna pri ℜz ≪ 0 (≫ 0), sleduet iz analogiqnogo svoæstva Y^{l,r}; i poloßeniØ vozmoßnyh pol¸sov ~Y^r legko vyvodØtsØ iz uravneniØ.

DlØ dal~neæxego naædem takße (edinstvennyæ s toqnost~¸ do proporcional~nosti) vektor ~v, takoæ qto ~A^t(a_1 − 1) ~v = 0. �to oznaqaet, qto R^{−t}(a_1 −

1)A^t(a_1 − 1)R^t(a_1) ~v = 0. Iz lemmy 4.2.4 togda sleduet, qto ~v = [ (Ŷ_1)_{i1}, . . . , (Ŷ_1)_{i,i−1}, 1, (Ŷ_1)_{i,i+1}, . . . , (Ŷ_1)_{im} ]_t est~ rexenie. Zametim, qto ~v_i ≠ 0.

Predpoloßim teper~, qto κ_1 = 1 i δ_i = −1 dlØ nekotorogo i = 1, . . . , m. Po lemme 4.2.3 suwestvuet edinstvennyæ (s toqnost~¸ do proporcional~nosti) vektor w, takoæ qto A^t(a_1)w = 0. Uslovie w_i ≠ 0 opredelØet nepustoe otkrytoe po Zarisskomu podmnoßestvo M(a_1, . . . , a_{mn}; δ_1, . . . δ_m). Na fftom podmnoßestve oboznaqim qerez R^′(z) racional~nu¸ matriqnoznaqnu¸ funkci¸, dostavlØemu¸ lemmoæ 4.2.4 s a = a_1, v = w i Q = −Ŷ^t_1 (kak vsegda, my predpolagaem, qto Ŷ_0 = I). Poloßim

R(z) := (R^′)^{−t}(z − 1).

Togda iz lemmy 4.2.4 R(z) ( I + Ŷ_1z^{−1} + O ( z^{−2} )) z^{Ei} = I + O(z^{−1}), z → ∞. Dalee, iz lemmy 4.2.3, funkciØ R^{−t}(z + 1)A^{−t}(z) golomorfna i obratima vblizi

z = a_1. Sledovatel~no, funkciØ ~A(z) = R(z + 1)A(z)R^{−1} (z) — celaØ (zametim,

qto R^{−1}(z) = (R^′)^t(z − 1) lineæna po z). Dal~neæxie rasssußdeniØ analogiqny sluqa¸ κ_1 = −1, δ_i = 1, rassmotrennomu vyxe.

Nahoßdenie rexeniØ ~w uravneniØ ~A(a_1 + 1) ~w = 0 ffkvivalentno nahoßdeni¸ rexeniØ uravneniØ R^′(a_1) ~w = 0. Odno iz takih rexeniæ imeet vid ~w = [ −(Ŷ_1)_{1i}, . . . , −(Ŷ_1)_{i−1,i}, 1, −(Ŷ_1)_{i+1,i}, . . . , −(Ŷ_1)_{mi} ]_t , a vse ostal~nye emu proporcional~ny. Zametim, qto ego i-Ø koordinata ne ravna nul¸.

Iz vyxeskazannogo oqevidno, qto obraz otobraßeniØ M(a_1, . . . , a_{mn}; δ_1, . . . , δ_m) → M(a_1 − 1, . . . , a_{mn}; δ_1, . . . , δ_i + 1, . . . , δ_m) leßit v oblasti opredeleniØ otobraßeniØ M(a_1 − 1, . . . , a_{mn}; δ_1, . . . , δ_i + 1, . . . , δ_m) → M(a_1, . . . , a_{mn}; δ_1, . . . , δ_m) i naoborot. S drugoæ storony, kompoziciØ fftih otobraßeniæ v l¸bom porØdke obØzana ravnØt~sØ toßdestvennomu otobraßeni¸ vvidu dokazannoæ vyxe edinstvennosti. Sledovaetl~no, ffti otobraßeniØ obratny drug drugu, i oni ustanavliva¸t biekci¸ meßdu ih oblastØmi opredeleniØ. Racional~nost~ fftih otobraßeniæ sleduet iz Øvnoæ formuly dlØ R(z) v lemme 4.2.4. Dokazatel~stvo teoremy 4.2.1 zaverxeno. •

Zameqanie 4.2.5. Analogiqno lemme 4.2.4, mul~tiplikator R(z) moßet byt~ vyqislen i v sluqaØh, kogda dve iz κ_i ravny ±1 ili dve iz δ_j ravny ±1 pri vseh ostal~nyh κ i δ ravnyh nul¸, sr. [68].

Pust~ κ_i = −1 i κ_j = 1. Oboznaqim qerez v i w rexeniØ uravneniæ A(a_i) v = 0 i A^t(a_j ) w = 0. Togda R suwestvuet, esli i tol~ko esli (v, w) := v^tw = w^tv ≠ 0, i v fftom sluqae

R(z) = I +

R_0 z − a_j − 1 , R^{−1}(z) = I − R_0 z − a_i , det R(z) = z − a_i z − a_j − 1 , R_0 = a_j − a_i + 1 (v, w) vw^t. Pust~ teper~ δ_i = 1, δ_j = −1. Togda det R(z) = 1 i R(z) ( I + Ŷ_1z^{−1} + Ŷ_2z^{−2} + O(z^{−3}) ) z^{Ej −Ei} = I + O(z^{−1}), z → ∞. Rexenie suwestvuet, esli i tol~ko esli (Ŷ_1)_{ij} ≠ 0, i v fftom sluqae ono imeet vid R(z) = E_iz + R_0, R^{−1}(z) = E_jz + R^{−1}_0 ,

s matriqnymi fflementami (R_0)_{kl}, zadannymi formulami l = i l = j l ≠ i, j k = i^{−(Ŷ2)ij +} P_s

6=i^{(Ŷ1)}is^{(Ŷ1)}sj

(Ŷ1)_{ij} −(

Ŷ_1)_{ij} −(Ŷ_1)_{il}

k = j^1_{(Ŷ1)ij} 0 0 k ≠ i, j −^{(Ŷ1)kj}_{(Ŷ1)ij} 0 δ_{kl} i matriqnymi fflementami (R^{−1}_0 )_{kl}, zadannymi formulami l = i l = j l ≠ i, j k = i 0 (Ŷ_1)_{ij} 0

k = j −^1_{(Ŷ1)ij} −^{(Ŷ2)ij}_{(Ŷ1)ij} + (Ŷ_1)_{jj} −^{(Ŷ1)il}_{(Ŷ1)ij} k ≠ i, j 0 (Ŷ_1)_{kj} δ_{kl} 4.3. Raznostnye uravneniØ Xlezingera V fftom paragrafe my dadim al~ternativnoe opisanie preobrazovaniØm A → ~A teoremy 4.2.1 s

κ_{i1} = · · · = κ_{im} = ±1, δ_1 = · · · = δ_m = ∓1,

i ostal~nymi κ_i-mi ravnymi nul¸, i kompoziciØm takih preobrazovaniæ.

V dal~neæxem my vsegda budem predpolagat~, qto naxi matriqnye mnogoqleny A(z) = A_0z^n + . . . ime¸t nevyroßdennye starxie kofffficienty: det A_0 ≠ 0. My takße predpolagaem, qto mn korneæ uravneniØ det A(z) = 0 poparno razliqny; my budem ih nazyvat~ sobstvennymi znaqeniØmi A(z). DlØ sobstvennogo znaqeniØ a suwestvuet (edinstvennyæ s toqnost~¸ do mul~tiplikativnoæ konstanty) vektor v, takoæ qto A(a) v = 0, sm. lemmu 4.2.3. My budem nazyvat~ v sobstvennym vektorom A(z), sootvetstvu¸wim sobstvennomu znaqeni¸ a. Slova v obwem poloßenii vs¸du niße oznaqa¸t “leßit v nepustom otkrytom po Zarisskomu podmnoßestve” sootvetstvu¸wego algebraiqeskogo mnogoobraziØ.

Naqnem s predvaritel~nyh lemm.

Lemma 4.3.1. Mnoßestva sobstvennyh znaqeniæ i sootvetstvu¸wih sobstven-

nyh vektorov opredelØ¸t matricu A(z) odnoznaqno s toqnost~¸ do umnoßeniØ na postoØnnu¸ nevyroßdennu¸ matricu sleva.

Dokazatel~stvo. Esli dva matriqnyh mnogoqlena A^′ i A^{′′} ime¸t odni i te ße sobstvennye qisla i sobstvennye vektory, to funkciØ (A^′(z))^{−1}A^{′′}(z) ne imeet osobennosteæ v koneqnoæ kompleksnoæ ploskosti. Bolee togo, poskol~ku stepeni mnogoqlenov A^′(z) i A^{′′}(z) ravny, my imeem (A^′(z))^{−1}A^{′′}(z) ∼ (A^′_0)^{−1}A^{′′}_0 pri z → ∞. Teorema LiuvillØ zaverxaet dokazatel~stvo. •

My budem govorit~, qto z − B, B ∈ Mat(m, C ), est~ pravyæ delitel~ A(z), esli A(z) = Â(z)(z − B), gde Â(z) — mnogoqlen stepeni n − 1.

Lemma 3.2. LineænaØ funkciØ z − B ØvlØetsØ pravym delitelem A(z), esli i

tol~ko esli A_0B^n + A_1B^{n−1} + · · · + A_n = 0.

Dokazatel~stvo. Sm., naprimer, [56]. •

Lemma 4.3.3. Pust~ α1, . . . , αm — sobstvennye znaqeniØ A(z), i v1, . . . , vm — so-

otvetstvu¸wie sobstvennye vektory. Predpoloßim, qto vektory v_1, . . . , v_m lineæno nezavisimy. Voz~mem B ∈ Mat(m, C ), taku¸ qto Bv_i = α_iv_i, i = 1, . . . , m. Togda z − B ØvlØetsØ pravym delitelem A(z). Bolee togo, matrica B odnoznaqno opredelØetsØ tem, qto z − B est~ pravyæ delitel~ A(z), i Sp(B) = {α_1, . . . , α_m}.

Dokazatel~stvo. DlØ vseh i = 1, . . . , m imeem

(A_0B^n + A_1B^{n−1} + · · · + A_n)v_i = (A_0α^n_i + A_1α^{n−1}_i + · · · + A_n)v_i = A(α_i)v_i = 0.

Iz lemmy 4.3.2 sleduet, qto z − B — pravyæ delitel~ A(z).

DlØ dokazatel~stva edinstvennosti predpoloßim, qto A(z) = Â^′(z)(z − B^′) = Â^{′′}(z)(z − B^{′′}). Ots¸da (A^{′′}(z))^{−1}A^′(z) = (z −B^{′′})(z −B^′)^{−1}. Vozmoßnye osobennosti pravoæ qasti fftogo ravenstva — ffto z = α_i, i = 1, . . . , m, togda kak vozmoßnye osobennosti levoæ qasti — vse ostal~nye sobstvennye znaqeniØ A(z). Poskol~ku sobstvennye znaqeniØ A(z) poparno razliqny, obe qasti ravenstva ØvlØ¸tsØ celymi funkciØmi. No (z−B^{′′})(z−B^′ )^{−1} stremitsØ k I pri z → ∞. Sledovatel~no, po teoreme LiuvillØ, B^′ = B^{′′}. •

Predpoloßim teper~, qto sobstvennye znaqeniØ a_1, . . . , a_{mn} matricy A(z) razbity na n grupp po m qisel v kaßdoæ: {a_1, . . . , a_{mn}} = {a^{(1)}_1 , . . . , a^{(1)}_m } ∪ · · · ∪ {a^{(n)}_1 , . . . , a^{(n)}_m }. Lemma 4.3.3 pokazyvaet, qto dlØ A(z) v obwem poloßenii my moßem postroit~ opredelennye edinstvennym obrazom B_1, . . . , B_n ∈ Mat(m, C ), takie qto dlØ l¸bogo i = 1, . . . , n, Sp(B_i) = {a^{(i)}_1 , . . . , a^{(i)}m } i z − B_i ØvlØetsØ pravym delitelem A(z). (Oqevidno, qto uslovie, naloßennoe na A(z) v lemme 4.3.3, ØvlØetsØ otkrytym. Sootvetstvu¸wee mnoßestvo ne pusto, potomu qto ono soderßit diagonal~nu¸ matricu A(z) s { a^{(k)}_i } , ØvlØ¸wimisØ kornØmi A_{kk}(z). Analogiqnye kommentarii primenimy ko vsem poØvleniØm slov “v obwem poloßenii” niße.)

Soglasno lemme 4.3.1, B_1, . . . , B_n opredelØ¸t A(z) odnoznaqno s toqnost~¸ do postoØnnogo mnoßitelØ sleva, potomu qto sobstvennye vektory matric B_i ØvlØ¸tsØ sobstvennymi vektorami A(z).

Lemma 4.3.4. DlØ matric B1, . . . , Bn ∈ Mat(m, C ) v obwem poloßenii s Sp(Bi) =

{a^{(i)}_j } suwestvuet edinstvennyæ mnogoqlen stpeni n so starxim qlenom 1,

A(z) = z^n + A_1z^{n−1} + . . . ,

takoæ qto vse funkcii z − B_i ØvlØ¸tsØ ego pravymi delitelØmi. Matriqnye fflementy A_1, . . . , A_n ØvlØ¸tsØ racional~nymi funkciØmi ot matriqnyh fflementov B_1, . . . , B_n i sobstvennyh qisel { a^{(i)}_j } . Zameqanie 4.3.5. 1. V dal~neæxem my pokaßem, qto, na samom dele, ffti racional~nye funkcii ne zavisØt ot { a^{(i)}_j } . 2. ˚sno, qto uslovie o tom, qto starxiæ kofffficient A(z) raven 1, moßet byt~ zameneno na uslovie o tom, qto A(z) imeet proizvol~nyæ predpisannyæ nevyroßdennyæ starxiæ kofffficient A_0.

Dokazatel~stvo. Edinstvennost~ sleduet iz lemmy 4.3.1. DlØ dokazatel~stva suwestvovaniØ budem ispol~zovat~ indukci¸ po n. DlØ n = 1 utverßdenie oqevidno. Predpoloßim, qto my uße postroili mnogoqlen Â(z) = z^{n−1} + Â_1 . . . , takoæ qto B_1, . . . , B_{n−1} da¸t ego pravye deliteli. Pust~ {v_i} — sobstvennye vektory B_n s sobstvennymi znaqeniØmi {a^{(n)}_i }. Poloßim w_i = Â(a^{(n)}_i )v_i i voz~mem matricu X ∈ Mat(m, C ), taku¸ qto Xw_i = a^{(n)}_i w_i dlØ vseh i = 1, . . . , m. (V obwem poloßenii vektory {w_i} lineæno nezavisimy.) Togda mnogoqlen A(z) = (z −X)Â(z) obladaet vsemi trebuemymi svoæstvami. Deæstvitel~no, nam lix~ neobhodimo proverit~, qto z − B_n ØvlØetsØ ego pravym delitelem (racional~nost~ sleduet iz togo fakta, qto vyqislenie sobstvennyh vektorov s izvestnymi sobstvennymi znaqeniØmi est~ racional~naØ operaciØ). DlØ l¸bogo i = 1, . . . , m imeem

(B^n + A_1B^{n−1}_n + · · · + A_n)v_i = ( (a^{(n)}_i )^n + A_1(a^{(n)}_i )^{n−1} + · · · + A_n ) v_i = (a^{(n)}_i − X)Â(a^{(n)}_i )v_i = (a^{(n)}_i − X)w_i = 0.

Lemma 4.3.2 zaverxaet dokazatel~stvo. •

Takim obrazom, u nas imeetsØ biracional~noe otobraßenie meßdu matriqnymi mnogoqlenami A(z) = A_0z^n +. . . s fiksirovannym nevyroßdennym starxim kofffficientom i fiksirovannymi poparno razliqnymi sobstvennymi znaqeni- Ømi, razbitymi na n po m qisel v kaßdoæ, i mnoßestvami pravyh deliteleæ

{z − B_1, . . . , z − B_n}, gde spektr matricy B_i sostoit iz qisel v i-æ gruppe. My

rassmatrivaem {B_i} kak drugu¸ sistemu koordinat dlØ mnogoqlenov A(z).

OkazyvaetsØ, qto v fftih koordinatah nekotorye mul~tiplikatory R(z) iz teoremy 4.2.1 prinima¸t oqen~ prostoæ vid. Pereoboznaqim qerez κ^{(i)}_j qisla

κ_1, . . . , κ_{mn} iz teoremy 4.2.1 v sootvetstvii s naximi novymi oboznaqeniØmi

dlØ sobstvennyh znaqeniæ matricy A(z). Oboznaqim preobrazovanie teoremy 4.2.1 s

κ^{(i)}_j = −k_i ∈ Z, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , m; δ_1 = · · · = δ_m = n∑ i=1 k_i qerez S(k_1, . . . , k_n).

Predloßenie 4.3.6. Mul~tiplikator R(z) dlØ S(0, . . . , 0,^{(i)}1 , 0, . . . , 0) raven pra-

vomu delitel¸ z − B_i matricy A(z), kotoryæ otveqaet sobstvennym znaqeniØm a^{(i)}_1 , . . . , a^{(i)}_m .

Dokazatel~stvo. Nesloßno uvidet~, qto esli sobstvennye znaqeniØ Bi ravny

a^{(i)}_1 , . . . , a^{(i)}_m , i z − B_i est~ pravyæ delitel~ A(z), to R(z) = z − B_i udovletvorØet

vsem usloviØm teoremy 4.2.1.

Obratno, esli R(z) est~ sootvetstvu¸wiæ mul~tiplikator, to R(z) raven proizvedeni¸ n fflementarnyh mul~tiplikatorov s odnoæ κ ravnoæ −1 i odnoæ δ ravnoæ +1. Iz Øvnoæ konstrukcii teoremy 4.2.1 vidno, qto vse ffti mul~tiplikatory polinomial~ny, pofftomu R(z) — mnogoqlen. Iz togo, qto δ_1 = · · · = δ_m, sleduet, qto R(z) est~ lineænyæ mnogoqlen vida z − B dlØ nekotoroæ B ∈ Mat(m, C ) (qtoby ffto uvidet~, dostatoqno posmotret~ na asimptotiku kanoniqeskih rexeniæ). Imeem A(z) = R^{−1}(z + 1) ~A(z)R(z) = (z + I − B)^{−1} ~A(z)(z − B). SravnivaØ opredeliteli obeih storon, my zakl¸qaem, qto Sp(B) = {a^{(i)}_1 , . . . , a^{(i)}m }. Poskol~ku nikakie dva sobstvennyh znaqeniØ ne otliqa¸tsØ na celoe qislo, B i B − I ne ime¸t obwih sobstvennyh znaqeniæ. Ots¸da sleduet, qto otnoxenie

(z + I − B)^{−1} ~A(z) obØzano byt~ mnogoqlenom, i pofftomu z − B ØvlØetsØ pravym

delitelem A(z). •

DlØ l¸bogo k = (k_1, . . . , k_n) ∈ Z^n opredelim matricy B_1(k), . . . , B_n(k) tak, qto pravye deliteli mnogoqlena S(k_1, . . . , k_n)A(z) ime¸t vid z − B_i(k) s Sp(B_i(k)) = {a^{(i)}_1 − k_i, . . . , a^{(i)}_n − k_i}, i = 1, . . . , n. �ti matricy opredeleny dlØ A(z) obwego poloßeniØ iz algebraiqeskih mnogoobraziæ M(· · · ), vvedennyh v predyduwem paragrafe.

Predloßenie 4.3.7 (raznostnye uravneniØ Xlezingera). Matricy {Bi(k)}

(kogda oni suwestvu¸t) udovletvorØ¸t uravneniØm

B_i(. . . ) − B_i(. . . , k_j + 1, . . . ) = B_j(. . . ) − B_j (. . . , k_i + 1, . . . ), (4.3.1)

B_j(. . . , k_i + 1, . . . )B_i(. . . ) = B_i(. . . , k_j + 1, . . . )B_j (. . . ), (4.3.2)

B_i(k_1 + 1, . . . , k_n + 1) = A^{−1}_0 B_i(k_1, . . . , k_n)A_0 − I, (4.3.3)

gde i, j = 1, . . . , n, i mnogotoqiØ v argumentah oznaqa¸t, qto ostal~nye peremennye k_l osta¸tsØ neizmennymi.

Zameqanie 3.4.8. Pervye dva uravneniØ vyxe ffkvivalentny ravenstvu ( z − B_i(. . . , k_j + 1, . . . ) )( z − B_j (. . . ) ) = ( z − B_j (. . . , k_i + 1, . . . ) )( z − B_i(. . . ) ) . (4.3.4) Dokazatel~stvo predloßeniØ 4.3.7. Iz utverßdenie o edinstvennosti v teoreme 4.2.1 sleduet, qto S(0, . . . , 0,^{(i)}1 , 0, . . . , 0) ∘ S(0, . . . , 0,^{(j)}1 , 0, . . . , 0) ∘ S(k_1, . . . , k_n) = S(0, . . . , 0,^{(j)}1 , 0, . . . , 0) ∘ S(0, . . . , 0,^{(i)}1 , 0, . . . , 0) ∘ S(k_1, . . . , k_n). Takim obrazom, sootvetstvu¸wie proizvedeniØ mul~tiplikatorov ravny, qto daet (4.3.4). �to dokazyvaet sootnoxeniØ (4.3.1), (4.3.2). Ravenstvo (4.3.3) sleduet iz togo fakta, qto mul~tiplikator dlØ S(1, . . . , 1) raven A^{−1}_0 A(z), i

~A(z) = S(1, . . . , 1)A(z) = A^{−1}_0 A(z + 1)A_0. �to oznaqaet, qto pravye deliteli dlØ ~A(z) mogut byt~ poluqeny iz pravyh deliteleæ dlØ A(z) s pomow~¸ sdviga z na

1 i soprØßeniØ matriceæ A_0. •

Teorema 4.3.9. Zafiksiruem mn kompleksnyh qisel^{a^{(i)}_j^{}n,m}_{i=1,j=1} takih, qto ni-

kakie dva iz nih ne otliqa¸tsØ na celoe qislo, i celoe qislo M > 0. Togda dlØ matric B_1, . . . , B_n ∈ Mat(m, C ), Sp(B_i) = { a^{(i)}_j }_m j=1, v obwem poloßenii suwestvuet edinstvennoe rexenie {B_i(k_1, . . . , k_n) : max_{i=1,...,n} |k_i| 6 M} raznostnyh uravneniæ Xlezingera (4.3.1)–(4.3.3) s Sp(A_0) = {ρ_1, . . . , ρ_n}, ρ_i/ρ_j /∈ R pri i ≠ j, ρ_i ≠ 0 pri i = 1, . . . , n, takoe qto

Sp(B_i(k_1, . . . , k_n)) = Sp(B_i) − k_i i B_i(0, . . . , 0) = B_i dlØ vseh i = 1, . . . , n.

Matriqnye fflementy B_i(k) sut~ racional~nye funkcii ot matriqnyh fflementov naqal~nyh usloviæ {B_i}^n_{i=1}. Bolee togo, ffti racional~nye funkcii ne zavisØt ot sobstvennyh znaqeniæ { a^{(j)}_i } . Zameqanie 4.3.10. Kak my uvidim pozdnee, ffta teorema takße rasprostranØetsØ na sluqaæ proizvol~noæ obratimoæ A_0.

Dokazatel~stvo. Suwestvovanie i racional~nost~ potokov uße byli dokazany. Deæstvitel~no, bez poteri obwnosti moßno sqitat~, qto A_0 diagonal~na (uravneniØ (4.3.1)–(4.3.3) ne menØ¸tsØ pri soprØßenii vseh B_i(k) i A_0 odnoæ i toæ ße postoØnnoæ matriceæ). Soglasno lemme 4.3.4 my moßem postroit~ (edinstvennyæ) mnogoqlen A(z) stepeni n so starxim kofffficientom A_0, takoæ qto matricy {B_i} sootvetstvu¸t ego pravym delitelØm. Togda, s pomow~¸ teoremy 4.2.1, my moßem opredelit~ S(k), a, znaqit, i {B_i(k)}. Soglasno predloßeni¸ 4.3.7, ffti matricy udovletvorØ¸t uravneniØm (4.3.1)–(4.3.3). Bolee togo, vse operacii, ispol~zovannye v fftoæ konstrukcii, racional~ny.

Takim obrazom, ostaetsØ dokazat~ edinstvennost~ i tot fakt, qto poluqivxiesØ racional~nye funkcii ne zavisØt ot sobstvennyh znaqeniæ. Prostoe vyqislenie pokazyvaet, qto dlØ l¸byh X, Y, S, T ∈ Mat(m, C ), ravenstvo

(z − X)(z − Y ) = (z − S)(z − T ) vleqet

Y = (X − S)^{−1}S(X − S), T = (X − S)^{−1}X(X − S), (4.3.5)

X = (Y − T )T (Y − T )^{−1}, S = (Y − T )Y (Y − T )^{−1}, (4.3.6)

kogda sootvetstvu¸wie matricy obratimy, sr. [54]. PrimenØØ ffto nabl¸denie k (4.3.4), my vidim, qto, {B_i = B_i(0, . . . , 0)} odnoznaqno opredelØ¸t vse

B_i(ϵ^{(i)}_1 , . . . , ϵ^{(i)}_{i−1},^{(i)}0 , ϵ^{(i)}_{i+1}, . . . , ϵ^{(i)}_n ), ϵ^{(i)}_j = 0, 1. (4.3.7)

Bolee togo, oni zada¸tsØ racional~nymi vyraßeniØmi, v kotorye vhodØt tol~- ko naqal~nye usloviØ {B_i}. Qtoby prodvinut~sØ dal~xe, nam neobhodima sledu¸waØ lemma.

Lemma 4.3.11. DlØ matric X, Y ∈ Mat(m, C ) v obwem poloßenii s fiksi-

rovannymi nepereseka¸wimisØ spektrami, suwestvu¸t edinstvennye matricy S, T ∈ Mat(m, C ), takie qto (z − X)(z − Y ) = (z − S)(z − T ), Sp(S) = Sp(Y ), Sp(T ) = Sp(X). Matriqnye fflementy S i T ØvlØ¸tsØ racional~nymi funkciØmi matriqnyh fflementov X i Y , i ffti funkcii ne zavisØt ot spektrov X i Y .

Pervoe dokazatel~stvo. Lemma 4.3.3 dokazyvaet edinstvennost~ i pokazyvaet, kak postroit~ T , esli my zaem sobstvennye znaqeniØ x_1, . . . , x_m matricy X i vektory v_i, takie qto (x_i − X)(x_i − Y )v_i = 0. Esli my pronormiruem vse v_i-e odinakovym sposobom, naprimer, trebuØ, qtoby ih pervaØ koordinata ravnØlas~ 1 (ffto moßno sdelat~ v obwem poloßenii), to iz lemmy 4.3.3 my poluqim matriqnye fflementy T v vide racional~nyh funkciæ matriqnyh fflementov X, Y i x_1, . . . , x_n. Odnako, nesloßno uvidet~, qto ffti racional~nye funkcii simmetriqny po otnoxeni¸ k perestanovkam x_1, . . . , x_n, qto oznaqaet, qto oni zavisØt tol~ko ot fflementarnyh simmetriqeskih funkciæ ∑ i1<···<i_k xi1 · · · xik peremennyh x_i. No ffto v toqnosti kofffficienty harakteristiqeskogo mnogoqlena matricy

X, a znaqit oni mogut byt~ vyraßeny kak mnogoqleny ot matriqnyh fflementov X. • Vtoroe dokazatel~stvo, sm. [86]. Edinstvennost~ sleduet iz lemmy 4.3.3. Qtoby dokazat~ suwestvovanie, oboznaqim qerez Λ rexenie uravneniØ Y Λ−ΛX = I. V obwem poloßenii rexenie suwestvuet, edinstvenno, i obratimo. Poloßim

S = X + Λ^{−1}, T = Y − Λ^{−1}.

Togda legko uvidet~, qto (z − X)(z − Y ) = (z − S)(z − T ). Bolee togo, esli Y i T imeet obwee sobstvennoe znaqenie, to oni dolßny imet~ obwiæ sobstvennyæ vektor, qto protivoreqit obratimosti Y − T = Λ^{−1}. Sledovatel~no, Sp(T ) = Sp(X) i Sp(S) = Sp(Y ). •

Zameqanie 4.3.12. V sluqae matric 2 na 2 nesloßno vyvesti Øvnu¸ formulu dlØ S i T v terminah X i Y :

S = (X +Y −Tr Y )Y (X +Y −Tr Y )^{−1}, T = (X +Y −Tr X)^{−1}X(X +Y −Tr X). (4.3.8)

VernemsØ k dokazatel~stvu teoremy 4.3.9. Napomnim, qto my uße dokazali, qto naqal~nye usloviØ opredelØ¸t (4.3.7) odnoznaqno. Vospol~zuemsØ teper~ (4.3.4) s (k_1, . . . , k_n) = (1, . . . , 1,^{(j)}0 , 1, . . . , 1), j ≠ i. Iz (4.3.3) my znaem B_i(1, . . . , 1). Sledovatel~no, my znaem obe matricy v levoæ qasti (4.3.4), a znaqit, po lemme 4.3.11, moßem vyqislit~ obe matricy v pravoæ qasti (4.3.4), v qastnosti, B_i(1, . . . , 1,^{(j)}0 , 1, . . . , 1).

Rassmotrim (4.3.4) s

(k_1, . . . , k_n) = (1, . . . , 1,^{(j)}0 , 1, . . . , 1,^{(l)}0 , 1, . . . , 1),

gde i, j, l poparno razliqny. PrimenØØ lemmu 4.3.11 ewe raz, my nahodim vse B_i(1, . . . , 1,^{(j)}0 , 1, . . . , 1,^{(l)}0 , 1, . . . , 1). ProdolßaØ tot ße process (menØØ po odnoæ edinice na nul~ v (k_1, . . . , k_n) na kaßdom xagu), my poluqaem vse

B_i(ϵ^{(i)}_1 , . . . , ϵ^{(i)}_{i−1},^{(i)}1 , ϵ^{(i)}_{i+1}, . . . , ϵ^{(i)}_n ), ϵ^{(i)}_j = 0, 1.

Vmeste s (4.3.3) (i (4.3.7)) ffto daet vse B_i(k) s max |k_i| 6 1. IteriruØ fftu proceduru, my zaverxaem dokazatel~stvo. •

4.4. Al~ternativnoe opisanie potokov Xlezingera Cel~ fftogo paragrafa — vvesti novye koordinaty dlØ mnogoqlenov A(z), v kotoryh potoki, opisannye v predyduwem paragrafe, mogut byt~ legko opredeleny. V qastnosti, ffto vedet k drugomu dokazatel~stvu teoremy 4.3.9, kotoroe rabotaet pri l¸boæ obratimoæ matrice A_0.

Predloßenie 4.4.1. V predpoloßeniØh teoremy 4.3.9, mnogoqlen

(z − B_1(0, 1, . . . , 1))(z − B_2(0, 0, 1, . . . , 1)) · · · (z − B_n(0, . . . , 0)) imeet pravye deliteli z − B_i, i = 1, . . . , n.

�to utverßdenie i teorema 4.3.9 dostavlØ¸t dokazatel~stvo zameqaniØ 4.3.5(1).

Dokazatel~stvo. S pomow~¸ (4.3.4) poluqaem (j > i) ( z − B_i(0, . . . , 0,^{(j)}1 , . . . , 1) ) ( z − B_j (0, . . . , 0,^{(j+1)}1 , . . . , 1) )

= ( z − B_j (0, . . . , 0,^{(i)}1 , 0, . . . , 0,^{(j+1)}1 , . . . , 1) ) ( z − B_i(0, . . . , 0,^{(j+1)}1 , . . . , 1) ) .

Ispol~zuØ ffto kommutacionnoe sootnoxenie, my moßem peredvinut~ mnoßitel~

(z − B_i(· · · )) v fftom proizvedenii napravo, posle qego on prevratitsØ v (z − B_i(0, . . . , 0)) = (z − B_i). •

Vvedem oboznaqeniØ (l_1, . . . , l_n ∈ Z) C_i(l_1, . . . , l_n) := B_i(l_1, . . . , l_i, l_{i+1} + 1, . . . , l_n + 1), i = 1, . . . , n. Esli oboznaqit~ qerez A(z) mnogoqlen stepeni n so starxim kofffficientom

A_0, takoæ qto {z − B_i} sut~ ego pravye deliteli, to iz opredeleniØ B_i(k) i

predloßeniØ 4.4.1 sleduet, qto dlØ l¸bogo l = (l_1, . . . , l_n) ∈ Z^n, S(l_1, . . . , l_n)A(z) = A_0 ( z − C_1(l) ) · · · ( z − C_n(l) ) . (4.4.1)

(Qtoby primenit~ predloßenie 4.4.1, my takße ispol~zuem trivial~nyæ fakt, qto dlØ l¸byh rexeniæ {B_i(k)} uravneniæ (4.3.1)-(4.3.3) i dlØ l¸byh l_1, . . . , l_n ∈ Z_{B′i(k1, . . . , kn) := Bi(k1 + l1, . . . , kn + ln), i = 1, . . . , n,} takße ØvlØ¸tsØ rexeniØmi (4.3.1)–(4.3.3).) Lemma 4.4.2. Otobraßenie {Bi} → {Ci} biracional~no.

Dokazatel~stvo. Racional~nost~ prØmogo otobraßeniØ sleduet iz teoremy 4.3.9. Racional~nost~ obratnogo otobraßeniØ sleduet iz lemmy 4.3.3 (deæstvitel~no, neobhodimo lix~ naæti pravye deliteli izvestnoæ matricy

S(l_1, . . . , l_n)A(z)). NesmotrØ na to, qto na pervyæ vzglØd kaßetsØ, qto dlØ po-

stroeniØ matric B_i neobhodimo znat~ sobstvennye znaqeniØ matric C_i, Øsno, qto normiruØ sobstvennye vektory A(z), sootvetstvu¸wie fftim sobstvennym znaqeniØm, odnim i tem ße sposobom, my poluqim formulu dlØ B_i, kotoraØ budet simmetriqna po otnoxeni¸ k perestanovkam fftih sobstvennyh znaqeniæ, i, sledovatel~no, moßet byt~ perepisana tol~ko qerez matriqnye fflementy C_i (ffto rassußdenie uße ispol~zovalos~ v pervom dokazatel~stve lemmy 4.3.11 vyxe). •

Naxeæ blißaæxeæ cel~¸ ØvlØetsØ opisanie preobrazovaniæ S(k) v terminah {C_i}. Nam ponadobitsØ predvaritel~naØ lemma, kotoraØ obobwaet lemmu 4.3.11.

Lemma 4.4.3. DlØ matric X1, . . . , XN ∈ Mat(m, C ) v obwem poloßenii s neperese-

ka¸wimisØ spektrami i l¸boæ perestanovki σ ∈ S_N , suwestvu¸t edinstvennye matricy Y_1, . . . , Y_N ∈ Mat(m, C ), takie qto Sp(Y_i) = Sp(X_i) pri vseh i = 1, . . . , N, i (z − X_1) · · · (z − X_N ) = (z − Y_{σ(1)}) · · · (z − Y_{σ(N)}).

Matriqnye fflementy {Y_i} ØvlØ¸tsØ racional~nymi funkciØmi ot matriqnyh fflementov {X_i}, ne zavisØwimi ot spektrov {X_i}.

Dokazatel~stvo. Suwestvovanie i racional~nost~ sledu¸t iz lemmy 4.3.11, potomu qto fflementarnye preobrazovaniØ (i, i + 1) poroßda¸t simmetriqesku¸ gruppu S_N . DlØ dokazatel~stva edinstvennosti perepixem ravenstvo

(z − Y^′_1 ) · · · (z − Y^′_N ) = (z − Y^{′′}_1 ) · · · (z − Y^{′′}_N ), Sp(Y^′_i ) = Sp(Y^{′′}_i ),

v vide

(z − Y^{′′}_1 )^{−1}(z − Y^′_1 ) = ( (z − Y^{′′}_2 ) · · · (z − Y^{′′}_N ) )( (z − Y^′_2) · · · (z − Y^′_N ) )_{−1} . Esli spektr Y^{′′}_1 ne peresekaetsØ so spektrami Y^′_2 , . . . , Y^′_m, to obe qasti ravenstva vyxe ØvlØ¸tsØ celymi funkciØmi, poskol~ku u nih ne moßet byt~ obwih pol¸sov. Poskol~ku obe qasti stremØtsØ k I pri z → ∞, iz teoremy LiuvillØ my zakl¸qaem, qto obe qasti toßdestvenno ravny I, i Y^′_1 = Y^{′′}_1 . IndukciØ po N zaverxaet dokazatel~stvo. •

Predloßenie 4.4.4. V predpoloßeniØh teoremy 4.3.9, matricy {Ci(l)} udovle-

tvorØ¸t uravneniØm ( z + 1 − C_i ) · · · ( z + 1 − C_n ) A_0 ( z − C_1 ) · · · ( z − C_{i−1} ) = ( z + 1 − ~C_{i+1} ) · · · ( z + 1 − ~C_n ) A_0 ( z − ~C_1 ) · · · ( z − ~C_i ) , C_j = C_j (l_1, . . . , l_n), ~C_j = C_j (l_1, . . . , l_{i−1}, l_i + 1, l_{i+1}, . . . , l_n) dlØ vseh j,

(4.4.2) i C_i(l_1 + 1, . . . , l_n + 1) = A^{−1}_0 C_i(l_1, . . . , l_n)A_0 − I. (4.4.3)

V oboih uravneniØh i = 1, . . . , n proizvol~no.

Dokazatel~stvo. Sootnoxenie (4.4.3) est~ prØmoe sledstvie (4.3.3). Dokaßem (4.4.2). Iz predloßeniØ 4.3.6 sleduet, qto mul~tiplikator dlØ sdviga (l_1, . . . , l_n) → (l_1, . . . , l_{i−1}, l_i + 1, l_{i+1}, . . . , l_n) imeet vid R(z) = z − B_i(l). Sledovatel~no, (4.4.1) daet

A_0(z − ~C_1) · · · (z − ~C_n)(z − B_i(l)) = (z + 1 − B_i(l))A_0(z − C_1) · · · (z − C_n).

SravnivaØ spektry mnoßiteleæ s obeih storon i primenØØ lemmu 4.4.3, poluqaem

A_0(z − ~C_1) · · · (z − ~C_i) = (z + 1 − B_i(l))A_0(z − C_1) · · · (z − C_{i−1}), (z − ~C_{i+1}) · · · (z − ~C_n)(z − B_i(l)) = (z − C_i) · · · (z − C_n). SovmewaØ ffti dva sootnoxeniØ i sdvigaØ z → z + 1 vo vtorom, prihodim k ravenstvu (4.4.2). •

Teorema 4.4.5. Zafiksiruem mn kompleksnyh qisel^{a^{(i)}_j^{}n,m}_{i=1,j=1}, takih qto ni-

kakie dva iz nih ne otliqa¸tsØ na celoe qislo, celoe qislo M > 0, i proizvol~nu¸ nevyroßdennu¸ matricu A_0 ∈ Mat(m, C ). Togda dlØ matric C_1, . . . , C_n ∈ Mat(m, C ), Sp(C_i) = { a^{(i)}_j }_m j=1, v obwem poloßenii suwestvuet edinstvennoe rexenie {C_i(l_1, . . . , l_n) : max_{i=1,...,n} |l_i| 6 M} uravneniæ (4.4.2) i, sledovatel~no, (4.4.3), takoe qto

Sp(C_i(l_1, . . . , l_n)) = Sp(C_i) − l_i i C_i(0, . . . , 0) = C_i dlØ vseh i = 1, . . . , n.

Matriqnye fflementy C_i(l) sut~ racional~nye funkcii naqal~nyh usloviæ {C_i}^n_{i=1}, i ffti racional~nye funkcii ne zavisØt ot sobstvennyh qisel { a^{(j)}_i } . Bolee togo, B_i(k_1, . . . , k_n) := C_i(k_1, . . . , k_i, k_{i+1} − 1, . . . , k_n − 1), i = 1, . . . , n, rexa¸t raznostnye uravneniØ Xlezingera (4.3.1)-(4.3.3).

Zameqanie 4.4.6. Esli otnoxeniØ sobstvennyh znaqeniæ matricy A0 ne vewestvenny, to iz teoremy 4.3.9, lemmy 4.4.2 i predloßeniØ 4.4.4 sleduet dokazatel~stvo teoremy 4.4.5. Odnako, naxa cel~ sostoit v tom, qtoby predostavit~ nezavisimoe dokazatel~stvo fftoæ teoremy, davaØ, takim obrazom, nezavisimoe dokazatel~stvo teoremy 4.3.9 s proizvol~noæ obratimoæ A_0, sm. zameqanie 3.10.

DlØ dokazatel~stva teoremy 4.4.5 my razov~em nekotoryæ obwiæ formalizm.

(a) Polugruppa. Pust~ P — polugruppa, i P0 — ee podmnoßestvo. My predpolagaem, qto kaßdyæ fflement P_0 imeet tip. Tipy dvuh razliqnyh fflementov

p_1, p_2 ∈ P_0 mogut sovpadat~, qto budet oboznaqat~sØ kak t(p_1) = t(p_2), i mogut

byt~ diz¨¸nktnymi,qto budet oboznaqat~sØ kak t(p_1) ⊥ t(p_2). Dva tipa mogut byt~ razliqnymi i v to ße vremØ ne byt~ diz¨¸nktnymi.

Predpoloßenie 4.4.7. DlØ proizvol~nyh fflementov p1, . . . , pN ∈ P0, takih qto

ih tipy poparno diz¨¸nktny: t(p_i) ⊥ t(p_j ), i ≠ j, 1 6 i, j 6 N, i dlØ l¸boæ perestanovki σ ∈ S_N suwestvu¸t edinstvennye fflementy p̂_1, . . . p̂_N v P_0, takie qto t(p̂_i) = t(p_i), i = 1, . . . , N, i

p_1 · · · p_N = p̂_{σ(1)} · · · p̂_{σ(N)}.

Nas budet interesovat~ situaciØ, kogda

P = P^{Mat(m,C)} = { z^k + Q_1z^{k−1} + · · · + Q_k | Q_i ∈ Mat(m, C ), 1 6 i 6 k } , P_0 = P^{Mat(m,C)} 0 = {z − Q | Q ∈ Mat(m, C )} , t(z − Q) = {z ∈ C | det(z − Q) = 0} = Sp(Q). PonØtiØ ravenstva i diz¨¸nktnosti tipov sovpada¸t s estestvennymi ponØtiØmi dlØ m-toqeqnyh podmnoßestv C . Lemma 4.4.3 pokazyvaet, qto P^{Mat(m,C)} i P^{Mat(m,C)}

0 udovletvorØ¸t predpoloßeni¸ 4.4.7 dlØ fflementov, nahodØwihsØ v obwem poloßenii.

Predloßenie 4.4.8. Pust~ P — polugruppa, udovletvorØ¸waØ predpoloßeni¸

4.4.7. Predpoloßim, qto v P vypolneno ravenstvo ( p^{(1)}_1 · · · p^{(1)}_{m1} ) · · · ( p^{(k)}_1 · · · p^{(k)}_{mk} ) = ( q^{(1)}_1 · · · q^{(1)}_{m1} ) · · · ( q^{(k)}_1 · · · q^{(k)}_{mk} ) , (4.4.4)

gde vse p^{(j)}_i , q^{(j)}_i leßat v P_0, tipy vseh fflementov v levoæ qasti poparno diz¨- ¸nktny, tipy vseh fflementov sprava poparno diz¨¸nktny, i { t(p^{(j)}_1 ), . . . , t(p^{(j)}_{mj} ) } = { t(q^{(j)}_1 ), . . . , t(q^{(j)}_{mj} ) } pri vseh j = 1, . . . , k. Togda

p^{(j)}_1 · · · p^{(j)}_{mj} = q^{(j)}_1 · · · q^{(j)}_{mj} , j = 1, . . . , k.

Dokazatel~stvo. Iz predpoloßeniØ 4.4.7, dlØ proizvol~nogo j = 1, . . . , k suwestvu¸t q̂^{(j)}_1 , . . . , q̂^{(j)}m_j , takie qto

q^{(j)}_1 · · · q^{(j)}_{mj} = q̂^{(j)}_1 · · · q̂^{(j)}_{mj}

i t(p^{(j)}_i ) = t(q̂^{(j)}_i ). Togda iz primeneniØ usloviØ edinstvennosti v predpoloßenii 4.4.7 k (4.4.4) poluqaem p^{(j)}_i = q̂^{(j)}_i dlØ vseh i, j. Ots¸da nemedlenno vytekaet trebuemoe utverßdenie. •

Po suti dela, my ispol~zovali predloßenie 4.4.8 v dokazatel~stve predloßeniØ 4.4.4 vyxe.

(b) Kommutiru¸wie potoki na posledovatel~nostØh. Oboznaqim qerez P mnoßestvo vseh posledovatel~nosteæ {p_k}_{k∈Z} ⊂ P_0, takih qto tipy vseh fflementov posledovatel~nosti poparno diz¨¸nktny.

Zafiksiruem celoe n > 0. DlØ proizvol~nogo l ∈ Zopredelim otobraßenie

F_l : P → P sledu¸wim obrazom: F_l : {p_k}_{k∈Z} → {q_k}_{k∈Z} , p_{l+μn}p_{l+μn+1} · · · p_{l+(μ+1)n−1} = q_{l+μn+1}q_{l+μn+2} · · · q_{l+(μ+1)n}, μ ∈ Z, t(q_j ) = { t(p_{j−n}), esli (j − l) delit n,

t(p_j ), v protivnom sluqae.

V fftom opredelenii μ probegaet vse celye qisla, i dlØ kaßdogo μ my pol~zuemsØ predpoloßeniem 4.4.7 dlØ σ = (12 · · · n) ∈ S_n. ˚sno, qto F_l obratimo.

Udobno vvesti oboznaqenie F_{l1} ( F_{l2} ( · · · F_{lm} ({p_k}) )) = {p^{l1,...,lm} k }. Togda vtoraØ stroka v opredelenii vyxe prinimaet vid p_{l+μn}p_{l+μn+1} · · · p_{l+(μ+1)n−1} = p^l_{+μn+1}p^l_{+μn+2} · · · p^l_{+(μ+1)n}. Naprimer, dlØ n = 2 imeem

p_{2s−1}p_{2s} = p^1_{2s}p^1_{2s+1}, t(p^1_{2s}) = t(p_{2s}), t(p^1_{2s+1}) = t(p_{2s−1}), s ∈ Z,

p_{2s}p_{2s+1} = p^2_{s+1}p^2_{s+2}, t(p^2_{s+1}) = t(p_{2s+1}), t(p^2_{s+2}) = t(p_{2s}), s ∈ Z.

Iz opredeleniØ nemedlenno sleduet, qto F_{l+μn} = F_l i p^{l,l+1,...,l+n−1} k = p_{k−n} (4.4.5)

dlØ l¸byh k, l ∈ Z.

Teorema 4.4.9. (i) DlØ l¸byh i, j ∈ Z, otobraßeniØ Fi i Fj kommutiru¸t. Inymi

slovami,

p^{i,j}_k ≡ p^{j,i}_k dlØ l¸boæ posledovatel~nosti {p_k} ∈ P.

(ii) DlØ proizvol~nyh {q_k} ∈ P i i, j ∈ Z, takih qto 0 < j − i < n, poloßim p_k = q^{i+1,...,j} k . Togda

q^j_i p_j = p^i_j q_i. (4.4.6)

Zameqanie 4.4.10. Qast~ (i) fftoæ teoremy oznaqaet, qto opredeleno deæstvie gruppy Z^n na P. Suwestvuet znaqitel~no bol~xaØ gruppa, kotoraØ deæstvuet na P. Pust~ π : Z→ Z — biektivnoe otobraßenie, takoe qto dlØ l¸bogo k ∈ Z mnoßestva I_k = {i ∈ Z: i < k, π(i) > π(k)}, J_k = {j ∈ Z: j > k, π(j) < π(k)} koneqny: I = {i_1, . . . , i_s}, J = {j_1, . . . , j_t}. Togda po posledovatel~nosti {p_k} ∈ P opredelim {p^π_k } ∈ P qerez p_{i1} · · · p_{is} p_k p_{j1} · · · p_{jt} = p^′_{j1} · · · p^′_{jt} p^π_{(k)} p^′_{i1} · · · p^′_{is} gde t(p^′_l) = t(p_l) i t ( p^π_{(k)} ) = t(p_k). Moßno pokazat~, qto ffto opredelØet deæstvie

gruppy vseh π, udovletvorØ¸wih uslovi¸ vyxe, na prostranstve P. OtobraßeniØ {F_l} sootvetstvu¸t sdvigam na n vdol~ n nepereseka¸wihsØ arifmetiqeskih progressiæ {l + μn : μ ∈ Z}, pofftomu oni dolßny kommutirovat~.

Dokazatel~stvo teoremy 4.4.9. Poskol~ku Fl = Fl+n, dostatoqno predpoloßit~ 0 < j − i < n. Rassmotrim proizvedenie

Π = p_ip_{i+1} . . . p_{j+2n−1}.

S odnoæ storony, imeem Π = ( p_i · · · p_{i+n−1} )( p_{i+n} · · · p_{i+2n−1} ) p_{i+2n} · · · p_{j+2n−1} = ( p^i_{+1} · · · p^i_{+n} )( p^i_{+n+1} · · · p^i_{+2n} ) p_{i+2n} · · · p_{j+2n−1} = p^i_{+1} · · · p^i_{j−1} ( p^i_j · · · p^i_{j+n−1})p^i_{j+n} · · · p^i_{+2n} p_{i+2n} · · · p_{j+2n−1} = p^i_{+1} · · · p^i_{j−1} p^{j,i}_{j+1} · · · p^{j,i}_{j+n} p^i_{j+n} · · · p^i_{+2n} p_{i+2n} · · · p_{j+2n−1}. S drugoæ storony, Π = p_i · · · p_{j−1} ( p_j · · · p_{j+n−1} )( p_{j+n} · · · p_{j+2n−1} ) = p_i · · · p_{j−1} ( p^j_{+1} · · · p^j_{+n} )( p^j_{+n+1} · · · p^j_{+2n} ) = p_i · · · p_{j−1} p^j_{+1} · · · p^j_{i+n−1} ( p^j_{i+n} · · · p^j_{i+2n−1} ) p^j_{i+2n} · · · p^j_{+2n} = p_i · · · p_{j−1} p^j_{+1} · · · p^j_{i+n−1} p^{i,j}_{i+n+1} · · · p^{i,j}_{i+2n} p^j_{i+2n} · · · p^j_{+2n}. Takim obrazom, poluqaem ( p^i_{+1} · · · p^i_{j−1} p^{j,i}_{j+1} · · · p^{j,i}_{i+n} )( p^{j,i}_{i+n+1} · · · p^{j,i}_{j+n} )( p^i_{j+n} · · · p^i_{+2n} p_{i+2n} · · · p_{j+2n−1} ) = ( p_i · · · p_{j−1} p^j_{+1} · · · p^j_{i+n−1} )( p^{i,j}_{i+n+1} · · · p^{i,j}_{j+n} )( p^{i,j}_{j+n+1} · · · p^{i,j}_{i+2n} p^j_{i+2n} · · · p^j_{+2n} ) . (4.7)

SravnivaØ tipy v treh mnoßitelØh sleva i sprava, my vidim, qto moßno primenit~ predloßenie 4.4.8. Iz nego, v qastnosti, sleduet, qto mnoßiteli v seredine ravny. Poskol~ku porØdok tipov v srednih mnoßitelØh sovpadaet, ffti mnoßiteli dolßny sovpast~ poqlenno: p^{j,i}_k = p^{i,j}_k , i + n + 1 6 k 6 j + n. Poskol~ku F_l = F_{l+n} dlØ vseh n, a i i j proizvol~ny, my vidim, qto p^{j,i}_k =

p^{i,j}_k , i + 1 6 k 6 j. MenØØ (i, j) na (j, i + n), my poluqaem p^{i,j}_k = p^{j,i}_k dlØ j +

1 6 k 6 i + n. Takim obrazom, sootnoxenie kommutativnosti dokazano dlØ vseh

i + 1 6 k 6 i + n, a, znaqit, dlØ vseh k ∈ Z. Dokazatel~stvo pervoæ qasti teoremy

4.4.9 zakonqeno.

DlØ togo, qtoby dokazat~ teoremu 4.4.9(ii), sravnim pervyæ i tretiæ mnoßiteli v obeih qastØh (4.4.7). Pervye mnoßiteli da¸t p^i_{+1} · · · p^i_{j−1} p^{j,i}_{j+1} · · · p^{j,i}_{i+n} = p_i · · · p_{j−1} p^j_{+1} · · · p^j_{i+n−1}. KommutiruØ p_i v pravoæ qasti napravo i pol~zuØs~ predloßeniem 4.4.8, poluqaem

p_i · · · p_s = p^i_{+1} · · · p^i_s x_{s,i} (4.4.8)

gde i + 1 6 s 6 j − 1, x_{s,i} ∈ P_0, i t(x_{s,i}) = t(p_i). Poskol~ku j proizvol~no (no

j − i < n), my moßem predpolagat~, qto i + 1 6 s 6 i + n − 2. Zametim takße, qto

(4.4.8) vypolnØetsØ pri s = i+n−1 s x_{i+n−1,i} = p^i_{+n}, kak sleduet iz opredeleniØ

F_i.

Analogiqno, rassmatrivaØ tret~i mnoßiteli i zamenØØ {p_k} na F^{−1}_j {p_k}, poluqaem p_t · · · p_j = y_{t,j} ( F^{−1}_j {p_k} ) t · · · ( F^{−1}_j {p_k} ) j−1 (4.4.9)

gde j − n + 2 6 t 6 j − 1, y_{t,j} ∈ P_0, i t(y_{t,j} ) = t(p_j ). �to sootnoxenie takße vypolnØetsØ pri t = j − n + 1 s y_{j+n−1,j} = ( F^{−1}_j {p_k} ) j−n. Lemma 4.4.11. Pri i + 1 6 s 6 i + n − 1 vypolneno ravenstvo x_{s,i} = ( F^{−1}_{i+1} ∘ · · · ∘ F^{−1}_s {p_k} ) i . Dokazatel~stvo. IndukciØ po s − i. DlØ odnovremennogo dokazatel~stva bazy indukcii s = i + 1 i indukcionnogo xaga vospol~zuemsØ snaqala (4.4.9), qtoby zapisat~ p_i · · · p_s = y_{i,s} ( F^{−1}_s {p_k} ) i · · · ( F^{−1}_s {p_k} ) s−1 , a teper~ ispol~zuem predpoloßenie indukcii dlØ mnoßiteleæ, kotorye idut posle y_{i,s}, qtoby poluqit~ p_i · · · p_s = y_{i,s} ( F_iF^{−1}_s {p_k} ) i+1 · · · ( F_iF^{−1}_s {p_k} ) s−1 ( F^{−1}_{i+1} ∘ · · · ∘ F^{−1}_s {p_k} ) i . (Esli s = i + 1, to vtoroæ xag otsutstvuet.) Poskol~ku t (( F^{−1}_{i+1} ∘ · · · ∘ F^{−1}_s {p_k} ) i ) = t(x_{s,i}) = t(p_i),

sravnivaØ s (4.4.8), my zakl¸qaem, qto x_{s,i} = ( F^{−1}_{i+1} ∘ · · · ∘ F^{−1}_s {p_k} ) i. �to rassußdenie prohodit pri s 6 i + n − 2. DlØ s = i − n + 1 lemma sleduet iz (4.4.5). •

VernemsØ ko vtoroæ qasti teoremy 4.4.9. PrimenØØ lemmu 4.4.11 ko vsem mnoßitelØm v p_i · · · p_j , krome odnogo, a zatem ko vsem mnoßitelØm v p_i · · · p_j , poluqaem p_i · · · p_j = p^i_{+1} · · · p^i_{j−1} ( F^{−1}_{i+1} ∘ · · · ∘ F^{−1}_{j−1}{p_k} ) i p_j = p^i_{+1} . . . p^i_{j−1}p^i_j ( F^{−1}_{i+1} ∘ · · · ∘ F^{−1}_j {p_k} ) i . V poslednih dvuh proizvedeniØh vse mnoßiteli, krome dvuh poslednih, sovpada¸t. Soglasno predloßeni¸ 4.4.8, ffto oznaqaet, qto proizvedeniØ dvuh poslednih mnoßiteleæ toße sovpada¸t: ( F^{−1}_{i+1} ∘ · · · ∘ F^{−1}_{j−1}{p_k} ) i p_j = p^i_j ( F^{−1}_{i+1} ∘ · · · ∘ F^{−1}_j {p_k} ) i . PereoboznaqaØ F^{−1}_{i+1} ∘ · · · ∘ F^{−1}_j {p_k} qerez {q_k}, my prihodim k (4.4.6). Dokazatel~stvo teoremy 4.4.9 zakonqeno. •

(c) Dokazatel~stvo teoremy 4.4.5. SkoncentriruemsØ na sluqae P = P^{Mat(m,C)} ,

P_0 = P^{Mat(m,C)}

0 , sm. (a) vyxe. Poskol~ku predpoloßenie 4.4.7 vypolnØetsØ v obwem poloßenii (sm. lemmu 4.4.3), my budem deæstvovat~ tak, kak budto ono vsegda vypolnØetsØ, pomnØ pri fftom, qto vse utverßdeniØ, kotorye my dokaßem, budut verny tol~ko v obwem poloßenii. Poloßim p_i = z − C_i, i = 1, . . . , n, gde C_i = C_i(0, . . . , 0) kak v teoreme 4.4.5. Bolee obwo, opredelim p_{i+μn} = z − μ − A^μ_0 C_i(0, . . . , 0)A^{−μ}_0 , i = 1, . . . , n, μ ∈ Z, (4.4.10) gde A_0 — proizvol~nyæ obratimyæ fflement Mat(m, C ). Predpoloßenie o tom, qto nikakie dva iz qisel {a^{(i)}_j } ne otliqa¸tsØ na celoe qislo, garantiruet, qto

{p_k} ∈ P. Opredelim {C_i(l_1, . . . , l_n)} qerez ( F^{l1}_1 · · · F^{ln}_n {p_k} ) i+μn = z − μ − A^μ_0 C_i(l_1, . . . , l_n)A^{−μ}_0 , i = 1, . . . , n, μ ∈ Z. (Nemedlenno vidno, qto podmnoßestvo P, sostoØwee iz posledovatel~nosteæ

{p_k = z − Q_k}, takih qto Q_{k+n} = I + A_0Q_kA^{−1}_0 , stabil~no po otnoxeni¸ k poto-

kam F_1, . . . , F_n, otkuda vidno, qto C_i(l) korrektno opredeleny.) Iz opredeleniØ

F_i sleduet, qto (4.4.2). Dalee, (4.4.3) est~ prØmoe sledstvie (4.4.5). ˚sno, qto Sp(C_i(l)) = Sp(C_i) − l_i, i ffto daet suwestvovanie v teoreme 4.4.5. Edinstvennost~

i racional~nost~ potokov sledu¸t iz lemmy 4.4.3. Nakonec, pokaßem, qto

B_i(k_1, . . . , k_n) = C_i(k_1, . . . , k_i, k_{i+1} − 1, . . . , k_n − 1)

rexa¸t (4.3.1)-(4.3.3). Sootnoxenie (4.3.3) ffkvivalentno (4.4.3). My vyvedem (4.3.4) (a, znaqit, i (4.3.1), (4.3.2)) iz teoremy 4.4.9(ii).

Zafiksiruem 1 6 i < j 6 n i opredelim {p̃_k} = F^{k1}_1 · · · F^{kn}_n {p_k}, {q̃_k} = F^{−1}_{i+1} ∘ · · · ∘ F^{−1}_j {p̃_k}.

Togda

p̃_j = z − C_j (k_1, . . . , k_n) = z − B_j (k_1, . . . , k_j , k_{j+1} + 1, . . . , k_n + 1),

q̃_i = z − B_i(k_1, . . . , k_j , k_{j+1} + 1, . . . , k_n + 1),

p̃^i_j = z − B_j (k_1, . . . , k_{i−1}, k_i + 1, k_{i+1}, . . . , k_j , k_{j+1} + 1, . . . , k_n + 1),

q̃^j_i = z − B_i(k_1, . . . , k_{j−1}, k_j + 1, . . . , k_n + 1).

Esli primenit~ sdvig k_{j+1} → k_{j+1} − 1, . . . , k_n → k_n − 1, to ravenstvo q̃^j_i p̃_j = p̃^i_jq̃_i prevrawaetsØ v (4.3.4). �to zaverxaet dokazatel~stvo teoremy 4.4.5. •

Zameqanie 4.4.12. Mnoßestvo posledovatel~nosteæ {pk = z − Qk} s Qk+n = I +

A_0Q_kA^{−1}_0 takße stabil~no pod deæstviem perestanovok π : Z→ Z(sm. zameqanie

4.4.10) vida π(i + μn) = σ(i) + μn, σ ∈ S_n, i = 1, . . . , n, μ ∈ Z. Opredelim Ĉ_i(l) = C_i(l)+l_iI. Togda my poluqaem biracional~noe deæstvie poluprØmogo proizvedeniØ Z^n n S_n na {Ĉ_1, . . . , Ĉ_n} ∈ (Mat(m, C ))^n , kotoroe sohranØet spektry Ĉ_i-h.

Zameqanie 4.4.13. Esli vmesto (4.4.10) ispol~zovat~ periodiqeskie naqal~nye usloviØ p_{i+μn} = z − C_i, i = 1, . . . , n, μ ∈ Z, kotorye sootvetstvu¸t avtonomnomu predelu raznostnyh uravneniæ Xlezingera, upomØnutomu vo vvedenii, to otobraßeniØ F_1, . . . , F_n v toqnosti sovpada¸t s otobraßeniØmi monodromii, postroennymi Veselovym v [109] v ramkah obwego formalizma teoretiko-mnoßestvennyh rexeniæ kvantovogo uravneniØ ˚nga– Bakstera. Podrobnosti i dal~neæxie ssylki moßno naæti v [109].

Zameqanie 4.4.14. RexeniØ q-raznostnyh uravneniæ Xlezingera, upomØnutyh vo vvedenii, poluqa¸tsØ iz rassmotreniØ {p_k = z − Q_k} s Q_{k+n} = qA_0Q_kA^{−1}_0 .

4.5. Nepreryvnyæ predel My naqinaem s korotkogo obzora klassiqeskoæ teorii deformaciæ lineænyh matriqnyh differencial~nyh uravneniæ, razvitoæ v rabotah Rimana, Xlezingera, Fuksa i Garn~e, sm. [67], [68] dlØ bolee podrobnogo izloßeniØ.

Rassmotrim matriqnu¸ sistemu obyknovennyh lineænyh differencial~- nyh uravneniæ pervogo porØdka dY dζ = B(ζ)Y(ζ), B(ζ) = B_∞ + n∑ k=1 B_k ζ − x_k . (4.5.1)

Zdes~ vse matricy leßat v Mat(m, C ). My predpolagaem, qto vse B_k-e diagonalizuemy:

B_k = G_kT_kG^{−1}_k , T_k = diag(t^{(k)}_1 , . . . , t^{(k)}_m ), k = 1, . . . , n,

B_∞ = G_∞ diag(s_1, . . . , s_n)G^{−1}_∞

gde t^{(k)}_i − t^{(k)}_j /∈ Z, i ≠ j, dlØ vseh k ≠ ∞, i s_i ≠ s_j , i ≠ j.

My takße budem rassmatrivat~ uravneniØ vida dY dζ = B(ζ)Y(ζ), B(ζ) = n∑ k=1 B_k ζ − x_k , (4.5.2)

i v fftom sluqae my predpolagaem (v dopolnenie k predpoloßeniØm na B_k, k =

1, . . . , m, vyxe), qto − n∑ k=1 B_k = G_∞T_∞G^{−1}_∞ , T_∞ = diag(t^{(∞)}_1 , . . . , t^{(∞)}_m ).

s t^{(∞)}_i − t^{(∞)}_j /∈ Zpri i ≠ j.

Poskol~ku my moßem soprØq~ Y i {B_k} matriceæ G_∞, moßno sqitat~, qto

G_∞ = I bez poteri obwnosti.

Moßno pokazat~, sm., naprimer, [67, predloßenie 2.1], qto suwestvuet edinstvennoe formal~noe rexenie Y(ζ) uravneniæ (4.5.1) ili (4.5.2) vida

Y(ζ) = Ŷ(ζ) exp(T (ζ)), Ŷ(ζ) = I + Ŷ_1ζ^{−1} + Ŷ_2ζ^{−2} + . . . , (4.5.3) gde T (ζ) = { diag(s_1, . . . , s_n)z + T_∞ ln(z^{−1}) dlØ (4.5.1),

T_∞ ln(z^{−1}) dlØ (4.5.2),

s T_∞ = diag(t^{(∞)}_1 , . . . , t^{(∞)}m ). (�ta formula takße ØvlØetsØ opredeleniem T_∞ dlØ (4.5.1)). �to analog predloßeniæ 4.1.1 i 4.1.2.

OkazyvaetsØ, qto dlØ uravneniØ (4.5.2) rØd v (4.5.3) shoditsØ, i posle umnoßeniØ na exp(T (ζ)) on opredelØet golomorfnu¸ vblizi ζ = ∞ mnogoznaqnu¸ funkci¸ Y^∞(ζ). Odnako, v sluqae uravneniØ (4.5.1) fftot rØd, voobwe govorØ, rashoditsØ. Togda vypolnØetsØ analog teoremy 4.1.3. A imenno, suwestvu¸t edinstvennye golomorfnye rexeniØ Y^{l,r} uravneniØ (4.5.1), opredelennye pri

ℜζ ≪ 0 i ℜζ ≫ 0, sootvetstvenno, takie qto oni ime¸t asimptotiqeskoe raz-

loßenie (4.5.3) pri ζ → ∞. (Kak i v sluqae raznostnyh uravneniæ, sleduet proØvlØt~ akkuratnost~ v vybore sektora, v kotorom ζ moßet stremitsØ k beskoneqnosti. Vsegda moßno ispol~zovat~ arg ζ ∈ (π/2 + ϵ, 3π/2 − ϵ) dlØ ℜζ ≪ 0 i

arg ζ ∈ (−π/2 + ϵ, π/2 − ϵ) dlØ ℜζ ≫ 0. Esli s_i − s_j /∈ R, ffti sektory mogut byt~

rasxireny.) Poskol~ku obe ffti funkcii rexa¸t odno i to ße differencial~- noe uravnenie, suwestvu¸t postoØnnye matricy S^±, takie qto analitiqeskie prodolßeniØ Y^{l,r} v ℑζ ≫ 0 (≪ 0) svØzany sootnoxeniØmi Y^l = Y^rS^±. Matricy

S^± nazyva¸tsØ mnoßitelØmi Stoksa.

Moßno takße opredelit~ prirodu rexeniæ uravneniæ (4.5.1), (4.5.2) vblizi pol¸sov x_1, . . . , x_k. A imenno, moßno pokazat~, qto suwestvu¸t lokal~no golomorfnye funkcii

Ŷ^{(k)}(ζ) = I + Y^{(k)}_1 (z − x_k) + Y^{(k)}_2 (z − x_k)^2 + . . . ,

takie qto dlØ l¸bogo rexeniØ Y(ζ) suwestvu¸t postoØnnye matricy C_k, dlØ kotoryh lokal~no v okrestnosti ζ = x_k imeet mesto ravenstvo

Y(ζ) = G_kŶ^{(k)}(ζ) exp ( T_k ln(z − x_k) ) C_k. (Napomnim, qto {G_k} byli opredeleny sootnoxeniem B_k = G_kT_kG^{−1}_k vyxe.) V qastnosti, esli zafiksirovat~ puti, veduwie ot ζ = ∞ (ili ±∞ dlØ (4.5.1)), to moßno opredelit~ {C_k} dlØ (analitiqeskih prodolßeniæ) kanoniqeskih rexeniæ Y^∞ ili Y^{l,r}.

Takim obrazom, vsØkomu uravneni¸ vida (4.5.1) ili (4.5.2) stavØtsØ v sootvetstvie dannye monodromii: {T_k}^n_{k=1} i T_∞, {C_k}^n_{k=1}, vyqislennye dlØ kanoniqeskih rexeniæ Y^∞ ili Y^{l,r}, i v sluqae uravneniØ (4.5.1) my takße dobavlØem mnoßiteli Stoksa S^± i pokazateli s_1, . . . , s_m.

Esli analitiqeski prodolßit~ l¸boe rexenie Y(ζ) uravneniØ (4.5.1) ili (4.5.2) vdol~ zamknutogo puti γ v C , ne prohodØwego qerez osobye toqki {x_k}, to stolbcy matricy Y prevratØtsØ v svoi lineænye kombinacii: Y → YM_γ . Zdes~

M_γ — ffto postoØnnaØ obratimaØ matrica, kotoraØ zavisit tol~ko ot gomotopi-

qeskogo klassa puti γ. Ona nazyvaetsØ matriceæ monodromii, sootvetstvu¸weæ γ. Esli γ — poloßitel~naØ petlØ vokrug toqki x_k, to sootvetstvu¸waØ matrica monodromii M_k dlØ kanoniqeskogo rexeniØ Y^∞ ili Y^{l,r} vyqislØetsØ po dannym monodromii, vvedennym vyxe:

M_k = C^{−1}_k exp(2πiT_k )C_k.

BazisnaØ zadaqa izomonodromnoæ deformacii lineænyh sistem (4.5.1) ili (4.5.2) sostoit v izmenenii B(ζ) takim obrazom, qtoby dannye monodromii ili, bolee obwo, matricy monodromii {M_k} ostavalis~ neizmennymi.

Suwestvuet dva tipa izomonodromnyh deformaciæ, oba byli otkryty Xlezingerom v [101] i pozdnee obobweny na sluqaæ osobennosteæ bolee vysokogo porØdka v [67], [68].

Pervyæ tip — ffto nepreryvnaØ deformaciØ, kotoraØ pozvolØet osobym toqkam x_1, . . . , x_n peremewat~sØ i opisyvaet {B_k} kak funkcii x_j -h. �ta deformaciØ ne menØet dannye monodromii. �vol¸ciØ {B_k} opisyvaetsØ v terminah sistemy uravneniæ s qastnymi proizvodnymi, kotorye nazyva¸tsØ uravneniØmi Xlezingera: ∂B_l ∂x_j = [B_j , B_l] x_j − x_l , ∂B_j ∂b_j = ∑ 16l6n_{l≠j} [B_j , B_l] x_l − x_j − [B_j , B_∞] , j, l = 1, . . . , n, (4.5.4)

gde v sluqae uravneniØ (4.5.2) qlen s B_∞ otsutstvuet.

Nesloßno pokazat~, qto ffta sistema imeet lokal~noe rexenie dlØ proizvol~nyh naqal~nyh usloviæ {B_k(x^o_1, . . . , x^o_n)}. Znaqitel~no bolee glubokiæ fakt

(dokazannyæ nezavisimo v [78], [82]) sostoit v tom, qto uravneniØ Xlezingera s proizvol~nymi naqal~nymi usloviØmi ime¸t global~noe meromorfnoe rexenie na universal~nom nakryva¸wem mnogoobrazii oblasti

{(x_1, . . . , x_n) ∈ C^n : x_i ≠ x_j pri i ≠ j}.

Qtoby opisat~ fftot fakt, qasto govorØt, qto sistema uravneniæ Xlezingera obladaet svoæstvom Penleve.

Deformacii vtorogo tipa (ili, luqxe skazat~, preobrazovaniØ) dostavlØ- ¸t deæstvie gruppy Z^{m(n+1)−1} na prostranstve B(z), kotoroe sostoit v umnoßenii Y(z) na podhodØwu¸ racional~nu¸ funkci¸ sleva: Y(z) → R(z)Y(z). Takoe preobrazovanie (nazyvaemoe preobrazovaniem Xlezingera) odnoznaqno opredelØetsØ sdvigami t^{(k)}_j → t^{(k)}_j + λ^{(k)}_j , k = 1, . . . , n, ∞, sobstvennyh znaqeniæ matric B_k. Zdes~ vse λ^{(k)}_j ØvlØ¸tsØ celymi qislami, i ih summa ravna nul¸. PreobrazovaniØ Xlezingera suwestvu¸t dlØ matric

{B_k} v obwem poloßenii, sm. [68]. ˚sno, qto ffti preobrazovaniØ menØ¸t dannye

monodromii, no ne menØ¸t matricy monodromii {M_k} i mnoßiteli Stoksa S^±.

Voz~mem teper~ raznostnoe uravnenie togo ße tipa, qto rassmatrivalis~ vyxe:

Y (z + 1) = A(z)Y (z), A(z) = A_0z^n + A_1z^{n−1} · · · + A_n. (4.5.5)

My razliqaem dva sluqaØ (sm. predloßeniØ 4.1.1 i 4.1.2):

• matrica A_0 diagonal~na i imeet poparno razliqnye nenulevye sobstvennye qisla;

• A_0 = I, A_1 diagonal~na, i nikakie dva sobstvennyh qisla A_1 ne otliqa¸tsØ

na celoe qislo.

Kak ob¨ØsnØlos~ v §4.4, sm. predloßenie 4.4.1, v obwem poloßenii matrica

A(z) predstavlØetsØ v vide

A(z) = A_0(z − C_1) · · · (z − C_n),

gde sobstvennye znaqeniØ { a^{(i)}_j } matric {C_i} sut~ nuli det A(z), razbitye na n grupp po m qisel v kaßdoæ. Kak vsegda, my predpolagaem, qto nikakie dva sobstvennyh znaqeniØ ne otliqa¸tsØ na celoe qislo.

Predpoloßim, qto A(z) zavisit ot malogo parametra ϵ, i pri ϵ → 0 my imeem

C_i − y_iϵ^{−1} + B_i → 0, i = 1, . . . , n, (A_0 − I)ϵ^{−1} − B_∞ → 0, ϵ → 0, (4.5.6)

dlØ nekotoryh razliqnyh kompleksnyh qisel y_1, . . . , y_n i matric B_1, . . . , B_n, B_∞ ∈

Mat(m, C ). (Predel~noe sootnoxenie dlØ A_0 opuskaetsØ v sluqae A_0 = I.)

Zametim, qto esli umnoßit~ neizvestnu¸ funkci¸ Y (z) v (4.5.5) na ∏ i Γ(z− y_iϵ^{−1}), to uravnenie (4.5.5) prinimaet vid ( ∏ i Γ(z + 1 − y_iϵ^{−1})Y (z + 1) ) = (I + B_∞ϵ + o(ϵ))

× ( I + B_1 + o(1) z − y_1ϵ^{−1} ) · · · ( I + B_n + o(1) z − y_nϵ^{−1} ) (∏ i Γ(z − y_iϵ^{−1})Y (z) ) .

Esli teper~ predpoloßit~, qto funkciØ ∏ i Γ((ζ + y_i)ϵ^{−1})Y (ζϵ^{−1}) stremitsØ k

golomorfnoæ funkcii Y(ζ), to raznostnoe sootnoxenie vyxe v predele ϵ → 0 prevratitsØ v differencial~noe uravnenie (4.5.1) (ili (4.5.2)) s x_i = y_i.

PodstavlØØ asimptotiqeskie sootnoxeniØ (4.5.6) v (4.4.2), my vidim, qto dlØ proizvol~nyh fiksirovannyh l_1, . . . , l_n ∈ Z C_i(l_1, . . . , l_n) + l_i − y_iϵ^{−1} + B_i → 0, i = 1, . . . , n, ϵ → 0. (�tot vyvod osnovan na tom fakte, qto esli X = xϵ^{−1} + X_0 + o(1), Y = yϵ^{−1} +

Y_0 + o(1), gde x, y ∈ C , x ≠ y, i (z − X)(z − Y ) = (z − S)(z − T ) s Sp(S) = Sp(Y ), Sp(T ) = Sp(X), to S = Y + o(1), T = X + o(1), sm. Øvnu¸ konstrukci¸ T v lemme

4.3.3.)

V qastnosti, dlØ l¸byh k_1, . . . , k_n ∈ Z B_i(k_1, . . . , k_n) + k_i − y_iϵ^{−1} + B_i → 0, i = 1, . . . , n, ϵ → 0. (Sm. §4.4 dlØ sootnoxeniØ meßdu {B_i} i {C_i}.) Takim obrazom, na koneqnyh vremennyh intervalah B_i(k) + k_i − y_iϵ^{−1} primerno postoØnno. Odnako, esli predpoloßit~, qto {B_i(k) + k_i − y_iϵ^{−1}} pri k porØdka ϵ^{−1} stremØtsØ k nekotorym gladkim funkciØm peremennyh ϵk_j : B_i ( [x_1ϵ^{−1}], . . . , [x_nϵ^{−1}] ) + [x_iϵ^{−1}] − y_iϵ^{−1} + B_i(x_1, . . . , x_n) → 0, ϵ → 0, B_i(0, . . . , 0) = B_i, i = 1, . . . , n, to sootvetstvu¸wee uravnenie (4.5.5) shoditsØ k (4.5.1) s {B_i = B_i(x)} i x_i, zamenennymi na y_i − x_i. Bolee togo, raznostnye uravneniØ Xlezingera (4.3.1)- (4.3.3) stremØtsØ k ∂B_l ∂x_j = [B_l, B_j ] (y_j − x_j ) − (y_l − x_l) , n∑ l=1 ∂B_l ∂x_j = [B_l, B_∞] , j, l = 1, . . . , n. SravnivaØ ffti uravneniØ s (4.5.4), my prihodim k sledu¸weæ gipoteze.

Gipoteza 4.5.1. DlØ matric B1, . . . , Bn, B∞ v obwem poloßenii i poparno raz-

liqnyh y_1, . . . , y_n ∈ C , voz~mem B_i = B_i(ϵ) ∈ Mat(m, C ), i = 1, . . . , n, takie qto

B_i(ϵ) − y_iϵ^{−1} + B_i → 0, ϵ → 0.

Pust~ B_i(k_1, . . . , k_n) — rexenie raznostnyh uravneniæ Xlezingera (4.3.1)–(4.3.3) s naqal~nymi usloviØmi {B_i(0) = B_i}, i pust~ B_i(x_1, . . . , x_n) — rexenie klassiqeskih uravneniæ Xlezingera (4.5.4) s naqal~nymi usloviØmi B_i(y_1, . . . , y_n) = B_i, i = 1, . . . , n. Togda dlØ l¸byh x_1, . . . , x_n ∈ R i i = 1, . . . , n, my imeem B_i ( [x_1ϵ^{−1}], . . . , [x_nϵ^{−1}] ) + [x_iϵ^{−1}] − y_iϵ^{−1} + B_i(y_1 − x_1, . . . , y_n − x_n) → 0, ϵ → 0.

Qto kasaetsØ izomonodromnyh deformaciæ vtorogo tipa (preobrazovaniæ Xlezingera), my moßem dokazat~ sootvetstvu¸wiæ rezul~tat strogo. Budem rassmatrivat~ uravnenie (4.5.1), dlØ (4.5.2) situaciØ analogiqna.

Zafiksiruem { t^{(k)}_j } 16k6n, 16j6m^⊂ C^{, t(k1)}j1^{− t(k2)}j2^{/∈} Z pri^{(j1, k1) ≠ (j2, k2).} DlØ proizvol~nyh

B_k ⊂ Mat(m, C ), Sp(B_k) = { t^{(k)}_j }_m j=1, k = 1, . . . , n, i poparno razliqnyh x_1, . . . , x_n ∈ C poloßim B_k(ϵ) = x_kϵ^{−1} − B_k, k = 1, . . . , n, ϵ ≠ 0. Togda Sp(B_k(ϵ)) = { a^{(k)}_j }_m j=1 , a^{(k)}_j = x_kϵ^{−1} − t^{(k)}_j , j = 1, . . . , m. Zafiksiruem takße B_∞ = diag(s_1, . . . , s_m), s_i ≠ s_j pri i ≠ j. Poloßim

A_0(ϵ) = I + ϵB_∞.

Lemma 4.5.2. DlØ matric B1, . . . , Bn v obwem poloßenii i dostatoqno malom |ϵ|

suwestvuet edinstvennyæ mnogoqlen stepeni n A(z, ϵ) = A_0(ϵ)z^n + A_1(ϵ)z^{n−1} + . . . , kotoryæ imeet {z − B_k(ϵ)} v kaqestve pravyh deliteleæ.

Dokazatel~stvo. V sootvetstvii s lemmoæ 4.3.4, utverßdenie verno dlØ dostatoqno bol~xih |ϵ|. S drugoæ storony, dlØ fiksirovannyh {B_k} suwestvovanie

A(z) — ffto otkrytoe uslovie na ϵ, i esli ono vypolneno dlØ bol~xih |ϵ|, to ono

obØzano vypolnØt~sØ i dlØ dostatoqno malyh |ϵ|. •

Teorema 4.5.3. Zafiksiruem celye qisla^{λ^{(i)}_j^{}m}_{j=1}, i = 1, . . . , n, ∞, s obweæ sum-

moæ, ravnoæ 0:_m ∑ j=1 (_n ∑ i=1 λ^{(i)}_j + λ^{(∞)}_j ) = 0.

Togda dlØ matric B_1, . . . B_n v obwem poloßenii i dostatoqno malyh |ϵ| suwestvuet preobrazovanie teoremy 4.2.1 dlØ uravneniØ Y (z + 1) = A(z, ϵ)Y (z) s

κ^{(i)}_j = −λ^{(i)}_j , 1 6 k 6 n, δ_j = −λ^{(∞)}_j , 1 6 j 6 m.

Bolee togo, esli oboznaqit~ qerez { ~B_k} kofffficienty (4.5.1) posle sootvetstvu- ¸wego preobrazovaniØ Xlezingera, i qerez { ~B_k(ϵ)} takie matricy, qto {z − ~B_k(ϵ)} sut~ pravye deliteli preobrazovannoæ ~A(z, ϵ), to Δ ~B_i(ϵ)Δ^{−1} − x_iϵ^{−1} + ~B_i → 0, ϵ → 0, i = 1, . . . , n, gde Δ = diag(ϵ^{δ1} , . . . , ϵ^{δn} ).

Zameqanie 4.5.4. Utverßdenie teoremy legko proverit~, esli λ^{(i)}_j = −λ^{(∞)}_j = ±1 dlØ nekotorogo fiksirovannogo i i vseh j = 1, . . . , m, so vsemi ostal~nymi

λ ravnymi nul¸. Togda ~B_i(ϵ) = B_i(ϵ; 0, . . . , 0, ±^{(i)}1 , 0, . . . , 0). Kak bylo upomØnuto vyxe, dlØ proizvol~nyh fiksirovannyh k_1, . . . , k_n ∈ Zimeet mesto asimptotika

B_i(ϵ; k_1, . . . , k_n) + k_i − x_iϵ^{−1} + B_i → 0, ϵ → 0.

Pofftomu iz teoremy 4.5.3 sleduet, qto ~B_k = { B_k, k ≠ i, B_i ± I, k = i. �to nemedlenno proverØetsØ s pomow~¸ togo fakta, qto mul~tiplikator R(ζ) dlØ sootvetstvu¸wego preobrazovaniØ Xlezingera v nepreryvnom sluqae raven

R(ζ) = (ζ − x_i)^{±1}.

Dokazatel~stvo teoremy 5.3. RassußdaØ kak v dokazatel~stve lemmy 4.5.2, moßno pokazat~, qto vse utverßdeniØ, kotorye budut ispol~zovany v fftom dokazatel~stve, i kotorye vypolnØ¸tsØ v obwem poloßenii (naprimer, suwestvovanie mnogoqlena s dannymi pravymi delitelØmi), takße vypolnØ¸tsØ dlØ matric B_1, . . . , B_n v obwem poloßenii i vseh dostatoqno malyh ϵ. Pofftomu, naqinaØ s fftogo momenta, my budem ignorirovat~ voprosy obwego poloßeniØ.

Zametim, qto preobrazovaniØ teoremy 4.5.3 v nepreryvnom i diskretnom sluqae moßno razloßit~ na kompozicii fflementarnyh preobrazovaniæ togo ße tipa (t.e. teh, u kotoryh rovno odna iz {λ^{(i)}_j } ravna ±1, i rovno odna iz {λ^{(∞)}_j } ravna ∓1, vse ostal~nye ravny nul¸). ˚sno, qto utverßdenie teoremy sleduet iz sledu¸wego neskol~ko bolee obwego utverßdeniØ dlØ fflementarnyh preobrazovaniæ. Predpoloßim, qto

Δ_0 B_l(ϵ)Δ^{−1}_0 − x_lϵ^{−1} + B_l → 0, ϵ → 0, l = 1, . . . , n, (4.5.7)

s nekotoroæ diagonal~noæ matriceæ Δ_0, soderßaweæ celye stepeni ϵ na diagonali. Neobhodimo dokazat~, qto

ΔΔ_0 ~B_l(ϵ)Δ^{−1}_0 Δ^{−1} − x_lϵ^{−1} + ~B_l → 0, ϵ → 0, l = 1, . . . , n. (4.5.8)

Rassmotrim fflementarnye preobrazovaniØ s λ^{(1)}_j = 1, λ^{(∞)}_i = −1. Oboznaqim qerez R(z, ϵ) i R(ζ) sootvetstvu¸wie mul~tiplikatory raznostnogo i differencial~nogo uravneniæ. V sootvetstvii s dokazatel~stvom teoremy 4.2.1,

R(z, ϵ) = (z − x_1ϵ^{−1} + t^{(1)}_j )E_i + R_0(ϵ), R^{−1}(z, ϵ) = I − E_i +

R_1(ϵ)

z − x_1ϵ^{−1} + t^{(1)}_j

da¸tsØ formulami lemmy 4.2.4 s Q = Ŷ_1(ϵ), i v = v(ϵ) — sobstvennym vektorom B_1(ϵ) s sobstvennym znaqeniem x_1ϵ^{−1} − t^{(1)}_j . Analogiqno, [68, Appendix A] pokazyvaet, qto

R(ζ) = (ζ − x_1)E_i + R_0, R^{−1}(z) = I − E_i +

R_1 ζ − x_1 da¸tsØ temi de formulami s Q = Ŷ_1 i v — sobstvennym vektorom B_1 s sobstvennym znaqeniem t^{(1)}_j . (Zametim, qto tol~ko vnediagonal~nye matriqnye fflementy Q uqastvu¸t v formulah.)

Lemma 4.5.5. Pri predpoloßenii (4.5.7) my imeem

ΔΔ_0R_0(ϵ)Δ^{−1}_0 → R_0, ϵ Δ_0R_1(ϵ)Δ^{−1}_0 Δ^{−1} → R_1, ϵ → 0,

gde Δ = ϵ^{Ei} .

Dokazatel~stvo. Zametim, snaqala, qto iz sootnoxeniØ (4.5.7) sleduet, qto v proektivnom prostranstve vektor Δ_0v(ϵ) stremitsØ k v pri ϵ → 0. Dalee, nesloßno uvidet~, qto raznostnye uravneniØ Xlezingera sohranØ¸t asimptotiku (4.5.7):

Δ_0 B_l(ϵ; k_1, . . . , k_n)Δ^{−1}_0 + k_l − x_lϵ^{−1} + B_l → 0, ϵ → 0, (4.5.9)

pri l¸byh k_1, . . . , k_n ∈ Z. V qastnosti,

Δ_0 C_l(ϵ)Δ^{−1}_0 − x_lϵ^{−1} + B_l → 0, ϵ → 0.

Sledovatel~no, iz

A(z, ϵ) = A_0(ϵ)(z − C_1(ϵ)) · · · (z − C_n(ϵ)) = A_0(ϵ)z^n + A_1(ϵ)z^{n−1} + . . .

my zakl¸qaem, qto

A_1(ϵ) = − n∑ l=1 C_l(ϵ) = diagonal~naØ qast~ + Δ^{−1}_0 (_n ∑ l=1 B_l + o(1) ) Δ_0.

BlagodarØ (4.1.3) my takße znaem, qto ϵ(s_j −s_i)(Ŷ_1(ϵ))_{kl} = (A_1(ϵ))_{kl} pri vseh k ≠ l. Poskol~ku Ŷ_1 = ∑_n l=1 B_i, utverßdenie sleduet iz Øvnyh formul lemmy 4.2.4. •

PrØmoe vyqislenie pokazyvaet, qto (zdes~ my ispol~zuem tot fakt, qto

R_0B_1R_1 = t^{(1)}_j R_0R_1 = 0,

qto sleduet iz Øvnyh formul lemmy 4.2.4)

~B_1 = R_0 ( B_∞ + n∑ k=2 B_k x_1 − x_k ) R_1 + E_iR_1, (4.5.10)

~B_l = ((x_l − x_1)E_i + R_0)B_l ( I − E_i + R_1 x_l − x_1 ) , l = 2, . . . , n. (4.5.11)

Dokaßem snaqala (4.5.8) dlØ l ¿ 2. Rassmotrim kompozici¸ naxego fflementarnogo preobrazovaniØ raznostnogo uravneniØ s S(0, . . . , 0,^{(l)}1 , 0, . . . , 0) (oboznaqeniØ byli vvedeny v §4.3). Iz utverßdeniØ o edinstvennosti v teoreme 4.2.1, ffto ffkvivalentno primeneni¸ S(0, . . . , 0,^{(l)}1 , 0, . . . , 0) snaqala, a zatem primeneni¸ fflementarnogo preobrazovaniØ. Oboznaqim mul~tiplikator vtorogo fflementarnogo preobrazovaniØ qerez R̂(z, ϵ). Imeem

R̂(z, ϵ) = (z − x_1ϵ^{−1} + t^{(1)}_j )E_i + R̂_0(ϵ), R̂^{−1}(z, ϵ) = I − E_i +

R̂_1(ϵ)

z − x_1ϵ^{−1} + t^{(1)}_j .

Ispol~zuØ predloßenie 4.3.6, poluqaem (z − ~B_l(ϵ))R(z, ϵ) = R̂(z, ϵ)(z − B_l(ϵ)). PodstavlØØ z = x_lϵ^{−1} i soprØgaØ Δ_0, imeem

Δ_0 ~B_l(ϵ)Δ^{−1}_0 − x_lϵ^{−1} = ( Δ_0R̂(x_lϵ^{−1}, ϵ)Δ^{−1}_0 ) ( Δ_0B_l(ϵ)Δ^{−1}_0 − x_lϵ^{−1} ) ( Δ_0R^{−1}(x_lϵ^{−1}, ϵ)Δ^{−1}_0 ) . Vvidu (4.5.9), predel~nye sootnoxeniØ lemmy 4.5.5 takße verny dlØ R̂_0, R̂_1. S pomow~¸ nih, samoæ lemmy 4.5.5, (4.5.7) i (4.5.11), my prihodim k (4.5.8) pri

l ¿ 2._{Takim obrazom, ostaetsØ dokazat~ (4.5.8) dlØ l = 1. Imeem} ~A(z, ϵ) = R(z + 1, ϵ)A_0(z − C_1(ϵ)) · · · (z − C_n(ϵ))R^{−1}(z, ϵ) = A_0(z − ~C_1(ϵ)) · · · (z − ~C_n(ϵ)). (5.12)

Iz sootnoxeniØ (4.5.8) dlØ l ¿ 2 sleduet, qto

ΔΔ_0 ~C_l(ϵ)Δ^{−1}_0 Δ^{−1} − x_lϵ^{−1} + ~B_l → 0, ϵ → 0, l = 2, . . . , n.

PodstavlØØ ffti ocenki i analogiqnye ocenki dlØ C_l, polagaØ z = (w +

x_1)ϵ^{−1} − t^{(1)}_j , my moßem perepisat~ (4.5.12) v sledu¸wem vide (zametim, qto A_0

diagonal~na i pofftomu kommutiruet s Δ_0):

((w − x_1 + ϵ)E_i + ΔΔ_0R_0(ϵ)Δ^{−1}_0 )(I + ϵB_∞) ( I + ϵ B_1 + o(1) w − x_1 ) · · · ( I + ϵ B_n + o(1) w − x_n )

× ( I − E_i + ϵΔ_0R_1(ϵ)Δ^{−1}_0 Δ^{−1} w − x_1 ) = (I + ϵB_∞) ( I + ϵ x_1ϵ^{−1} − ΔΔ_0 ~C_1(ϵ)Δ^{−1}_0 Δ^{−1} w − x_1 )

× ( I + ϵ ~B_2 + o(1) w − x_2 ) · · · ( I + ϵ ~B_n + o(1) w − x_n ) . SravnivaØ vyqety obeih storon v toqke w = x_1 i priravnivaØ vyqety porØdka ϵ, my vidim, qto

x_1ϵ^{−1} − ΔΔ_0 ~C_1(ϵ)Δ^{−1}_0 Δ^{−1} → ~B_1,

gde ~B_1 opredelena v (4.5.10). (Zdes~ my ispol~zuem lemmu 4.5.5 i sootnoxenie

R_0(ϵ)R_1(ϵ) = 0.) Poskol~ku raznostnye uravneniØ Xlezingera sohranØ¸t asim-

ptotiku (4.5.8) (sr. (4.5.9)), my poluqaem (4.5.8) dlØ l = 1, i, takim obrazom, dlØ vseh l.

Dokazatel~stvo togo, qto iz (4.5.7) sleduet (4.5.8) v sluqae λ^{(1)}_j = −λ^{(∞)}_j = −1 oqen~ pohoße. Vydelim neobhodimye izmeneniØ. Mul~tiplikatory ime¸t vid R(z, ϵ) = I − E_i + R^t_1(ϵ) z − 1 − x_1ϵ^{−1} + t^{(1)}_j

, R^{−1}(z, ϵ) = (z − 1 − x_1ϵ^{−1} + t^{(1)}_j )E_i + R^t_0(ϵ),

gde R_0(ϵ), R_1(ϵ) stroØtsØ po lemme 4.2.4 s v = v(ϵ) — rexeniem uravneniØ

A^t(x_1ϵ^{−1} − t^{(1)}_j , ϵ) v(ϵ) = 0

i Q = −Ŷ^t_1 (ϵ), sm. dokazatel~stvo teoremy 4.2.1. Analogiqno,

R(ζ) = I − E_i +

R^t_1 ζ − x_1 , R^{−1}(ζ) = (ζ − x_1)E_i + R^t_0,

gde R_0 i R_1 kak v lemme 4.2.4 s vektorom v — sobstvennym vektorom matricy

B^t_1 s sobstvennym znaqeniem t^{(1)}_j , i Q = −Ŷ^t_1. Analogiqno lemme 4.5.5, iz (4.5.7)

sleduet, qto

Δ_0R^t_0(ϵ)Δ^{−1}_0 Δ^{−1} → R^t_0, ϵ ΔΔ_0R^t_1(ϵ)Δ^{−1}_0 → R^t_1, ϵ → 0

s Δ = ϵ^{−Ei} . Analogiqno (4.5.10), (4.5.11), imeem

~B_1 = R^t_1 ( B_∞ + n∑ k=2 B_k x_1 − x_k ) R^t_0 − R^t_1E_i, ~B_l = ( I − E_i + R^t_1 x_l − x_1 ) B_l ((x_l − x_1)E_i + R^t_0), l = 2, . . . , n.

Pol~zuØs~ temi ße rassußdeniØmi s kompozicieæ naxego fflementarnogo preobrazovaniØ i S(0, . . . , 0,^{(l)}1 , 0, . . . , 0), my dokazyvaem (4.5.8) pri l ¿ 2. PodstavlØØ ocenki dlØ C_l i ~C_l v ~A(z, ϵ) = R(z + 1, ϵ)A(z, ϵ)R^{−1} (z, ϵ), my poluqaem (s

z = (w + x_1)ϵ^{−1} − t^{(1)}_j ) ( I − E_i + ϵΔΔ_0R^t_1(ϵ)Δ^{−1}_0 w − x_1 ) (I + ϵB_∞) ( I + ϵ B_1 + o(1) w − x_1 ) · · · ( I + ϵ B_n + o(1) w − x_n )

×((w − x_1 − ϵ)E_i + Δ_0R^t_0(ϵ)Δ^{−1}_0 Δ^{−1}) = (I + ϵB_∞) × ( I + ϵ x_1ϵ^{−1} − ΔΔ_0 ~C_1(ϵ)Δ^{−1}_0 Δ^{−1} w − x_1 ) ( I + ϵ ~B_2 + o(1) w − x_2 ) · · · ( I + ϵ ~B_n + o(1) w − x_n ) . SravnivaØ vyqety obeih storon v toqke w = x_1 i vydelØØ qleny porØdka ϵ, my poluqaem ocenku tipa (4.5.8) dlØ ~C_1(ϵ), a, znaqit, i dlØ ~B_1(ϵ). �to zaverxaet dokazatel~stvo teoremy 4.5.3. •

LITERATURA 1. G. Beætmen i A. �rdeæi, Vysxie transcendentnye funkcii. Moskva, Nauka, 1973.

2. A. M. Borodin, Garmoniqeskiæ analiz na beskoneqnoæ simmetriqeskoæ gruppe i Ødro Uittekera. — Algebra i analiz 12 (2000), vyp. 5, 28–63.

3. A. M. Verxik, S. V. Kerov, Asimptotika mery PlanxerelØ simmetriqeskoæ gruppy i predel~naØ forma tablic ınga. — DAN SSSR 233 (1977), 1024–1027.

4. A. M. Verxik, S. V. Kerov, AsimptotiqeskaØ teoriØ harakterov simmetriqeskoæ gruppy. — Funkc. analiz i ego pril. 15, vyp. 4, 15–27 (1981).

5. A. M. Verxik, S. V. Kerov, Haraktery i faktor-predstavleniØ beskoneqnoæ unitarnoæ gruppy. — DAN SSSR 267 (1982), vyp. 2, 272–276.

6. A. M. Verxik, S. V. Kerov, Asimptotika maksimal~noæ i tipiqnoæ razmernosti neprivodimyh predstavleniæ simmmetriqeskoæ gruppy . — Funkc. analiz i ego pril., 19 (1985), vyp. 1, 25-36.

7. G. Dßeæms, TeoriØ predstavleniæ simmetriqeskih grupp.. Moskva, Mir, 1982.

8. D. P. ȷelobenko, Kompaktnye gruppy Li i ih predstavleniØ. Moskva, Nauka, 1970.

9. I. Makdonal~d, Simmetriqeskie funkcii i mnogoqleny Holla. Moskva, Mir, 1985.

10. V. E. Zaharov, S. V. Manakov, S. P. Novikov, L. P. Pitaevskiæ, TeoriØ solitonov i metod obratnoæ zadaqi.. Moskva, Nauka, 1980.

11. G. Sege, Ortogonal~nye mnogoqleny. Moskva, Fizmatgiz, 1962. 12. A. B. Soxnikov, Determinantnye sluqaænye toqeqnye polØ. — Uspehi Mat. Nauk 55 (2000), vyp. 5, 107–160.

13. M. Adler, P. van Moerbeke, Hermitian, symmetric and symplectic random ensembles:

PDEs for the distribution of the spectrum. — Ann. of Math. (2) 153 no. 1 (2001), 149–189, math-ph/0009001.

14. M. Adler, P. van Moerbeke, Integrals over classical groups, random permutations, Toda and Toeplitz lattices. — Comm. Pure Appl. Math. 54 no. 2 (2001), 153–205.

15. M. Adler, P. van Moerbeke, Recursion relations for Unitary integrals, Combinatorics and the Toeplitz Lattice. — Comm. Math. Phys. 237 no. 3 (2003), 397–440,

math-ph/0201063.

16. M. Adler, T. Shiota, P. van Moerbeke, Random matrices, Virasoro algebras, and noncommutative KP. — Duke Math. J. 94 no. 2 (1998), 379–431, solv-int/9812006.

17. D. Aldous and P. Diaconis, Longest increasing subsequences: from patience sorting to the Baik–Deift–Johansson theorem. — Bull. Amer. Math. Soc. (N.S.) 36 no. 4 (1999), 413–432.

18. J. Baik, Riemann–Hilbert problems for last passage percolation. Recent developments in integrable systems and Riemann-Hilbert problems (Birmingham, AL, 2000). Contemp. Math., vol. 326, Providence, RI, Amer. Math. Soc., 2003, pp. 1–21,

math/0107079.

19. J. Baik, P. Deift, K. Johansson, On the distribution of the length of the longest increasing subsequence of random permutations. — J. Amer. Math. Soc. 12 no. 4 (1999), 1119–1178, math/9810105.

20. J. Baik, P. Deift, K. Johansson, On the distribution of the length of the second row of a Young diagram under Plancherel measure. — Geom. Funct. Anal. 10 no. 4 (2000), 702–731, math/9901118.

21. J. Baik, P. Deift, E. Rains, A Fredholm determinant identity and the convergence of moments for random Young tableaux. — Comm. Math. Phys. 223 no. 3 (2001), 627–672, math/0012117.

22. E. Basor, H. Widom, On a Toeplitz determinant identity of Borodin and Okounkov.

— Integral Equations Operator Theory 37 no. 4 (2000), 397–401; math/9909010.

23. R. Beals, R. R. Coifman, Scattering and inverse scattering for first order systems.

— Comm. Pure Appl. Math. 37 (1984), 39–90.

24. R. Beals, P. Deift, C. Tomei, Direct and inverse scattering on the line. Mathematical surveys and monographs, vol. 28, Amer. Math. Soc., 1988.

25. G. D. Birkhoff, General Theory of Linear Difference Equations. — Trans. of the Am.

Math. Soc. 12 no. 2 (Apr. 1911), 243–284.

26. G. D. Birkhoff, The generalized Riemann problem for linear differential equations and the allied problems for linear difference and q-difference equations. — Proc. of Amer. Acad. of Arts and Sciences 49 no. 9 (Oct. 1913), 521–568.

27. A. Borodin, Riemann–Hilbert problem and the discrete Bessel kernel. — Intern.

Math. Research Notices no. 9 (2000), 467–494, math/9912093.

28. A. Borodin, Discrete gap probabilities and discrete Painlevé equations. — Duke Math.

J. 117 no. 3 (2003), 1–54, math-ph/0111008.

29. A. Borodin, Isomonodromy transformations of linear systems of difference equations.

— Ann. Math. 160 no. 3 (2004), 1141–1182, math/0209144.

30. A. Borodin, D. Boyarchenko, Distribution of the first particle in discrete orthogonal polynomial ensembles. — Comm. Math. Phys. 234 (2003), 287–338,

math-ph/0204001.

31. A. Borodin, P. Deift, Fredholm determinants, Jimbo–Miwa–Ueno tau-functions, and representation theory. — Comm. Pure Appl. Math. 55 no. 9 (2002), 1160–1230,

math-ph/0111007.

32. A. Borodin, A. Okounkov, A Fredholm determinant formula for Toeplitz determinants. — Integral Equations Operator Theory 37 no. 4 (2000), 386–396.

33. A. Borodin, A. Okounkov, G. Olshanski, Asymptotics of Plancherel measures for symmetric groups. — J. Amer. Math. Soc. 13 (2000), 491–515, math/9905032.

34. A. Borodin, G. Olshanski, Point processes and the infinite symmetric group. — Math.

Research Lett. 5 (1998), 799–816, math/9810015.

35. A. Borodin, G. Olshanski, Distributions on partitions, point processes and the hypergeometric kernel. — Comm. Math. Phys. 211 no. 2 (2000), 335–358.

36. A. Borodin, G. Olshanski, Z-Measures on partitions, Robinson–Schensted–Knuth correspondence, and β = 2 random matrix ensembles. — Mathematical Sciences Research Institute Publications 40 (2001), 71–94, math/9905189.

37. A. Borodin, G. Olshanski, Infinite random matrices and ergodic measures. — Comm.

Math. Phys. 223 no. 1 (2001), 87–123, math-ph/0010015.

38. A. Borodin, G. Olshanski, Harmonic analysis on the infinite-dimensional unitary group and determinantal point processes. to appear in Ann. Math., math/0109194.

39. A. Böttcher, Featured review of 2001g:47042. — Math. Reviews (2001). 40. R. P. Boyer, Infinite traces of AF-algebras and characters of U(∞). — J. Operator Theory 9 (1983), 205–236.

41. E. Brézin and V. A. Kazakov, Exactly solvable field theories of closed strings. — Phys. Lett. B 236 no. 2 (1990), 144–150.

42. R. D. Carmichael, Linear Difference Equations and their Analytic Solutions. — Trans. Am. Math. Soc. 12 no. 1 (Jan. 1911), 99–134.

43. O. Costin and R. D. Costin, Asymptotic properties of a family of solutions of the Painleve equation P_{V I}. — Int. Math. Res. Not. no. 22 (2002), 1167–1182.

44. D. J. Daley, D. Vere-Jones, An introduction to the theory of point processes. Springer series in statistics, Springer, 1988.

45. P. A. Deift, Applications of a commutation formula. — Duke Math. J. 45 no. 2 (1978), 267–310.

46. P. Deift, Integrable operators. Differential operators and spectral theory: M. Sh. Birman’s 70th anniversary collection (V. Buslaev, M. Solomyak, D. Yafaev, eds.). American Mathematical Society Translations, ser. 2, v. 189, Providence, R.I.: AMS, 1999.

47. P. A. Deift, A. R. Its, and X. Zhou, Long-time asymptotics for integrable nonlinear wave equations. Important developments in soliton theory. Berlin, Springer Ser. Nonlinear Dynam., 1993, pp. 181–204.

48. P. A. Deift, A. R. Its, and X. Zhou, A Riemann–Hilbert approach to asymptotic problems arising in the theory of random matrix models, and also in the theory of integrable statistical mechanics. — Ann. Math. (2) 146 (1997), 149–235.

49. A. Edrei, On the generating function of a doubly–infinite, totally positive sequence.

— Trans. Amer. Math. Soc. 74 no. 3 (1953), 367–383.

50. A. S. Fokas, A. R. Its, and A. V. Kitaev, Discete Painlevé equations and their appearance in quantum gravity. — Comm. Math. Phys. 142 no. 2 (1991), 313–344.

51. P. J. Forrester, The spectrum edge of random matrix ensembles. — Nucl. Phys. B 402 no. 3 (1993), 709–728.

52. P. J. Forrester and N. S. Witte, Application of the τ -function theory of Painlevé equations to random matrices: PIV, PII and the GUE. — Comm. Math. Phys. 219 no. 2 (2001), 357–398, math-ph/0103025.

53. P. J. Forrester, N. S. Witte, Application of the τ -function theory of Painlevé equations to random matrices: PV, PIII, the LUE, JUE and CUE. — Comm. Pure Appl. Math. 55 no. 6 (2002), 679–727.

54. I. Gelfand, V. Retakh, and R. L. Wilson, Quadratic linear algebras associated with factorizations of noncommutative polynomials and noncommutative differential polynomials. — Selecta Math. (N.S.) 7 (2001), 493–523.

55. I. M. Gessel, Symmetric functions and P -recursiveness. — J. Combin. Theory, Ser.

A 53 (1990), 257–285.

56. I. Gohberg, P. Lancaster, and L. Rodman, Matrix polynomials. New York: Academic Press, 1982.

57. B. Grammaticos, F. W. Nijhoff, A. Ramani, Discrete Painlevé equations. The Painlevé property, CRM Ser. Math. Phys., Springer, New York. 1999, pp. 413–516.

58. J. Gravner, C. A. Tracy, H. Widom, Limit Theorems for Height Fluctuations in a Class of Discrete Space and Time Growth Models. — J. of Statistical Physics 102 (2001), 1085–1132; math/0005133.

59. J. Harnad and A. R. Its, Integrable Fredholm operators and dual isomonodromic deformations. — Comm. Math. Phys. 226 no. 3 (2002), 497–530.

60. L. Haine and J.-P. Semengue, The Jacobi polynomial ensemble and the Painlevé VI equation. — Jour. Math. Phys. 40 no. 4 (1999), 2117–2134.

61. M. Hisakado, Unitary matrix models and Painlevé III. — Mod. Phys. Lett. A11 (1996), 3001–3010.

62. M. E. H. Ismail, N. S. Witte, Discriminants and Functional Equations for Polynomials Orthogonal on the Unit Circle. — Jour. Appr. Theory 110 no. 2 (2001), 200–228,

math/0012259.

63. A. R. Its, A Riemann–Hilbert approach to the distribution functions of Random Matrix Theory. Lectures in Canterbury, May 2000.

64. A. R. Its, A. G. Izergin, V. E. Korepin, N. A. Slavnov, Differential equations for quantum correlation functions. — Intern. J. Mod. Phys. B4 (1990), 1037–1037.

65. A. R. Its, V. Yu. Novokshenov, The isomonodromic deformation method in the theory of Painlevé equations. Lecture Notes in Mathematics, vol. 1191, Berlin, Springer-Verlag, 1986.

66. M. Jimbo, T. Miwa, Y. Môri, and M. Sato, Density matrix of an impenetrable Bose gas and the fifth Painlevé transcendent. — Physica 1D (1980), 80–158.

67. M. Jimbo, T. Miwa, and K. Ueno, Monodromy preserving deformations of linear ordinary differential equations with rational coefficients I. — Physica 2D (1981), 306–352.

68. M. Jimbo and T. Miwa, Monodromy preserving deformations of linear ordinary differential equations with rational coefficients II. — Physica 2D (1981), 407–448.

69. M. Jimbo, H. Sakai, A q-analog of the sixth Painlevé equation. — Lett. Math. Phys.

38 no. 2 (1996), 145–154.

70. K. Johansson, Shape fluctuations and random matrices. — Comm. Math. Phys. 209 (2000), 437–476 math/9903134.

71. K. Johansson, Discrete orthogonal polynomial ensembles and the Plancherel measure.

— Ann. Math. (2) 153 no. 1 (2001), 259–296; math/9906120.

72. K. Johansson, Non-intersecting paths, random tilings and random matrices. — Prob.

Theory Related Fields 123 no. 2 (2002), 225–280, math/0011250. 73. A. A. Kapaev and E. Hubert, A note on the Lax pairs for Painlevé equations. — Jour. Phys A: Math. Gen. 32 (1999), 8145–8156.

74. S. Kerov, G. Olshanski, A. Vershik, Harmonic analysis on the infinite symmetric group. A deformation of the regular representation. — Comptes Rend. Acad. Sci. Paris, Sér. I 316 (1993), 773-778.

75. R. Koekoek, R.F. Swarttouw, The Askey-scheme of hypergeometric orthogonal polynomials and its q-analogue. report no. 98-17, (1998), http://aw.twi.tudelft.

nl/~koekoek/documents/as98.ps.gz.

76. V. E. Korepin, N. M. Bogoliubov, A. G. Izergin, Quantum inverse scattering method and correlation functions. Cambridge University Press, 1993.

77. L. S. Logan and L. A. Shepp, A variational problem for random Young tableaux. — Adv. Math. 26 (1977), 206–222.

78. B. Malgrange, Sur les déformations isomonodromiques. I. Singularités régulières.

Mathematics and physics. Progr. Math., vol. 37, Boston, MA, Birkhäuser, 1983, pp. 401–426.

79. G. Mahoux, Introduction to the theory of isomonodromic deformations of linear ordinary differential equations with rational coefficients. The Painlevé property. CRM Ser. Math. Phys., New York, Springer, 1999, pp. 35–76.

80. M. L. Mehta, Random matrices. 2nd edition, Academic Press, New York, 1991. 81. M. L. Mehta, A nonlinear differential equation and a Fredholm determinant. — J.

Physique I 2 no. 9 (1992), 1721–1729.

82. T. Miwa, Painlevé property of monodromy preserving deformation equations and the analyticity of τ functions. — Publ. Res. Inst. Math. Sci. 17 no. 2 (1981), 703–721.

83. J. Moser and A. P. Veselov, Discrete versions of some classical integrable systems and factorization of matrix polynomials. — Comm. Math. Phys. 139 no. 2 (1991), 217–243.

84. T. Nagao and M. Wadati, Correlation functions of random matrix ensembles related to classical orthogonal polynomials. — J. Phys. Soc. Japan 60 no. 10 (1991), 3298–3322.

85. M. Noumi, Y. Yamada, Affine Weyl groups, discrete dynamical systems and Painlevé equations. — Comm. Math. Phys. 199 no. 2 (1998), 281–295.

86. A. Odesskii, Set-theoretical solutions to the Yang-Baxter relation from factorization of matrix polynomials and theta-functions. — Mosc. Math. J. 3 no. 1 (2003), 97–103,

math/0205051.

87. Y. Ohta, A. Ramani, B. Grammaticos, K. M. Tamizhmani, From discrete to continuous Painlevé equations: a bilinear approach. — Phys. Lett. A 216 no. 6 (1996), 255–261.

88. K. Okamoto, Polynomial Hamiltonians associated with Painlevé equations. I. — Proc. Japan Acad. Ser. A Math. Sci. 56 no. 6 (1980), 264–268.

89. A. Okounkov, Random matrices and random permutations. — Intern. Math. Res.

Notices no. 20 (2000), 1043–1095, math/9903176.

90. A. Okounkov, Infinite wedge and random partitions. — Selecta Math. (N.S.) 7 no. 1, 57–81, math/9907127 (2001).

91. A. Okounkov and G. Olshanski, Asymptotics of Jack polynomials as the number of variables goes to infinity. — Intern. Math. Res. Notices no. 13 (1998), 641–682,

q-alg/9709011.

92. G. Olshanski, Unitary representations of infinite-dimensional pairs (G, K) and the formalism of R. Howe. Representation of Lie Groups and Related Topics (A. Vershik and D. Zhelobenko, eds.), Advanced Studies in Contemporary Math. 7, New York etc., Gordon and Breach Science Publishers, 1990, pp. 269–463.

93. G. Olshanski, The problem of harmonic analysis on the infinite-dimensional unitary group. — J. Funct. Anal. 205 no. 2 (2003), 464–524, math/0109193.

94. J. Palmer, Deformation analysis of matrix models. — Physica D 78 (1994), 166–185. 95. V. Periwal, D. Shevitz, Unitary-Matrix Models as Exactly Solvable String Theories.

— Phys. Rev. Lett. 64 no. 12 (1990), 1326–1329.

96. M. Reed, B. Simon, Methods of modern mathematical physics. III. Scattering theory.

New York-London, Academic Press, 1979.

97. H. Sakai, Rational Surfaces Associated with Affine Root Systems and Geometry of the Painleve Equations. — Comm. Math. Phys. 220 no. 1 (2001), 165–229.

98. S. Sakai, C^∗-Algebras and W^∗-Algebras. Berlin, Springer-Verlag, 1971. 99. M. Sato, T. Miwa, M. Jimbo, Holonomic quantum fields. II. The Riemann-Hilbert problem. — Publ. Res. Inst. Math. Sci. 15 no. 1 (1979), 201–278.

100. C. Schensted, Longest increasing and decreasing subsequences. — Canad. J. Math.

13 (1961), 179–191.

101. L. Schlesinger, Über eine Klasse von Differentsial System Beliebliger Ordnung mit Festen Kritischer Punkten. — J. Reine Angew. Math. 141 (1912), 96–145.

102. E. Thoma, Characters of infinite groups. Operator algebras and group representations. vol. 2, Pitman, 1984, pp. 23–32.

103. C. A. Tracy, Whittaker kernel and the fifth Painlevé transcendent. Unpublished letter to A. Borodin and G. Olshanski, April 29, 1998.

104. C. A. Tracy and H. Widom, Introduction to random matrices. Geometric and quantum aspects of integrable systems. Lecture Notes in Phys., vol. 424, Springer, Berlin, 1993, pp. 103–130, hep-th/9210073.

105. C. A. Tracy and H. Widom, Level spacing distributions and the Airy kernel. — Comm. Math. Phys. 159 (1994), 151–174, hep-th/9211141.

106. C. A. Tracy and H. Widom, Level spacing distributions and the Bessel kernel. — Comm. Math. Phys. 161 (1994), 289–309, hep-th/9304063.

107. C. A. Tracy and H. Widom, Fredholm determinants, differential equations and matrix models. — Comm. Math. Phys. 163 (1994), 33–72, hep-th/9306042.

108. C. A. Tracy and H. Widom, Random unitary matrices, permutations and Painlevé.

— Comm. Math. Phys. 207 no. 3 (1999), 665–685.

109. A. Veselov, Yang-Baxter maps and integrable dynamics. — Phys. Lett. A 314 no. 3 (2003), 214–221.

110. D. Voiculescu, Représentations factorielles de type II_1 de U(∞). — J. Math. Pures et Appl. 55 (1976), 1–20.

111. H. Widom, On convergence of moments for random Young tableaux and a random growth model. — Int. Math. Res. Not. no. 9 (2002), 455–464, math/0108008.

112. N. S. Witte, P. J. Forrester, Gap probabilities in the finite and scaled Cauchy random matrix ensembles. — Nonlinearity 13 no. 6 (2000), 1965–1986, math-ph/0009022.

113. N. S. Witte, P. J. Forrester, C. M. Cosgrove, Gap Probabilities for Edge Intervals in Finite Gaussian and Jacobi Unitary Matrix Ensembles. — Nonlinearity 13 (2000), 1439–1464, math-ph/0008033.