POMI PREPRINT – 17/2003

O PRIRODE SPEKTRA OPERATORA XTARKA-VANN^E

A. A. Poßarskiæ

Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

NoØbr~ 10, 2003

ABSTRACT

RassmatrivaetsØ odnomernyæ operator Xtarka-Vann~e H_d = −^{d2}_{dx2} − F x + p(x) v L_2(R_+), gde postoØnnaØ F > 0, i p(x) – vewestvennyæ periodiqeskiæ potencial:

p(x + 1) = p(x).

V rabote opisany usloviØ sohraneniØ absol¸tno nepreryvnoæ komponenty spektra operatora H_d pri dostatoqno obwih predpoloßeniØh otnositel~no gladkosti potenciala p(x). Naprimer, dokazano, qto esli potencial p(x) udovletvorØet ocenke |p(x)| 6 C|x−x_0|^{−1+ε} pri x ∈ [0, 1] i nekotoryh x_0 ∈ [0, 1], ε > 0, C > 0, to absol¸tno nepreryvnaØ komponenta spektra operatora H_d sovpadaet so vseæ vewestvennoæ os~¸.

1

Opisanie rezul~tatov

Rassmotrim odnomernoe uravnenie Xredingera −ψ^{′′} − F xψ + p(x)ψ = Eψ (1) na poluosi 0 6 x < +∞. Zdes~ potencial p(x) – vewestvennaØ periodiqeskaØ funkciØ: p(x + 1) = p(x), udovletvorØ¸waØ uslovi¸ p(x) ∈ L_1[0, 1]. Budem predpolagat~, qto postoØnnaØ F > 0 i

∫_1 0 p(x) dx = 0, poslednego vsegda moßno dobit~sØ sdvigom

spektral~nogo parametra E.

Vvedem operator H = − d^2 dx^2 − F x + p(x) v L_2(R_+)

s oblast~¸ opredeleniØ

Dom(H) = { φ : φ^′ − absol¸tno nepreryvna, φ(0) = 0, supp φ − ograniqen, −φ^{′′} + p φ ∈ L_2(R_+) } . Zameqanie. FunkciØ −φ^{′′} + p(x)φ prinadleßit L2(R+) pri φ ∈ Dom(H), no φ^{′′} i pφ po otdel~nosti ne obØzatel~no prinadleßat L_2(R_+). Odnako, oni prinadleßat

L_1(R_+).

Operator H v suwestvennom samosoprØßen. Dokazatel~stvo fftogo fakta privedeno v pØtom punkte. Oboznaqim zamykanie operatora H qerez H_d.

Esli potencial p(x) ØvlØetsØ gladkoæ funkcieæ, to uravnenie (1) i operator H_d horoxo izuqeny (sm. [AGZ], [AZ], [Ba], [B2], [BD1], [BD2], [NN]). V sluqae negladkogo potenciala p(x) izvestno lix~ neskol~ko rezul~tatov (sm. [B1], [DSS],

[E], [P]).

Vvedem oboznaqeniØ r(l) = e^{−i 3π4} 1 √ 2F 1∫ 0 p(t)e^{−2iπlt} dt, ω(l) = 1∫ 0 t∫ 0 p(y)p(t)e^{2iπlt} dy dt. (2) V rabote [P] byla dokazana sledu¸waØ teorema.

Predpoloßenie (A).^{∑∞}_{l=1} |r(l)|l^{−1/2}<∞,^{∑∞}_{l=1} |ω(l)|l^{−1}<∞.

Predpoloßenie (B).^{∑∞}_{l=1} |r(l)|^2l^{−1/2}<∞,^{∑∞}_{l=1} |r(l)|l^{−3/4}<∞,^{∑∞}_{l=1} |ω(l)|l^{−1}<∞. Teorema 1. i). Pust~ potencial p(x) udovletvorØet predpoloßeni¸ (A). Togda

spektr operatora H_d absol¸tno nepreryven i zapolnØet vs¸ vewestvennu¸ os~.

ii). Pust~ potencial p(x) udovletvorØet predpoloßeni¸ (B). Togda absol¸tno nepreryvnyæ spektr operatora H_d zapolnØet vs¸ vewestvennu¸ os~.

NastoØwaØ rabota posvØwena issledovani¸ absol¸tno nepreryvnogo spektra operatora H_d i obobweni¸ rezul~tatov teoremy 1. Glavnym rezul~tatom dannoæ raboty ØvlØetsØ sledu¸waØ teorema.

Predpoloßenie (C).^{∑∞}_{l=1} |r(l)|l^{−1} < ∞,^{∑∞}_{l=1} |ω(l)|l^{−1} < ∞. Zameqanie. Esli potencial p(x) na intervale [0, 1] udovletvorØet ocenke

|p(x)| 6 C_1|x − x_0|^{−1+ε} pri ε > 0, to predpoloßenie (C) vypolneno.

Teorema 2. Pust~ potencial p(x) udovletvorØet predpoloßeni¸ (C). Togda

absol¸tno nepreryvnyæ spektr operatora H_d zapolnØet vs¸ vewestvennu¸ os~.

Dokazatel~stvo fftoæ teoremy opiraetsØ na rezul~taty, poluqennye v rabote [P]. Sformuliruem dva utverßdeniØ iz fftoæ raboty, kotorye nam ponadobØtsØ v dal~neæxem (teoremy 3 i 4).

Teorema 3. Pust~ p(x) – periodiqeskiæ potencial, absol¸tno integriruemyæ na

periode, udovletvorØ¸wiæ uslovi¸

∫_1 0 p(t) dt = 0, F > 0 i E ∈ R. Togda proizvol~noe rexenie uravneniØ (1) dopuskaet pri x → +∞ asimptotiqeskoe razloßenie ψ(x) = s_l 4√ F x e^{i 23F (E+F x)3/2} + t_l 4√ F x e^{−i 23F (E+F x)3/2} + O ( ‖s_l‖ √ x ) , x ∈ I_l. Zdes~ I_l = (ñ_{l−1}, ñ_l) \ (ĩ_{l−1} ∪ ĩ_l), ñ_l = ((πl)^2 − E)/F , ĩ_l = {n : |n − ñ_l| = O(l^{2/3})}. Pri fftom kofffficienty s_l, t_l i s_{l+1}, t_{l+1} svØzany na smeßnyh intervalah I_l i I_{l+1} preobrazovaniem

t_l+1 = W̃_lt_l, t_l = ( s_l t_l ) , W̃_l = W̃_l(E), (3)

gde W̃_l dopuskaet predstavlenie vida W̃_l = e^{−iπl E}F^σ3 S_le^{iπl E}F^σ3 , σ_1S̄_lσ_1 = S_l, S_l = S_l(E). (4)

Matricy Pauli σ_1 i σ_3 zada¸tsØ v vide σ_1 = ( 0 1 1 0 ) , σ_3 = ( 1 0 0 −1 ) . Matrica S_l

imeet pri bol~xih l asimptotiku

S_l = ( +q(l)l^{−1} + O(l^{−7/6}) r(l)l^{−1/2}e^{2i3F (πl)3} + O(l^{−1}d(l)) r̄(l)l^{−1/2}e^{− 2i3F (πl)3} + O(l^{−1}d(l)) 1 + q(l)l^{−1} + O(l^{−7/6}) ) . Zdes~ q i d zada¸tsØ formulami q(l) = 1 2 |r(l)|^2, d(l) = |r(l)| + |ω(l)| + O(l^{−1/3}), a r i ω opredeleny v (2).

Pri fftom vypolneno ravenstvo

ñ_{l+1}∫

ñ_l |ψ(x)|^2 dx = 2π F ‖t_l‖^2 ( 1 + o(1) ) . Otmetim, qto podobnyæ rezul~tat dlØ uravneniØ vida −ψ^{′′} − F xψ + V +∞∑ n=−∞ δ(x − n)ψ = Eψ byl vpervye dokazan V. S. Buslaevym [B1]. Teorema 3 ØvlØetsØ obobweniem rezul~tatov [B1] i ee dokazatel~stvo opiraetsØ na idei, razrabotannye v [B1].

Opredelenie 1. Rexenie ψ^u(x) uravneniØ (1) nazyva¸t podqinennym na +∞,

esli dlØ l¸bogo lineæno nezavisimogo s nim rexeniØ ψ(x) lim x→+∞ (_x∫ 0 |ψ^u(t)|^2 dt /_x∫ 0 |ψ(t)|^2 dt ) = 0.

Opredelenie 2. Rexenie t^u_l sistemy (3) nazyva¸t podqinennym, esli dlØ l¸-

bogo lineæno nezavisimogo s nim rexeniØ t_l lim_{L→∞} (_L ∑ l=1 ‖t^u_l ‖^2 /_L ∑ l=1 ‖t_l‖^2 ) = 0.

Teorema 4. Pust~ vypolneny usloviØ teoremy 3. Togda uravnenie (1) imeet podqi-

nennoe rexenie togda i tol~ko togda, kogda ego imeet sistema (3).

Sformuliruem ewe odin neobhodimyæ nam rezul~tat iz [GP]. Teorema 5. Esli pri poqti vseh E ∈ R po mere Lebega uravnenie (1) ne imeet

podqinennogo rexeniØ, to absol¸tno nepreryvnyæ spektr operatora H_d zapolnØet vs¸ vewestvennu¸ os~.

Sistema (3), s pomow~¸ zameny peremennyh s_l = exp (iπl^E_F σ_3)t_l, svoditsØ k nißesledu¸weæ

s_l+1 = e^{iπ EF σ3} S_ls_l. (5)

Pri fftom vypolneno ravenstvo

‖s_l‖ = ‖t_l‖. (6)

V dal~neæxem nam budet udobnee issledovat~ sistemu (5) neßeli (3). Spravedliva sledu¸waØ lemma.

Lemma 1. Pust~ vypolneny usloviØ teoremy 3 i pri poqti vseh, po mere Lebega,

E ∈ R sistema (5) ne imeet podqinennogo rexeniØ. Togda absol¸tno nepreryvnyæ

spektr operatora H_d zapolnØet vs¸ vewestvennu¸ os~.

Dokazatel~stvo. V silu ravenstva (6) sistema (3) imeet podqinennoe rexenie odnovremenno s sistemoæ (5). Sledovatel~no, pri poqti vseh, po mere Lebega,

E ∈ R sistema (3) ne imeet podqinennogo rexeniØ. Teper~ iz teorem 4 i 5 sleduet

utverßdenie lemmy. �

Takim obrazom, dokazatel~stvo teoremy 2 svoditsØ k izuqeni¸ asimptotiqeskih svoæstv sistemy (5). Zametim, qto ffta sistema pohoßa na uravnenie Xredingera s medlenno ubyva¸wim potencialom (matrica S_l stremitsØ k ediniqnoæ pri l → ∞). DlØ operatora Xredingera s medlenno ubyva¸wim potencialom nedavno byl predloßen prostoæ sposob lokalizacii absol¸tno nepreryvnogo spektra [DK]. �tot metod osnovan na ispol~zovanii spektral~nyh toßdestv, kotorye poluqili v poslednee vremØ nazvanie toßdestv BFZ (Buslaev-Faddeev-Zaharov)

[BF]. Pri analize diskretnoæ sistemy (5) my sleduem fftoæ ße idee. Nekotorye

zatrudneniØ pri issledovanii fftoæ sistemy predstavlØet tot fakt, qto matrica

S_l moßet zaviset~ to spektral~nogo parametra E. Udobno predvaritel~no izuqit~

bolee prostu¸ sistemu. Imenno, rassmotrim dvumernu¸ rekurrentnu¸ sistemu

s_l+1 = z^{σ3} W_ls_l, l = 0, 1, . . . (7)

Zdes~ s_l ∈ C^2 , z ∈ C \{0}, W_l – dvumernye kompleksnye matricy, udovletvorØ¸wie usloviØm

σ_1W_lσ_1 = W_l, det W_l = 1, (8)

i nezavisØwie ot parametra z. Iz usloviæ (8) sleduet, qto matricy W_l mogut byt~ predstavleny v vide

W_l = ( w_l v_l v̄_l w̄_l ) , |w_l|^2 − |v_l|^2 = 1. (9)

Osnovnym rezul~tatom v otnoxenii diskretnoæ sistemy (7) ØvlØetsØ sledu¸waØ teorema (otmetim, qto matricy S_l mogut zaviset~ ot spektral~nogo parametra E, v to vremØ kak matricy W_l ne zavisØt ot parametra z).

Teorema 6. Predpoloßim, qto matricy Wl predstavlØ¸tsØ v vide (9). Pust~,

vmeste s fftim, shoditsØ rØd_∞ ∑ l=0 |v_l|^2 (10)

i suwestvuet predel

lim_{l→∞} W_l = I, I = ( 1 0 0 1 ) . (11)

Togda pri poqti vseh, po mere Lebega, ϕ ∈ [0, 2π) sistema (7) pri z = e^{iϕ} ne imeet podqinennogo rexeniØ.

Zameqanie. Zametim, qto uslovie (11) moßno otbrosit~. Qtoby ubedit~sØ v fftom, dostatoqno sdelat~ zamenu peremennyh s_l = e^i P^l�^1k=0^{arg wlσ3} t_l v sisteme (7).

Dokazatel~stvo teoremy 6 osnovano na analize funkcii VeælØ m(z) (ee opredelenie dano v teoreme 7). Vvedem special~nyæ bazis rexeniæ sistemy (7). Pust~

θ(z) i φ(z) takie rexeniØ (7), qto θ_0(z) =

(_1 0 ) i φ_0(z) =

(_0 1 ) . Zdes~ i dalee pod rexeniem θ(z) sistemy (7) ponimaetsØ posledovatel~nost~ {θ_l(z)}^∞_{l=0}, udovletvorØ¸waØ sisteme (7).

Teorema 7. Predpoloßim, qto matricy Wl predstavlØ¸tsØ v vide (9). Togda

suwestvuet analitiqeskaØ pri |z| < 1 funkciØ VeælØ m(z) takaØ, qto

f(z) = θ(z) + m(z)φ(z) ∈ l^2(Z_+, C^2 ) ∀ 0 < |z| < 1.

Vmeste s fftim, |m(z)| < 1 pri |z| < 1.

Teorema 7 budet dokazana v pervom punkte.

Sledstvie 1. FunkciØ VeælØ m(z) imeet poqti vs¸du, po mere Lebega, radial~-

nye graniqnye znaqeniØ^1 m(e^{iϕ}), gde ϕ ∈ [0, 2π).

Dokazatel~stvo. Iz ocenki |m(z)| < 1 pri |z| < 1 sleduet, qto m(z) prinadleßit klassu Hardi H_∞(|z| 6 1). Ots¸da sleduet trebuemoe utverßdenie [Z]. � Central~noæ v dokazatel~stve teoremy 6 ØvlØetsØ lemma 2, kotoraØ budet dokazana v punkte 2.

Lemma 2. Pust~ shoditsØ rØd (10). Togda imeet mesto ocenka − 2π∫ 0 ln ( 1 − |m(e^{iϕ})|^2 ) dϕ 6 4π^{∞∑}_{l=0} ln |wl|. Zameqanie. RØdy^{∑∞}_{l=0} ln |wl| i^{∑∞}_{l=0} |vl|^2 shodØtsØ odnovremenno. Iz fftoæ lemmy sleduet, qto pri poqti vseh ϕ funkciØ VeælØ dopuskaet ocenku |m(e^{iϕ})| < 1. (12) Iz ocenki (12), voobwe govorØ, sleduet, qto sistema (7) ne imeet podqinennogo rexeniØ v toqke ϕ (fftot fakt moßet byt~ dokazan metodami iz [GP]), otkuda legko

1Radial~nye graniqnye znaqeniØ opredeleny ravenstvom m(e^{iϕ}) = lim_{r→1−0} m(re^{iϕ}).

poluqit~ utverßdenie teoremy 6. Odnako, dokazatel~stvo fftogo fakta dostatoqno dlinno i my dokaßem bolee prostoe, no nemnogo bolee slaboe utverßdenie. Toqnee, my dokaßem teoremu 6 na bolee uzkom mnoßestve po ϕ, qem mnoßestvo, na kotorom vypolnena ocenka (12), no razumeetsØ na mnoßestve polnoæ mery.

Teoremu 6 nesloßno vyvesti iz dvuh sledu¸wih lemm. Osnovnye idei ih dokazatel~stva my zaimstvovali iz [LS]. Otmetim, qto dokazatel~stvo lemmy 3 opiraetsØ na rezul~taty lemmy 2. Dokazatel~stvo lemm 3 i 4 privedeno v punkte 3. Perepixem sistemu (7) v matriqnom vide

F_{l+1} = e^{iϕσ3} W_lF_l, F_0 = I.

Lemma 3. Pust~ shoditsØ rØd (10) i vypolnena ocenka ‖W_l − I‖ 6 1/8, ∀ l = 0, 1, ... (13) Pust~ vmeste s fftim zadana neotricatel~naØ posledovatel~nost~ a_l takaØ, qto shoditsØ rØd ∑ l¿0^{al}. Togda pri poqti vseh, po mere Lebega,^{ϕ ∈ [0, 2π)} naædetsØ takaØ postoØnnaØ C_9(ϕ) < ∞, qto

lim inf L→∞ 1 L L∑ l=0 ‖F_l‖^2 6 C_9(ϕ), ∞∑ l=0 a_l‖F_l‖‖F_{l+1}‖ 6 C_9(ϕ). Lemma 4. Pust~ Bl matriqnoe rexenie sistemy

B_{l+1} = K_lB_l, B_0 = I (14)

s matriceæ K_l, udovletvorØ¸weæ uslovi¸ det K_l = 1. Esli vypolnena ocenka

lim inf L→∞ 1 L L∑ l=0 ‖B_l‖^2 < ∞, to sistema (14) ne imeet podqinennogo rexeniØ.

Zametim, qto matricy K_l mogut zaviset~ ot spektral~nogo parametra. Pokaßem, kak vyvesti utverßdenie teoremy 6 iz i lemm 3 i 4. V silu shodimosti rØda (10) suwestvuet postoØnnaØ N takaØ, qto vypolneno uslovie (13) dlØ vseh l > N. Rassmotrim vspomogatel~nu¸ sistemu, kotoraØ poluqena iz ishodnoæ zamenoæ pervyh N matric W_l na ediniqnye. Oqevidno, qto suwestvovanie podqinennogo rexeniØ ne zavisit ot povedeniØ matric W_l pri koneqnyh l (naprimer, pri l 6 N), pofftomu ishodnaØ i vspomogatel~naØ sistemy ime¸t podqinennoe rexenie odnovremenno. Primenim teper~ lemmu 3, a zatem 4, polagaØ K_l = e^{iϕσ3} W_l, k vspomogatel~noæ sisteme. V rezul~tate poluqim trebuemoe utverßdenie. � ObratimsØ teper~ k sisteme (5). My ne moßem neposredstvenno primenit~ logiku dokazatel~stva teoremy 6 k sisteme (5), potomu qto, voobwe govorØ, matricy

S_l mogut zaviset~ ot spektral~nogo parametra E. Pofftomu my prihodim k neob-

hodimosti provodit~ postroenie v dva fftapa. DlØ fftogo my dolßny predstavit~ matricy S_l v vide S_l = W_l +V_l, gde matricy W_l udovletvorØ¸t usloviØm teoremy 6 i, v qastnosti, ne zavisØt ot spektral~nogo parametra E, a matricy V_l ubyva¸t dostatoqno bystro (bolee toqno, nam neobhodimo potrebovat~ shodimosti rØda

7 ∑ l¿0^{‖Vl‖}), no uße mogut zaviset~ ot spektral~nogo parametra^E. Iz teoremy 6 sleduet, qto nevozmuwennaØ sistema

s_l = e^{iπ EF σ3} W_ls_l (15)

ne imeet podqinennogo rexeniØ pri poqti vseh E ∈ R. Dalee, ispol~zuØ malost~ vozmuweniØ V_l, vozmoßno provesti sravnenie rexeniæ sistem (5) i (15) i priæti k utverßdeni¸ teoremy 2. Bolee toqno, my pokaßem, qto pri poqti vseh ϕ rexeniØ sistem (5) i (15) svØzany ograniqennym matriqnym preobrazovaniem U_l (sm. teoremu 9).

Strogoe dokazatel~stvo teoremy 2 privedeno v punkte 4. Privedem kratku¸ plan-shemu ee dokazatel~stva. Pri fftom budem ispol~zovat~ sledu¸wie oboznaqeniØ: F_l – matriqnoe rexenie nevozmuwennoæ sistemy (15), B_l – matriqnoe rexenie vozmuwennoæ sistemy (5) s matricami S_l = W_l + V_l, matriqnye rexeniØ B_l i F_l svØzany matriqnym preobrazovaniem U_l.

F_l+1 = e^{iϕσ3} W_lF_l B_l+1 = K_lB_l ↓ ↓ FunkciØ VeælØ m(z) (Teorema 7) Lemma 4 ↓ |m(e^{iφ} )| < 1 p.p.v φ (Lemma 2) ↓ Lemma 3 ← − − − F_l+1 = e^{iϕσ3} W_lF_l − − − → P_{l¿0 |vl|2<∞ Lemma 3} P_{l¿0 |vl|2<∞,} P_{l¿0 ‖Vl‖<∞ Lemma 3} lim inf_{L→∞} 1_L ∑_{Ll} =0 ‖F_l‖2 6 C(ϕ) < ∞ ∑_{∞l} =0 ‖V_l‖‖F_l‖‖F_l+1‖ 6 C(ϕ) < ∞ pri p. v. ϕ ∈ [0, 2π) pri p. v. ϕ ∈ [0, 2π) | | sm. Teoremu 9 ←− − − −− Bl =FlUl, ‖Ul‖6C(ϕ)<∞ lim inf_{L→∞} 1_L ∑_{Ll} =0 ‖B_l‖2 6 C(ϕ) < ∞ pri p. v. ϕ ∈ [0, 2π)

Lemma 4 Sistema (5) ne imeet podq. rex.

pri p. v. ϕ ∈ [0, 2π)

Lemma 1 Teorema 2

Otmetim, qto osnovnye postroeniØ nami zaimstvovany iz sootvetstvu¸wih razdelov teorii odnomernogo uravneniØ Xredingera −ψ^{′′} + q(x)ψ = Eψ. (16) Osnovnye ponØtiØ, svØzannye s funkcieæ VeælØ dlØ (16), moßno naæti v [L]. SvØz~ meßdu graniqnymi znaqeniØmi funkcii VeælØ i suwestvovaniem podqinennogo rexeniØ (16) ustanovlena v [GP]. IdeØ ob ispol~zovanii formul BFZ dlØ analiza spektral~nyh svoæstv (16) nami vzØta iz [DK]. Pri dokazatel~stve lemm 3 i 4 my ispol~zovali idei iz [LS].

NastoØwaØ rabota sostoit iz qetyreh punktov. Pervyæ soderßit dokazatel~- stvo teoremy 7. Vtoroæ punkt soderßit dokazatel~stvo lemmy 2. V tret~em punkte privedeno dokazatel~stvo lemm 3 i 4. Qetvertyæ punkt soderßit dokazatel~stvo teoremy 2. Nakonec, pØtyæ punkt posvØwen dokazatel~stvu suwestvennoæ samosoprØßennosti operatora H.

Blagodarnost~. Avtor vyraßaet blagodarnost~ V. S. Buslaevu za mnogoqislennye konsul~tacii i podbor literatury po dannoæ tematike.

1. FunkciØ VeælØ Cel~¸ fftogo punkta ØvlØetsØ postroenie funkcii VeælØ m(z) i dokazatel~- stvo teoremy 7.

Pust~ g(z) – proizvol~noe rexenie sistemy (7). Spravedlivo ravenstvo ( z^{−1}α_{l+1} zβ_{l+1} ) = ( w_lα_l + v_lβ_l w̄_lβ_l + v̄_lα_l ) , gde ( α_l β_l )_{def} = g_l. Ots¸da

|z|^{−2}|α_{l+1}|^2 − |z|^2|β_{l+1}|^2 = |w_lα_l + v_lβ_l|^2 − |w̄_lβ_l + v̄_lα_l|^2 =

= (|w_l|^2 − |v_l|^2)|α_l|^2 − (|w_l|^2 − |v_l|^2)|β_l|^2 = |α_l|^2 − |β_l|^2.

V itoge poluqaem sledu¸wee toßdestvo

|z|^{−2}|α_{l+1}|^2 − |z|^2|β_{l+1}|^2 = |α_l|^2 − |β_l|^2. (1.1)

Lemma 5. DlØ l¸bogo rexeniØ g(z) sistemy (7) vypolneno ravenstvo

(1 − |z|^2) l∑ k=1 [ |z|^{−2}|α_k|^2 + |β_k|^2 ] = |α_0|^2 − |β_0|^2 − |α_l|^2 + |β_l|^2.

DlØ uproweniØ zapisi vvedem oboznaqenie

Sm_l(g(z))^{def}= (1 − |z|^2) l∑ k=1 [ |z|^{−2}|α_k|^2 + |β_k|^2 ] , Sm_0(g(z))^{def}= 0.

Dokazatel~stvo. DlØ dokazatel~stva lemmy vospol~zuemsØ sootnoxeniem (1.1):

|α_0|^2 − |β_0|^2 − |α_l|^2 + |β_l|^2 = (|α_0|^2 − |α_l|^2) − (|β_0|^2 − |β_l|^2) = = l∑ k=1 (|α_{k−1}|^2 − |α_k|^2) − l∑ k=1 (|β_{k−1}|^2 − |β_k|^2) = l∑ k=1 (|α_{k−1}|^2 − |β_{k−1}|^2) − l∑ k=1 (|α_k|^2 − |β_k|^2) =

= l∑ k=1 (|z|^{−2}|α_k|^2 − |z|^2|β_k|^2) − l∑ k=1 (|α_k|^2 − |β_k|^2) = Sm_l(g(z)).

Qto i trebovalos~ dokazat~. �

Oboznaqim normu vektora v C^2 qerez ‖ · ‖.

Lemma 6. DlØ l¸bogo rexeniØ g(z) sistemy (7) pri 0 < |z| < 1 spravedlivy

ocenki |z|^2 1 − |z|^2 Sm_l(g(z)) 6 l∑ k=1 ‖g_k(z)‖^2 6 1 1 − |z|^2 Sm_l(g(z)).

Dokazatel~stvo. TrebuemaØ ocenka sleduet iz oqevidnyh neravenstv l∑ k=1 (|α_k|^2 + |z|^2|β_k|^2) 6 l∑ k=1 (|α_k|^2 + |β_k|^2) 6 l∑ k=1 (|z|^{−2}|α_k|^2 + |β_k|^2).�

Vvedem rexeniØ θ(z) i φ(z) sistemy (7), udovletvorØ¸wie naqal~nym uslovi- Øm θ_0(z) =

(_1 0 ) i φ_0(z) =

(_0 1 ) , smotri vvedenie. DlØ koordinat vektorov θ_l(z) i φ_l(z) ispol~zuem sledu¸wie oboznaqeniØ

θ_l(z) = ( s_l t_l ) , φ_l(z) = ( e_l h_l ) . DlØ togo qtoby postroit~ funkci¸ VeælØ m(z), rassmotrim posledovatel~nost~ vektorov f_l(z) = θ_l(z) + m(z)φ_l(z). Dal~neæxaØ procedura postroeniØ svoditsØ k poisku takoæ funkcii m(z) takoæ, qtoby fflement f(z) = {f_l(z)}^∞_{l=0} prinadleßal prostranstvu l^2(Z_+, C^2 ).

Vospol~zuemsØ lemmoæ 5 primenitel~no k f(z):

Sm_l(f(z)) = 1 − |m(z)|^2 + |t_l + m(z)h_l|^2 − |s_l + m(z)e_l|^2. (1.2)

V silu lemmy 6 pri 0 < |z| < 1 spravedlivy ocenki |z|^2 1 − |z|^2 Sm_l(f(z)) 6 l∑ k=1 ‖f_k‖^2 6 1 1 − |z|^2 Sm_l(f(z)). (1.3)

Takim obrazom, vkl¸qenie f(z) ∈ l^2(Z_+, C^2 ) ravnosil~no neravenstvu: Sm_l(f(z)) 6

C_1(z) < ∞ pri 0 < |z| < 1 dlØ nekotorogo C_1(z), kotoroe ne zavisit ot l.

Postroim funkci¸ m(z), udovletvorØ¸wu¸ uslovi¸

|t_l + m(z)h_l|^2 − |s_l + m(z)e_l|^2 6 0 ∀ l = 0, 1... (1.4)

Legko videt~, qto iz usloviØ (1.4) sleduet ocenka Sm_l(f(z)) 6 1, otkuda, s uqetom (1.3), vytekaet neobhodimoe nam vkl¸qenie f(z) ∈ l^2(Z_+, C^2 ). Rassmotrim nabor mnoßestv

D_l(z) = {ζ : |t_l(z) + ζh_l(z)|^2 − |s_l(z) + ζe_l(z)|^2 6 0}, l = 0, 1...,

kotorye, oqevidno, ØvlØ¸tsØ zamknutymi. V teh mestah, gde ffto ne moßet vyzvat~ nedorazumeniØ, indeks z v oboznaqenii D_l(z) budet opuskat~sØ.

Lemma 7. Spravedlivy vloßeniØ Dl+1 ⊂ Dl ⊂ {ζ : |ζ| < 1} dlØ l = 1, 2... Dokazatel~stvo. Dokazatel~stvo vkl¸qeniØ Dl+1 ⊂ Dl provedem ot protivnogo. Pust~ dlØ nekotorogo l suwestvuet ζ_0 ∈ D_{l+1} \ D_l. Togda

Sm_{l+1}(f(z)) = 1 − |ζ_0|^2 + |t_{l+1} + ζ_0h_{l+1}|^2 − |s_{l+1} + ζ_0e_{l+1}|^2 6 1 − |ζ_0|^2 <

< 1 − |ζ_0|^2 + |t_l + ζ_0h_l|^2 − |s_l + ζ_0e_l|^2 = Sm_l(f(z)).

Takim obrazom, Sm_{l+1}(f(z)) < Sm_l(f(z)), no, kak vidno iz opredeleniØ, Sm_l(f(z)) – strogo vozrasta¸waØ posledovatel~nost~. Poluqennoe protivoreqie dokazyvaet ukazannoe vkl¸qenie.

Vloßenie D_l ⊂ {ζ : |ζ| < 1} takße dokaßem ot protivnogo. Pust~ dlØ nekotorogo l > 1 suwestvuet ζ_0 ∈ D_l \ {ζ : |ζ| < 1}, togda

0 < Sm_l(f(z)) = 1 − |ζ_0|^2 + |t_l + ζ_0h_l|^2 − |s_l + ζ_0e_l|^2 6 1 − |ζ_0|^2 6 0.

Poluqennoe protivoreqie dokazyvaet lemmu. �

Lemma 8. Pust~ rexeniØ f^1 i f^2 sistemy (7) prinadleßat l^2(Z+, C^2 ). Togda f^1

i f^2 lineæno zavisimy.

Dokazatel~stvo. Matrica (f^1_l , f^2_l ), sostavlennaØ iz vektorov f^1_l i f^2_l , udovletvorØet uravneni¸

(f^1_{l+1}, f^2_{l+1}) = z^{σ3} W_l(f^1_l , f^2_l ).

Iz usloviØ det(z^{σ3} W_l) = 1 sleduet, qto

det(f^1_{l+1}, f^2_{l+1}) = det(z^{σ3} W_l) det(f^1_l , f^2_l ) = det(f^1_l , f^2_l ) = C_2 ≠ C_2(l). (1.5)

Vkl¸qeniØ f^j ∈ l^2(Z_+, C^2 ) pri j = 1, 2 vlekut suwestvovanie predelov lim_{l→∞} f^j_l = 0. Ots¸da s uqetom (1.5) vytekaet ravenstvo det(f^1_l , f^2_l ) = 0, iz kotorogo sleduet lineænaØ zavisimost~ vektorov f^1 i f^2. �

Lemma 9. Mnoßestvo ∩l¿0Dl ne pusto i sostoit iz odnoæ edinstvennoæ toqki. Dokazatel~stvo. Suwestvovanie ζ0 ∈ ∩l¿0Dl vytekaet iz zamknutosti mnoßestv D_l i polnoty prostranstva kompleksnyh qisel. Edinstvennost~ dokaßem ot protivnogo. Pust~ ζ_j ∈ ∩_l¿_0D_l, j = 0, 1 i ζ_0 ≠ ζ_1. Togda f^j = θ + ζ_jφ ∈ l^2(Z_+, C^2 ) pri

j = 0, 1 i v silu lemmy 8 ØvlØ¸tsØ lineæno zavisimymi. Ots¸da, polagaØ l = 0,

poluqim, qto ζ_0 = ζ_1. �

Perepixem uslovie (1.4) v vide |t_l(z) + m(z)h_l(z)|/|s_l(z) + m(z)e_l(z)| 6 1 i rassmotrim otobraßenie w = t_l(z) + m(z)h_l(z) s_l(z) + m(z)e_l(z) . V silu sootnoxeniØ s_lh_l − t_le_l = det(θ_l, φ_l) = 1 suwestvuet obratnoe otobraßenie, kotoroe zadaetsØ v vide m(z, l, w) = − t_l(z) − s_l(z)w h_l(z) − e_l(z)w . (1.6)

Ots¸da sleduet, qto

D_l(z) = ⋃ |w|61^{{m(z, l, w)}.} Pofftomu iz lemm 7 i 9 vytekaet suwestvovanie predela lim_{l→∞} m(z, l, w), kotoryæ ne zavisit ot w. Oboznaqim fftot predel qerez m(z).

Lemma 10. Pri 0 < |z| < 1 funkciØ m(z) ØvlØetsØ analitiqeskoæ i udovletvo-

rØet ocenke |m(z)| < 1.

Dokazatel~stvo. Pokaßem vnaqale, qto funkciØ m(z, l, w) nepreryvna po dvum peremennym (z, w) v oblasti {z : 0 < |z| < 1} × {w : |w| 6 1} i analitiqna po z v oblasti {z : 0 < |z| < 1} pri vseh l. Deæstvitel~no, iz toßdestva (1.1) sleduet neravenstvo |h_l(z)| > |e_l(z)|. Ots¸da, v svo¸ oqered~, vytekaet ocenka |h_l(z) − e_l(z)w| > 0, ∀ (z, w) ∈ {z : 0 < |z| < 1} × {w : |w| 6 1}, (1.7)

spravedlivaØ pri vseh l. Iz opredeleniØ θ_l(z) i φ_l(z) sleduet, qto funkcii t_l(z),

s_l(z), h_l(z) i e_l(z) analitiqny v oblasti 0 < |z| < 1. Ots¸da s uqetom (1.6) i (1.7)

vytekaet trebuemoe utverßdenie.

Dokaßem teper~, qto funkciØ m(z) nepreryvna v ukazannoæ oblasti. DlØ fftogo fiksiruem toqku z_0 i proizvol~noe ε > 0. V silu lemm 7 i 9 suwestvuet l_0 takoe, qto diam D_{l0} (z_0) < ε/2. Nepreryvnost~ m(z, l_0, w) po peremennym (z, w) vleqet suwestvovanie δ > 0 takogo, qto

diam ⋃ |z−z0|<δ D_{l0} (z) < ε. (1.8)

�tot fakt moßet byt~ dokazan ot protivnogo. Deæstvitel~no, pust~ suwestvu¸t posledovatel~nosti z^1_j , w^1_j i z^2_j , w^2_j takie, qto lim_{j→∞} z^1_j = lim_{j→∞} z^2_j = z_0 i

|m(z^1_j , l_0, w^1_j ) − m(z^2_j , l_0, w^2_j )| > ε. (1.9)

Tak kak w^1_j prinadleßat kompaktnomu mnoßestvu {w : |w| 6 1}, to suwestvuet podposledovatel~nost~ w^1_{jl} , shodØwaØsØ k nekotoroæ w^1. Analogiqno iz posledovatel~nosti w^2_{jl} moßno vybrat~ podposledovatel~nost~ w^2_{jlk} , shodØwu¸sØ k nekotoroæ

w^2. Qtoby ne usloßnØt~ oboznaqeniØ, sohranim za podposledovatel~nostØmi w^1_{jli}

i w^2_{jli} preßnee oboznaqenie w^1_i i w^2_i . V silu nepreryvnosti m(z, l_0, w) suwestvuet

δ > 0 takoe, qto |m(z^k_j , l_0, w^k_j ) − m(z_0, l_0, w^k)| < ε/4 pri |z^k_j − z^0| + |w^k_j − w^k| < δ,

gde k = 1, 2. Krome togo, v silu diam D_{l0} (z_0) < ε/2 spravedlivo neravenstvo

|m(z_0, l_0, w^1) − m(z_0, l_0, w^2)| < ε/2. VybiraØ teper~ |z^k_j − z^0| + |w^k_j − w^k| < δ, polu- qim |m(z^1_j , l_0, w^1_j ) − m(z^2_j , l_0, w^2_j )| 6 |m(z^1_j , l_0, w^1_j ) − m(z_0, l_0, w^1)|+

+|m(z_0, l_0, w^1) − m(z_0, l_0, w^2)| + |m(z_0, l_0, w^2) − m(z^2_j , l_0, w^2_j )| < ε.

Poslednee neravenstvo protivoreqit (1.9).

Iz lemm 7 i 9 sleduet, qto m(z) ∈ D_{l0} (z). Pofftomu imeet mesto vkl¸qenie m(z) ∈ ⋃ |z−z0|<δ D_{l0} (z) ∀ z ∈ {z : |z − z_0| < δ}. Teper~ v silu (1.8) poluqaem, qto |m(z) − m(z_0)| < ε pri |z − z_0| < δ. Itak m(z) – nepreryvnaØ funkciØ pri 0 < |z| < 1.

Fiksiruem w proizvol~nym obrazom, naprimer w = 0. Dokaßem teper~, qto predel m(z) = lim_{l→∞} m(z, l, 0) dostigaetsØ ravnomerno na l¸bom kompaktnom podmnoßestve K ⊂ {z : 0 < |z| < 1}. Dokazatel~stvo provedem ot protivnogo. Pust~ naxlis~ ε > 0, posledovatel~nost~ l_j → ∞ i z_j ∈ K takie, qto |m(z_j ) − m(z_j , l_j , 0)| > ε. (1.10) Tak kak K – kompakt, to suwestvuet podposledovatel~nost~ z_{jk} , shodØwaØsØ k nekotoroæ z^1 ∈ K. Iz nepreryvnosti m(z) sleduet suwestvovanie δ_1 > 0 takogo, qto

|m(z) − m(z^1)| < ε/2 pri |z − z^1| < δ_1. (1.11)

Tak ße kak i ranee suwestvu¸t l^1 takoe, qto diam D_l1 (z^1) < ε/4 i δ_2 > 0, dlØ kotorogo diam ⋃ |z−z1 |<δ2 Dl1 (z) < ε/2. Tak kak posledovatel~nost~ zjk shoditsØ k z 1, to suwestvuet C_3 takoe, qto |z_{jk} − z^1| < min(δ_1, δ_2) pri k > C_3. Pust~ teper~ k > C_3, togda m(z_{jk} , l_{jk} , 0) ∈ D_{ljk} (z_{jk} ) ⊂ ⋃ |z−z1|<δ2 D_{ljk} (z) ⊂ ⋃ |z−z1|<δ2 D_l1 (z). Ots¸da

|m(z^1) − m(z_{jk} , l_{jk} , 0)| < ε/2 pri k > C_3. (1.12)

SobiraØ ocenki (1.11) i (1.12) vmeste, poluqim |m(z_{jk} ) − m(z_{jk} , l_{jk} , 0)| 6 |m(z_{jk} ) − m(z^1)| + |m(z^1) − m(z_{jk} , l_{jk} , 0)| 6 ε. Poslednee neravenstvo protivoreqit (1.10), qto i dokazyvaet ravnomernost~ ukazannogo predela.

Iz analitiqnosti m(z, l, 0) i ravnomernosti predela m(z) = lim_{l→∞} m(z, l, 0) sleduet analitiqnost~ m(z) pri 0 < |z| < 1. Ocenka |m(z)| < 1 vytekaet iz lemmy

7. �

Dokazatel~stvo teoremy 7. FunkciØ m(z) analitiqna i ograniqena v kol~ce

0 < |z| < 1 (lemma 10), pofftomu z = 0 ØvlØetsØ ustranimoæ osoboæ toqkoæ. Sledova-

tel~no, m(z) moßet byt~ prodolßena do analitiqeskoæ funkcii v oblasti |z| < 1. Iz principa maksimuma sleduet, qto |m(z)| < 1 vs¸du v kruge |z| < 1. Tak kak funkciØ m(z) udovletvorØet ocenke (1.4) pri vseh l, to v silu lemm 5 i 6 spravedlivo vkl¸qenie f(z) ∈ l^2(Z_+, C^2 ) pri 0 < |z| < 1. Qto i trebovalos~ dokazat~. �

2. Spektral~noe toßdestvo tipa BFZ

Na protØßenii dannogo punkta budem sqitat~, qto W_l ≡ I pri l > l_0 dlØ nekotorogo l_0. DlØ takih W_l naædetsØ rexenie h sistemy (7), udovletvorØ¸wee uslovi¸ h_l = (_zl 0 ) pri l > l_0. Vvedem oboznaqeniØ ( a(z) b(z) ) = h_0(z), ( α_l(z) β_l(z) ) = h_l(z). Lemma 11. Pri 0 < |z| 6 1 funkciØ a(z) analitiqna i ne obrawaetsØ v nol~. Dokazatel~stvo. Analitiqnost~ funkcii a(z) sleduet iz analitiqnosti komponent matricy (z^{σ3} W_l)^{−1}.

Pust~ teper~ naxlos~ z_0 takoe, qto a(z_0) = 0 i 0 < |z_0| 6 1. Togda iz (1.1) sleduet neravenstvo |α_l(z_0)| < |β_l(z_0)|, spravedlivoe dlØ vseh l. PolagaØ v nem

l = l_0, prihodim k protivoreqi¸: |z_0|^{l0} < 0. �

Lemma 12. FunkciØ a(z) moßet byt~ prodolßena do analitiqeskoæ v kruge

{z : |z| 6 1}. Pri fftom ee znaqenie v nule zadaetsØ ravenstvom a(0) = ∏ l¿0^{w̄l}.

Dokazatel~stvo. Dokaßem po indukcii sledu¸wie ocenki

α_l(z) = z^l (∏ k¿l^{w̄k + O(z} 2) ) , β_l(z) = O(z^l), l > 0. (2.1)

Baza indukcii vytekaet iz ravenstv α_l(z) = z^l i β_l = 0 pri l > l_0. Pust~ teper~ (2.1) vypolneno pri l > p. Dokaßem spravedlivost~ (2.1) pri l = p − 1. ( α_{p−1}(z) β_{p−1}(z) ) = W^{−1}_{p−1}z^{−σ3} ( α_p(z) β_p(z) ) = ( z^{−1}w̄_{p−1} −zv_{p−1} −z^{−1}v̄_{p−1} zw_{p−1} ) ( α_p(z) β_p(z) ) = (z_{p−1}w̄_{p−1}(∏_k ¿p^{w̄k + O(z2)} ) − zv_{p−1}O(z^p) −z^{−1}v̄_{p−1}O(z^p) + zw_{p−1}O(z^p) ) = (z_{p−1}(∏_k ¿p^{w̄k + O(z2)} ) O(z^{p−1}) ) . Takim obrazom, my dokazali ocenki (2.1).

PolagaØ v pervom iz ravenstv (2.1) l = 0, poluqim a(z) = ∏ l¿0^{w̄l + O(z} 2). Ots¸da sleduet utverßdenie lemmy. �

Lemma 13. FunkciØ a(z) udovletvorØet ravenstvu 2π∫ 0 ln |a(re^{iϕ})|^2 dϕ = 4π ∑ l¿0^{ln |wl|} dlØ l¸bogo r 6 1.

Dokazatel~stvo. V silu lemm 11 i 12, funkciØ ln a(z) analitiqna v kruge

{z : |z| 6 1}. FunkciØ ln |a(z)| garmoniqna v toæ ße oblasti, kak vewestvennaØ

qast~ analitiqeskoæ funkcii. PrimenØØ k neæ teoremu o srednem, poluqim 2π∫ 0 ln |a(re^{iϕ})|^2 dϕ = 2π ln |a(0)|^2 = 4π ∑ l¿0^{ln |wl|.}

�

Lemma 14. Pust~ suwestvuet l0 takoe, qto Wl ≡ I pri l > l0. Togda funkciØ

VeælØ sistemy (7) udovletvorØet neravenstvu − 2π∫ 0 ln ( 1 − |m(re^{iϕ})|^2 ) dϕ 6 4π^∑_l ¿0^{ln |wl|} dlØ l¸bogo r 6 1.

Dokazatel~stvo. V silu lemmy 8 rexeniØ f(z) i h(z) lineæno zavisimy. PolagaØ l = 0, poluqim, qto vektora

(_1 m(z) ) i (_{a(z)} b(z) ) toße lineæno zavisimy. Ots¸da naædem svØz~ meßdu a(z), b(z) i m(z): m(z) = b(z)/a(z). Vospol~zovavxis~ ravenstvom (1.1) primenitel~no k h_l(z), poluqim

|a(z)|^2 − |b(z)|^2 = |z|^{−2}(|α_1|^2 − |z|^4|β_1|^2) > |z|^{−2}(|α_1|^2 − |β_1|^2) > |z|^{−2l0} (|α_{l0} |^2 − |β_{l0} |^2) = 1

pri 0 < |z| 6 1. Takim obrazom, |a(z)|^2 − |b(z)|^2 > 1, ∀ 0 < |z| 6 1. (2.2)

Po nepreryvnosti neravenstvo (2.2) rasprostranØetsØ na vse |z| 6 1. Ots¸da naædem ( 1 − |m(z)|^2 )_{−1} 6 |a(z)|^2. DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva ostalos~ vospol~zovat~sØ lemmoæ 13. � Rassmotrim operator Mg_l = g_{l+1} − z^{σ3} W_lg_l, 0 < |z| < 1, l = 0, 1, . . . (2.3) v l^2(Z_+, C^2 ) s oblast~¸ opredeleniØ

Dom(M) = { g : g_0 = ( 0 · ) , g ∈ l^2(Z_+, C^2 ) } . Napomnim, qto θ(z), φ(z) i f(z) – vektor-funkcii, kotorye opredelØlis~ pri formulirovke teoremy 7. ˚dro operatora M trivial~no. Deæstvitel~no, pust~ suwestvuet nenulevoe rexenie g uravneniØ Mg = 0. Tak kak g ∈ Dom(M), to g = C_4φ s odnoæ storony i g = C_5f s drugoæ. V rezul~tate poluqaem, qto vektora φ i f proporcional~ny, no ffto protivoreqit opredeleni¸ f. Tak kak Ødro M trivial~no, to on obratim. Obratnyæ operator zadaetsØ ravenstvom

{M^{−1}q}_l ≡ M^{−1}q_l = ∑ k¿0^{G(l, k)qk, l = 0, 1, . . . , (2.4)} gde G(l, k) = { f_lφ^t_{k+1}J, l > k + 1, φ_lf^t_{k+1}J, l 6 k, J = ( 0 −1 1 0 ) . (2.5)

Zdes~ ·^t – operaciØ transponirovaniØ. Oblast~ opredeleniØ Dom(M^{−1}) =

l^2(Z_+, C^2 ).

Rassmotrim nabor matric W_l, udovletvorØ¸wiæ uslovi¸ (9), i pust~ vmeste s fftim shoditsØ rØd (10). Pust~ m(z) – funkciØ VeælØ sistemy (7) i M – operator, postroennyæ po fftomu naboru matric. Rassmotrim teper~ sistemu (7), opredelennu¸ sledu¸wim naborom matric { W^k_l = W_l pri l 6 k − 1,

W^k_l = I pri l > k,

gde k > 1. Oboznaqim funkci¸ VeælØ i operator, poluqennoæ sistemy, qerez m_k(z) i M^k sootvetstvenno.

Lemma 15. Pust~ suwestvuet predel (11). Togda pri k → ∞ funkciØ VeælØ

m_k(z) stremit~sØ k m(z) ravnomerno na l¸bom kompaktnom podmnoßestve mnoßestva {z : 0 < |z| < 1}.

Dokazatel~stvo. Imeet mesto rezol~ventnoe toßdestvo

M^{−1} − M^{−1}_k = M^{−1}(M_k − M)M^{−1}_k . (2.6)

Pri k > 1 odnoznaqno opredelena vektor-funkciØ

θ_1(z) = z^{σ3} W^k_0 θ_0 = z^{σ3} W_0 ( 1 0 ) .

Rassmotrim fflement q prostranstva Dom(M^{−1}) = Dom(M^{−1}_k ):

q = {q_l}^∞_{l=0} , q_l = { θ_1(z), l = 0, 0, l > 1. Spravedlivy sledu¸wie ravenstva

{M^{−1}_k q}_l = G(l, 0), θ_1(z) = { m_k(z) (_0 1 ) , l = 0, f^k_l (z), l > 1,

{M^{−1}q}_0 = m(z) ( 0 1 ) ,

{M^{−1}(M_k − M)M^{−1}_k q}_0 = ( 0 1 ) ∑ l¿k^{(fl+1(z))} tJz^{σ3} (I − W_l)f^k_l (z). Rassmotrim teper~ ravenstvo (2.6) na fflemente q. V rezul~tate poluqim m(z) − m_k(z) = ∑ l¿k^{(fl+1(z))} tJz^{σ3} (I − W_l)f^k_l (z), otkuda |m(z) − m_k(z)| 6 ∑ l¿k^{‖zσ3 ‖‖Wl − I‖‖fl+1(z)‖‖f k}l^{(z)‖} 6 6 ‖z^{σ3} ‖ ( ∑ l¿1^{‖fl(z)‖2} )_{1/2}( ∑ l¿1^{‖f k}l^{(z)‖2} )_{1/2} sup_l¿_k ‖W_l − I‖.

(2.7)

Fiksiruem proizvol~nyæ kompakt K ⊂ {z : 0 < |z| < 1}. Poloßim r = min_{z∈K} |z| > 0 i R = max_{z∈K} |z| < 1. Iz lemmy 3 i sootnoxeniæ (1.2) – (1.4) sledu¸t neravenstva ∑ l¿1^{‖fl(z)‖} 2 6^1_{1 − R2} ,^∑_l

¿1^{‖f} k l (z)‖^2 6 1 1 − R^2 . Oqevidno, qto ‖z^{σ3} ‖ = 1/r. PodstavlØØ poluqennye ocenki v (2.7), poluqim |m(z) − m_k(z)| 6 1 r(1 − R^2) sup_l ¿k^{‖Wl − I‖, ∀ z ∈ K.} Ots¸da sleduet utverßdenie lemmy. �

Dokazatel~stvo lemmy 2. V silu lemmy 15 i teoremy 7 spravedliv predel~- nyæ perehod pod znakom integrala − lim_{k→∞} 2π∫ 0 ln ( 1 − |m_k(re^{iϕ})|^2 ) dϕ = − 2π∫ 0 ln ( 1 − |m(re^{iϕ})|^2 ) dϕ (2.8) pri 0 < r < 1. PrimenØØ lemmu 14 k levoæ qasti (2.8), poluqim sledu¸wu¸ ocenku − 2π∫ 0 ln ( 1 − |m(re^{iϕ})|^2 ) dϕ 6 4π^∑_l ¿0^{ln |wl|. (2.9)}

Zametim teper~, qto v silu sledstviØ 1 k neravenstvu (2.9) primenima lemma Fatu o predel~nom perehode pri r → 1 − 0. PerehodØ k ukazannomu predelu, poluqim neobhodimu¸ ocenku. �

3. Nekotorye ocenki

Dannyæ punkt posvØwen dokazatel~stvu lemm 3 i 4, kotorye nam ponadobØtsØ pri dokazatel~stve teoremy 2. �ti rezul~taty ne ØvlØ¸tsØ novymi i ih analogi moßno naæti v [LS].

Dokazatel~stvo lemmy 3. Vvedem operator M, zadavaemyæ ravenstvom (2.3), i operator M_0, zadavaemyæ ravenstvom (2.3) s W_l ≡ I. �ti operatory ograniqenno obratimy (2.4). Vospol~zuemsØ rezol~ventnym uravneniem

M^{−1} − M^{−1}_0 = M^{−1}_0 (M_0 − M)M^{−1}.

Ots¸da (

I + M^{−1}_0 z^{σ3} (I − Ŵ ) ) M^{−1} = M^{−1}_0 , (3.1)

gde Ŵ – operator umnoßeniØ na W_l.

Pust~ G_0(l, k) funkciØ Grina dlØ operatora M_0 (sm. (2.5)) i φ^0, f^0 sootvetstvu¸wie rexeniØ sistemy (7) pri W_l ≡ I, opredelennye v punkte 1. DlØ

0 < |z| < 1 prostye vyqisleniØ da¸t

G_0(l, k) = ( 1 0 0 0 ) z^{l−k−1} pri l > k + 1,

G_0(l, k) = ( 0 0 0 −1 ) z^{k−l+1} pri l 6 k. V qastnosti, ‖G_0(l, k)‖ 6 |z|^{|l−k−1|}, ‖G_0(l, k)z^{σ3} ‖ 6 |z|^{|l−k|}. Ots¸da, i iz kriteriØ Xura sleduet, qto

‖M^{−1}_0 z^{σ3} ‖ 6 sup_l ¿0 ∞∑ k=0 |z|^{|l−k|} 6 ∑ k∈Z |z|^{|k|} 6 2 1 − |z| , ‖M^{−1}_0 ‖ 6 2 1 − |z| . (3.2)

Iz ocenok (13) i (3.2) vytekaet, qto

‖M^{−1}_0 z^{σ3} (I − Ŵ )‖ 6 ‖M^{−1}_0 z^{σ3} ‖‖(I − Ŵ )‖ 6 1 4(1 − |z|) 6 1 2 pri 0 < |z| 6 12 .

Sledovatel~no, pri 0 < |z| 6 0.5 operator I + M^{−1}_0 z^{σ3} (I − Ŵ ) ograniqenno obratim. UqityvaØ (3.1) i (3.2), poluqim ‖M^{−1}‖ 6 ‖ ‖ ‖ ( I + M^{−1}_0 z^{σ3} (I − Ŵ ) )_{−1}‖ ‖‖M^{−1}_0 ‖ 6 2‖M^{−1}_0 ‖ 6 4 1 − |z| 6 8 pri 0 < |z| 6 1 2 . Norma matricy G(l, l−1, z) ocenivaetsØ qerez normu operatora M^{−1}. Deæstvitel~- no, ‖G(l, l − 1)‖^2 6 ∞∑ k=0 ‖G(k, l − 1)‖^2 = ∞∑ k=0 ‖ ‖ ‖ ∞∑ n=0 G(k, n)δ^n_{l−1} ‖ ‖ ‖^2 6

6 sup_{‖q‖=1}^{∞∑}_{k=0}^‖^{∞∑}_{n=0} G(k, n)q^‖^2 = sup_{‖q‖=1} ‖M^{−1}q‖^2 = ‖M^{−1}‖^2.

Ots¸da ‖G(l, l − 1, z)‖ 6 ‖M^{−1}‖ 6 8 pri 0 < |z| 6 1 2 . (3.3)

Funkcii f(z) i φ(z) analitiqny v kol~ce 0 < |z| < 1. Pofftomu iz predstavleniØ (2.5) dlØ matricy G(l, l − 1, z) sleduet, qto ona analitiqna v toæ ße oblasti. V silu (3.3) matricu G(l, l−1, z) moßno prodolßit~ do analitiqeskoæ v kruge |z| < 1. PrimenØØ k neæ teoremu o srednem, poluqim 2π∫ 0 G(l, l − 1, re^{iϕ}) dϕ = 2πG(l, l − 1, 0), ∀ r < 1. (3.4) V silu sledstviØ 1 i lemmy Fatu vozmoßen predel~nyæ perehod pri r → 1 v ravenstve (3.4), otkuda ‖ ‖ ‖ ‖ 2π∫ 0 G(l, l − 1, re^{iϕ}) dϕ ‖ ‖ ‖ ‖ 6 16π. (3.5)

Iz svoæstva (8) sleduet, qto θ = σ_1φ̄ pri z = e^{iϕ}. Oboznaqim komponenty vektora

φ_l qerez φ^1_l i φ^2_l . Ots¸da s uqetom (2.5) poluqim

G(l, l − 1, e^{iϕ}) = (σ_1φ̄_l + m(e^{iϕ})φ_l)φ^t_lJ = (( φ^1_l φ̄^2_l |φ^2_l |^2 |φ^1_l |^2 φ^2_l φ̄^1_l ) + m(e^{iϕ}) ( (φ^1_l )^2 φ^1_l φ^2_l φ^1_l φ^2_l (φ^2_l )^2 )) J =

= ( |φ^2_l |^2 + m(e^{iϕ})φ^1_l φ^2_l −φ^1_l φ̄^2_l − m(e^{iϕ})(φ^1_l )^2 φ^2_l φ̄^1_l + m(e^{iϕ})(φ^2_l )^2 −|φ^1_l |^2 − m(e^{iϕ})φ^1_l φ^2_l ) . (3.6)

Vyqtem diagonal~nye fflementy v (3.6) i vospol~zuemsØ ocenkoæ (3.5). V rezul~- tate poluqim_{2π} ∫ 0 ( 1 − |m(e^{iϕ})| ) ‖φ_l(e^{iϕ})‖^2 dϕ 6 32π. (3.7)

Pri z = e^{iϕ} spravedlivo ravenstvo F_l = (σ_1φ̄_l, φ_l). V rezul~tate ocenku (3.7) moßno perepisat~ v vide_{2π} ∫ 0 ( 1 − |m(e^{iϕ})| ) ‖F_l(e^{iϕ})‖^2 dϕ 6 64π. (3.8)

V silu (3.8) spravedliva ocenka 2π∫ 0 ( 1 − |m(e^{iϕ})| )^L∑ l=0 a_l‖F_l‖‖F_{l+1}‖ dϕ 6 1 2 2π∫ 0 ( 1 − |m(e^{iϕ})| )^L∑ l=0 a_l‖F_l‖^2 dϕ+

+ 1 2 2π∫ 0 ( 1 − |m(e^{iϕ})| )^L∑ l=0 a_l‖F_{l+1}‖^2 dϕ 6 64π ∞∑ l=0 a_l.

Primenim teper~ teoremu Beppo-Levi i vspomnim, qto |m(e^{iϕ})| < 1 pri poqti vseh

ϕ ∈ [0, 2π) (lemma 2). V rezul~tate poluqim, qto rØd ∑_∞ l=0 a_l‖F_l‖‖F_{l+1}‖ poqti vs¸du,

po mere Lebega, shoditsØ.

VtoraØ ocenka lemmy sleduet iz cepoqki neravenstv 2π∫ 0 ( 1 − |m(e^{iϕ})| ) lim inf L→∞ 1 L L∑ l=0 ‖F_l‖^2 dϕ 6 lim inf_{L→∞} 1 L L∑ l=0 2π∫ 0 ( 1 − |m(e^{iϕ})| ) ‖F_l‖^2 dϕ 6 64π

i ocenki |m(e^{iϕ})| < 1, spravedlivoæ pri poqti vseh ϕ ∈ [0, 2π) (lemma 2). � Dokazatel~stvo lemmy 4. Rassmotrim dva vektornyh lineæno nezavisimyh rexeniØ u i v sistemy (14). DlØ uproweniØ vykladok budem sqitat~, qto

det(u_0, v_0) = 1. �togo vsegda moßno dobit~sØ, domnoßiv odno iz rexeniæ na podho-

dØwu¸ postoØnnu¸. V silu det K_l = 1 verno ravenstvo

det(u_l, v_l) = det(u_0, v_0) = 1,

otkuda 1 6 ‖ul‖‖vl‖. SummiruØ ot 0 do L, poluqim 1 6^{( 1}_L^{L∑}_{l=0} ‖ul‖‖vl‖^{)2} 6^{( 1}_L^{L∑}_{l=0} ‖ul‖^{2)( 1}_L^{L∑}_{l=0} ‖vl‖^{2)}. V silu sootnoxeniØ u_l = B_lu_0 imeem ∑_L l=0 ‖u_l‖^2 ∑_L l=0 ‖v_l‖^2 = 1 L ∑_L l=0 ‖u_l‖^2 1 L ∑_L l=0 ‖v_l‖^2 6 ( 1 L L∑ l=0 ‖u_l‖^2 )_2

6 ‖u0‖^{4( 1}_L^{L∑}_{l=0} ‖Bl‖^{2)2}. (3.9)

Predpoloßim teper~, qto v_l – podqinennoe rexenie. V silu predpoloßeniØ lemmy lim inf_{L→∞}^1_L ∑_L l=0 ‖B_l‖^2 < ∞, pofftomu s uqetom (3.9) suwestvuet podposle-

dovatel~nost~ L_j takaØ, qto ∑_{Lj} l=0 ‖u_l‖^2 ∑_{Lj} l=0 ‖v_l‖^2 6 C10 < ∞ ∀ j = 1, 2, ... Poslednee neravenstvo protivoreqit opredeleni¸ podqinennogo rexeniØ. �

4. Dokazatel~stvo teoremy 2

OsnovnaØ trudnost~, kotoraØ voznikaet pri dokazatel~stve teoremy 2, zakl¸qaetsØ v tom, qto matricy S_l v sisteme (5) mogut zaviset~ ot spektral~nogo parametra E, i neposredstvennoe primenenie teoremy 6 k sisteme (5) nevozmoßno. Tem ne menee izvestno, qto v starxih porØdkah po parametru l matricy S_l ne zavisØt ot E. Pofftomu okazyvaetsØ vozmoßnym vydelit~ iz sistemy (5) novu¸, nevozmuwennu¸ sistemu (15), kotoraØ uße udovletvorØet usloviØm teoremy 6. Vmeste s fftim, nevozmuwennaØ sistema (15) budet otliqat~sØ ot sistemy (5) na malu¸ popravku, kotoraØ uße moßet zaviset~ ot E. V silu malosti popravki vozmoßno dokazat~ blizost~ rexeniæ obeih sistem i tem samym perenesti rezul~taty teoremy 6 na sistemu (5).

Podberem matricy W_l v sisteme (7) tak, qtoby dlØ nee moßno bylo primenit~ teoremu 6 i lemmu 3. Zametim, qto v silu ograniqennosti kofffficientov Fur~e

r(l) suwestvuet predel lim_{l→∞} r(l)l^{−1/2} = 0. Pofftomu naædetsØ postoØnnaØ L_1 takaØ, qto |r(l)|l^{−1/2} 6 1/16 ∀ l > L_1. Teper~ rassmotrim sistemu (5) s matricami

W_l = I pri 0 6 l < L_1, W_l = ( √ 1 + |r(l)|^2l^{−1} r(l)l^{−1/2}e^{2i3F (πl)3} r̄(l)l^{−1/2}e^{− 2i3F (πl)3} √ 1 + |r(l)|^2l^{−1} ) pri l > L_1.

(4.1)

Legko videt~, qto ‖W_l − I‖ 6 1/8 pri l = 0, 1, ... Perepixem sistemy (5) i (15) v matriqnom vide

B_{l+1} = e^{iϕσ3} (W_l + V_l)B_l, B_0 = I, ϕ = π E F , (4.2)

F_{l+1} = e^{iϕσ3} W_lF_l, F_0 = I. (4.3)

Matricy S_l my zapisali v vide S_l = W_l + V_l, gde W_l opredeleny v (4.1).

Teorema 9. Pust~ vypolneno predpoloßenie (C). Togda pri poqti vseh, po mere

Lebega, ϕ ∈ [0, 2π) sistema (4.2) ne imeet podqinennogo rexeniØ.

Dokazatel~stvo. V silu predpoloßeniØ (C) shoditsØ rØd ∞∑ l=0 ‖V_l‖ = ∞∑ l=0 ‖S_l − W_l‖ < ∞. Matricy W_l udovletvorØ¸t uslovi¸ det W_l = 1, pofftomu det F_l = 1 pri vseh l > 0. Ots¸da sleduet, qto F_l obratimy i ‖F_l‖ = ‖F^{−1}_l ‖ dlØ l¸bogo l > 0. Pofftomu podstanovkoæ

B_l = F_lU_l, U_0 = I

uravnenie (4.2) svoditsØ k sledu¸wemu

U_{l+1} = ( I + F^{−1}_{l+1}e^{iϕσ3} V_lF_l ) U_l. K sisteme (4.3) primenima lemma 3 s a_l = ‖V_l‖. Pofftomu pri poqti vseh ϕ ∈ [0, 2π) spravedliva ocenka ‖U_l‖ 6 l−1∏ k=0 ( I + ‖F^{−1}_{l+1}‖‖V_l‖‖F_l‖ ) 6 exp^3_2^(I + ‖Vl‖‖Fl+1‖‖Fl‖^) 6 e^{32 C9(ϕ)}.

V silu lemmy 3 pri poqti vseh ϕ ∈ [0, 2π) spravedliva ocenka

lim inf L→∞ 1 L L∑ l=0 ‖B_l‖^2 6 lim inf_{L→∞} 1 L L∑ l=0 ‖F_l‖^2‖U_l‖^2 6

6 e^{3C9(ϕ)} lim inf_{L→∞}^1_L^{L∑}_{l=0} ‖Fl‖^2 6 C9(ϕ)e^{3C9(ϕ)} < ∞.

Primenim teper~ lemmu 4 k sisteme (4.2), polagaØ K_l = e^{iπ E}F^{σ3} S_l. V rezul~tate poluqim trebuemoe utverßdenie. �

Dokazatel~stvo teoremy 2. Iz teoremy 9 vytekaet, qto pri poqti vseh, po mere Lebega, E ∈ R sistema (5) ne imeet podqinennogo rexeniØ. Teper~ utverßdenie teoremy 2 sleduet iz lemmy 1. �

5. Priloßenie

Dannyæ punkt posvØwen dokazatel~stvu suwestvennoæ samosoprØßennosti operatora H = − d^2 dx^2 − F x + p(x) v L_2(R_+)

s oblast~¸ opredeleniØ

Dom(H) = { φ : φ^′ − absol¸tno nepreryvna, φ(0) = 0, supp(φ) − ograniqen, −φ^{′′} + p φ ∈ L_2(R_+) } . Plotnost~ oblasti opredeleniØ Dom(H) v L_2(R_+) sleduet iz [K, gl. VI, §4, Teorema 4.2]. Vmeste s fftim, nesloßno proverit~, qto operator H simmetriqen. Pofftomu dlØ dokazatel~stva suwestvennoæ samosoprØßennosti H dostatoqno pokazat~, qto operator H^∗ simmetriqen.

Vvedem operator h = −^{d2}_{dx2} − F x + p(x) s oblast~¸ opredeleniØ Dom(h) = {φ :

φ^′ − absol¸tno nepreryvna} i so znaqeniØmi v L_{1,loc}(R_+).

Lemma 16. Pust~ v ∈ Dom(H^∗), togda v^′ – absol¸tno nepreryvna, hv ∈ L2(R+)

i v(0) = 0.

Dokazatel~stvo. Iz opredeleniØ H^∗ sleduet, qto suwestvuet w ∈ L2(R+) takoe, qto dlØ vseh u ∈ Dom(H) verno ravenstvo ∞∫ 0 hu(x) v̄(x) dx = ∞∫ 0 u(x) w̄(x) dx. (5.1) Rassmotrim uravnenie hψ = w s naqal~nymi usloviØmi ψ(0) = 0 i ψ^′(0) = 0.

SvodØ ego k integral~nomu i primenØØ metod Pikara, nesloßno pokazat~, qto ego rexenie suwestvuet i edinstvenno. Pri fftom, iz integral~nogo predstavleniØ vytekaet, qto ψ^′ – absol¸tno nepreryvnaØ funkciØ. Otmetim, qto funkciØ ψ, voobwe govorØ, ne prinadleßit L_2(R_+).

Pust~ supp(u) ⊂ [0, l], otkuda, uqityvaØ (5.1), poluqim ∞∫ 0 hu(x) v̄(x) dx = l∫ 0 u(x) hψ̄(x) dx = l∫ 0 u(x) ( −ψ̄^{′′}(x) − F xψ̄(x) + p(x)ψ̄(x) ) dx =

= −u(0)ψ̄^′(0) + u^′(0)ψ̄(0) + l∫ 0 hu(x) ψ̄(x) dx = ∞∫ 0 hu(x) ψ̄(x) dx.

Itak, dlØ l¸byh u ∈ Dom(H) spravedlivo ravenstvo ∞∫ 0 hu(x)(v̄(x) − ψ̄(x)) dx = 0. (5.2) Operator H_{al} v L_2[0, l] s oblast~¸ opredeleniØ

Dom(H_{al}) = { φ : φ^′ − absol¸tno nepreryvna, hφ ∈ L_2[0, l], φ(0) = φ(l) = 0 }

i zadannyæ ravenstvom H_{al}φ = hφ samosoprØßen [K, gl. VI, §4, Teorema 4.2]. Pofftomu Ødro operatora H^∗_{al} −i nulevoe. Sledovatel~no suwestvuet funkciØ ψ_a ∈ Dom(h) takaØ, qto hψ = iψ, ψ_a(0) = 0 i ψ^′_a(l) = 1.

Rassmotrim semeæstvo operatorov H_l v L_2[0, l] s oblast~¸ opredeleniØ

Dom(H_l) = { φ : φ^′ − absol¸tno nepreryvna, hφ ∈ L_2[0, l], φ(0) = φ(l) = φ^′(l) = 0 }

i zadannyh ravenstvom H_lφ = hφ dlØ φ ∈ Dom(H_l). ˚sno, qto Dom(H_{al}) =

Dom(H_l) ˙+{Cψ_a}. Ots¸da, uqityvaØ vloßeniØ H_l ⊂ H_{al} = H^∗_{al} ⊂ H^∗_l , poluqim, qto

operator H_l zamknut i Ødro operatora H^∗_l − i odnomerno. Vmeste s fftim, legko videt~, qto ψ_a ∈ ker(H^∗_l − i), otkuda ker(H^∗_l − i) = {Cψ_a}.

Oblast~ opredeleniØ soprØßennogo operatora zadaetsØ ravenstvom [BS]

Dom(H^∗_l ) = Dom(H_l) ˙+ ker(H^∗_l − i) ˙+ ker(H^∗_l + i) = Dom(H_l) ˙+{Cψ_a} ˙+{Cψ̄_a}.

Sledovatel~no, spravedlivo vkl¸qenie

Dom(H^∗_l ) ⊂ { φ : φ^′ − absol¸tno nepreryvna, hφ ∈ L_2[0, l] } ≡ Ω_l. (5.3)

Ravenstvo (5.2) spravedlivo na funkciØh u iz Dom(H_l), prodolßennyh nulem v oblasti x > l. Pofftomu v − ψ ∈ Dom(H^∗_l ) ⊂ Ω_l, otkuda vytekaet, qto v ∈ Ω_l. Poslednee vkl¸qenie spravedlivo dlØ l¸bogo l > 0, pofftomu v^′ – absol¸tno nepreryvna na poluosi.

UqityvaØ, qto v ∈ Ω_l, iz formuly (5.1) poluqim ∞∫ 0 u(x) ( hv̄(x) − w̄(x) ) dx = u^′(0)v̄(0) ∀ u ∈ Dom(H).

Ots¸da sleduet, qto hv(x) = w(x) ∈ L_2[0, ∞) i v(0) = 0. �

Lemma 17. DlØ l¸bogo ε > 0 naædetsØ N > 0 takoe, qto p(x) = pε(x) + p0(x), 1∫ 0 |p_ε(x)| dx 6 ε, |p_0| 6 N. Dokazatel~stvo. Sleduet iz absol¸tnoæ integriruemosti p(x). �

Lemma 18. Pust~ u – nepreryvno differenciruemaØ funkciØ, togda ζ∫ 0 |p_ε(x)||u(x)|^2 dx 6 4ε ζ∫ 0 |u^′(x)|^2 + |u(x)|^2 dx, ∀ ζ > 0. Dokazatel~stvo. DlØ l¸bogo α ∈ [1, 2] spravedlivy ocenki n+α∫ n |p_ε(x)||u(x)|^2 dx 6 max_n6_x6_{n+α} |u(x)|^2 n+α∫ n |p_ε(x)| dx 6 2ε max_n6_x6_{n+α} |u(x)|^2 6

6 4ε n+α∫ n |u^′(x)|^2 + |u(x)|^2 dx. PoslednØØ ocenka spravedliva v silu nepreryvnosti vloßeniØ H^1[0, 1] ⊂ C[0, 1]. ζ∫ 0 |p_ε(x)||u(x)|^2 dx = [ζ]−2∑ n=0 n+1∫ n |p_ε(x)||u(x)|^2 dx + ζ∫ [ζ]−1 |p_ε(x)||u(x)|^2 dx 6

6^{[ζ]−2∑}_{n=0} 4ε n+1∫ n |u^′(x)|^2 + |u(x)|^2 dx + 4ε ζ∫ [ζ]−1 |u^′(x)|^2 + |u(x)|^2 dx =

= 4ε ζ∫ 0 |u^′(x)|^2 + |u(x)|^2 dx. � Lemma 19. Pust~ u ∈ Dom(H^∗), togda suwestvu¸t ζn ∈ [n, n + 1) takie, qto

| Re(ū(ζ_n)u^′(ζ_n))| 6 1

za iskl¸qeniem koneqnogo qisla n ∈ N.

Dokazatel~stvo. Dokazatel~stvo provedem ot protivnogo. Pust~ suwestvuet beskoneqnoe qislo intervalov takih, qto | Re(u(x)ū^′(x))| > 1, x ∈ [n, n + 1). Pust~ dlØ opredelennosti Re(u(x)ū^′(x)) > 1, sluqaæ s Re(u(x)ū^′(x)) < −1 dokazyvaetsØ vpolne analogiqno. Togda |u(y)|^2 − |u(n)|^2 = y∫ n (|u(x)|^2)^′ dx = y∫ n u(x)ū^′(x) + ū(x)u^′(x) dx =

= y∫ n 2 Re(ū(x)u^′(x)) dx > 2(y − n).

Ots¸da |u(y)|^2 > 2(y − n), n+1∫ n |u(y)|^2 dy > 1. PoslednØØ ocenka vypolnena dlØ beskoneqnogo nabora natural~nyh n, qto protivoreqit vkl¸qeni¸ u ∈ L_2(R_+). �

Lemma 20. Pust~ u ∈ Dom(H^∗), togda R∫ 0 |u^′(x)|^2 dx 6 A(u)R + B(u). Dokazatel~stvo. V silu lemmy 16 imeem ζ_n∫

0 ū(x)hu(x) dx = ζ_n∫

0 ū(x) ( −u^{′′}(x) − F xu(x) + p(x)u(x) ) dx =

= ζ_n∫

0 |u^′(x)|^2 dx + ζ_n∫

0 p(x)|u(x)|^2 dx − ζ_n∫

0 F x|u(x)|^2 dx − ū(ζ_n)u^′(ζ_n). Oboznaqim qerez ‖u‖ normu funkcii u v L_2(R_+). V silu lemm 16 – 19 spravedliva ocenka ζ_n∫

0 |u^′(x)|^2 dx 6 ζ_n∫

0 F x|u(x)|^2 dx + ζ_n∫

0 |p(x)||u(x)|^2 dx + Re(ū(ζ_n)u^′(ζ_n))+

+ ζ_n∫

0 |u(x)||hu(x)| dx 6 F ζ_n‖u‖^2 + ζ_n∫

0 |p(x)||u(x)|^2 dx + 1 + C 6 6 F ζn‖u‖^2 + 1 + C + ζ_n∫

0 |p_ε(x)||u(x)|^2 dx + ζ_n∫

0 |p_0(x)||u(x)|^2 dx 6 6 (F ζn + N)‖u‖^2 + 1 + C + 4ε ζ_n∫

0 |u^′(x)|^2 + |u(x)|^2 dx. VybiraØ ε = 1/8, poluqim ζ_n∫

0 |u^′(x)|^2 dx 6 (2F ζ_n + 2N + 1)‖u‖^2 + 2 + 2C.

Ots¸da sleduet neobhodimoe utverßdenie. �

Lemma 21. Operator H^∗ – simmetriqnyæ.

Dokazatel~stvo. Pust~ u, v ∈ Dom(H^∗), togda R∫ 0 hu v̄ dx − R∫ 0 u hv̄ dx = −u^′(R)v̄(R) + u(R)v̄^′(R). V silu lemmy 16 suwestvu¸t koneqnyæ predel pri R → ∞ levoæ qasti ravenstva. Oboznaqim ego qerez C_{uv}. DlØ dokazatel~stva lemmy dostatoqno pokazat~, qto

C_{uv} = 0.

S uqetom lemmy 20, poluqim R∫ 0 ( −u^′(x)v̄(x) + u(x)v̄^′(x) ) dx = C_{uv}R + o(R), (5.4) | | | | | R∫ 0 ( −u^′(x)v̄(x) + u(x)v̄^′(x) ) dx | | | | | 6 R∫ 0 |u^′(x)||v(x)| + |u(x)||v^′(x)| dx 6

6^(

R∫ 0 |u^′(x)|^2 dx )_{1/2} ‖v‖+ (^R∫ 0 |v^′(x)|^2 dx )_{1/2} ‖u‖ 6 6 ‖v‖^√AuR + Bu + ‖u‖^√AvR + Bv 6 Auv^√R + Buv. DlØ nekotoryh A_{uv} > 0 i B_{uv} > 0. SravnivaØ s (5.4) poluqim, qto C_{uv} = 0. Qto i trebovalos~ dokazat~. �

Literatura

[AGZ] J. Avron, L. Gunter, J. Zak, Energy uncertainty in ”Stark ladder” // Solid state Commun., (1975), vol. 16, N2, p. 189–191.

[AZ] J. Avron, J. Zak, Instability of the continuous spectrum: the N–band Starkladder // J.Math.Phys., (1977), vol. 18, N5, p. 918–921.

[B1] V. S. Buslaev, Kronig-Penney Electron in the Homogeneous Electric Field // Amer. Math. Soc.

Transl., (1999), (2) vol. 189.

[DK] P. Deift, R. Killip, On the Absolutely Continuous Spectrum of One-Dimensional Schrödinger Operators with Square Summable Potentials // Commun. Math. Phys., (1999), vol. 203, p. 341–347.

[DSS] F. Delyon, B. Simon, B. Souillard, From power pure point to continuous spectrum in disordered systems// Ann. Inst. Henry Poincare, (1985), vol. 42, N3, p. 283–309.

[E] P. Exner, The absence of absolutely continuous spectrum for delta’ Wannier-Stark ladders // J.

Math.Phys., (1995), vol. 36, p. 4561–4570.

[GP] D. J. Gilbert, D. B. Pearson, On subordinacy and Analysis of the Spectrum of One-Dimensional Schroedinger Operators // J. Math. Analysis and Applications, (1987), vol. 128, p. 30–56.

[K] T. Kato, Perturbation Theory for Linear Operators // Springer, (1995).

[LS] Y. Last, B. Simon, Eigenfunction, Transfer Matrix, and Absolutely Continuous Spectrum of One- Dimensional Schroedinger Operators // Invent. Math., (1999), vol. 135, p. 329–367.

[NN] A. Nenciu, G. Nenciu, Dynamics of Block electron in external electric field //J.Phys.A., (1981), vol.

14, N10, p. 2817–2827.

[BS] M. X. Birman, M. Z. SolomØk, Spektral~naØ teoriØ samosoprØßennyh operatorov v gil~bertovom prostranstve // Izd-vo Leningrad. un-ta, (1980).

[B2] V. S. Buslaev, Adiabatiqeskoe vozmuwenie periodiqeskogo potenciala // TMF, (1984), tom 58, str. 233–243.

[Ba] M. V. Buslaeva, Odnomernyæ operator Xredingera s rastuwim potencialom // Funk.

Analiz i Priloß., (1984), tom 18, N1, str. 65–66.

[BD1] V. S. Buslaev, L. A. Dmitrieva, Adiabatiqeskoe vozmuwenie periodiqeskogo potenciala 2 // TMF, (1987), tom 73, str. 430–442.

[BD2] V. S. Buslaev, L. A. Dmitrieva, Blohovskiæ fflektron vo vnexnem pole // Algebra i analiz, (1989), tom 1, vyp. 2, str. 1–29.

[BF] V. S. Buslaev, L. D. Faddeev, O formulah sledov dlØ differencial~nogo singulØrnogo operatora Xturma – LiuvillØ // DAN SSSR, (1960), tom 132, vyp. 1, str. 13–16.

[Z] A. Zigmund, Trigonometriqeskie rØdy // Mir, (1965). [L] B. M. Levitan, Obratnye zadaqi Xturma-LiuvillØ // Nauka, (1984). [P] A. A. Poßarskiæ, Ob operatorah tipa Van~e-Xtarka s singulØrnymi potencialami // Algebra i Analiz, (2002), tom 14, vypusk 1, str. 158–193.