POMI PREPRINT – 11/2003

POLNYE RAZBIENI˚ k-SV˚ZNOGO GRAFA NA QASTI

ı.M. Lifxic

Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

Avgust 4, 2003

ABSTRACT

V stat~e izuqaetsØ razbienie grafa naborom razdelØ¸wih mnoßestv. Naædena toqnaØ verhnØØ ocenka koliqestva poluqa¸wihsØ qasteæ. Issledovana struktura nabora v sluqae dostißeniØ fftoæ ocenki. Krome togo, rezul~tat D. V. Karpova o koliqestve qasteæ v razbienii peredokazan pri bolee slabyh predpoloßeniØh o grafe. V stat~e tak ße dokazana Teorema o pograniqnyh qastØh, da¸waØ verhn¸¸ ocenku koliqestva qasteæ razbieniØ, graniqawih s dannoæ verxinoæ.

0Rabata vypolnena pri sodeæstvii granta ”GosudarstvennaØ podderßka veduwih nauqnyh xkol NX-2203.2003.1” 1

1. Vvedenie

Pri izuqenii svØznosti grafa vstaet estestvennyæ vopros: kak vydelit~ v k-svØznom grafe podgrafy bol~xeæ svØznosti i kaku¸ sistemu oni obrazu¸t? V svØznom grafe maksimal~noe po vkl¸qeni¸ podmnoßestvo verxin induciru¸wee dvusvØznyæ podgraf nazyvaetsØ blokom. Ih struktura issledovana dostatoqno polno. Moßno upomØnut~, naprimer, [1, 2]. V rabotah [3, 4] byli predprinØty popytki obobwit~ osnovnye rezul~taty fftoæ teorii na grafy bol~xeæ svØznosti. RØd rabot byl posvØwen trehsvØznym blokam v dvusvØznyh grafah [5, 6, 7]. V rabote [8], a zatem i [9] vvodØtsØ novye metody razbieniØ k-svØznogo grafa na k + 1-svØznye bloki. V rabote [10] poØvlØetsØ ponØtie qasti razbieniØ grafa po naboru razdelØ¸wih mnoßestv. �to ponØtie tesno svØzano s postroeniem blokov v k-svØznom grafe. V qastnosti, l¸boæ blok k-svØznogo grafa moßno predstavit~ kak qast~ razbieniØ fftogo grafa vsemi k-razdelØ¸wimi mnoßestvami. Krome togo, v [10] pri dovol~no sil~nyh ograniqeniØh na razdelØ¸wiæ nabor i sam graf byl poluqen oqen~ interesnyæ rezul~tat: okazyvaetsØ nabor iz n razdelØ¸wih mnoßestv delit graf ne bolee qem na 2n qasteæ.

Stat~Ø postroena sledu¸wim obrazom: snaqala my vvedem osnovnye ponØtiØ teorii k-svØznyh grafov i privedem ih prosteæxie svoæstva, kotorye ponadobØtsØ pri dokazatel~stve osnovnyh rezul~tatov. Zatem my dokaßem Teoremu o pograniqnyh qastØh, kotoraØ budet osnovnym instrumentom dlØ poluqeniØ ocenok koliqestva qasteæ v razbienii. Posle fftogo budet poluqena Teorema o polnom razbienii: pust~ v nekotorom k-svØznyæ grafe est~ nabor k-razdelØ¸wih mnoßestv {A_1, . . . A_n}. DlØ kaßdogo 1 ≤ i ≤ n oboznaqim qerez a_i koliqestvo qasteæ, na kotorye mnoßestvo A_i delit graf. Togda ves~ nabor delit graf ne bolee qem na_n ∑ i=1 a_i − n∑ i=1 [a_i > 2] + [∀i a_i > 2]

nevyroßdennyh qasteæ.

V fftoæ formule [utverßdenie] – ffto notaciØ Aæversona (sm. [11, 12]), t.e. rezul~tat fftogo vyraßeniØ raven 1, esli utverßdenie v kvadratnyh skobkah verno, i raven 0 v protivnom sluqae. Krome togo, my uvidim, qto rezul~tat D. V. Karpova iz [10] o 2n qastØh ØvlØetsØ qastnym sluqaem fftoæ teoremy. V sledu¸wem razdele budet opisana struktura razdelØ¸wego nabora v sluqae polnogo razbieniØ. To est~ v sluqae, kogda qislo qasteæ v razbienii grafa dostigaet poluqennoæ nami verhneæ ocenki. V poslednem razdele my dokaßem, qto koliqestvo nevyroßdennyh qasteæ v razbienii grafa n razdelØ¸wimi mnoßestvami ne prevoshodit 2n pri bolee slabyh ograniqeniØh na graf, qem v [10].

2. Osnovnye ponØtiØ Opredelenie 1. Nazovem prostoæ (bez petel~ i kratnyh reber) graf k-svØznym,

esli pri udalenii l¸boæ k − 1 verxiny (i vseh reber, vyhodØwih iz fftih verxin) graf ostaetsØ svØznym.

Opredelenie 2. Nazovem podmnoßestvo verxin A grafa razdelØ¸wim, esli pri

udalenii fftih verxin graf perestaet byt~ svØznym. Samo udalenie nazovem razrezom grafa po A (ili A-razrezom). Sootvetstvenno, nazovem podmnoßestvo verxin grafa m-razdelØ¸wim, esli ono razdelØ¸wee i sostoit iz m verxin.

V fftoæ stat~e req~ budet idti tol~ko o k-razdelØ¸wih mnoßestvah v ksvØznom grafe.

Opredelenie 3. Budem govorit~, qto razdelØ¸wee mnoßestvo A razdelØet nabor

verxin X, esli pri A-razreze ne vse neudalennye verxiny X okaßutsØ v odnoæ komponente svØznosti.

Teper~ opredelim ponØtie qasti i ukaßem ego osnovnoe svoæstvo.

Opredelenie 4. Pust~ A – nabor razdelØ¸wih mnoßestv grafa G. Mnoßestvo P

iz neskol~kih verxin grafa nazovem qast~¸ A-razbieniØ, esli nikakie dve verxiny iz P nel~zØ razdelit~ nikakim mnoßestvom iz nabora A, no l¸baØ drugaØ verxina grafa moßet byt~ otdelena ot mnoßestva P razrezom po odnomu iz mnoßestv A.

V dal~neæxem, slovo razbienie vsegda budet otnositsØ k naboru razdelØ¸wih mnoßestv, a razrez – k odnomu razdelØ¸wemu mnoßestvu.

Pust~ nabor A sostoit tol~ko iz odnogo razdelØ¸wego mnoßestva A, i pust~ pri A-razreze graf raspadaetsØ na komponenty svØznosti F_1, . . . , F_l. Togda soglasno naxemu opredeleni¸ qastØmi A-razbieniØ (A-razreza) budut mnoßestva A ∪ F_1, . . . , A ∪ F_l. Neobhodimo otmetit~, qto esli rassmotret~ qast~ kak otdel~nyæ graf (provedØ meßdu verxinami qasti te rebra, kotorye byli v ishodnom grafe), to on moßet okazat~sØ nesvØznym.

Predloßenie 1. Esli Q – qast~ A-razbieniØ, to ee moßno predstavit~ v vide Q = ⋂ A2A P_A, gde P_A - odna iz qasteæ A-razreza naxego grafa.

Voz~mem po odnoæ qasti razreza po kaßdomu iz mnoßestv A. Vse takie vyborki budem nazyvat~ A-kombinaciØmi ili prosto kombinaciØmi. Togda, drugimi slovami, Predloßenie 1 govorit, qto l¸baØ qast~ A-razbieniØ ØvletsØ pereseqeniem qasteæ kakoæ-to kombinacii. Dokazatel~stvo PredloßeniØ 1 nesloßno i privedeno v [10, Teorema 1]. Takim obrazom, obwee koliqestvo qasteæ v A-razbienii ne prevoshodit proizvedeniØ koliqestv qasteæ v razrezah po kaßdomu razdelØ¸wemu mnoßestvu iz A.

Teper~ vvedem ponØtiØ granicy i vnutrennosti qasti, operiruØ s kotorymi my smoßem poluqit~ osnovnye rezul~taty fftoæ stat~i.

Opredelenie 5. Graniceæ qasti A-razbieniØ P nazovem mnoßestvo teh verxin

P , kotorye leßat hotØ by v odnom iz mnoßestv A, a razmerom granicy – ih koliqestvo. Sootvetstvenno, vnutrennost~¸ qasti nazovem mnoßestvo ostal~nyh verxiny P .

Opredelenie 6. Qast~ A-razbieniØ nazovem vyroßdennoæ, esli ee vnutrennost~

pusta.

VyroßdennaØ qast~ razbieniØ ne obØzatel~no ØvlØetsØ pustym mnoßestvom. V sledu¸wem predloßenii daetsØ osnovnoe svoæstvo granicy.

Predloßenie 2. Esli vnutrennost~ qasti ne pusta, to ee granica ØvlØetsØ razde-

lØ¸wim mnoßestvom, otdelØ¸wem fftu vnutrennost~ ot ostal~nyh verxin grafa.

�to tak ße netrudno proverit~ [10, Zameqanie k Opredeleni¸ 4]. Takim obrazom, dlØ l¸bogo nabora A razdelØ¸wih mnoßestv v k-svØznom grafe granica l¸- boæ nevyroßdennoæ qasti A-razbieniØ sostoit hotØ by iz k verxin.

Teper~ privedem poslednee utverßdenie (netrudnoe dokazatel~stvo opustim), kotoroe nam potrebuetsØ.

Predloßenie 3. Pust~ Q = ⋂ A2A P_A, gde P_A – odna iz qasteæ A-razreza naxego grafa. Togda esli Q soderßit hotØ by odnu verxinu, ne leßawu¸ ni v odnom iz mnoßestv A, to Q – qast~ A-razbieniØ, priqem nevyroßdennaØ.

Drugimi slovami, esli pereseqenie qasteæ kakoæ-to kombinacii soderßit hotØ by odnu verxinu ne iz mnoßestv A, to ono ØvleetsØ qast~¸ razbieniØ, priqem nevyroßdennoæ.

3. Teorema o pograniqnyh qastØh

Rassmotrim proizvol~nu¸ verxinu y naxego grafa. DlØ kaßdogo razdelØ¸- wego mnoßestva iz A, soderßawego y, voz~mem koliqestvo qasteæ, na kotoroe ono reßet graf. Summu vzØtyh qisel nazovem vesom verxiny y otnositel~no A.

Teorema 1. Koliqestvo nevyroßdennyh qasteæ A-razbieniØ, s kotorymi graniqit

(to est~ vhodit v granicu) proizvol~naØ verxina grafa, ne prevoshodit vesa fftoæ verxiny otnositel~no nabora A.

Dokazatel~stvo. Pust~ A = {A1, . . . , An}, i Ai reßet graf na ai qasteæ (1 ≤ i ≤ n).

Pust~ verxina x prinadleßit mnoßestvam A_1, . . . , A_m i ne prinadleßit ostal~- nym. Togda nam nußno dokazat~, qto ffta verxina ØvlØetsØ graniqnoæ ne bolee qem dlØ ∑_m i=1 a_i nevyroßdennyh qasteæ A-razbieniØ.

Inymi slovami ves verxiny y raven ∑_n i=1 a_i[y ∈ A_i].

Dokaßem utverßdenie teoremy indukcieæ po m.

Baza m = 1: pust~ mnoßestvo A iz nabora A delit graf na a qasteæ. Verxina x prinadleßit A i ne prinadleßit ostal~nym mnoßestvam A. Budem rassmatrivat ~ qasti A-razbieniØ v vide, predstavlennom v Predloßenii 1. Zametim, qto verxina x prinadleßit vsem a qastØm A-razreza, a dlØ razrezov po kaßdomu iz ostal~nyh razdelØ¸wih mnoßestv nabora A verxina x prinadleßit tol~ko kakoæto odnoæ qasti. Takim obrazom, x prinadleßit pereseqeni¸ tol~ko a kombinaciæ. Sledovatel~no x prinadleßit (a znaqit i ØvlØetsØ graniqnoæ) ne bolee qem a qastØm.

Perehod: razberem snaqala sluqaæ m = n, t.e. kogda x prinadleßit vsem mnoßestvam A. Budem dokazyvat~, qto vo vsem A-razbienii ne bolee, qem a = ∑_n i=1 a_i nevyroßdennyh qasteæ, ot protivnogo. Predpoloßim, qto fftih qasteæ a + b, gde b > 0. Oboznaqim qerez C ob¨edinenie vseh mnoßestv A, qerez D – ih pereseqenie.

Pust~ d = |D|. Ocenim summu razmerov granic nevyroßdennyh qasteæ A-razbieniØ (oboznaqim ffto qislo qerez T ) dvumØ sposobami.

Po indukcionnomu predpoloßeni¸ dlØ kaßdoæ verxiny iz C \ D koliqestvo qasteæ, v granicu kotoryh ona vhodit, ne prevoshodit ee vesa. KaßdaØ verxina iz D graniqit ne bol~xe qem s a + b nevyroßdennymi qastØmi. Ves kaßdoæ verxiny iz D raven a. Takim obrazom, summa razmerov granic nevyroßdennyh qasteæ ArazbieniØ prevyxaet obwiæ ves vseh verxin ne bolee qem na db. Summa vesov vseh verxin ravna k ∑_n i=1 a_i = ka, tak kak kaßdoe mnoßestvo A_i vnosit v summarnyæ ves verxin C vklad, ravnyæ ka_i. Itak, T ≤ ka + db.

S drugoæ storony, kak uße bylo otmeqeno v Predloßenii 2, granica kaßdoæ nevyroßdennoæ qasti sostoit ne menee qem iz k verxin. Sledovatel~no, T ≥ bk + ak, otkuda d ≥ k, qto protivoreqit opredeleni¸ d. Takim obrazom, vsego nevyroßdennyh qasteæ A-razbieniØ ne bol~xe a, sledovatel~no i x graniqit ne bolee qem s a qastØmi.

Razberem teper~ sluqaæ n > m. My tol~ko qto pokazali, qto naædetsØ ne bolee a = ∑_m i=1 a_i nevyroßdennyh qasteæ B-razbieniØ (B = {A_1, . . . , A_m}). Ots¸da po Predloßeni¸ 3 B-kombinaciæ, pereseqenie kotoryh soderßit hotØ by odnu verxinu, ne leßawu¸ ni v odnom iz mnoßestv A, nædetsØ ne bolee a. Kak i v rassußdeniØh pri dokazatel~stve bazy, verxina x prinadleßit tol~ko kakoæ-to odnoæ qasti razreza po kaßdomu iz razdelØ¸wih mnoßestv nabora A\B. Sledovatel~no, uße A-kombinaciæ, pereseqenie qasteæ kotoryh budet predstavlØt~ nevyroßdennu¸ qast~ A-razbieniØ, soderßawu¸ x, budet ne bol~xe a. Takim obrazom, x vhodit v granicu ne bolee qem a nevyroßdennyh qasteæ.

4. OsnovnaØ teorema

DlØ dal~neæxih rassußdeniæ nam neobhodimo podrobno izuqit~ razbienie grafa dvumØ razdelØ¸wimi mnoßestvami. Seæqas my vvedem nabor ponØtiæ i oboznaqeniæ (”kletoqnyæ Øzyk”), kotorye budut ispol~zvany v dokazatel~stve poqti vseh posledu¸wih utverßdeniæ.

Pust~ A i B – k-razdelØwie mnoßestva, delØwie graf sootvetstvenno na a i b qasteæ. Oboznaqim qasti A-razreza qerez P_1, . . . , P_a, qasti B-razreza qerez Q_1, . . . , Q_b. �to znaqit, qto pri udalenii mnoßestva A iz grafa on razdelitsØ na komponenty svØznosti P_1 \ A, . . . , P_a \ A.

Narisuem tablicu (a + 1) × (b + 1). Ee stolbcy budut sootvetstvovat~ mnoßestvam A, P_1 \A, . . . , P_a \A, stroqki - B, Q_1 \B, . . . , Q_b \B. V kaßdu¸ kletku ”poloßim” verxiny grafa iz pereseqeniØ mnoßestv, sootvetstvu¸wih stroke i stolbcu fftoæ kletki. Kletku budem nazyvat~ pustoæ, esli v neæ ne leßit ni odnoæ verxiny. V levoæ verhneæ kletke (budem nazyvat~ ee uglovoæ) budut leßat~ verxiny mnoßestva D = A∩B. Kletki levogo (nulevogo) stolbca i verhneæ (nulevoæ) stroqki budem nazyvat~ kraænimi, ostal~nye - vnutrennimi. Budem govorit~ qto vnutrennØØ kletka graniqit s samoæ verhneæ kletkoæ svoego stolbca, s samoæ levoæ kletkoæ svoeæ stroki i s uglovoæ kletkoæ. Koliqestvo verxin v kletkah zadadim matriceæ {g_{ij} }, gde 0 ≤ j ≤ a, 0 ≤ i ≤ b. Sformuliruem v fftih oboznaqeniØh Predloßenie 1: l¸baØ nevyroßdennaØ qast~ {A, B}-razbieniØ est~ ob¨edinenie verxin kakoæ-to nepustoæ vnutrenneæ kletki i graniqawih s neæ kraænih kletok. Po Predloßeni¸ 3, kaßdoe takoe ob¨edinenie ØvlØetsØ nevyroßdennoæ qast~¸. Priqem ee graniceæ budut v toqnosti verxiny iz kraænih kletok, ved~ ffto te verxiny fftoæ qasti, kotorye leßat v A ili B. Vnutrennost~¸ fftoæ qasti budut verxiny dannoæ vnutrenneæ kletki. Soglasno Predloßeni¸ 2, obwee koliqestvo verxin v kletkah, graniqawih s dannoæ nepustoæ vnutrenneæ kletkoæ, dolßno byt~ ne men~xe k. �to moßno takße sformulirovat~ sledu¸wim obrazom: 1 ≤ j ≤ a, 1 ≤ i ≤ b, g_{ij} ≠ 0 ⇒ g_{00} + g_{0j} + g_{i0} ≥ k. Opredelenie 7. Pust~ A i B – k-razdelØ¸wie mnoßestva. Nazovem qast~ B-

razreza Q dal~neæ dlØ A, esli suwestvuet ne bolee odnoæ qasti A-razreza P takoæ, qto P ∩ Q soderßit hotØ by odnu verxinu vne A ∪ B. V protivnom sluqae budem nazyvat~ Q blißneæ.

Perevedem ffto opredelenie na kletoqnyæ Øzyk: qast~ Q_i – dal~nØØ, esli v stroke Q_i\B ne bolee odnoæ nepustoæ vnutrenneæ kletki, t.e. sredi qisel g_{i1}, . . . , g_{ia} ne bolee odnogo nenulevogo.

Lemma 1. Pust~ A i B – k-razdelØwie mnoßestva, delØwie graf sootvetstvenno

na a i b qasteæ, a ≥ 3. Togda sredi qasteæ B-razreza est~ ne bolee odnoæ blißneæ dlØ A.

Dokazatel~stvo. Budem dokazyvat~ fftu lemmu na kletoqnom Øzyke, ispol~zuØ me-

tod ot protivnogo. Pust~ Q_1 i Q_2 – blißnie qasti. �to znaqit, qto v pervoæ i vtoroæ strokah naxeæ tablicy est~ hotØ by po dve nepustyh vnutrennih kletki. Otmetim po nepustoæ vnutrenneæ kletke v fftih strokah tak, qtoby otmeqennye kletki leßali v raznyh stolbcah. Ne umalØØ obwnosti moßno sqitat~, qto ffto kletki (1, 1) i (2, 2). Vvedem oboznaqeniØ dlØ kraænih kletok, kotorye graniqat s vybrannymi. Pust~ A_1 = A ∩ (Q_1 \ B), A_2 = A ∩ (Q_2 \ B), B_1 = B ∩ (P_1 \ A), B_2 = B ∩ (P_2 \ A), a takße D = A ∩ B.

Ispol~zuØ Predloßenie 2 v kletoqnoæ formulirovke, poluqim, qto g_{00} + g_{01} + g_{10} ≥ k i g_{00} + g_{02} + g_{20} ≥ k. S drugoæ storony A i B – k-razdelØ¸wie mnoßestva, otkuda g_{00} + g_{10} + g_{20} ≤ k i g_{00} + g_{01} + g_{02} ≤ k. Sledovatel~no,

g_{01} = g_{20}, g_{10} = g_{02}, g_{00} + g_{01} + g_{02} = g_{00} + g_{10} + g_{20} = k. (1)

Vspomnim teper~ o tom, qto a ≥ 3. Rassmotrim P_3 – ewe odnu qast~ A-razreza. Togda P_3 \A – verxiny odnoæ iz komponent svØznosti, osta¸weæsØ posle udaleniØ A. Sledovatel~no P_3 \ A (rebra provodim kak v ishodnom grafe) – svØznyæ graf. Bolee togo, iz l¸boæ verxiny A est~ rebro, veduwee v P_3 \ A, ved~ inaqe A ne bylo by minimal~nym po qislu verxin razdelØ¸wim mnoßestvom. Iz ravenstv (1) sleduet, qto vse verxiny B leßat v P_1 ∪ P_2, sledovatel~no, ih net v P_3 \ A. Ots¸da poluqaem, qto P_3 \ A leßit v odnoæ komponente svØznosti posle udaleniØ B, bolee togo, v fftoæ ße qasti leßat vse verxiny A\(A∩B). Sledovatel~no, libo A_1, libo A_2 pusto. Otkuda g_{10} = 0 ili g_{20} = 0, ne umalØØ obwnosti moßno sqitat~, qto verno vtoroe. Togda iz (1) sleduet

g_{20} = g_{01} = 0, g_{10} = g_{02}, g_{00} + g_{10} = g_{00} + g_{02} = k. (2)

Takim obrazom, vse verxiny B raspredeleny meßdu D i B_2. Teper~ posmotrim na vtoru¸ stroqku (t.e. Q_2 \ B) v svete tol~ko qto poluqennoæ formuly (2).

Krome (2, 2) v neæ dolßna byt~ ewe odna nepustaØ vnutrennØØ kletka. Posmotrim na graniqawie s neæ kraænie kletki: samaØ levaØ v stroke – A_2 = A ∩ (Q_2 \ B) – pustaØ. SamaØ verhnØØ v stolbce – ffto ne D i ne B_2 – sledovatel~no, toße pustaØ. Pofftomu granica nevyroßdennoæ qasti, sootvetstvu¸weæ rassmatrivaemoæ vnutrenneæ kletke, sostoit tol~ko iz D. No |D| < k – i my prihodim k protivoreqi¸ s Predloßeniem 2 v kletoqnoæ forme.

Zameqanie. Poqti takimi ße rassußdeniØmi moßno pokazat~, qto v usloviØh

tol~ko qto dokazannoæ lemmy sredi qasteæ A-razreza toße ne bolee odnoæ blißneæ dlØ B.

Teorema 2. Pust~ A = {A1, . . . An} – nabor k-razdelØ¸wih mnoßestv k-svØznogo gra-

fa. DlØ kaßdogo 1 ≤ i ≤ n oboznaqim qerez a_i koliqestvo qasteæ na kotorye mnoßestvo A_i reßet graf. Togda ves~ nabor razbivaet graf ne bolee qem na n∑ i=1 a_i − n∑ i=1 [a_i > 2] + [∀i a_i > 2] (3)

nevyroßdennyh qasteæ.

Dokazatel~stvo. Budem dokazyvat~ teoremu indukcieæ po koliqestvu i, dlØ ko-

toryh a_i > 2, inaqe govorØ, indukcieæ po ∑_n i=1[a_i > 2].

Baza: V kaqestve bazy rassmotrim dva sluqaØ. Pervyæ: n = 1, a_1 > 2, togda u nas est~ a_1 nevyroßdennyh qasteæ A_1-razreza i ffto rovno tot rezul~tat, kotoryæ daet formula (3). Vtoroæ sluqaæ: a_1 = · · · = a_n = 2. Pust~ C – ob¨edinenie mnoßestv A. Vspomnim Teoremu o pograniqnyh qastØh: koliqestvo qasteæ, s kotorymi graniqit dannaØ verxina C, ne prevoshodit vesa fftoæ verxiny. Summarnyæ ves verxin C raven k ∑_n i=1 a_i. Razmer granicy kaßdoæ nevyroßdennoæ qasti ne men~- xe k. Sledovatel~no, koliqestvo nevyroßdennyh qasteæ ne bol~xe ∑_n i=1 a_i = 2n, formula (3) dokazana.

Perehod: Pust~ A ne opisyvaetsØ ni odnim iz dvuh tol~ko qto razobrannyh sluqaev. Togda n ≥ 2 i est~ i takoe, qto a_i > 2. Ne umalØØ obwnosti moßno sqitat~, qto a_n > 2. Primenim dlØ A0 = A \ {A_n} indukcionnoe predpoloßenie. Zametim, qto formula (3) daet dlØ A rezul~tat na a_n − 1 bol~xiæ, qem dlØ A0. Dokaßem, qto koliqestvo nevyroßdennyh qasteæ v A-razbienii uveliqilos~ ne bolee qem na a_n − 1 po sravneni¸ s A0.

Po Predloßeni¸ 1, kaßdaØ nevyroßdennaØ qast~ A0-razbieniØ (A-razbieniØ) – pereseqenie kakoæ-to A0-kombinacii (A-kombinacii). Esli A-kombinaciØ poluqaetsØ iz dannoæ A0-kombinacii dobavleniem kakoæ-to qasti A_n-razreza, budem govorit~, qto pervaØ vyrosla iz vtoroæ. Posmotrim, iz qego vyrosli kombinacii, sootvetstvu¸wie nevyroßdennym qastØm A-razbieniØ.

Esli A0-kombinaciØ ne sootvetstvuet nikakoæ nevyroßdennoæ qasti A0- razbieniØ, to ee pereseqenie (po Predloßeni¸ 3) soderßit tol~ko verxiny iz mnoßestv A0. Sledovatel~no, pereseqenie qasteæ l¸boæ kombinacii, kotoraØ vyrastet iz dannoæ, moßet dat~ tol~ko vyroßdennu¸ qast~ A-razbieniØ.

Rassmotrim sluqaæ, kogda A0-kombinaciØ sootvetstvuet kakoæ-to nevyroßdennoæ qasti A0-razbieniØ i soderßit hotØ by odnu dal~n¸¸ qast~ dlØ A_n. Togda, po opredeleni¸ dal~neæ qasti, k fftoæ kombinacii moßno dobavit~ ne bolee odnoæ qasti A_n-razreza tak, qtoby pereseqenie poluqennoæ A-kombinacii ne leßalo celikom v ob¨edinenii mnoßestv A. Sledovatel~no, iz naxeæ kombinacii vyrastet ne bolee odnoæ A-kombinacii, sootvetstvu¸weæ nevyroßdennoæ qasti A-razbieniØ.

Nakonec, po Lemme 1 u kaßdogo razdelØ¸wego mnoßestva iz nabora A0 imeetsØ ne bolee odnoæ blißneæ qasti dlØ A_n. Sledovatel~no, suwestvuet ne bolee odnoæ ”blißneæ” A0-kombinacii, sootvetstvu¸weæ nevyroßdennoæ qasti A0-razbieniØ i ne soderßaweæ ni odnoæ dal~neæ qasti. Iz takoæ qasti moßet vyrasti ne bolee a_n A-kombinaciæ, sootvetstvu¸wih nevyroßdennym qastØm A-razbieniØ.

Takim obrazom, koliqestvo A-kombinaciæ, sootvetstvu¸wih nevyroßdennym qastØm A-razbieniØ, prevoshodit koliqestvo nevyroßdennyh qasteæ A0-razbieniØ ne bolee, qem na a_n − 1.

Zameqanie. Esli k > 1, to dlØ l¸bogo nabora a1, . . . , an suwestvu¸t graf i soot-

vetstvu¸wiæ fftim qislam nabor A razdelØ¸wih mnoßestv, dlØ kotoryh koliqestvo nevyroßdennyh qasteæ v razbienii v toqnosti ravno (3). Esli k = 1, moßno dokazat~ bolee sil~nu¸ ocenku: v razbienii svØznogo grafa 1-razdelØ¸wimi mnoßestvami budet ne bolee 1 − n + ∑_n i=1 a_i nevyroßdennyh qasteæ.

Opredelenie 8. A-razbienie nazovem polnym, esli ono delit graf na koliqestvo

qasteæ, vyqislØemoe po formule (3).

Zameqanie. Iz rassußdeniæ v dokazatel~stve Teoremy 2 sleduet, qto esli A-

razbienie – polnoe, a_n > 2 i n > 1, to A0 = A \ A_n toße dolßno byt~ polnym.

Kak bylo dokazano v rabote [10, Teorema 6], esli na graf i nabor naloßeny special~nye usloviØ (graf dolßen byt~ slabo neraswepimym i kaßdyæ predstavitel~ nabora A iz n mnoßestv dolßen byt~ zavisim s kakim-to razdelØ¸wim mnoßestvom grafa), to v A-razbienii naædetsØ ne bolee 2n nevyroßdennyh qasteæ. �tot rezul~tat ØvlØetsØ qastnym sluqaem tol~ko qto dokazannoæ Teoremy 2, tak kak, v silu [10, Lemma 6], pri naloßennyh na graf i nabor A usloviØh kaßdoe mnoßestvo A reßet graf na dve qasti.

5. Polnye razbieniØ Teorema 3. Pust~ A – polnoe razbienie, A^0 = {A1, . . . , Ak} – vse ego razdelØ¸wie

mnoßestva, delØwie graf na dve qasti (t.e. a_1 = · · · = a_k = 2). Togda A0-razbienie toße polnoe, t.e. v nem 2k qasteæ.

Dokazatel~stvo. Dokaßem utverßdenie indukcieæ po n−k, gde n = |A|. Baza n = k

oqevidna. Perehod: primenim snaqala zameqanie k teoreme 1 (t.e. vykinem A_n iz

A), zatem indukcionnoe predpoloßenie.

Opredelenie 9. Nazovem paru razdelØ¸wih mnoßestv A, B nezavisimoæ, esli pri

B-razreze vse neudalennye verxiny A okazalis~ v odnoæ komponente svØznosti. V protivnom sluqae budem nazyvat~ ee zavisimoæ s B.

V rabotah [8, 9] pokazano, qto otnoxenie nezavisimosti simmetriqno. Dalee my budem prosto pisat~, qto A i B nezavisimy (zavisimy).

Teorema 4. Pust~ nabor A daet polnoe razbienie. A – odno iz mnoßestv fftogo

nabora – reßet graf na a > 2 qasteæ. Togda A nezavisimo so vsemi ostal~nymi mnoßestvami A.

Dokazatel~stvo. Voz~mem proizvol~noe mnoßestvo B iz A, otliqnoe ot A. Budem

izuqat~ razbienie grafa naborom {A, B}. Pust~ A0 = A\A. My budem pol~zovat~sØ standartnymi oboznaqeniØmi kletoqnogo Øzyka.

UbedimsØ, qto hotØ by odna iz b qasteæ B-razreza – blißnØØ k A. Esli by vse qasti byli dal~nimi, to iz kaßdoæ A0-kombinacii (sootvetstvu¸weæ nevyroßdennoæ qasti) vyrastet ne bolee odnoæ nevyroßdennoæ qasti A, qto protivoreqit polnote A-razbieniØ. Ne umalØØ obwnosti moßno sqitat~, qto Q_1 – blißnØØ. Togda kaßdaØ vnutrennØØ kletka v pervoæ stroke (sootvetstvu¸weæ Q_1 \ B) nevyroßdena. Deæstvitel~no, v protivnom sluqae iz ”blißneæ” A0-kombinacii vyrastet ne bolee a − 1 nevyroßdennoæ qasti A-razbieniØ. Esli ße ”blißneæ”

A^0-kombinacii net, to v A-razbienii nevyroßdennyh qasteæ budet ne bol~xe qem v A^0-razbienii. V l¸bom sluqae, prihodim k protivoreqi¸ s usloviem polnoty.

Dokaßem ewe odin neobhodimyæ fakt: v naxeæ tablice est~ hotØ by odna nepustaØ vnutrennØØ kletka vne pervoæ stroki. Rassmotrim A00 = A \ B. Esli by sformulirovannyæ fakt ne byl veren, to iz kaßdoæ qasti A00-razbieniØ vyroslo by ne bolee odnoæ nevyroßdennoæ qasti A-razbieniØ (vo vse A00-kombinacii prixlos~ by dobavlØt~ tol~ko Q_1, qtoby poluqit~ nevyroßdennu¸ qast~). My vnov~ poluqili protivoreqie s usloviem polnoty, tak kak formula (3) pokazyvaet, qto

v A^{00}-razbienii dolßno byt~ hotØ by na odnu qast~ men~xe. Ne umalØØ obwnosti,

budem sqitat~, qto naædennaØ nepustaØ vnutrennØØ kletka – (2, 1).

Teper~ rassmotrim, po kakim kraænim kletkam ”razoxlis~” verxiny A i B. Vospol~zuemsØ Predloßeniem bound v kletoqnoæ forme:

g_{00} + g_{10} + g_{01} ≥ k, g_{00} + g_{10} + g_{02} ≥ k, g_{00} + g_{10} + g_{03} ≥ k

g_{00} + g_{20} + g_{01} ≥ k.

Krome togo, ishodØ iz razmerov A i B, poluqaem

g_{00} + g_{10} + g_{20} ≤ k i g_{00} + g_{01} + g_{02} + g_{03} ≤ k.

Iz fftih dvuh seriæ neravenstv srazu poluqim g_{00} + g_{10} = k, sledovatel~no, vse verxiny A leßat v qasti B-razreza Q_1, to est~ A i B – nezavisimy.

6. Ocenka koliqestva qasteæ v razreze grafa odnim mnoßestvom

Teper~ obratimsØ k voprosu: kak ocenit~ koliqestvo qasteæ v razreze ksvØznogo grafa odnim razdelØ¸wim mnoßestvom?

Teorema 5. Pust~ A i B – zavisimye razdelØ¸wie mnoßestva k-svØznogo grafa,

p ≥ 2 i stepeni vseh verxin iz mnoßestv A i B ne men~xe k(p + 2)/(p + 1). Togda kaßdoe iz nih delit graf ne bolee qem na p qasteæ.

Dokazatel~stvo. Dokaßem utverßdenie teoremy ot protivnogo: predpoloßim,

qto v A-razreze ne men~xe p + 1 qasti. Budem vesti rassußdeniØ na kletoqnom Øzyke. Dokaßem metodom ot protivnogo, qto v tablice dlØ A i B ne moßet byt~ dvuh nepustyh vnutrennih kletok, leßawih odnovremenno i v raznyh stolbcah, i v raznyh strokah. Predpoloßim, takie naxlis~. Ne umalØØ obwnosti moßno sqitat~, qto ffto kletki (1, 1) i (2, 2). Togda po Predloßeni¸ 2 v kletoqnoæ forme:

g_{00} + g_{01} + g_{10} ≥ k i g_{00} + g_{02} + g_{20} ≥ k (4)

IshodØ iz razmerov A i B, poluqaem

g_{00} + g_{10} + g_{20} ≤ k i g_{00} + g_{01} + g_{02} ≤ k. (5)

My predpoloßili, qto A delit graf na p + 1 qast~, znaqit ne men~xe qem na tri qasti. Rassmotrim tret~¸ qast~ P_3. Iz neravenstv (4) i (5) sleduet, qto g_{03} = 0, sledovatel~no v tret~em stolbce est~ nepustaØ vnutrennØØ kletka (j, 3). Togda po Predloßeni¸ 2 v kletoqnoæ forme g_{00} + g_{j0} ≥ k, otkuda nemedlenno sleduet, qto vse verxiny A leßat v Q_j . PoluqaetsØ protivoreqie s zavisimost~¸ A i B. Itak, vse verxiny grafa, krome A∪B, leßat ili v kakoæ-to odnoæ stroqke, ili v kakom-to stolbce. Razberem oba sluqaØ.

Esli vse verxiny kakoæ-to i-oæ stroqki leßat v kraæneæ kletke (i, 0), to

g_{i0} > k/(p + 1). (6)

Deæstvitel~no, verxiny fftoæ kletki mogut byt~ soedineny tol~ko s drugimi verxinami fftoæ kletki i s verxinami B. Esli by vypisannoe neravenstvo ne vypolnØlos~, verxiny fftoæ kletki imeli by stepeni ne vyxe k + k/(p + 1) − 1, qto protivoreqit uslovi¸. Analogiqno, veren sootvetstvu¸wiæ fakt dlØ stolbcov.

Itak, rassmotrim sluqaæ, kogda vse nepustye vnutrennie kletki leßat v odnoæ stroke (skaßem, v pervoæ). S¸da ße otnesem sluqaæ, kogda nepustyh kletok net vovse. Soglasno (6), verno g_{20} > k/(p + 1), otkuda g_{00} + g_{10} < k − k/(p + 1). Togda esli v j-om stolbce est~ nepustye vnutrennie kletki, to ffto moßet byt~ tol~ko kletka (1, j), i po Predloßeni¸ 2 vypolneno g_{0j} > k/(p + 1). Esli ße ih net, to neravenstvo g_{0j} > k/(p + 1) vypolneno soglasno (6). SummiruØ ffti neravenstva po vsem kletkam nulevoæ stroki, prihodim k protivoreqi¸ s tem, qto v mnoßestve B tol~ko k verxin.

Teper~ rassmotrim sluqaæ, kogda vse nepustye vnutrennie kletki (i ih ne men~xe odnoæ) leßat v pervom stolbce. Soglasno neravenstvu (6), verno g_{0i} > k/(p + 1) pri vseh i > 1. Sledovatel~no, g_{01} + g_{00} < k/(p + 1). Ne umalØØ obwnosti budem sqitat~, qto v pervom stolbce nepustoæ okazalas~ kletka (1, 1). Po Predloßeni¸ 2 v kletoqnoæ forme g_{10} > k − k/(p + 1). Esli kletka (2, 1) pusta, to po neravenstvu (6) vypolneno g_{20} > k/(p + 1). Esli ona nepusta, to kak i v sluqae s kletkoæ (1, 1), poluqaem, qto g_{20} > k − k/(p + 1). V l¸bom sluqae, prihodim k tomu, qto razmer A bol~xe k. Protivoreqie.

Sledstvie 1. Pust~ stepeni vseh verxin grafa ne men~xe, qem k(p + 2)/(p + 1), i

kaßdyæ predstavitel~ nabora A iz n mnoßestv zavisim s kakim-to razdelØ¸wim mnoßestvom grafa. Togda v A-razbienii budet ne bol~xe 2n nevyroßdennyh qasteæ pri p = 2 i ne bolee pn − n + 1 nevyroßdennyh qasteæ v sluqae p > 2.

Dokazatel~stvo. Po Teoreme 5, kaßdoe mnoßestvo nabora A reßet graf ne bolee

qem na p qasteæ. Ots¸da po Teoreme 2 i poluqaetsØ neobhodimaØ ocenka.

Zameqanie. Iz rezul~tatov raboty [10] vytekaet qastnyæ sluqaæ fftogo sledstviØ

pri p = 2, no pri bolee gruboæ nißneæ ocenke na stepeni verxin: 3k/2 protiv dokazannoæ v fftoæ stat~e 4k/3.

Literatura

1. F. Harari, TeoriØ grafov. Moskva, ”Mir”, 1973. (Perevod s angliæskogo. F. Harary, Graph theory, 1969.)

2. O. Ore, TeoriØ grafov. Moskva, ”Nauka”, 1968. (Perevod s angliæskogo. O. Ore, Theory of graphs, 1962.)

3. D. W. Matula, k-Blocks and ultrablocks in graphs. J. Comb Theory, ser. B, 24, 1978, p. 1-13. 4. F. Harary, Y. Kodama, On the genus of an n-connected graph. Fund. Math., 54, 1964, p. 7-13. 5. S. MacLane, A structural characterization of planar graph. Duke Math. J., 3, 1937, p. 460-472. 6. W. T Tutt, Connectivity in graphs. Toronto, Univ. Toronto Press, 1966.

7. J. E. Hopcroft and R. E. Tarjan, Dividing a graph into triconnected components. SIAM J. Comput., 2, 1973, p. 135-158.

8. W. Hohberg, The decomposition of graphs into k-connected components. Discr. Math., 109, 1992, p. 133- 145.

9. D. V. Karpov, A. V. Pastor, O strukture k-svØznogo grafa. Zapiski nauqnyh seminarov PO- MI, 266, 2000, str. 76-106.

10. D. V. Karpov, Bloki v k-svØznom grafe. Zapiski nauqnyh seminarov POMI, 293, 2002, str. 59-93.

11. R. Grffhem, D. Knut, O. Pataxnik, KonkretnaØ matematika. Moskva, ”Mir”, 1998. 12. K. E. Iverson, A Programming language. Wiley, 1962.