POMI PREPRINT – 06/2003

NOVY` PODHOD K TEORII PREDSTAVLENI` SIMMETRIQESKIH GRUPP. 2

A. M. Verxik, A. ı. Okun~kov

RossiæskaØ AkademiØ Nauk Matematiqeskiæ institut im. V. A. Steklova Sankt-Peterburgskoe otdelenie ROSSI˚, 191011, S.-Peterburg nab. r.Fontanki, 27

I¸n~ 7, 2003

1 NastoØwaØ stat~Ø – pererabotannyæ russkiæ perevod stat~i “A new approach to representation theory of symmetric groups,” Selecta Math. New Series, 2, No. 4, 581–605, (1996). KratkaØ zametka teh ße avtorov opublikovana v ßurnale “Uspehi mat. nauk” [VO]. Mnogoqislennye vstavki i izmeneniØ v tekste sdelany pervym avtorom dlØ fftoæ publikacii; lix~ nekotorye iz fftih izmeneniæ ogovoreny dalee. Osobenno ser~ezny uproweniØ i izmeneniØ v §§3, 4, 7; izmeneny takße nazvaniØ i porØdok nekotoryh paragrafov. Pofftomu my snabdili nazvanie stat~i cifroæ 2. 1

PamØti D. Koksetera

Vvedenie k perevodu.

Nedostatok obweprinØtogo podhoda k teorii predstavleniæ simmetriqeskih grupp sostoit v tom, qto on ne uqityvaet vaßnyh svoæstv fftih grupp, a imenno, togo fakta, qto ffto gruppy Koksetera, qto oni obrazu¸t induktivnu¸ cepoqku, iz qego vytekaet, qto teoriØ dolßna stroit~sØ induktivno. PrØmym sledstviem fftih nedostatkov ØvlØetsØ, v qastnosti, nekotoraØ nemotivirovannost~ poØvleniØ diagramm i tablic ınga, voznika¸wih kak by ad hoc; lix~ posle dokazatel~stva teoremy vetvleniØ opravdyvaetsØ ih prisutstvie.

TeoriØ, izlagaemaØ v fftoæ stat~e, prizvana ispravit~ ukazannye defekty. Pervoæ popytkoæ byla stat~Ø pervogo avtora (sm. [V1]), v kotoroæ dokazyvalos~, qto esli prinØt~ uslovie distributivnosti grafa vetvleniØ neprivodimyh kompleksnyh predstavleniæ cepoqki grupp S_n, to im moßet byt~ tol~ko graf ınga. Kak vyØsnilos~, v fftom apriornom predpoloßenii net nußdy – distributivnost~ ØvlØetsØ prØmym sledstviem kokseterovosti gruppy S_n, esli tol~ko privleq~ zameqatel~nye obrazu¸wie podalgebry Gel~fanda–Cetlina gruppovoæ algebry, a imenno, obrazu¸wie ıcisa^1–Merfi (sm. [Ju, V1]). L¸bopytno, qto kakie-to otdalennye nameki na fftot podhod moßno otyskat~ v rabotah samogo ınga^2. No, vse ße, vse posledu¸wie mnogoqislennye izloßeniØ sledovali klassiqeskoæ versii, iduweæ ot Frobeniusa–Xura–ınga, kotoraØ, hotØ i dopolnØlas~ udaqnymi uproweniØmi vrode lemm fon Neæmanna, G. VeælØ, ponØtiØmi tabloidov i dr., no ostavlØla bez izmeneniæ obwu¸ shemu postroeniØ teorii. Ssylki na knigi po teorii predstavleniæ simmetriqeskih grupp qitatel~ naædet v monografii Dßeæmsa i Kerbera (sm. [JK], v perevedennoæ na russkiæ Øzyk knige G. Dßeæmsa [J] i v bolee ranneæ uqebnoæ literature.

Kl¸qevoe mesto, ob¨ØsnØ¸wee i poØvlenie tablic ınga, i obwiæ smysl naxego metoda, sostoit v tom, qto toqki spektra algebry Gel~fanda–Cetlina otnositel~no obrazu¸wih ıcisa–Merfi est~ celoqislennye vektory (vektory soderßaniæ) v R^n, udovletvorØ¸wie prostym usloviØm, sledu¸wim iz sootnoxeniæ Koksetera, a koordinaty fftih celoqislennyh vektorov est~ tak nazyvaemye soderßaniØ kletok tablic ınga (§6), a poskol~ku vektor soderßaniæ opredelØet tablicu ınga, to toqki spektra i est~ tablicy ınga. Sootvetstvu¸wie sobstvennye vektory opredelØ¸t v l¸bom predstavlenii bazis, a mnoßestvo vektorov, otveqa¸wih tablicam s dannoæ diagrammoæ, obrazuet bazis neprivodimogo predstavleniØ gruppy S_n (bazis ınga–Gel~fanda–Cetlina). Tem samym sootvetstvie “diagrammy” ↔ “neprivodimye predstavleniØ” poluqaet estestvennoe (moßno skazat~, spektral~noe) ob¨Øsnenie.

1A.-A. A. ıcis (1936–1998), litovskiæ matematik. Ego rabota, v kotoroæ on vvel ffti obrazu¸wie, dolgoe vremØ ne byla zameqena, angliæskiæ matematik G. Merfi pereotkryl ih, a zatem naxel i rabotu ıcisa.

2Tak nazyvaemye ortogonal~naØ i polunormal~naØ formy ınga dlØ opisaniØ deæstviØ kokseterovskih transpoziciæ v neprivodimyh predstavleniØh byli opredeleny v poslednih ego rabotah i, po-vidimomu, rassmatrivalis~ im lix~ kak ill¸straciØ; ffti formy igra¸t suwestvennu¸ rol~ v naxeæ teorii. (Sm. §§3, 7.)

Nax podhod daet ne tol~ko metodiqeskie preimuwestva v izloßenii klassiqeskih rezul~tatov, on pozvolØet rassmatrivat~ predstavleniØ bolee obwih grupp i algebr, naprimer, “lokal~nyh grupp i algebr” v smysle [V1], v teh sluqaØh, kogda vypolneny usloviØ koneqnosti gruppy ili koneqnomernosti algebry. Popytka perenesti fftot metod na drugie gruppy, i, v qastnosti, na gruppy Koksetera B-C-D, soderßitsØ v rabotah [P] i [R].

Nedavno skonqalsØ zameqatel~nyæ i original~nyæ matematik Donal~d Kokseter (1907–2003), kotoromu sovremennaØ matematika obØzana vaßnymi, glubokimi ideØmi i krasiveæximi geometriqeskimi i gruppovymi konstrukciØmi. �tot, pererabotannyæ, variant stat~i posvØwaetsØ pamØti D. Koksetera.

A. Verxik

Vvedenie. Cel~ fftoæ stat~i – izloßit~ novyæ, prostoæ i prØmoæ sposob postroeniØ teorii kompleksnyh predstavleniæ gruppy podstanovok S_n.

Suwestvu¸t dva osnovnyh sposoba stroit~ neprivodimye predstavleniØ gruppy S_n. Pervyæ faktiqeski osnovyvaetsØ na teorii predstavleniæ polnoæ lineænoæ gruppy GL(N) i dvoæstvennosti meßdu gruppoæ S_n i gruppoæ GL(N) v prostranstve

C^N ⊗ C^N ⊗ · · · ⊗ C^N

n raz , kotoru¸ nazyva¸t dvoæstvennost~¸ Xura–VeælØ (sm. [Ve]). Kl¸qevu¸ rol~ pri takom podhode igra¸t haraktery gruppy GL(N), to est~ funkcii Xura. Postroenie harakterov gruppy S_n na baze funkciæ Xura blizkoe k pervonaqal~noæ konstrukcii Frobeniusa izloßeno, naprimer, v [M].

Vtoroæ podhod, obyqno svØzyvaemyæ s imenem ınga, poluqivxiæ dal~- neæxee razvitie v rabotah fon Neæmana i VeælØ, osnovyvaetsØ na kombinatorike tablic. Neprivodimoe predstavlenie (nazyvaemoe inogda modulem Xpehta) opredelØetsØ pri fftom faktiqeski kak edinstvennaØ obwaØ komponenta dvuh prostyh predstavleniæ, inducirovannyh s odnomernyh (ediniqnogo i znakoperemennogo) predstavleniæ odnoæ i toæ ße podgruppy ınga. �tu neprivodimu¸ komponentu i sopostavlØ¸t razbieni¸ (diagramme), sootvetstvu- ¸wemu podgruppe ınga. Poskol~ku razloßenie inducirovannyh predstavleniæ na neprivodimye dovol~no sloßno i nekonstruktivno, to i sootvetstvie “diagrammy”↔“neprivodimye predstavleniØ” vyglØdit dostatoqno maloestestvennym. Takoæ podhod ØvlØetsØ tradicionnym, i ego moßno naæti v bol~xinstve knig po fftoæ tematike, naprimer, v odnoæ iz poslednih monografiæ [JK]. DlØ vyvoda kakoæ-nibud~ formuly dlØ harakterov gruppy S_n pri fftom podhode nußny zametnye usiliØ.

Oba ffti podhoda vaßny, no ih vse-taki sleduet priznat~ dovol~no kosvennymi: oni osnovany na glubokih i netrivial~nyh vspomogatel~nyh konstrukci- Øh. Voznikaet estestvennyæ vopros, moßno li poluqit~ osnovnye kombinatornye ob¨ekty teorii (diagrammy, tablicy, i t.d.) bolee prØmym i estestvennym sposobom. My polagaem, qto teoriØ predstavleniæ simmetriqeskih grupp dolßna udovletvorØt~ sledu¸wim trem usloviØm:

(1) Simmetriqeskie gruppy obrazu¸t estestvennu¸ cepoqku grupp (gruppa S_{n−1} vkladyvaetsØ v S_n), i teoriØ predstavleniæ fftih grupp dolßna stroit~sØ induktivno, opiraØs~ na ffti vloßeniØ, t.e., teoriØ predstavleniæ gruppy

S_n dolßna osnovyvat~sØ na teorii predstavleniæ gruppy S_{n−1}, n = 1, 2, . . . .

(2) Kombinatorika diagramm i tablic ınga, otraßa¸waØ pravilo vetvleniØ dlØ sußeniØ S_n ↓ S_{n−1}, dolßna poØvlØt~sØ kak estestvennyæ vspomogatel~nyæ fflement postroeniØ, a ne ad hoc; ona dolßna vyvoditsØ iz vnutrenneæ struktury simmetriqeskih grupp. Tol~ko v fftom sluqae pravilo vetvleniØ (ØvlØ¸weesØ odnoæ iz osnovnyh teorem teorii) voznikaet estestvennym obrazom, a ne kak final~- noe sledstvie postroeniØ vseæ teorii.

(3) Simmetriqeskie gruppy ØvlØ¸tsØ gruppami Koksetera, i metodika, primenimaØ k fftim gruppam, dolßna byt~ primenima i ko vsem klassiqeskim seriØm kokseterovskih grupp.

V fftoæ stat~e my predlagaem novyæ podhod, udovletvorØ¸wiæ sformulirovannym vyxe principam i dela¸wiæ vs¸ teori¸ bolee estestvennoæ i prostoæ. Vaßnymi dlØ naxego metoda ØvlØ¸tsØ sledu¸wie ponØtiØ: (1) Algebra i bazis Gel~fanda–Cetlina (GZ-algebra i GZ-bazis). (2) �lementy ıcisa–Merfi (JM-fflementy).

(3) Algebry s lokal~noæ sistemoæ obrazu¸wih, kak obwiæ kontekst teorii.

Bazis Gel~fanda–Cetlina byl opredelen I. M. Gel~fandom i M. L. Cetlinym v pØtidesØtyh godah [GZ1, GZ2] dlØ unitarnoæ i ortogonal~noæ grupp. Obwee ponØtie GZ-algebry dlØ induktivnyh predelov algebr moßet byt~ vvedeno tem ße sposobom i dlØ proizvol~nogo induktivnogo predela poluprostyh algebr (ffto bylo sdelano, naprimer, v [VK]).

PonØtie algebr ili grupp s lokal~noæ sistemoæ obrazu¸wih i lokal~nymi sootnoxeniØmi meßdu obrazu¸wimi (korotko – lokal~nyh algebr, grupp) obobwaet i vkl¸qaet v sebØ gruppy Koksetera, gruppy kos, algebry Gekke lokal~nosvobodnye algebry i dr. (sm. [V1, V2]). �to ponØtie pozvolØet opredelit~ indukcionnyæ process postroeniØ predstavleniæ, kotoryæ zdes~ primenØetsØ dlØ grupp S_n.

Special~nye obrazu¸wie GZ-algebry simmetriqeskoæ gruppy S_n byli vvedeny nezavisimo A.-A. A. ıcisom [Ju] i G. E. Merfi [Mu]. �ti JM-obrazu¸wie vyglØdØt sledu¸wim obrazom:

X_i = (1 i) + (2 i) + · · · + (i − 1 i), i = 1, 2, . . . , n;

X_0 = 0, X_1 = (1, 2), . . .

Suwestvuet invariantnyæ sposob ih opredeleniØ (sm. niße), primenimyæ dlØ oqen~ xirokogo klassa algebr s lokal~noæ sistemoæ obrazu¸wih, v qastnosti, dlØ vseh kokseterovskih grupp. Oqen~ suwestvenno, qto ffti obrazu¸wie ne leßat v centrah sootvetstvu¸wih gruppovyh algebr, odnako poroßda¸t GZalgebru, soderßawu¸ vse centry.

Sloßnost~ simmetriqeskoæ gruppy po sravneni¸, naprimer, s polnoæ lineænoæ gruppoæ sostoit v tom, qto kokseterovskie sootnoxeniØ

s_is_{i+1}s_i = s_{i+1}s_is_{i+1}

dlØ obrazu¸wih s_i gruppy S_k ne ime¸t vida kommutacionnyh sootnoxeniæ. Bolee togo, v gruppe S_k net takße nikakoæ dostatoqno bol~xoæ kommutativnoæ podgruppy, kotoraØ by mogla igrat~ rol~ kartanovskoæ podgruppy. NesmotrØ na ffto, nax podhod v otqasti napominaet teori¸ starxego vesa Kartana, gde rol~ kartanovoæ podgruppy igraet kommutativnaØ GZ-podalgebra algebry C [S_n ].

Obrazu¸wie ıcisa–Merfi fftoæ podalgebry mogut byt~ odnovremenno privedeny k diagonal~nomu vidu v l¸bom predstavlenii gruppy S_n, i vsØ teoriØ predstavleniæ fftoæ gruppy zakodirovana v ih spektre. Takim obrazom, zadaqa zakl¸qaetsØ v opisanii fftogo spektra, t.e., v tom, qtoby ponØt~, kakie sobstvennye znaqeniØ vozmoßny dlØ JM-fflementov, i kakie iz nih voznika¸t v konkretnom neprivodimom predstavlenii.

�ta zadaqa analogiqna opisani¸ starxih vesov reduktivnoæ gruppy. My rexaem ee, ispol~zuØ indukci¸ po n i fflementarnyæ analiz kommutacionnyh sootnoxeniæ

s_iX_i + 1 = X_{i+1}s_i , i = 1, 2, . . . , n − 1 (0.1)

meßdu JM-fflementami i kokseterovskimi obrazu¸wimi s_i. V nekotorom smysle, algebra H(2)(vyroßdennaØ affinnaØ algebra Gekke porØdka 2), poroßdennaØ obrazu¸weæ s_i i dvumØ kommutiru¸wimi fflementami X_i i X_{i+1} (obrazu¸waØ

X_{i+1} vyraßaetsØ qerez X_i i s_i), profaktorizovannaØ po sootnoxeni¸ 0.1, igraet

v naxeæ stat~e taku¸ ße rol~, kaku¸ igraet gruppa gl(2) v teorii predstavleniæ reduktivnyh grupp.

PorØdok izloßeniØ v stat~e sostoit v sledu¸wem. My opredelØem shemu vetvleniØ neprivodimyh predstavleniæ grupp S_n i dokazyvaem, qto ffto graf (a ne mul~tigraf), t. e., kratnosti neprivodimyh predstavleniæ grupp S_{n−1} pri ograniqenii na nih neprivodimyh predstavleniæ gruppy S_n – prostye. Zatem izuqaem maksimal~nu¸ kommutativnu¸ podalgebru gruppovoæ algebry – algebru Gel~fanda–Cetlina, ili GZ-algebru, diagonalizaciØ kotoroæ v kaßdom neprivodimom predstavlenii opredelØet lineænyæ bazis v nem i pokazyvaem, qto spektr fftoæ algebry est~ mnoßestvo celoqislennyh vektorov v R^n, opredelØemyh prostymi usloviØmi paragrafa §5 (tak nazyvaemye vektory soderßaniæ). V svo¸ oqered~ vektor, udovletvorØ¸wiæ fftim usloviØm, est~ ne qto inoe, kak vektor “soderßaniæ” kletok tablic ınga (takoæ vektor odnoznaqno opredelØet tablicu), i my prihodim, tem samym, k osnovnomu vyvodu, qto bazisy vseh neprivodimyh kompleksnyh predstavleniæ gruppy S_n zanumerovany tablicami ınga. Na vektorah soderßaniæ est~ otnoxenie ffkvivalentnosti – prinadleßnost~ k odnomu neprivodimomu predstavleni¸. DokazyvaetsØ, qto ffta ffkvivalentnost~ tablic oznaqaet, qto oni ime¸t odinakovye diagrammy ınga i ffto zaverxaet dokazatel~stvo glavnoæ teoremy – teoremy vetvleniØ: graf vetvleniØ (diagramma Bratteli) neprivodimyh predstavleniæ grupp S_n sovpadaet s grafom diagramm ınga (grafom ınga).

Dva obstoØtel~stva pozvolØ¸t realizovat~ fftot plan: vo-pervyh, vybor tak nazyvaemyh fflementov ıcisa–Merfi (JM-fflementov) v kaqestve obrazu¸- wih algebry Gel~fanda–Cetlina, otnositel~no kotoryh beretsØ spektr, i, vovtoryh, vozmoßnost~ prØmogo opisaniØ predstavleniæ vyroßdennoæ affinnoæ algebry Gekke H(2), igra¸weæ rol~ “priraweniØ” v induktivnom perehode ot gruppovoæ algebry C [S_{n−1} ] k gruppovoæ algebry C [S_n ]. �tot perehod vozmoßen blagodarØ roli, kotoru¸ igra¸t obrazu¸wie Koksetera grupp S_n i sootnoxeniØ Koksetera meßdu nimi: oni neposredstvenno da¸t usloviØ na fflementy spektra GZ-algebry – vektory soderßaniæ. Odno iz osnovnyh preimuwestv naxego postroeniØ teorii predstavleniæ simmetriqeskih grupp (i drugih seriæ kokseterovskih grupp) zakl¸qaetsØ v tom, qto my poluqaem pravilo vetvleniØ odnovremenno s opisaniem predstavleniæ i vvodim diagrammy i tablicy ınga ispol~zuØ tol~ko analiz spektra GZ-algebry. Moßno skazat~, qto nax plan realizuet takße nekommutativnyæ variant analiza Fur~e na simmetriqeskih gruppah, v silu kotorogo mnoßestvo tablic ınga poØvlØetsØ estestvenno v kaqestve spektra dvoæstvennogo ob¨ekta gruppy S_n, a mnoßestvo diagramm daet spisok predstavleniæ.

Kak priloßenie fftih rezul~tatov my vyvodim klassiqeskie formuly ınga dlØ deæstviØ kokseterovskih obrazu¸wih s_i gruppy S_n i novoe dokazatel~stvo pravila Murnagana–NakaØmy dlØ harakterov fftoæ gruppy. Posledniæ xag v dokazatel~stve formul ınga sovpadaet s rabotoæ [Mu]. Na samom dele, v rabote Merfi fflementy X_i i vvodilis~ dlØ vyvoda formul ınga. Odnako, v otliqie ot raboty [Mu], my ne predpolagaem izvestnym ni odin fakt iz teorii predstavleniæ S_n, a, naoborot, vyvodim vse iz issledovaniØ prostyh kommutacionnyh sootnoxeniæ^3.

PervaØ popytka razrabotki novogo podhoda k teorii predstavleniæ simmetriqeskoæ gruppy byla sdelana v rabotah [V1], [V2], v kotoryh vvodilos~ ponØtie algebr s lokal~noæ sistemoæ obrazu¸wih. Pravilo vetvleniØ i ortogonal~naØ forma ınga byli poluqeny v [V1] iz kokseterovskih sootnoxeniæ dlØ obrazu¸wih gruppy S_n i predpoloßeniØ, qto graf vetvleniØ (sm. niße) gruppy

S_n ØvlØetsØ diagrammoæ Hasse distributivnoæ rexetki. Podhod, predlagaemyæ

v fftoæ stat~e, ne trebuet kakih-libo dopolnitel~nyh predpoloßeniæ.

Naxa shema moßet byt~ primenena k nekotorym drugim algebram s lokal~- noæ sistemoæ obrazu¸wih, i v pervu¸ oqered~, ko vsem kokseterovskim gruppam seriæ B-C-D i k spleteni¸ simmetriqeskih grupp s nekotorymi koneqnymi gruppami. Vse ffti obobweniØ budut rassmotreny v dal~neæxih rabotah.

My ne delaem popytki dat~ polnu¸ bibliografi¸ po predmetu. PodhodØwie analogi fflementov ıcisa-Merfi dlØ beskoneqnoæ simmetriqeskoæ gruppy

S_∞ okazalis~ qrezvyqaæno mownym instrumentom dlØ izuqeniØ beskoneqnomer-

noæ teorii predstavleniæ [Ok1, Ok2, Ol1, Ol2]. O beskoneqnoæ simmetriqeskoæ gruppe sm. takße [KOV, VV1, VK, KOV1]. V serii rabot [V1, V2, VV1] pervyæ avtor razvivaet novyæ podhod k teorii predstavleniæ gruppy S_n, svØzannyæ s asimptotiqeskimi zadaqami.

Suwestvuet bol~xoe koliqestvo drugih priloßeniæ JM-fflementov k klassiqeskoæ teorii predstavleniæ (sm., naprimer, [DG]; my uznali ob fftom vaßnom preprinte posle togo, kak stat~Ø byla zaverxena). �lementy ıcisa–Merfi

3S toqki zreniØ tradicionnoæ teorii predstavleniæ grupp Sn, moßet pokazat~sØ, qto v ispol~zovanii induktivnyh semeæstv S_1 ⊂ · · · ⊂ Sn�_1 ⊂ Sn dlØ celeæ postroeniØ teorii predstavleniæ odnoæ gruppy Sn est~ fflement proizvola (takih semeæstv mnogo, hotØ oni i izomorfny). No imenno ffta “neinvariantnost~” podhoda pozvolØet svØzat~ teori¸ s diagrammami i tablicami ınga – bez nee net teoremy vetvleniØ, net GZ-bazisov, RSK sootvetstviØ i pr. Bolee togo, sootvetstvie “neprivodimye predstavleniØ”↔“diagrammy ınga” bez fiksacii induktivnyh semeæstv terØet toqnyæ smysl i ostaetsØ lix~ proizvol~nym aktom konstrukcii moduleæ Xpehta. RazumeetsØ, drugie induktivnye cepoqki (naprimer, S2 ⊂ S4 ⊂ . . . s periodiqeskimi vloßeniØmi) privodØt k drugim teoremam vetvleniØ i k drugim bazisam.

estestvennym obrazom voznika¸t v svØzi s vysximi toßdestvami Kapelli [Ok3]. V rabotah [Ch, D] ffti fflementy rassmatrivalis~ v kontekste teorii vyroßdennyh affinnyh algebr Gekke. �lementy ıcisa–Merfi dlØ kokseterovskih grupp byli opredeleny v [N, R], iz bolee rannih rabot upomØnem [Mo].

V dal~neæxem predpolagaetsØ, qto qitatel~ znakom tol~ko s fflementarnymi faktami abstraktnoæ teorii predstavleniæ koneqnyh grupp. My ne ispol~zuem nikakih faktov iz teorii predstavleniæ simmetriqeskih grupp.

My hotim poblagodarit~ M. Nazarova za poleznye svedeniØ o literature, S. Kerova i G. Ol~xanskogo za diskussii po fftomu voprosu, i recenzenta za ego zameqaniØ.

Kratkoe soobwenie o naxih rezul~tatah bylo sdelano v [VO96]. 1. Algebra i bazis Gel~fanda–Cetlina.

Rassmotrim induktivnu¸ cepoqku koneqnyh grupp

{1} = G(0) ⊂ G(1) ⊂ G(2) ⊂ . . . . (1.1)

Oboznaqim qerez G(n)^∧ mnoßestvo klassov ffkvivalentnosti neprivodimyh kompleksnyh predstavleniæ gruppy G(n). Grafom (toqnee, mul~tigrafom) vetvleniØ, (ili diagrammoæ Bratteli) fftoæ cepoqki po opredeleni¸ ØvlØetsØ sledu¸wiæ orientiruemyæ graf: verxinami grafa ØvlØ¸tsØ fflementy mnoßestva (nesvØznogo ob¨edineniØ) ⋃

n¿0^{G(n)} ∧. Oboznaqim G(n)-modul~, otveqa¸wiæ predstavleni¸ λ ∈ G(n)^∧ qerez V^λ. Verxiny μ ∈ G(n − 1)^∧ i λ ∈ G(n)^∧ soedineny k orientirovannymi rebrami (iz λ v μ), esli

k = dim Hom_{G(n−1)}(V^μ, V^λ) ,

to est~, esli k est~ kratnost~ predstavleniØ μ v ograniqenii predstavleniØ λ na gruppu G(n − 1). My budem nazyvat~ mnoßestvo G(n)^∧ n-m fftaßom grafa vetvleniØ, i my budem pisat~ μ ↗ λ, esli verxiny μ i λ soedineny rebrom v grafe vetvleniØ, i μ ⊂ λ, gde μ ∈ G(k)^∧, λ ∈ G(n)^∧, i k 6 n, esli kratnost~ vhoßdeniØ predstavleniØ μ v sußenie predstavleniØ λ na podgruppu G(k) bol~xe nulØ. Inaqe govorØ,

μ ⊂ λ, esli suwestvuet put~ iz μ v λ v grafe vetvleniØ. Edinstvennyæ fflement

mnoßestva G(0)^∧ oboznaqim qerez ?. To ße opredelenie grafa vetvleniØ moßno dat~ i dlØ proizvol~nogo induktivnogo semeæstva koneqnomernyh poluprostyh algebr M(0) ⊂ M(1) ⊂ M(2) ⊂ . . . . Sm. [VK] i privedennu¸ tam literaturu. Esli kratnosti ograniqeniæ ravny 0 i 1, to ffta diagramma est~ graf (a ne mul~tigraf); v takih sluqaØh govorØt o prostyh kratnostØh ili o prostom vetvlenii. Horoxo izvestno, i my pokaßem v sledu¸wem paragrafe, qto ffto tak dlØ cepoqki simmetriqeskih grupp G(n) = S_n (sm. takße, naprimer, [JK, J]). V fftom sluqae razloßenie

V^λ = ⨁ μ∈G(n−1)^∧,μ↗λ V^μ v summu G(n − 1)-podmoduleæ opredeleno odnoznaqno. Po indukcii my poluqaem kanoniqeskoe razloßenie modulØ V^λ na G(0)-moduli (t.e., na odnomernye podprostranstva)

V^λ = ⨁ T V_T , kotorye numeru¸tsØ vsemi vozmoßnymi cepoqkami

T = λ_0 ↗ λ_1 ↗ . . . ↗ λ_n, (1.2)

gde λ_i ∈ G(i)^∧ i λ_n = λ. Takie cepoqki – ffto vozrasta¸wie puti v grafe (ili mul~tigrafe) vetvleniØ, iduwie ot verxiny ? k verxine λ.

VybiraØ v kaßdom odnomernom prostranstve V_T po ediniqnomu (otnositel~- no G(n)-invariantnogo skalØrnogo proizvedeniØ (· , ·) v V^λ) vektoru v_T , my poluqaem bazis {v_T } v module V^λ, kotoryæ nazyvaetsØ bazisom Gel~fanda–Cetlina (GZ-bazisom). V rabotah [GZ1, GZ2] takoæ bazis zadavalsØ dlØ predstavleniæ grupp SO(n) i U(n); my ispol~zuem to ße nazvanie v obweæ situacii (sm. [VK]). Iz opredeleniØ v_T oqevidno, qto C [G(i)] · vT , i = 1, 2, . . . , n, (1.3) est~ neprivodimyæ G(i)-modul~ V^{λi} . Oqevidno takße, qto vektor v_T odnoznaqno (s toqnost~¸ do mnoßitelØ) fftim svoæstvom opredelØetsØ.

Oboznaqim qerez Z(n) centr algebry C [G(n)]. Rassmotrim podalgebru

GZ(n) ⊂ C [G(n)], poroßdennu¸ podalgebrami Z(1), Z(2), . . . , Z(n) algebry C [G(n)]. Legko videt~, qto algebra GZ(n) kommutativna. Ona nazyvaetsØ podalgebroæ Gel~fanda-Cetlina (GZ-algebroæ) induktivnogo semeæstva (gruppovyh) algebr. Napomnim sledu¸wiæ fundamental~nyæ izomorfizm

C [G(n)] =^⨁_{λ∈G(n)∧} End (V^λ). (1.4)

(Summa beretsØ po vsem klassam ffkvivalentnyh neprivodimyh kompleksnyh predstavleniæ.)

Predloßenie 1.1. Algebra GZ(n) est~ algebra vseh operatorov, diagonal~nyh v

bazise Gel~fanda–Cetlina. V qastnosti, algebra GZ(n) est~ maksimal~naØ kommutativnaØ podalgebra algebry C [G(n)].

Dokazatel~stvo. Oboznaqim qerez PT ∈ GZ(n) proizvedenie central~nyh idempotentov P_{λ1}P_{λ2} . . . P_λ, P_{λi} ∈ Z(i) ,

otveqa¸wih predstavleniØm λ_1, λ_2, . . . , λ sootvetstvenno. Oqevidno, P_T est~ proektor na V_T . Takim obrazom, algebra GZ(n) soderßit algebru operatorov, diagonal~nyh v bazise {v_T }, kotoraØ ØvlØetsØ maksimal~noæ kommutativnoæ podalgebroæ. Poskol~ku algebra GZ(n) kommutativna, predloßenie dokazano. � Zameqanie 1.2. Otmetim, qto, v silu predyduwego predloßeniØ, l¸boæ vektor iz bazisa Gel~fanda–Cetlina v l¸bom neprivodimom predstavlenii gruppy

G(n) edinstvennym obrazom (s toqnost~¸ do skalØrnogo somnoßitelØ) opredelØ-

etsØ otveqa¸wimi fftomu vektoru sobstvennymi znaqeniØmi fflementov algebry GZ(n). Zameqanie 1.3. DlØ proizvol~nogo induktivnogo semeæstva poluprostyh algebr GZ-podalgebra ØvlØetsØ maksimal~noæ kommutativnoæ algebroæ v tom i tol~ko v tom sluqae, esli graf vetvleniØ ne soderßit kratnyh reber.

Sledu¸wiæ kriteriæ prostoty vetvleniØ ispol~zuet vaßnoe ponØtie centralizatora. Pust~ M – poluprostaØ koneqnomernaØ C -algebra i N – ee podalgebra; centralizatorom Z(M, N) pary nazyvaetsØ podalgebra vseh fflementov M, kommutiru¸wih s N.

Predloßenie 1.4. Sledu¸wie dva utverßdeniØ ffkvivalentny

(1) Ograniqenie koneqnomernyh neprivodimyh kompleksnyh predstavleniæ algebry M na podalgebru N imeet prostu¸ kratnost~.

(2) Centralizator Z(M, N) kommutativen.

Dokazatel~stvo. Pust~ V^μ i V^λ – koneqnomernye prostranstva neprivodimyh predstavleniæ algebr N i M sootvetstvenno. Rassmotrim M-modul~

Hom_N (V^μ, V^λ). On ØvlØetsØ neprivodimym Z(M, N) modulem i, sledovatel~no,

odnomernym, esli centralizator kommutativen.

Naoborot, esli suwestvuet bolee qem odnomernoe neprivodimoe predstavlenie centralizatora Z(M, N), to tem samym kratnost~ ograniqeniØ nekotorogo predstavleniØ algebry M na podalgebru N takße bol~xe edinicy.

�

V sledu¸wem paragrafe my primenim fftot kriteriæ k gruppovym algebram simmetriqeskih grupp. 2. �lementy ıcisa–Merfi.

S fftogo momenta my polagaem G(n) = S_n, i budem izuqat~ strukturu algebry Gel~fanda–Cetlina s pomow~¸ special~- nogo bazisa.

DlØ i = 1, 2, . . . , n rassmotrim sledu¸wie fflementy X_i ∈ C [S_n]

X_i = (1 i) + (2 i) + · · · + (i − 1 i).

V qastnosti, X_1 = 0. �ti fflementy my vsled za M. Hazarovym [N] budem nazyvat~ fflementami ıcisa–Merfi (ili JM-fflementami); oni byli vvedeny nezavisimo v [Ju] i [Mu].

Oqevidno, qto

X_i = summa vseh transpoziciæ v S_i – summa vseh transpoziciæ v S_{i−1}, (2.1)

t.e. raznost~ central~nogo fflementa iz Z(i) i fflementa iz Z(i − 1). Pofftomu

X_i ∈ GZ(n) pri vseh i 6 n. V qastnosti, ots¸da sleduet, qto fflementy ıcisa–

Merfi kommutiru¸t.

Pust~ A, B, . . . C – fflementy ili podalgebry nekotoroæ algebry M, qerez

⟨A, B, . . . , C⟩ budem oboznaqat~ podalgebru algebry M, poroßdennu¸ A, B, . . . , C.

Teorema 2.1. Rassmotrim v algebre C [Sn] ee centr – Z(n) i centr Z(n − 1) pod-

algebry C [S_{n−1}] → C [S_n ]. Togda Z(n) ⊂ ⟨Z(n − 1), X_n⟩. Dokazatel~stvo. Napomnim, qto

X_n = n−1∑ i=i (i, n) = n∑ i≠j;i,j=1 (i, j) − n−1∑ i≠j;i,j=1 (i, j). Vtoroe slagaemoe leßit v Z(n − 1), pofftomu pervoe leßit v ⟨Z(n − 1), X_n⟩. Rassmotrim

X^2_n = n∑ i,j=1 (i, n)(j, n) = n−1∑ i≠j;i,j=1 (i, j, n) + (n − 1)I. Sledovatel~no, fflement ∑_{n−1} i≠j;i,j=1(i, j, n) leßit v algebre ⟨Z(n−1), Xn⟩. DobavlØØ

k nemu fflement iz Z(n − 1)_{n−1} ∑ i≠j≠k;i,j,k=1 (i, j, k) my poluqim sledu¸wiæ fflement iz Z(n): n∑ i≠j≠k;i,j,k=1 (i, j, k). Takim obrazom, my dokazali, qto indikator klassa soprØßennosti v S_n ciklov 3-h fflementov takße leßit v ⟨Z(n − 1), X_n⟩.

Primenim indukci¸ i rassmotrim obwiæ sluqaæ X_n· n∑ i1,...,i_{k−}1=1 (i_1, . . . , i_{k−1}, n) = ∑ i≠i_s,s=1,...,n−1 (i, n)(i_1, . . . , i_{k−1}, n)+ ∑ i,i1,...,i_{k−}1 (i, i_1, . . . , i_{k−1}, n). DobavlØØ k pervomu slagaemomu klass n∑ i,j,i1,...,i_{k−}1=1 (i, j)(i_1, . . . , i_{k−1}),

leßawiæ v Z(n − 1), my poluqim klass soprØßennosti proizvedeniØ cikla dliny 2 na cikl dliny k v S_n, t.e., poluqim fflement Z(n). Sledovatel~no, vtoroe slagaemoe, klass cikla dliny k + 1 – takße leßit v ⟨Z(n − 1), X_n⟩. OpØt~-taki, skladyvaØ vtoroe slagaemoe s fflementom ∑ i,i1,...,i_k (i, i_1, . . . , i_{k−1}, i_k) ∈ Z(n − 1), my poluqim klass soprØßennosti cikla dliny k + 1 v gruppe S_n.

Itak, klassy vseh odnociklovyh^4 podstanovok v S_n leßat v algebre ⟨Z(n −

1), X_n⟩. OstaetsØ primenit~ klassiqesku¸ teoremu o tom, qto centr C [S_n] po-

roßdaetsØ mul~tiplikativnymi obrazu¸wimi – klassami odnociklovyh podstanovok. �ta teorema svoditsØ k utverßdeni¸ o tom, qto stepennye summy ∑_n i=1 x^r_i ≡ p_r obrazu¸t mul~tiplikativnyæ bazis v kol~ce simmetriqeskih funk-

ciæ [M, gl. 1]. Takim obrazom Z(n) ⊂ ⟨Z(n − 1), X_n⟩.

�

Sledstvie 2.2. Algebra Gel~fanda–Cetlina poroßdaetsØ fflementami ıcisa–

Merfi: GZ(n) = ⟨X_1, X_2, . . . , X_n⟩. Dokazatel~stvo. Po opredeleni¸ GZ(n) = ⟨Z(1), . . . , Z(n)⟩. Oqevidno GZ(2) = C [S_2 ] = ⟨X_1 = 0, X_2⟩ = C .

Pust~ dokazano, qto GZ(n − 1) = ⟨X_1, . . . , X_{n−1}⟩. Togda trebuetsØ dokazat~, qto GZ(n) = ⟨GZ(n − 1), X_n⟩. Vkl¸qenie GZ(n) ⊃ ⟨GZ(n − 1), X_n⟩. oqevidno, pofftomu dostatoqno proverit~, qto Z(n) ⊂ ⟨GZ(n − 1), X_n⟩. No po teoreme 2.1 Z(n) ⊂ ⟨Z(n − 1), X_n⟩ ⊂ ⟨GZ(n − 1), X_n⟩.

�

Zameqanie 2.3. Obratim vnimanie na to, qto JM-fflementy ne leßat v sootvetstvu¸wih centrah: X_k ∉ Z(k), k = 1, . . . , n. Kazalos~ by estestvenno iskat~ bazis algebry GZ(n) iz fflementov centrov Z(1), . . . , Z(n). Odnako, poleznym okazyvaetsØ “necentral~nyæ” bazis.

4Pod odnociklovymi ponima¸tsØ podstanovki, ime¸wie odin neediniqnyæ cikl.

Teorema 2.4. Centralizator Z(n − 1, 1) ≡ Z(C [Sn ], C [Sn−1]) podalgebry C [Sn−1] v

algebre C [S_n] poroßden centrom Z(n − 1) podalgebry C [S_{n−1}] i fflementom X_n: Z(n − 1, 1) = ⟨Z(n − 1), X_n⟩. Dokazatel~stvo. Lineænyæ bazis v centralizatore Z(n−1, 1) est~ ob¨edinenie lineænogo bazisa v Z(n − 1) s klassami vida ∑ (i^{(1)}_1 , . . . , i^{(1)}_{k1−1}, n)(i^{(2)}_1 , . . . , i^{(2)}_{k2} . . . (i^{(3)}_1 , . . . , i^{(3)}_{k3} ),

gde summirovanie vedetsØ po razliqnym indeksam i^l_s, probega¸wim qisla ot 1 do n − 1. No, skladyvaØ, kak i v dokazatel~stve teoremy 2.1, takie klassy s klassami iz Z(n − 1) ∑ (i^{(1)}_1 , . . . , i^{(1)}_{k1} )(i^{(2)}_1 , . . . , i^{(2)}_{k2} . . . (i^{(3)}_1 , . . . , i^{(3)}_{k3} )

(summirovanie po vsem indeksam ot 1 do n − 1), my poluqim vse klassy iz Z(n). Sledovatel~no, lineænyæ bazis v Z(n − 1, 1) moßno poluqit~ kak lineænu¸ kombinaci¸ fflementov bazisov Z(n − 1) i Z(n), t.e., Z(n − 1, 1) ⊂ ⟨Z(n − 1), Z(n)⟩. A tak kak Z(n) ⊂ ⟨Z(n − 1), X_n⟩ (teorema 2.1), to teorema dokazana. �

Teorema 2.5. Vetvlenie cepoqki C [S1 ] ⊂ · · · ⊂ C [Sn] – prostoe, t.e., kratnosti

ograniqeniæ neprivodimogo predstavleniØ algebry C [S_n ] na podalgebru C [S_{n−1}] ravny 0 ili 1.

Dokazatel~stvo. Poskol~ku centralizator Z(n − 1, 1) kommutativen (t.k. Z(n −

1, 1) ⊂ ⟨Z(n − 1), X_n⟩), to dostatoqno primenit~ kriteriæ prostoty iz predloße-

niØ 1.4. �

Sledstvie 2.6. Algebra GZ(n) ØvlØetsØ maksimal~noæ kommutativnoæ podalge-

broæ algebry C [S_n ]. Pofftomu v kaßdom neprivodimom predstavlenii gruppy S_n zadan bazis Gel~fanda–Cetlina iz odnomernyh podprostranstv.

�tot bazis nazyvaetsØ bazisom ınga. A. ıng rassmatrival ego v predstavleniØh, no ne mog opisat~ ego, kak global~nyæ bazis, dlØ qego nußny neizvestnye v to vremØ GZ-algebra i JM-fflementy.

Bazis ınga ØvlØetsØ obwim bazisom iz sobstvennyh vektorov dlØ JMfflementov. Pust~ v – vektor fftogo bazisa, v nekotorom neprivodimom predstavlenii oboznaqim qerez

α(v) = (a_1, . . . , a_n) ∈ C^n

sobstvennye znaqeniØ, kotorye prinima¸t na v fflementy X_1, . . . , X_n. Nazovem vektor α(v) vesom vektora v. Oboznaqim qerez

Spec (n) = {α(v), v prinadleßit bazisu ınga}

spektr JM-fflementov. V silu predloßeniØ 2.1 i zameqaniØ 1.2 toqka α(v) ∈

Spec (n) zadaet vektor s toqnost~¸ do skalØrnogo mnoßitelØ. PonØtno, qto

|Spec (n)| = ∑ λ∈S^∧_n dim λ. Inaqe govorØ, razmernost~ algebry Gel~fanda–Cetlina ravna summe razmernosteæ vseh poparno neffkvivalentnyh neprivodimyh predstavleniæ.

Po opredeleni¸ bazisa ınga mnoßestvo Spec (n) nahoditsØ v estestvennom sootvetstvii s mnoßestvom puteæ (1.2) v grafe vetvleniØ. Oboznaqim ffto sootvetstvie qerez T → α(T ), α → T_α. Oboznaqim qerez v_α vektor bazisa ınga (edinstvennyæ s toqnost~¸ do nenulevogo skalØrnogo mnoßitelØ), otveqa¸wiæ vesu α. Suwestvuet sledu¸wee estestvennoe otnoxenie ffkvivalentnosti ∼ na mnoßestve Spec (n). My budem pisat~ α ∼ β, α, β ∈ Spec (n), esli vektory v_α i v_β leßat v odnom neprivodimom S_n-module, inaqe govorØ, esli puti T_α i T_β ime¸t obwiæ konec. PonØtno, qto |Spec (n)/ ∼ | = |S^∧_n |. Nax plan sostoit v tom, qtoby

(1) opisat~ mnoßestvo Spec (n), (2) opisat~ otnoxenie ffkvivalentnosti ∼, (3) vyqislit~ matriqnye fflementy v bazise ınga, (4) vyqislit~ haraktery neprivodimyh predstavleniæ.

3. Deæstvie obrazu¸wih i algebra H(2).

Kokseterovskie obrazu¸wie s_i = (i i + 1), i = 1, . . . , n − 1, gruppy S_n kommutiru¸t, esli tol~ko oni ne sosednie. �to svoæstvo bylo nazvano v [V1] lokal~nost~¸. “Lokal~nost~” zdes~ ponimaetsØ v fiziqeskom smysle fftogo slova; ona oznaqaet, qto razdelennye v prostranstve obrazu¸wie kommutiru¸t i, znaqit, ne vliØ¸t drug na druga. Lokal~nost~ proØvlØetsØ v sledu- ¸wem svoæstve bazisa ınga.

Predloßenie 3.1. DlØ l¸bogo vektora v_T , T = λ_0 ↗ . . . ↗ λ_n, λ_i ∈ S^∧_i i l¸bogo k = 1, . . . , n − 1 vektor s_k · v_T ØvlØetsØ lineænoæ kombinacieæ vektorov v_T ′ , T^′ = λ^′_0 ↗ . . . ↗ λ^′_n, λ^′_i ∈ S^∧_i , dlØ kotoryh λ^′_i = λ_i, i ≠ k. Drugimi slovami, deæstvie obrazu¸wiæ s_k otraßaetsØ tol~ko na k-m fftaße grafa vetvleniØ.

Dokazatel~stvo. Pust~ i > k. Tak kak sk ∈ Si, i modul~ C [Si ] · vT neprivodim, to C [Si] sk · vT = C [Si ] · vT = V^{λi} , (3.1) gde V^{λi} – neprivodimyæ S_i-modul~, otveqa¸wiæ verxine λ_i ∈ S^∧_i .

Poskol~ku s_k kommutiruet s podgruppoæ S_i, to (3.1) verno i dlØ vseh i < k. Znaqit, v silu (1.3), vektor s_k · v_T moßet razlagat~sØ tol~ko po takim vektoram

v_T ′ , kotorye udovletvorØ¸t usloviØm predloßeniØ. �

Takim ße obrazom nesloßno pokazat~, qto kofffficienty fftoæ lineænoæ kombinacii zavisØt tol~ko ot λ_{k−1}, λ_k, λ^′_k, λ_{k+1} i ot vybora normirovki dlØ vektorov ınga. Takim obrazom, obrazu¸waØ s_k izmenØet koordinaty puti tol~ko na k-m fftaße, a kofffficienty sootvetstvu¸weæ matricy zavisØt tol~ko ot koordinat puti na fftaßah grafa vetvleniØ s nomerami k − 1, k, k + 1. Bolee podrobnye formuly dany v §4.

Dokazannoe predloßenie legko sleduet takße iz oqevidnyh sootnoxeniæ

s_iX_j = X_j s_i, j ≠ i, i + 1. (3.2)

Bolee interesnoe (i horoxo izvestnoe) sootnoxenie svØzyvaet s_i c X_i i X_{i+1}. My imeem

s_iX_i + 1 = X_{i+1}s_i, (3.3)

qto oqevidnym obrazom perepisyvaetsØ v vide

s_iX_is_i + s_i = X_{i+1}.

Deæstvie JM-fflementov na bazis ınga takße lokal~no. Iz (2.1) oqevidno sleduet, qto esli dlØ puti T = λ_0 ↗ . . . ↗ λ_n, my rassmotrim sobstvennye znaqeniØ α(T ) = (a_1, . . . , a_n), to dlØ vseh k znaqenie a_k budet raznost~¸ funkcii, zavisØweæ ot λ_k i funkcii, zavisØweæ ot λ_{k−1}.

Oboznaqim qerez H(2) algebru, poroßdennu¸ fflementami Y_1, Y_2 i s, udovletvorØ¸wimi sootnoxeniØm

s^2 = 1, Y_1Y_2 = Y_2Y_1, sY_1 + 1 = Y_2s.

Obrazu¸wu¸ Y_2 moßno iskl¸qit~, tak kak Y_1 = sY_2s + s, pofftomu algebra H(2) poroßdena obrazu¸wimi Y_1 i s, no tehniqeski udobnee vkl¸qat~ v qislo obrazu¸wih i Y_2.

�ta algebra zanimaet central~noe mesto v dal~neæxem izloßenii. Ona ØvlØetsØ prosteæxim primerom vyroßdennoæ affinnoæ algebry Gekke, sm. dalee. Uße neposredstvenno iz fftih sootnoxeniæ moßno vyvesti, qto neprivodimye koneqnomernye predstavleniØ fftoæ algebry libo odnomerny, libo dvumerny. Deæstvitel~no, poskol~ku obrazu¸wie Y_1 i Y_2 kommutiru¸t, to oni oblada¸t obwim bazisom iz sobstvennyh vektorov; vzØv l¸boæ vektor v iz nih i primeniv k nemu invol¸ci¸ s my poluqim ne bolee qem dvumernoe H(2)-invariantnoe podprostranstvo. Vaßnost~ algebry H(2) osnovana na sledu¸wem oqevidnom, no poleznom fakte.

Predloßenie 3.2. Algebra C [Sn] poroßdena algebroæ C [Sn−1 ] i algebroæ H(2) s

obrazu¸wimi Y_1 = X_{n−1}, Y_2 = X_n, s = s_n, gde X_{n−1}, X_n – sootvetstvu¸wie JMfflementy, a s_n = (n − 1, n) – kokseterovskaØ obrazu¸waØ.

Koneqno, algebra C [S_n ] poroßdena podalgebroæ C [S_{n−1}] i odnoæ obrazu¸weæ

s_n, no imenno uqet izbytoqnyh obrazu¸wih X_{n−1} i X_n daet osnovy dlØ indukcii

– kaßdyæ xag ot n − 1 k n svoditsØ k izuqeni¸ predstavleniØ algebry H(2).

Drugoe vaßnoe svoæstvo kokseterovskih obrazu¸wih i JM-fflementov sostoit v tom, qto sootnoxeniØ meßdu nimi invariantny otnositel~no sdviga indeksov. Takie sootnoxeniØ byli nazvany v rabote [V1] stacionarnymi sootnoxeniØmi.

Zameqanie 3.3. VyroßdennaØ affinnaØ algebra Gekke H(n) poroßdena kommutiru¸wimi peremennymi Y_1, Y_2, . . . , Y_n i kokseterovskimi invol¸ciØmi s_1, . . . , s_{n−1} s sootnoxeniØmi (3.2), (3.3), sm. [D, Ch]. Esli poloßit~ Y_1 = 0, to faktor H(n) po sootvetstvu¸wemu idealu kanoniqeski izomorfno otobraßaetsØ na C [S_n ].

4. Neprivodimye predstavleniØ algebry H(2).

Kak uße otmeqalos~ v paragrafe §3, vse neprivodimye predstavleniØ algebry H(2) ne bolee qem dvumerny i soderßat vektor v, dlØ kotorogo Y_1v = av, Y_2v = bv, a, b ∈ C . Esli vektory v i sv lineæno nezavisimy, to iz sootnoxeniØ

sY_1 + 1 = Y_2s (4.1)

sleduet, qto fflementy Y_1 i Y_2 deæstvu¸t v bazise v, sv sledu¸wim obrazom:

Y_1 = ( a −1 0 b ) , Y_2 = ( b 1 0 a ) , s = ( 0 1 1 0 ) . Esli b ≠ a ± 1 to ffto predstavlenie neprivodimo; oboznaqim ego qerez π_{a,b}. Esli

b = a ± 1 to ffto predstavlenie soderßit edinstvennoe odnomernoe podpredsta-

vlenie Y_1 → a, Y_1 → b, s_1 → ±1,

v kotorom vektory v i sv kollinearny, i naoborot, esli vektory v, sv kollinearny, to sv = ±v, i iz (4.1) sleduet, qto b = a ± 1. Zametim, qto vsegda a ≠ b, tak kak v protivnom sluqae operatory π_{a,b}(Y_i) ne diagonalizuemy, i pofftomu takie predstavleniØ ne mogut vstretitsØ v deæstvii na bazise ınga. Esli a ≠ b, to operatory π_{a,b} diagonalizu¸tsØ, naprimer, sledu¸wim obrazom

Y_1 = ( a 0 0 b ) , Y_2 = ( b 0 0 a ) , s_1 = (_{1b−a} 1 −^1_{(b−a)2}

1^1_{a−b} ) . (4.2)

Sformuliruem naxi rezul~taty v vide predloßeniØ, kotoroe opisyvaet predstavleniØ v terminah preobrazovaniæ vesov (t.e. vektorov sobstvennyh znaqeniæ).

Predloßenie 4.1. Pust~ α = (a_1, . . . , a_i, a_{i+1}, . . . , a_n) ∈ Spec (n). Togda a_i ∈ Zi

(1) a_i ≠ a_{i+1} dlØ vseh i, (2) esli a_{i+1} = a_i ± 1, to s_i · v_α = ±v_α, (3) esli a_{i+1} ≠ a_i ± 1, to

α^′ = s_i · α = (a_1, . . . , a_{i+1}, a_i, . . . , a_n) ∈ Spec (n)

i α^′ ∼ α (sm. opredelenie ∼ v paragrafe §2). Krome togo, v_α′ = ( s_i − 1 a_{i+1} − a_i ) v_α, i fflementy s_i, X_i, X_{i+1} deæstvu¸t v bazise v_α, v_α′ po formulam (4.2), gde fflement Y_1 nußno zamenit~ na X_i, i fflement Y_2 – na X_{i+1}.

Napomnim, qto transpoziciØ s_i iz punkta (3) predloßeniØ 4.1 est~ kokseterovskaØ transpoziciØ. Qtoby podqerknut~ ih rol~ v kontekste fftogo paragrafa (kak operaciæ na vesah α) my nazovem ih dopustimymi transpoziciØmi. Dopustimye transpozicii sohranØ¸t mnoßestvo Spec (n) i mnoßestvo Cont (n), opredelennoe v sledu¸wem paragrafe. Dva sluqaØ fftogo predloßeniØ otveqa¸t sluqaØm cepoqki i romba iz paragrafa §7.

Otmetim, qto esli a_{i+1} ≠ a_i ± 1, to v bazise { v_α, ( 1 − 1 (a_{i+1} − a_i)^2 )_{−1/2}( s_i − 1 a_{i+1} − a_i ) v_α } matrica transpozicii s_i ortogonal~na,

s_i = ( 1/r √ 1 − 1/r^2 √ 1 − 1/r^2 −1/r ) , gde r = a_{i+1} − a_i. V rabotah ınga ffta raznost~ nazyvalas~ aksial~nym (osevym) rasstoØniem; ffto est~ raznost~ soderßaniæ (sm. §5) sootvetstvu¸wih kletok tablic ınga.

5. Osnovnye teoremy.

V fftom paragrafe my opixem mnoßestvo Spec (n), vvedennoe v paragrafe §2 i otnoxenie ffkvivalentnosti ∼. Vvedem mnoßestvo Cont (n) vektorov soderßaniØ dliny n.

Opredelenie._{α = (a}

1, . . . , a_n) ∈ Cont (n) ⊂ Z^n,

esli α udovletvorØet sledu¸wim usloviØm

(1) a_1 = 0, (2) {a_q −1, a_q +1}∩{a_1, . . . , a_{q−1}} ≠ ? dlØ vseh q > 1 (t.e., esli a_q > 0, to a_i = a_q −1 pri nekotorom i < q, a esli a_q < 0, to a_i = a_q + 1 pri nekotorom i < q), (3) esli a_p = a_q = a dlØ nekotorogo p < q, to {a − 1, a + 1} ⊂ {a_{p+1}, . . . , a_{q−1}} (t.e. meßdu dvumØ vhoßdeniØmi qisel a v vektor dolßny vhodit~ takße qisla a − 1 i a + 1).

PonØtno, qto

Cont (n) ⊂ Z^n.

Teorema 5.1._{Spec (n) ⊂ Cont (n).}

Nam potrebuetsØ sledu¸waØ lemma. Lemma 5.2. Pust~_{α = (a} 1, . . . , a_n) i a_i = a_{i+2} = a_{i+1}−1 dlØ nekotorogo i, t.e. vektor α soderßit fragment (a, a+1, a). Togda α /∈ Spec (n). Dokazatel~stvo lemmy. Pust~ α ∈ Spec (n). V silu qasti (2) predloßeniØ 5.1,

s_iv_α = v_α, s_{i+1}v_α = −v_α,

t.e., s_is_{i+1}s_iv_α = −v_α, a s_{i+1}s_is_{i+1}v_α = v_α, qto protivoreqit kokseterovskim sootnoxeniØm

s_is_{i+1}s_i = s_{i+1}s_is_{i+1}.�

Dokazatel~stvo teoremy. Pust~ α = (a1, . . . , an) ∈ Spec (n). Tak kak X1 = 0, to

a_1 = 0.

Proverim usloviØ (2) i (3) indukcieæ po n. Sluqaæ n = 2 oqeviden. Pust~ teper~ {a_n − 1, a_n + 1} ∩ {a_1, . . . , a_{n−1}} = ?. Togda transpoziciØ fflementov a_{n−1} i

a_n ØvlØetsØ dopustimoæ, i (a_1, . . . , a_{n−2}, a_n, a_{n−1}) ∈ Spec (n). Sledovatel~no, (a_1, . . . , a_{n−2}, a_n) ∈ Spec (n − 1) i, oqevidno, {a_n − 1, a_n + 1} ∩ {a_1, . . . , a_{n−2}} = ?,

qto protivoreqit induktivnomu predpoloßeni¸. �to dokazyvaet neobhodimost~ svoæstva (2).

Pust~ a_p = a_n = a dlØ nekotorogo p < n i pust~ a − 1 /∈ {a_{p+1}, . . . , a_{n−1}}. My moßem predpoloßit~, qto p vybrano maksimal~nym, t.e., qto meßdu a_p i a_n qislo a uße ne vstreqaetsØ: a /∈ {a_{p+1}, . . . , a_{n−1}}. Togda, v silu induktivnogo predpoloßeniØ, qislo a + 1 vstreqaetsØ v mnoßestve

{a_{p+1}, . . . , a_{n−1}} ne bolee odnogo raza. Deæstvitel~no, esli by ono vstreqalos~

hotØ by dva raza, to po indukcionnomu predpoloßeni¸ vstretilos~ by i qislo a. Takim obrazom, suwestvuet dve vozmoßnosti: ili (a_p, . . . , a_n) = (a, ∗, . . . , ∗, a), ili (a_p, . . . , a_n) = (a, ∗, . . . , ∗, a + 1, ∗, . . . , ∗, a), gde ∗, . . . , ∗ oznaqaet posledovatel~nost~ qisel, otliqnyh ot a − 1, a, a + 1.

V pervom sluqae, primenØØ n − p − 1 raz dopustimu¸ transpozici¸, my poluqim α ∼ α^′ = (. . . , a, a, . . . ), qto protivoreqit qasti (1) predloßeniØ 5.1.

Vo vtorom sluqae te ße rassußdeniØ privodØt nas k sootnoxeni¸ α ∼ α^′ = (. . . , a, a + 1, a, . . . ), qto protivoreqit lemme 5.2. �

Nam ponadobitsØ ewe odno otnoxenie ffkvivalentnosti. Budem pisat~ α ≈ β, α, β ∈ C^n , esli β ØvlØetsØ dopustimoæ perestanovkoæ fflementov α (proizvedeniem dopustimyh transpoziciæ). Teper~ my gotovy k poØvleni¸ diagramm i tablic ınga. A imenno, my uvidim, qto vektory iz Cont (n) est~ vektory soderßaniæ tablic ınga.

Napomnim opredeleniØ. Oboznaqim qerez Y graf ınga (sm. ris. 1). Po opredeleni¸, verxinami grafa YØvlØ¸tsØ diagrammy ınga, i dve verxiny ν i η soedineny orientirovannym rebrom, esli ν ⊂ η i raznost~ η/ν sostoit iz odnoæ kletki. V fftom sluqae my budem pisat~ ν ↗ η. DlØ l¸boæ kletki

� ∈ η moßno opredelit~ qislo

c(�) = x-koordinata kletki � – y-koordinata kletki �,

nazyvaemoe soderßaniem kletki � (sm. ris. 2).

Ris. 1. Graf ınga.

Ris. 2. SoderßaniØ kletok.

Oboznaqim qerez Tab(ν) mnoßestvo puteæ v grafe Y iz ? v ν; takie puti nazyva¸tsØ standartnymi tablicami ili tablicami ınga. Udobnyæ sposob predstavit~ put~ T ∈ Tab(ν) ? = ν0 ↗ . . . ↗ νn = ν zakl¸qaetsØ v tom, qtoby zapisat~ qisla 1, . . . , n v sootvetstvu¸wie kletki

ν_1/ν_0, . . . , ν_n/ν_{n−1} diagrammy ν_n. Oboznaqim

Tab(n) = ⋃ |ν|=n Tab(ν).

Sledu¸wee predloßenie moßet byt~ legko provereno.

Predloßenie 5.3. Pust~

T = ν_0 ↗ . . . ↗ ν_n ∈ Tab(n).

Otobraßenie T → (c(ν_1/ν_0), . . . , c(ν_n/ν_{n−0})) ØvlØetsØ biekcieæ mnoßestva tablic Tab(n) na mnoßestvo vektorov soderßaniæ Cont (n), opredelennyh v naqale fftogo paragrafa. Pri fftom α ≈ β, α, β ∈ Cont (n), v tom i tol~ko v tom sluqae, esli puti ime¸t obwiæ konec, t.e., esli oni ØvlØ¸tsØ tablicami na odnoæ i toæ ße diagramme.

Dokazatel~stvo. Vektory soderßaniæ kletok l¸boæ standartnoæ tablicy ınga, oqevidno, udovletvorØ¸t usloviØm (1), (2), (3) opredeleniØ i ffti usloviØ odnoznaqno opredelØ¸t tablicu kak posledovatel~nost~ kletok diagrammy ın-

ga. �

V terminah tablic ınga dopustimye transpozicii – ffto transpozicii, perestavlØ¸wie qisla, nahodØwiesØ v razliqnyh strokah i razliqnyh stolbcah. Lemma 5.4. L¸bye dve tablicy ınga T1, T2 ∈ Tab(ν) na diagramme ν mogut byt~

poluqeny odna iz drugoæ pri pomowi posledovatel~nosti dopustimyh transpoziciæ. Drugimi slovami, esli α, β ∈ Cont (n) i α ≈ β, to β moßet byt~ poluqeno iz α pri pomowi dopustimyh transpoziciæ.

Dokazatel~stvo. My pokaßem, qto pri pomowi dopustimyh transpoziciæ moßno poluqit~ iz l¸boæ tablicy ınga T ∈ Tab(ν), ν = (ν_1, . . . , ν_k), sledu¸wu¸ tablicu s toæ ße diagrammoæ (i gorizontal~noæ monotonnoæ numeracieæ): otveqa¸wu¸ vektoru soderßaniæ α(T^ν ) = (0, 1, 2, . . . , ν_1 − 1, −1, 0, . . . , ν_2 − 2, −2, −1, . . . ) mnoßestva Cont (n). DlØ fftogo rassmotrim posledn¸¸ kletku posledneæ stroki diagrammy ν. Pust~ v fftoæ kletke tablicy T napisano qislo i. Perestavim qisla i i i + 1, zatem i + 1 i i + 2,. . . , i, nakonec, n − 1 i n. PonØtno, qto vse ffti transpozicii ØvlØ¸tsØ dopustimymi, i qto my poluqim tablicu, u kotoroæ fftoæ kletke stoit qislo n. Povtorim vs¸ proceduru s qislami n − 1, n − 2, . . . , 2.

�

Sledstvie 5.5. Esli α ∈ Spec (n) i α ≈ β, β ∈ Cont (n), to β ∈ Spec (n) i α ∼ β. Zameqanie 5.6. Naxa cepoqka transpoziciæ v dokazatel~stve lemmy 5.4, svØzyva¸waØ tablicy T i T^ν , ØvlØetsØ minimal~noæ v sledu¸wem smysle. Oboznaqim qerez s podstanovku, perevodØwu¸ tablicu T v T^ν, t.e., sopostavlØ¸wu¸ qislu, stoØwemu v dannoæ kletke, qislo, stoØwee v toæ ße kletke tablicy T^ν . Poloßim qislo ℓ(s) ravnym qislu inversiæ v podstanovke s, t.e., ℓ(s) = #{(i, j) ∈ {1, . . . , n} | i < j, s(i) > s(j)}. Obweizvestno, qto podstanovka s moßet byt~ zapisana kak proizvedenie ℓ(s) transpoziciæ s_i i ne moßet byt~ zapisana v vide bolee korotkogo proizvedeniØ^5. Nesloßno proverit~, qto naxa cepoqka sostoit v toqnosti iz ℓ(s) dopustimyh transpoziciæ. Inaqe govorØ, mnoßestvo Cont (n) ØvlØetsØ “vpolne geodeziqeskim”podmnoßestvom Z^n dlØ deæstviØ gruppy S_n. To est~, Cont (n) soderßit s kaßdymi dvumØ vektorami cepoqki vektorov, realizu¸wie minimal~nyæ put~ meßdu nimi v smysle slovesnoæ metriki otnositel~no kokseterovskih obrazu- ¸wih.

V dokazatel~stve lemmy 5.4 ispol~zovalos~ to obstoØtel~stvo, qto tol~ko kokseterovskimi transpoziciØmi moßno preobrazovat~ l¸bu¸ tablicu s dannoæ diagrammoæ v l¸bu¸ drugu¸ tablicu s toæ ße diagrammoæ – ffto i garantirovalo, qto vektory bazisa ınga s odnoæ diagrammoæ leßat v odnom predstavlenii. Takim obrazom, s kaßdym neprivodimym predstavleniem svØzana struktura grafa, verxiny kotorogo est~ vektory bazisa ınga, a rebra pomeqa¸tsØ obrazu¸wimi Koksetera i soedinØ¸t pary vektorov, kotorye mogut byt~ sootvetstvu¸weæ obrazu¸weæ perevedeny drug v druga. �ti grafy obobwa¸t graf (porØdok) Br¸a na samoæ gruppe S_n.

Zameqanie 5.7 V rabotah pervogo avtora [Ver81] byli opredeleny tak nazyvaemye adiqeskie preobrazovaniØ na prostranstve puteæ graduirovannyh grafov. V qastnosti – preobrazovanie (avtomorfizm) ınga v prostranstve beskoneqnyh tablic (t.e. puteæ v grafe) ınga. �to preobrazovanie perevodit tablicu v sledu¸wu¸ tablicu v smysle leksikografiqeskogo porØdka na tablicah s dannoæ diagrammoæ. Pofftomu l¸bye dve koneqnye tablicy s odnoæ i toæ ße diagrammoæ leßat na odnoæ traektorii avtomorfizma ınga. Otrezok traektoriæ, prohodØwiæ po tablicam s dannoæ diagrammoæ, naqinaetsØ s tablicy, pomewennoæ na risunke vyxe (posledovatel~naØ numeraciØ po gorizontali), a konqaetsØ – tabliceæ, v kotoroæ posledovatel~naØ numeraciØ idet po vertikali. No ffti traektorii, razumeetsØ, ne ØvlØ¸tsØ geodeziqeskimi, kak cepoqka preobrazovaniæ, opredelennyh vyxe, kotoraØ sostavlØet lix~ qast~ traektorii.

Napomnim, qto graf ınga Y est~ beskoneqnyæ Z-graduirovannyæ graf diagramm ınga s oqevidnoæ graduirovkoæ i mnoßestvom reber. Graf, sostoØwiæ iz pervyh n fftaßeæ oboznaqim Y_n.

My perehodim k dokazatel~stvu central~noæ teoremy raboty.

Teorema 5.8. Graf ınga Y ØvlØetsØ grafom vetvleniØ simmetriqeskih grupp,

spektr algebry Gel~fanda–Cetlina GZ(n) est~ prostranstvo puteæ v koneqnom grafe Y_n, t.e., prostranstvo tablic ınga s n kletkami; pri fftom Spec (n) = Cont (n), gde Spec (n) est~ spektr algebry GZ(n) otnositel~no JM-obrazu¸wih X_1, . . . , X_n, a Cont (n) – mnoßestvo vektorov soderßaniæ; sootvetstvu¸wie otnoxeniØ ffkvivalentnosti sovpada¸t: ∼=≈.

Dokazatel~stvo. Kak my videli, mnoßestvo klassov Cont (n)/ ≈ est~ mnoßestvo klassov tablic, ime¸wih obwu¸ diagrammu. Pofftomu # { Cont (n)/ ≈ } = p(n). 5Prosto potomu, qto ℓ(sig) = ℓ(g) ± 1 dlØ vseh i i g ∈ Sn.

gde p(n) est~ qislo razbieniæ qisla n, t.e., qislo diagramm s n kletkami. V silu sledstviØ 5.5 kaßdyæ klass ffkvivalentnosti v Cont (n)/ ≈ ili ne soderßit fflementov mnoßestva Spec (n) ili ØvlØetsØ podmnoßestvom kakogo-libo klassa v

Spec (n)/ ∼. No # { Spec (n)/ ∼ } = # { S^∧_n } = p(n), tak kak qislo neprivodimyh predstavleniæ ravno qislu klassov soprØßennosti, kotoroe snova est~ qislo razbieniæ qisla n (kak qislo cikliqeskih tipov podstanovok). Sledovatel~no, kaßdyæ klass mnoßestva Cont (n)/ ≈ sovpada¸t s kakim-libo iz klassov mnoßestva Spec (n)/ ∼. Inaqe govorØ,

Spec (n) = Cont (n) and ∼=≈ .

Ots¸da, oqevidno, sleduet, qto graf Y ØvlØetsØ grafom vetvleniØ cepoqki simmetriqeskih grupp. �

Takim obrazom, osnovnaØ teorema dokazana. No privedennyæ analiz daet gorazdo bol~xe, qem dokazatel~stvo teoremy vetvleniØ, v sledu¸wih paragrafah my poluqim na ego osnove Øvnu¸ model~ predstavleniæ (ortogonal~nu¸ formu ınga) i nametim vyvod formuly dlØ harakterov. 6. Formuly ınga.

Do fftogo momenta vektory v_T iz bazisa ınga rassmatrivalis~ s toqnost~¸ do skalØrnyh somnoßiteleæ. V fftom paragrafe my zadadim vybor fftih somnoßiteleæ.

Naqnem s tablicy T^λ, opredelennoæ v dokazatel~stve lemmy 5.4 (sm. risunok). Vyberem kakoæ-nibud~ vektor v_T λ , otveqa¸wiæ fftoæ tablice.

Teper~ rassmotrim nekotoru¸ tablicu T ∈ Tab(λ) i poloßim ℓ(T ) = ℓ(s), gde s – podstanovka, perevodØwaØ tablicu T^λ v T . Napomnim, qto P_T oboznaqaet ortogonal~nu¸ proekci¸ na V_T (sm. §1). Poloßim

v_T = P_T · s · v_T λ . (6.1)

V silu lemmy 5.4 podstanovka s moßet byt~ zapisana kak proizvedenie ℓ(T ) dopustimyh transpoziciæ. Takim obrazom, iz opredeleniØ (6.1) i formul (4.2) my poluqaem

s · v_T λ = v_T + ∑ R∈Tab(λ),ℓ(R)<ℓ(T) γ_R v_R, (6.2)

gde γ_R – nekotorye racional~nye qisla. V qastnosti, pust~ T^′ = s_iT i ℓ(T^′) > ℓ(T ). Pust~

α(T ) = (a_1, . . . , a_n) ∈ Cont (n)

– posledovatel~nost~ soderßaniæ kletok tablicy T . Togda iz (4.2), (6.1) i (6.2) sleduet, qto

s_i · v_T = v_T ′ + 1 a_{i+1} − a_i v_T . (6.3)

I, opØt~ v silu (5.2),

s_i · v_T ′ = ( 1 − 1 (a_{i+1} − a_i)^2 ) v_T − 1 a_{i+1} − a_i v_T ′ . (6.4)

�to dokazyvaet sledu¸wee predloßenie.

Predloßenie 6.1. Suwestvuet bazis {vT } predstavleniØ V^λ, v kotorom kokse-

terovskie obrazu¸wie s_i deæstvu¸t po formulam (6.3), (6.4). Vse neprivodimye predstavleniØ gruppy S_n opredeleny nad polem Q.

Drugoæ sposob dokazatel~stva fftogo predloßeniØ – ffto neposredstvennaØ proverka togo, qto ffti formuly zada¸t predstavleniØ gruppy S_n (t.e., proverka kokseterovskih sootnoxeniæ).

Bazis, ispol~zovannyæ vyxe, daet polunormal~nu¸ formu ınga predstavleniØ V^λ. Esli my ortogonalizuem vse vektory v_T , to my poluqim ortogonal~nu¸ formu ınga predstavleniØ V^λ. �ta forma opredelena uße nad R. Oboznaqim normalizovannye vektory tem ße simvolom v_T . Togda transpozicii s_i deæstvu¸t v dvumernom prostranstve, natØnutom na vektory v_T i v_T ′ posredstvom ortogonal~noæ matricy. Takim obrazom,

s_i = ( r^{−1} √ 1 − r^{−2} √ 1 − r^{−2} −r^{−1} ) , (6.5) gde r = a_{i+1} − a_i .

�to qislo qasto nazyvaetsØ osevym rasstoØniem, sm. [JK], a takße [V1]. Esli zapisyvat~ deæstvie kokseterovskih obrazu¸wih s_i v bazise standartnyh tablic, to ono vyglØdit tak:

• Esli i i i + 1 stoØt v odnoæ stroke, to s_i ostavlØet taku¸ tablicu T neizmennoæ.

• Esli i i i + 1 stoØt v odnom stolbce, to s_i umnoßaet tablicu T na −1. • Esli i i i+1 stoØt v raznyh strokah i stolbcah, to v dvumernom prostranstve, natØnutom na fftu tablicu i tablicu (takße standartnu¸), v kotoroæ fflementy i i i + 1 pomenØny mestami, s_i deæstvuet po formule (6.5).

Predloßenie 6.2. Suwestvuet ortogonal~nyæ bazis {vT } predstavleniØ V^λ, v

kotorom obrazu¸wie s_i deæstvu¸t po formulam (6.5).

Zameqanie 6.3. Tak kak ves α(T^λ) vektora v_T λ ØvlØetsØ maksimal~nym vesom predstavleniØ V^λ pri leksikografiqeskom uporØdoqenii, my moßem nazvat~ ves

α(T^λ) starxim vesom predstavleniØ V^λ i vektor v_T λ – starxim vektorom pred-

stavleniØ V^λ.

7. Kommentarii i sledstviØ.

Predyduwie paragrafy soderßali postroenie pervoæ qasti teorii predstavleniæ simmetriqeskih grupp – opisanie neprivodimyh predstavleniæ, vetvlenie predstavleniæ, vyraßenie dlØ kokseterovskih transpoziciæ v predstavleniØh. V qastnosti, byla vskryta vnutrennØØ svØz~ meßdu kombinatorikoæ diagramm i tablic ınga, grafa ınga s odnoæ storony – i teorieæ predstavleniæ simmetriqeskih grupp s drugoæ.

Dal~neæxiæ plan, vkl¸qa¸wiæ svØz~ s simmetriqeskimi funkciØmi (harakteristiqeskoe otobraßenie), formuly dlØ harakterov, teori¸ inducirovannyh predstavleniæ.pravilo Littlvuda–Riqardsona, svØz~ s teorieæ predstavleniæ GL(n) i algebr Gekke, s asimptotiqeskoæ teorieæ, – moßet byt~ takße realizovan s pomow~¸ teh ße ideæ, osnovnaØ iz kotoryh – induktivnyæ podhod k serii grupp S_n.

Iz vsego fftogo my nametim v sledu¸wem paragrafe lix~ vyvod formul Murnagana–NakaØmy, ostavlØØ dal~neæxee do drugogo sluqaØ.

V fftom paragrafe my privedem neskol~ko prostyh sledstviæ iz rezul~tatov, poluqennyh v §§1–6. V pervu¸ oqered~, izvleqem sledstviØ iz teoremy vetvleniØ, utverßda¸weæ, qto vetvlenie neprivodimyh predstavleniæ grupp S_n opisyvaetsØ grafom ınga.

Sledstvie 7.1. Kratnost~ vhoßdeniØ neprivodimogo predstavleniØ πμ gruppy

S_n v predstavlenie π_λ gruppy S_{n+k} ravna qislu puteæ meßdu diagrammami λ i μ (λ ⊢ n + k, μ ⊢ n); v qastnosti, esli μ ⊄ λ, to ona ravna 0. a v obwem sluqae ona ne prevyxaet k! i ffta ocenka dostigaetsØ.

Dokazatel~stvo. NußdaetsØ v dokazatel~stve lix~ poslednee utverßdenie. Qislo tablic v kosoæ diagramme λ/μ ne bol~xe qisla razliqnyh sposobov dobavit~ k diagramme μ posledovatel~no novye k kletok. Esli ffti k kletok moßno postavit~ v razliqnye stroki i stolbcy, to qislo fftih sposobov ravno k!. �

V qastnosti, esli k = 2, to imeetsØ tol~ko tri razliqnyh sluqaØ: (1) kratnost~ vhoßdeniØ μ v λ ravna 0, i verxiny μ i λ ne soedineny v grafe vetvleniØ;

(2) kratnost~ vhoßdeniØ ravna 1, i interval, soedinØ¸wiæ μ i λ – ffto cep~ μ–ν–λ; (3) kratnost~ vhoßdeniØ ravna 2, i interval meßdu μ i λ – ffto romb

μ Œ^ν Ø Ø_η Œ^{λ.}

V sluqae cepoqki, oqevidno, perestanovka s_{l+1} deæstvuet na vse vektory vida v_T , T = . . . ↗ μ ↗ ν ↗ λ ↗ . . . umnoßeniem na qislo (kotoroe est~ ±1 vvidu s^2_{l+1} = 1). Deæstvie perestanovki s_{l+1} v sluqae romba bylo rassmotreno v predyduwem paragrafe. Zametim, qto graf ınga est~ tak nazyvaemaØ diagramma Hasse distributivnoæ rexetki koneqnyh idealov rexetki Z_+ + Z_+, pofftomu intervaly v grafe ınga ime- ¸t standartnoe opisanie, a interval obwego vida est~ buleva algebra. A priori fftot vaßnyæ fakt soverxenno neoqeviden, no v koneqnom itoge on okazalsØ sledstviem kokseterovskih sootnoxeniæ. BerØ ego v kaqestve predpoloßeniØ, teoriØ vetvleniØ moßet byt~ takße vyvedena, sm. [V90, V91].

Sledu¸wiæ vaßnyæ vyvod – abstraktnoe opisanie obrazu¸wih ıcisa– Merfi, osnovannoe na poluqennyh rezul~tatah.

Opredelim otobraßenie

p̃_n : S_n → S_{n−1}

s pomow~¸ sledu¸weæ operacii otbrasyvaniØ poslednego simvola p̃_n((. . . , n, . . . )(. . . ) . . . (. . . ) = ((. . . , ̸n, . . . )(. . . ) . . . (. . . )), gde v skobkah stoit razloßenie podstanovki g ∈ S_n na cikly i vse cikly, krome pervogo, soderßawego n, osta¸tsØ neizmennymi, a v pervom simvol n udalØetsØ. Oqevidnye svoæstva p̃_n takovy: (1) p̃_n(I_n) = I_{n−1}, gde I_k – edinica v S_k; (2) p̃_n|_{Sn−1} = id_{Sn−1} (S_{n−1} ⊂ S_n);

(3) p̃_n(g_1hg_2) = g_1p̃_n(h)g_2, g_1, g_2 ∈ S_{n−1}, h ∈ S_n.

Zametim, qto usloviØ (1) i (2) sledu¸t iz (3). Deæstvitel~no, iz (3) sleduet, qto p̃_n(gI) = gp̃_n(I) = p̃_n(Ig) = p̃_n(I)g,

pri vseh g ∈ S_{n−1}, sledovatel~no, p̃_n(I) = I. No togda p̃_n(g) = g dlØ g ∈ S_{n−1}.

Qerez p_n oboznaqim prodolßenie po lineænosti otobraßenie p̃_n na gruppovu¸ algebru C [S_n]:

p_n : C [S_n] → C [S_{n−1} ].

Takim obrazom, p_n est~ proekciØ C [S_n] na podalgebru C [S_{n−1} ]. Pri n = 2, 3 takaØ proekciØ ne edinstvenna, odnako pri n > 4 uslovie (3) opredelØet edinstvennu¸ operaci¸ p̃_n : S_n → S_{n−1}. Legko videt~, qto naliqie proekcii p̃_n oznaqaet suwestvovanie S_{n−1}-dvustoronne invariantnogo razbieniØ gruppy S_n na (n − 1)! mnoßestv iz n fflementov. Takoe svoæstvo pary grupp (G, H) vypolneno neqasto, odnako suwestvuet obobwenie fftoæ konstrukcii na poluprostye algebry (v qastnosti, na gruppovye algebry) v samom obwem sluqae. Predloßenie 7.2. p^{−1}_n ({cI}) ∩ Z(n − 1, 1) = {aX_n + bI}, a, b, c ∈ C . Inaqe govorØ, proobraz skalØrov peresekaetsØ s centralizatorom gruppy S_{n−1} v algebre C [S_n ] po dvumernomu podprostranstvu, natØnutomu na edinicu i fflement ıcisa–Merfi X_n. V qastnosti, X_n opredelØetsØ odnoznaqno s toqnost~¸ do mnoßitelØ, kak fflement pereseqeniØ p^{−1}_n ({cI}) ∩ Z(n − 1, 1), ortogonal~nyæ konstantam.

Dokazatel~stvo. Esli pn(^∑_{g∈Sn−1} cgg) = cI, to fflement A =^∑_{g∈Sn−1} cgg dolßen imet~ vid lineænoæ kombinacii A = ∑_n i=1 b_i(i, n). Takoæ fflement kommutiruet s S_{n−1} togda i tol~ko togda, kogda

b_1 = · · · = b_{n−1} = a, b_n = b, t.e., A = aX_n + bI.

�

ProekciØ p_n pozvolØet opredelit~ obratnyæ spektr (proektivnyæ predel) grupp S_n kak S_{n−1}-bimoduleæ

lim_← (S_n, p̃_n) = S;

prostranstvo S uße ne ØvlØetsØ uße gruppoæ, no na nem opredeleno levoe i pravoe deæstvie gruppy S_∞ finitnyh podstanovok, poskol~ku proekciØ p̃_n kommutiruet s levym i pravym deæstviØmi S_{n−1} pri vseh n. �tot ob¨ekt nazvan v [KOV] prostranstvom virtual~nyh podstanovok i detal~no izuqaetsØ v [KOV1]. ImeetsØ obobwenie fftoæ konstrukcii na drugie induktivnye semeæstva grupp i algebr.

V zakl¸qenie obobwim teoremu o centralizatore Z(l, k) podalgebry C [S_n ] v algebre C [S_{n+k} ].

Teorema 7.3 [Ol1]. Centralizator

Z(l, k) ≡ C [S_{n+k} ]^{C[Sn ]}

poroßden centrom Z(n) podalgebry C [S_n] ⊂ C [S_{n+k} ], gruppoæ S_n, perestavlØ¸weæ fflementy n + 1, . . . , n + k, i JM-fflementami X_{n+1}, . . . , X_{n+k}.

Osnovnoæ sluqaæ k = 1 dokazan v §2. Obwiæ sluqaæ moßet byt~ dokazan tem ße metodom.

Zametim, qto ukazannyæ sposob dokazatel~stva otliqen i prowe metoda, privedennogo v [VO] i v [Ol1, Ol2], a imenno, poleznym ØvlØetsØ predvaritel~noe rassmotrenie podalgebry ⟨Z(n), X_{n+1}, . . . , X_{n+k}⟩, kak v §2.

Zameqanie 7.4. Formuly, zada¸wie deæstvie simmetriqeskoæ gruppy v predstavleniØh, associirovannyh s kosymi diagrammami ınga (t.e. s diagrammami, ravnymi raznosti dvuh diagramm, odna iz kotoryh soderßit drugu¸), analogiqny formulam iz §6.

Deæstvitel~no, pust~ λ est~ razbienie qisla l + k, a μ est~ razbienie qisla l i μ ⊂ λ. Qerez V^{λ/μ} my oboznaqim Z(l, k)-modul~

V^{λ/μ} = Hom_{Sl} (V^μ, V^λ).

PonØtno, qto fftot modul~ imeet ortonormirovannyæ bazis ınga, indeksiruemyæ vsemi tablicami ınga na kosoæ diagramme λ/μ (analogiqnyæ bazisu predstavleniØ, associirovannogo s obyqnoæ diagrammoæ ınga). Obrazu¸wie X_{l+i}, i = i, . . . , k algebry Z(l, k) deæstvu¸t v fftom bazise umnoßeniem na soderßanie i-æ kletki, a kokseterovskie obrazu¸wie podgruppy S_k ⊂ Z(l, k) deæstvu¸t po formulam (6.5).

Teorema 7.3 ispol~zuetsØ pri dokazatel~stve formuly dlØ harakterov v sledu¸wem paragrafe.

8. Haraktery simmetriqeskih grupp.

V fftom paragrafe my daem nabrosok dokazatel~stva pravila Murnagana- NakaØmy dlØ harakterov simmetriqeskoæ gruppy. V otliqie ot predyduwih paragrafov, my ne napominaem opredeleniæ nekotoryh izvestnyh ponØtiæ. Kl¸- qevu¸ rol~ igraet predloßenie 8.3, opira¸weesØ na teoremu 7.3.

Napomnim, qto diagramma ınga γ nazyvaetsØ kr¸kom, esli γ imeet vid

(a + 1, 1^b), a, b ∈ Z_+ . Qislo b nazyvaetsØ vysotoæ kr¸ka. Nazovem kosu¸ dia-

grammu λ/μ kosym kr¸kom, esli ona svØzna i nikakie dve kletki v neæ ne leßat na odnoæ diagonali. Inymi slovami, λ/μ est~ kosoæ kr¸k esli soderßaniØ vseh kletok iz λ/μ obrazu¸t otrezok (mownosti |λ/μ|) mnoßestva Z. Qislo strok, zanimaemyh kosym kr¸kom λ/μ, umen~xennoe na edinicu, budem nazyvat~ vysotoæ kosogo kr¸ka i oboznaqat~ qerez ⟨λ/μ⟩. Poloßim k = |λ/μ|. Pust~ V^{λ/μ} est~ predstavlenie gruppy S_k otveqa¸wee kosoæ diagramme λ/μ, a χ^{λ/μ} est~ sootvetstvu¸wiæ harakter. My hotim dokazat~ sledu¸wu¸ horoxo izvestnu¸ teoremu. Teorema 8.1. Imeet mesto formula: χ^{λ/μ}((12 . . . k)) = { (−1)^{⟨λ/μ⟩}, esli λ/μ est~ kosoæ kr¸k,

0, inaqe.

(8.1)

Pust~ teper~ ρ est~ razbienie qisla k. Rassmotrim sledu¸wu¸ podstanovku iz klassa soprØßennyh fflementov, otveqa¸wego ρ,

(12 . . . ρ_1)(ρ_1 + 1 . . . ρ_1 + ρ_2)(. . . ) . . . .

˚sno, qto posledovatel~no primenØØ teoremu k deæstvi¸ fftoæ podstanovki v bazise ınga, my poluqaem sledu¸wee klassiqeskoe Pravilo Murnagava–NakaØmy. Pust~ ρ est~ razbienie qisla k. Znaqenie χ^{λ/μ}ρ

haraktera χ^{λ/μ} na podstanovke s dlinami ciklov ρ ravno χ^{λ/μ}_ρ = ∑ S (−1)^{⟨S⟩}, gde summa beretsØ po vsem posledovatel~nostØm S

μ = λ_0 ⊂ λ_1 ⊂ λ_2 · · · = λ,

dlØ kotoryh λ_i/λ_{i−1} est~ kosoæ kr¸k iz ρ_i kletok, i ⟨S⟩ = ∑ i ⟨λ_i/λ_{i−1}⟩. Horoxo izvestno i prosto dokazyvaetsØ (sm., naprimer, [Ma95, gl. 1, upr. 3.11]), qto ffto pravilo ffkvivalentno vsem ostal~nym opredeleniØm harakterov, takim kak, naprimer, sledu¸wee sootnoxenie meßdu simmetriqeskimi funkciØmi [M]

p_ρ = ∑ λ χ^λ_ρ s_λ , ili determinantnaØ formula [M, JK]. Zametim, qto teorema, kotoru¸ my hotim dokazat~, est~, oqevidno, qastnyæ sluqaæ pravila Murnagana–HakaØmy.

Takoe ße dokazatel~stvo sledu¸wego predloßeniØ bylo dano v rabote [DG89].

Predloßenie 8.2. Formula (8.1) spravedliva pri μ = ?.

Dokazatel~stvo. Legko proverit~ (naprimer po indukcii, sm. takße dokazatel~stvo teoremy 2), qto

X_2X_3 . . . X_k = summa vseh ciklov dliny k v S_k. (8.2)

Znaqenie (8.2) na l¸bom vektore iz bazisa ınga dlØ V^λ ravno

(−1)^bb! (k − b − 1)!

esli λ est~ kr¸k vysoty b, i ravno nul¸ vo vseh ostal~nyh sluqaØh. Legko videt~, qto v gruppe S_k imeetsØ rovno (k − 1)! odnociklovyh podstanovok, i qto

dim λ = ( k − 1 b ) , esli λ est~ kr¸k vysoty b. VyqislØØ sled (8.2), poluqaem utverßdenie predloßeniØ. � Predloßenie 8.3. DlØ l¸bogo vektora v iz bazisa ınga dlØ V^{λ/μ} C [Sk ] · v = V^{λ/μ}. Dokazatel~stvo. Prostranstvo V^{λ/μ} est~ neprivodimyæ modul~ nad vyroßdennoæ affinnoæ algebroæ Gekke H(k). Vektor v est~ sobstvennyæ vektor vseh operatorov X_i, pofftomu, kak sleduet iz kommutacionnyh sootnoxeniæ v H(k), prostranstvo C [Sk ] · v invariantno pod deæstviem H(k). Pofftomu ono sovpadaet s V^{λ/μ}. � Predloßenie 8.4. Esli diagramma λ/μ nesvØzna, to χ^{λ/μ}((12 . . . k)) = 0. Dokazatel~stvo. Pust~ λ/μ = ν1 ∪ν2, gde ν1, ν2 sut~ dve kosye diagrammy ınga, ne graniqawie ni po kakomu rebru. Pust~ |ν_1| = a, |ν_2| = b. Rassmotrim v V^{λ/μ} podprostranstvo, natØnutoe na takie tablicy formy λ/μ, qto qisla 1, 2, . . . , a stoØt v ν_1, a qisla a + 1, . . . , k stoØt v diagramme ν_2. Oqevidno, qto takih tablic rovno stol~ko, skol~ko suwestvuet par tablic formy ν_1 i ν_2 sootvetstvenno. Rassmotrim deæstvie podgruppy S_a × S_b gruppy S_k na naxe podprostranstvo. Iz formul ınga sleduet, qto ono kak S_a × S_b-modul~ izomorfno

V^{ν1} ⊗ V^{ν2} .

V silu predloßeniØ 8.3 my imeem ffpimorfizm Ind^{Sk}_{Sa ×Sb} V^{ν1} ⊗ V^{ν2} −→ V^{λ/μ}. (8.3) Razmernosti pravoæ i levoæ qasti (8.3) ravny ( k a ) dim ν_1 dim ν_2.

Pofftomu (8.3) est~ izomorfizm.

V estestvennom bazise v inducirovannom predstavlenii matrica operatora, otveqa¸wego podstanovke (12 . . . k), imeet na diagonali odni nuli (kak i dlØ l¸boæ drugoæ podstanovki, ne soprØßennoæ nikakomu fflementu S_a × S_b). �to dokazyvaet predloßenie. � Predloßenie 8.5. Esli v diagramme λ/μ dve kletki leßat na odnoæ diagonali, to χ^{λ/μ}((12 . . . k)) = 0. Dokazatel~stvo. Predpoloßim, qto takie dve kletki est~. Togda suwestvuet takaØ diagramma η, qto μ ⊂ η ⊂ λ i η/μ est~ 2 × 2 kvadrat η/μ = �. Togda V^{λ/μ} soderßit S_4-podmodul~ V �. Po predloßeni¸ 8.3 my imeem ffpimorfizm

Ind^{Sk}_{S4} V � −→ V^{λ/μ}. (8.4)

Po pravilu vetvleniØ (i dvoæstvennosti Frobeniusa) v levu¸ qast~ (8.4) vhodØt tol~ko takie neprivodimye S_k-moduli V^δ, dlØ kotoryh � ⊂ δ. V qastnosti, δ nikogda ne moßet byt~ kr¸kom, i, znaqit, vsegda

χ^δ((12 . . . k)) = 0,

v silu predloßeniØ 8.2. �to dokazyvaet predloßenie. �

Faktiqeski my dokazali, qto v usloviØh predloßeniØ 8.5

Hom_{Sk} (V^γ, V^{λ/μ}) = 0

dlØ l¸bogo kr¸kovoæ diagrammy γ.

Predloßenie 8.6. Pust~ λ/μ est~ kosoæ kr¸k. Togda dlØ l¸bogo kr¸ka γ = (a +

1, 1^b)

Hom_{Sk} (V^γ, V^{λ/μ}) = { C , b = ⟨λ/μ⟩, 0, inaqe.

Dokazatel~stvo. Poskol~ku parallel~nye perenosy kosoæ diagrammy, oqevidno, sohranØ¸t sootvetstvu¸wiæ S_k-modul~, my moßem sqitat~, qto λ i μ vybrany minimal~nymi, to est~,

λ_1 > μ_1, λ^′_1 > μ^′_1.

Pokaßem, qto esli b < ⟨λ/μ⟩, to

Hom_{Sk} (V^γ, V^{λ/μ}) = 0.

Deæstvitel~no, modul~ V^γ v soderßit vektor, invariantnyæ otnositel~no podgruppy S_{k−b}, a tak kak takogo vektora pri naxem predpoloßenii net daße v

V^λ (ffto sleduet iz pravila vetvleniØ), to ego net i v V^{λ/μ}. Sluqaæ b > ⟨λ/μ⟩

analogiqen.

Pust~ teper~ b = ⟨λ/μ⟩. Rassmotrim prostranstvo

Hom_{Sk} (V^γ, V^λ).

Kak legko videt~, naprimer, iz sledu¸wego risunka (i formul ınga) ffto prostranstvo est~ neprivodimyæ S_{|μ|}-modul~ V^μ. Pofftomu, oqevidno,

Hom_{Sk ×S|μ|} (V^γ ⊗ V^μ, V^λ) = C ,

i, znaqit,

Hom_{Sk} (V^γ, V^{λ/μ}) = C .�

Teorema oqevidnym obrazom vytekaet iz dokazannyh predloßeniæ.

Literatura

[Veæ47] G. Veæl~. Klassiqeskie gruppy. Ih invarianty i predstavleniØ, M., Inostr. lit., 1947. [Ver81] A. M. Verxik. RavnomernaØ algebraiqeskaØ approksimaciØ operatora sdviga i operatory umnoßeniØ. Doklady AN SSSR, 259(3):526–529, 1981. [Dobavlena pri perevode] [VK85] A. M. Verxik i S. V. Kerov. Lokal~no poluprostye algebry. KombinatornaØ teoriØ i k_0-funktor. Sovrem. probl. mat. Noveæx. dostiß., 26:3–56, 1985.

[VO96] A. M. Verxik i A. ı. Okun~kov. Induktivnyæ sposob izloßeniØ teorii predstavleniæ simmetriqeskiæ grupp. Uspehi mat. nauk, 51(2), 1996.

[GC50a] I. M. Gel~fand i M. L. Cetlin. Koneqnomernye predstavleniØ gruppy unimodulØrnyh matric. Doklady AN SSSR, 71:825–828, 1950.

[GC50b] I. M. Gel~fand i M. L. Cetlin. Koneqnomernye predstavleniØ gruppy ortogonal~nyh matric. Doklady AN SSSR, 71:1017–1020, 1950.

[Mol66] V. F. Molqanov. O matriqnyh fflementah neprivodimyh predstavleniæ simmetriqeskoæ gruppy. Vestnik Mosk. univ., 1:52–57, 1966.

[Oku94] A. ı. Okun~kov. Teorema Toma i predstavleniØ beskoneqnoæ simmetriqeskoæ gruppy.

Funkc. anal. i priloß., 28(2):31–40, 1994.

[Oku96] A. ı. Okun~kov. O predstavleniØh beskoneqnoæ simmetriqeskoæ gruppy. Zap. nauq.

sem. POMI, 240:166–228, 1996.

[Ol87] G. I. Ol~xanskiæ. Rasxirenie algebry u(g) dlØ beskoneqnomernyh klassiqeskih algebr Li g i Øngiany y(gl(m)). Doklady AN SSSR, 297(5):1050–1054, 1987.

[Ol89] G. I. Ol~xanskiæ. Unitarnye predstavleniØ (g, k)-par, svØzannyh s beskoneqnoæ simmetriqeskoæ gruppoæ S(∞). Algebra i analiz, 1(4):178–209, 1989.

[Pux97] I. A. Puxkarev. K teorii predstavleniæ spleteniæ koneqnyh grupp s simmetriqeskimi gruppami. Zap. nauq. sem. POMI, 240:229–244, 1997. [Dobavlena pri perevode].

[Qer86] I. V. Qerednik. O special~nyh bazisah neprivodimyh predstavleniæ vyroßdennoæ affinnoæ algebry Gekke. Funkc. anal. i priloß., 20(1):87–88, 1986.

[Che91 I. Cherednik. A unification of knizhnik-zamolodchikov and dunkl operators via affine hecke algebras.

Invent. Math., 106(2):411–431, 1991. [Dobavlena pri perevode].

[DG89] P. Diaconis and C. Greene. Applications of murphy’s elements. Stanford University Technical Report, 335, 1989.

[Dri86] V. Drinfeld. Degeneratred affine hecke algebras and yangians. Func. Anal. Appl., 20:56–58, 1986. [Jam78] G. D. James. The representation theory of the symmetric group. Lecture Notes in Math, Springer- Verlag, 1978. [ImeetsØ perevod: G. Dßeæms, “TeoriØ predstavleniæ simmetriqeskih grupp”, M., Mir, 1982].

[JK81] G. James and A. Kerber. The representation theory of the symmetric group. Addison-Wesley, 1981.

Encyclopedia of mathematics and its applications, 16.

[Juc74] A. Jucys. Symmetric polynomials and the center of the symmetric group ring. Reports Math. Phys., 5:107–112, 1974.

[KOV] S. Kerov, G. Olshanski, and A. Vershik. Harmonic analysis on the infinite symmetric group. Submit.

Inv. Math., 75 pages.

[KOV93] S. Kerov, G. Olshanski, and A. Vershik. Harmonic analysis on the infinite symmetric group. a deformation of the regular representation. C. R. Acad. Sci. Paris Ser. I. Math., 316(8):773–778, 1993.

[Lus89] G. Lusztig. Affine hecke algebras and their graded version. J. Amer. Math. Soc., 2(3):599–635, 1989.

[Dobavlena pri perevode].

[Mac95] I. G. Macdonald. Symmetric Functions and Hall Polynomials. Oxford Mathematical Monographs, 2nd Edition, Oxford University Press, 1995. [Est~ perevod pervogo izdaniØ: I. Makdonal~d, “Simmetriqeskie funkcii i mnogoqleny Holla”, M., Mir, 1985.].

[Mur81] G. Murphy. A new construction of young’s seminormal representation of the symmetric group. J.

Algebra, 69:287–291, 1981.

[Naz92] M. L. Nazarov. Projective representations of the infinite symmetric group in Representation theory and dynamical systems, Adv. Soviet. Math, 9, (ed. A. Vershik). AMS, Providence, RI, 1992. [Dobavlena pri perevode].

[Naz96] M. Nazarov. Young’s orthogonal form for brauer’s centralizer algebra. J. Algebra, 182(3):664 – 693, 1996.

[Oko96] A. Okounkov. Young basis, wick formula, and higher capelli identities. Int. Math. Res. Not., 17:817– 839, 1996.

[Ram97] A. Ram. Seminormal representations of weyl groups and iwahori-hecke algebras. Proc. London Math.

Soc.(3), 75:99–133, 1997.

[Rog85] J. D. Rogawski. On modules over the hecke algebra of a p-adic group. Invent. Math., 79(3):443–465, 1985. [Dobavlena pri perevode].

[Ver90] A. Vershik. Local algebras and a new version of young’s orthogonal form in Topics of Algebra, Banach center publications, 26(2), 1990.

[Ver91] A. Vershik. Local stationary algebras. Amer. Math. Soc. Transl.(2), 148:1–13, 1991. [Ver92] A. Vershik. Asymptotic aspects of the representation theory of symmetric groups. Sel. Math.

Sov., 11(2):159–180, 1992. [Rasxirennyæ perevod poslesloviØ k russkomu perevodu knigi [Jam78] ].