POMI PREPRINT – 02/2003

GOMOMORFIZM GIZINA V OBOBWENNYH TEORI˚H KOGOMOLOGI`

A. A. Solynin

Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

Aprel~ 20, 2003

ABSTRACT V rabote dokazyva¸tsØ v algebro-geometriqeskom kontekste formuly samopereseqeniØ, formula tipa Grotendika dlØ starxego klassa Qerna i ffkscess-formula.

1

1. Vvedenie

NastoØwaØ rabota posvØwena dokazatel~stvu trœh formul dlØ orientirovannyh teoriæ kogomologiæ na algebraiqeskih mnogoobraziØh, anonsirovannyh v [6]. �timi formulami ØvlØ¸tsØ formula samopereseqeniØ, formula tipa Grotendika dlØ starxego klassa Qerna i formula ffkscessa. My sistematiqeski ispol~- zuem konstrukci¸ deformacii k normal~nomu konusu. Dokazatel~stva opira¸tsØ iskl¸qitel~no na aksiomy, sformulirovannye v [6]. Pofftomu ukazannye formuly spravedlivy dlØ teoriæ kogomologiæ, zadannyh podhodØwim T -spektrom v

A^1 -gomotopiqeskoæ kategorii Voevodskogo. Naprimer, dlØ motivnyh kogomologiæ,

dlØ algebraiqeskoæ K-teorii i algebraiqeskih kobordizmov.

Strukturno rabota razdelena na 3 paragrafa. V pervom da¸tsØ neobhodimye opredeleniØ i utverßdeniØ, suwestvenno ispol~zuemye v rabote. V pervoæ qasti tekuwego paragrafa my napominaem osnovnye opredeleniØ, neobhodimye dlØ dannoæ raboty. Dalee my napominaem konstrukci¸ gomomorfizma Gizina, ØvlØ¸wegosØ osnovnym ob¨ektom issledovaniØ v rabote. V zakl¸qenii paragrafa dokazyvaetsØ pervaØ iz trœh ukazannyh formul – formula samopereseqeniØ.

Vtoroæ paragraf polnost~¸ posvØwœn formule tipa Grotendika dlØ starxego klassa Qerna. Dokazatel~stvo fftoæ formuly razbito na tri qasti. Sperva rassmatrivaetsØ sluqaæ universal~nogo rassloeniØ nad proektivnym prostranstvom. �tot sluqaæ udoben tem, qto my umeem vyqislØt~ kogomologii proektivnyh prostranstv. Zatem formula dokazyvaetsØ dlØ lineænogo rassloeniØ nad l¸bym mnogoobraziem. Nakonec, ispol~zuØ princip raswepleniØ, proizvoditsØ redukciØ k lineænomu rassloeni¸, qto zaverxaet dokazatel~stvo obwego sluqaØ.

Soderßaniem tret~ego paragrafa ØvlØetsØ formulirovka i dokazatel~stvo ffkscess-formuly. Sperva dokazyvaetsØ obwaØ lemma 8, potom proishodit redukciØ k normal~nomu rassloeni¸ i podgonka naxego sluqaØ k usloviØm lemmy 8.

HoqetsØ poblagodarit~ professora I. A. Panina za postanovku zadaqi i postoØnnoe vnimanie pri rabote nad fftoæ temoæ.

1.1. Osnovnye opredeleniØ i neobhodimye rezul~taty. V fftom paragrafe my napomnim osnovnye opredeleniØ iz rabot [6], [7].

Pust~ k – pole. Pod mnogoobraziem v fftom tekste imeetsØ v vidu proizvol~noe kvaziproektivnoe mnogoobrazie nad polem k. Kak pravilo, pod slovom “podmnogoobrazie” imeetsØ v vidu zamknutoe podmnogoobrazie.

Paroæ budem nazyvat~ mnogoobrazie vmeste s nekotorym ego otkrytym podmnoßestvom. KategoriØ vseh par oboznaqaetsØ qerez Sm^2. Qerez Sm i Ab budem oboznaqat~ kategorii mnogoobraziæ i abelevyh grupp sootvetstvenno. Tak kak pustoe mnoßestvo ∅ otkryto, to otobraßenie X → (X, ∅) induciruet estestvennoe vloßenie Sm ⊂ Sm^2.

Napomnim, qto teorieæ kogomologiæ nazyvaetsØ kontravariantnyæ funktor A : Sm^2 −→ Ab vmeste s preobrazovaniem funktorov {∂_{X,U} : A(U) −→ A(X, U)}, udovletvorØ¸wiæ sledu¸wim svoæstvam:

1. (Aksioma gomotopii) EstestvennaØ proekciØ p : A^1 × X −→ X induciruet izomorfizm v kogomologiØh p^A : A(X) −→ A(A^1 × X);

2. (Posledovatel~nost~ lokalizacii) DlØ l¸boæ pary (X, U) toqna posledovatel~nost~ ...^{iA}−→ A(X)^{iA}−→ A(U)^{∂X,U}−→ A(X, U)^{iA}−→ A(X)^{iA}−→ ... , gde i – sootvetstvu¸wie vkl¸qeniØ (zdes~ i dalee dlØ l¸bogo vkl¸- qeniØ my ispol~zuem bukvu i, a dlØ l¸boæ proekcii – p; esli ffto budet privodit~ k nedorazumeniØm, to dopolnitel~nyæ nißniæ indeks budet ukazyvat~, otkuda i kuda deæstvuet vloßenie ili proekciØ);

3. (Vyrezanie) �tal~nyæ morfizm e : (X^′, U^′) −→ (X, U) induciruet izomorfizm e^A : A(X, U) −→ A(X^′, U^′), esli e^{−1}(X \ U) = X^′ \ U^′ i e : X^′ \ U^′ −→ X \ U – izomorfizm.

Praktiqeski vo vseh primerah A(X, U) ØvlØetsØ graduirovannoæ abelevoæ gruppoæ, a gomomorfizm ∂ povyxaet stepen~ kaßdogo fflementa na 1.

Opredelenie 1. Teorii kogomologiæ A nazyvaetsØ kol~cevoæ, esli dopolnitel~no

k ukazannym vyxe operaciØm vvedena bilineænaØ operaciØ × : A(X, U) × A(Y, V ) −→ A((X, U) × (Y, V )) = A(X × Y, U × Y ∪ X × V ) (v graduirovannyh teoriØh stepeni dolßny pri fftom skladyvat~sØ), kotoraØ obladaet sledu¸wimi svoæstvami:

1) funktorial~na po kaßdomu argumentu; 2) associativna;

3) suwestvuet 1 ∈ A(pt);

4) udovletvorØet formule ∂(a × b) = ∂a × b.

BilineænaØ operaciØ, vvedennaØ opredeleniem 1, nazyvaetsØ vnexnim umnoßeniem ili ×-proizvedeniem (cross-product). Po vnexnemu umnoßeni¸ stroitsØ vnutrennee umnoßenie ili ∪-proizvedenie (cup-product):

∪ : A(X, U_1) × A(X, U_2) −→ A(X, U_1 ∪ U_2)

po pravilu a ∪ b = Δ^A(a × b), gde Δ : X −→ X × X – diagonal~. Vnutrennee umnoßenie obladaet sledu¸wimi svoæstvami:

1) funktorial~no; 2) associativno;

3) suwestvuet 1 ∈ A(X);

4) udovletvorØet formule ∂(a ∪ b) = ∂a ∪ b.

Takim obrazom, gruppa A(X) po otnoxeni¸ ko vvedennoæ operacii vnutrennego umnoßeniØ ØvlØetsØ associativnym kol~com s 1.

Obratno, esli zadano (vnutrennee) ∪-umnoßenie, to (vnexnee) ×-umnoßenie stroitsØ po nemu po formule a × b = p^A_1 a ∪ p^A_2 b, gde p_1, p_2 – sootvetstvu¸wie proekcii.

Dokaßem odnu obwu¸ lemmu o ∪-umnoßenii, qasto ispol~zuemu¸ v dal~neæxem.

Lemma 1. Pust~ u nas est~ nabor vkl¸qeniæ i_1 : (Y, C) → (X, A), i_2 : (Y, D) → (X, B) i i : (Y, C ∪ D) → (X, A ∪ B), kak ffto izobraßeno na diagramme. Pust~ x ∈ A(X, A), y ∈ A(X, B) i sootvetstvenno x ∪ y ∈ A(X, A ∪ B). Togda i^A(x ∪ y) = i^A_1 x ∪ i^A_2 y. (Y, C)^{i1}−−−−→ (X, A)

(Y, C ∪ D)^i−−−−→ (X, A ∪ B)

(Y, D)^{i2}−−−−→ (X, B) Dokazatel~stvo. Rassmotrim diagrammu A(X, A) ⊗ A(X, B)^×−−−−→ A((X, A) × (X, B))^{ΔA}−−−−→ A(X, A ∪ B) i^A1 ⊗i^A2 (i1×i2)^A i^A A(Y, C) ⊗ A(Y, D)^×−−−−→ A((Y, C) × (Y, D))^{ΔA}−−−−→ A(Y, C ∪ D), gde Δ – diagonal~noe vkl¸qenie. �ta diagramma kommutativna: levyæ kvadrat – v silu funktorial~nosti ×-umnoßeniØ, a pravyæ – kak inducirovannyæ diagrammoæ iz vkl¸qeniæ. Ots¸da i^A(x ∪ y) = (i^A ∘ Δ^A)(x × y) = Δ^A(i^A_1 x × i^A_2 y) = i^A_1 x ∪ i^A_2 y. � Opredelenie 2. Pust~ (A, ∪) – kol~cevaØ teoriØ kogomologiæ. Budem govorit~, qto

ona snabßena strukturoæ Qerna, esli l¸bomu lineænomu rassloeni¸ L/X sopostavlen fflement c(L) ∈ A(X), oblada¸wiæ sledu¸wimi svoæstvami:

1. (Funktorial~nost~) Esli f – otobrßenie, to f^A(c(L)) = c(f^∗(L)); 2. (Obrawenie v nul~) Klass Qerna trivial~nogo rassloeniØ nulevoæ; 3. Esli L – tavtologiqeskoe rassloenie nad proektivnoæ prØmoæ P^1, to dlØ l¸bogo mnogoobraziØ X moßno vvesti fflement ξ_X = p^A(c(L)) ∈ A(X × P^1), kotoryæ opredelØet izomorfizm abelevyh grupp (∪1, ∪ξ_X ) : A(X) ⊕ A(X) −→ A(X × P^1);

4. c(L) – universal~no central~nyæ fflement, t.e. dlØ l¸bogo otobraßeniØ f fflement f^A(c(L)) ØvlØetsØ central~nym.

Sledu¸wu¸ teoremu moßno naæti v [6] i [7].

Teorema 1 (O proektivizirovannom rassloenii). Pust~ E – rassloenie nad X ran-

ga d, P(E) – proektivizirovannoe rassloenie, L_E – tavtologiqeskoe rassloenie nad

P(E). Pust~ ξE = c(LE ) ∈ A(P(E)). Postroim ξ^k_E : A(X) −→ A(P(E)) sledu¸wim

obrazom: A(X)^{pA}−→ A(P(E))^{∪ξkE}−→ A(P(E)). Togda otobraßenie (∪1, ∪ξ_E , ..., ∪ξ^{d−1}_E ) : d−1⨁ 0 A(X) −→ A(P(E)) ØvlØetsØ izomorfizmom.

V qastnosti, A(P^n) ≃ A(pt)[c(Ln)]/(c(Ln)^{n+1}). Ots¸da A(P(E)) nadelØetsØ strukturoæ svobodnogo A(X)-modulØ s bazisom 1, ξ_E, ..., ξ^{d−1}_E . Togda ξ^d_E raskladyvaetsØ po fftomu bazisu: ξ^d_E − c_1(E)ξ^{d−1}_E + ... + (−1)^dc_d(E) = 0.

Klassy c_i(E), voznika¸wie kak kofffficienty ukazannogo razloßeniØ, nazyva¸tsØ klassami Qerna rassloeniØ E.

Pereqislim osnovnye svoæstva klassov Qerna:

1. c_0(E) = 1;

2. Esli L – lineænoe rassloenie, to c(L) = c_1(L); 3. Esli E ≃ E^′, to c_i(E) = c_i(E^′);

4. DlØ l¸bogo rassloeniØ E/X i otobraßeniØ f : Y −→ X f^A(c_i(E)) = c_i(f^∗(E));

5. (Formula Kartana) Esli dana korotkaØ toqnaØ posledovatel~nost~ rassloeniæ 0 −→ E_1 −→ E −→ E_2 −→ 0, to klassy Qerna rassloeniØ E vyqislØ¸tsØ po formule c_k(E) = ∑ i+j=k c_i(E_1) ∪ c_j (E_2);

6. c_i(E) = 0 pri i < 0 ili i > rk(E).

1.2. Postroenie gomomorfizma Gizina.

V fftom paragrafe my napomnim postroenie klassa Toma i gomomorfizma Gizina iz [6] i [7] – kl¸qevyh ponØtiæ, izuqaemyh v dannoæ rabote. DlØ fftogo nam ponadobØtsØ dve lemmy.

Lemma 2. Pust~ E – rassloenie nad mnogoobraziem X, kotoroe otoßdestvlØetsØ

so mnoßestvom nuleæ rassloeniØ E. Togda

1. P(1)⊂P(1 ⊕ E); P(E) ⊂ P(1 ⊕ E);

2. P(1 ⊕ E) \ P(1) ≃ P(E) ∪ (E \ X); P(1 ⊕ E) \ P(E) ≃ E.

Dokazatel~stvo. Vse otobraßeniØ, kotorye budut postroeny, kanoniqeskie, pofftomu moßno sqitat~, qto X ØvlØetsØ toqkoæ. P(1 ⊕ E) – ffto mnoßestvo prØmyh v prostranstve 1⊕E, kuda vkl¸qa¸tsØ prØmye, leßawie v 1 i v E. Pofftomu pervyæ punkt lemmy oqeviden.

Postroim kanoniqeskoe vkl¸qenie E v P(1 ⊕ E). Vektoru e ∈ E sopostavim prØmu¸, prohodØwu¸ qerez toqku (1, e) ∈ P(1 ⊕ E). Ukazannoe otobraßenie in¨ektivno; v ego obraz ne popada¸t lix~ prØmye, leßawie v E. Pofftomu vtoroæ punkt toße dokazan. � Lemma 3. Suwestvuet korotkaØ toqnaØ posledovatel~nost~ 0−→A(E, E \ X)−→A(P(1 ⊕ E)) −→ A(P(E)) −→ 0 Dokazatel~stvo. Rasmotrim posledovatel~nost~ lokalizacii pary (P(1 ⊕ E), P(1 ⊕ E) \ P(1)):

... → A(P(1 ⊕ E), P(1 ⊕ E) \ P(1)) → A(P(1 ⊕ E)) → A(P(1 ⊕ E) \ P(1)) → ...

Po predyduweæ lemme suwestvuet vkl¸qenie (E, E \ X) → (P(1 ⊕ E), P(1 ⊕ E) \ P(1)), kotoroe po vyrezani¸ induciruet izomorfizm v kogomologiØh. Dalee, moßno rassmotret~ vkl¸qenie i : P(E) → P(1 ⊕ E) \ P(1) i proekci¸

p : P(1 ⊕ E) \ P(1) −→ P(E), inducirovannu¸ proekcieæ 1 ⊕ E −→ E. Tak kak p ØvlØ-

etsØ lineænym rassloeniem, a i – ego nulevym seqeniem, to i^A – izomorfizm. Ots¸da ishodnu¸ posledovatel~nost~ moßno zamenit~ na bolee prostu¸: ... −→ A(E, E \ X) −→ A(P(1 ⊕ E)) −→ A(P(E)) −→ ... Dokaßem, qto ffta posledovatel~nost~ na samom dele ØvlØetsØ korotkoæ toqnoæ. DlØ fftogo dostatoqno dokazat~ ffpimorfnost~ A(P(1 ⊕ E)) −→ A(P(E)). �lement ξ1_{⊕E} perehodit, oqevidno, v ξ_E . No ffti fflementy slußat mul~tiplikativnymi obrazu¸wimi svobodnyh A(X)-moduleæ A(P(1 ⊕ E)) i A(P(E)) sootvetstvenno. Pofftomu ukazannoe otobraßenie ffpimorfno. �

Opredelim klass Toma th(E) ∈ A(E, E \ X). Iz poluqennoæ vyxe korotkoæ toqnoæ posledovatel~nosti sleduet, qto dlØ fftogo dostatoqno zadat~ fflement iz A(P(1 ⊕ E)), kotoryæ perehodit v nul~ pri ograniqenii na A(P(E)). Takim fflementom ØvlØetsØ c_n(L^∗1_{⊕E} ⊗ p^∗(E)), gde p : P(1 ⊕ E) −→ X – proektivizirovannoe rassloenie, L^∗1_{⊕E} – rassloenie, dvoæstvennoe k L1_{⊕E} . Itak, my opredelili th(E) ∈ A(E, E \ X). Inogda polezno ispol~zovat~ drugoæ klass

th(E) ∈ A(P(1 ⊕ E), P(1 ⊕ E) \ P(1)),

perehodØwiæ v th(E) pri sootvetstvu¸wem ograniqenii.

Pust~ X – mnogoobrazie, Y – ego podmnogoobrazie, N_{X/Y} – normal~noe rassloenie, i : Y → X – vkl¸qenie, p : N −→ Y – proekciØ. Togda suwestvuet mnogoobrazie X_t vmeste s takimi vkl¸qeniØmi i_0 : (N, N \ Y ) → (X_t, X_t \ Y × A^1 ) i

i_1 : (X, X \ Y ) → (X_t, X_t \ Y × A^1 ), qto inducirovannaØ diagramma A(N, N \ Y )^{iA0}←−

A(X_t, X_t \ Y × A^1 )^{iA1}−→ (X, X \ Y ) sostoit iz izomorfizmov.

Opredelim gomomorfizm Gizina i_{gys} : A(Y ) −→ A(X) kak skvoznoe otobraßenie: A(Y )^{pA}−→ A(N)^{∪th(N)}−→ A(N, N \ Y )^{iA0}←− A(X_t, X_t \ Y × A^1 )^{iA1}−→ (X, X \ Y ) −→ A(X), gde posledniæ gomomorfizm inducirovan vkl¸qeniem X v (X, X \ Y ).

Gomomorfizm Gizina, v qastnosti, obladaet sledu¸wimi vaßnymi svoæstva- mi: 1. (i ∘ j)_{gys} = i_{gys} ∘ j_{gys}; 2. (Formula proekcii) i_{gys}(i^A(a) ∪ b) = a ∪ i_{gys}(b).

Dokaßem ewe odnu obwu¸ lemmu.

Lemma 4. Sledu¸waØ diagramma kommutativna: A(X_t, X_t \ Y × A^1 )^∼−−−−→ A(X, X \ Y ) −−−−→ A(X) ≃ A(N, N \ Y ) −−−−→ A(N) −−−−→ A(Y ) Dokazatel~stvo. Po svoæstvam Xt, postroennogo v [5], kommutativna diagramma iz vkl¸qeniæ N −−−−→ X_t ←−−−− X

Y^{i0}−−−−→ Y × A^{1 i1}←−−−− Y, gde i_0(y) = (y, 0), i_1(y) = (y, 1). Pri fftom gomotopiqeski kommutativna diagramma Y^{i0}−−−−→ Y × A^{1 i1}←−−−− Y ‖ ‖ ‖^p ‖ ‖ ‖ Y Y Y. Inducirovannye diagrammy kommutativny i vmeste da¸t nam nußnu¸. �

1.3. Formula samopereseqeniØ.

V fftom paragrafe dokazyvaetsØ pervyæ iz osnovnyh rezul~tatov dannoæ raboty.

Teorema 2 (Formula samopereseqeniØ). Pust~ X – mnogoobrazie, Y – ego podmno-

goobrazie korazmernosti d, N_{X/Y} – normal~noe rassloenie Y v X, i : Y → X – vkl¸- qenie, (A, ∪, c) – kol~cevaØ teoriØ kogomologiæ so strukturoæ Qerna. Togda (i^∗ ∘ i_{gys})(x) = x ∪ c_d(N). Lemma 5. Sledu¸waØ diagramma kommutativna: A(Y )^{pA}−−−−→ A(P(1 ⊕ N)) p^A (1) ‖ ‖ A(N)^{iA}←−−−− A(P(1 ⊕ N)) A(P(1 ⊕ N)) ∪th(N) (2) ∪th(N) (3)^{∪c}d^{(L∗}1⊕N^{⊗p∗ (N))} A(N, N \ Y )^{iA}←−−−− A(P(1 ⊕ N), P(1 ⊕ N) \ P(1))^{iA}−−−−→ A(P(1 ⊕ N)) ‖ ‖ ‖ (4) i^A A(N, N \ Y ) −→ A(N) ≃ ‖ ‖ ‖ A(X_t, X_t \ Y × A^1 ) (5) A(N) ≃ A(X, X \ Y ) −−−−→ A(X) −−−−→ A(Y ) Dokazatel~stvo. Diagrammy (1) i (4) kommutativny kak inducirovannye kommutativnymi diagrammami. (5) kommutativen v silu predyduweæ lemmy.

DlØ obosnovaniØ kommutativnosti kvadrata (2) primenim lemmu 1 s X =

P(1⊕ N); Y = N; A = C = ∅; B = P(1 ⊕ N) \ P(1); D = N \ Y ; y = th(N). V rezul~tate

poluqim i^A(x ∪ th(N)) = i^A(x) ∪ i^A(th(N)) = i^A(x) ∪ th(N). Kommutativnost~ (3) dokazyvaetsØ analogiqno. Posle sootvetstvu¸weæ podstanovki imeem sootnoxenie i^A(x ∪ th(N)) = x ∪ i^A(th(N)) = x ∪ c_d(L^∗1_{⊕N} ⊗ p^∗(N)). � Dokazatel~stvo teoremy 2. Ispol~zuØ poluqennye sootnoxeniØ, nahodim

(i^A ∘ i_{gys})(x) = i^A(p^A(x) ∪ c_d(L^∗1_{⊕N} ⊗ p^∗(N))) = i^Ap^A(x) ∪ i^A(c_d(L^∗1_{⊕N} ⊗ p^∗(N))) = x ∪ c_d(i^∗(L^∗1_{⊕N} ) ⊗ i^∗(p^∗(N))) = x ∪ c_d(1 ⊗ N) = x ∪ c_d(N), tak kak vloßenie i proekciØ vzaimno obratny, a L1_{⊕N} trivializuetsØ na Y . Takim obrazom, teorema 2 polnost~¸ dokazana. �

2. Formula tipa Grotendika dlØ starxego klassa Qerna V fftom punkte my sformuliruem i dokaßem teoremu 3, soderßawu¸ formulu tipa Grotendika (sm. [8]). Dokazatel~stvo razbito na tri qasti i privoditsØ niße.

Teorema 3 (Formula tipa Grotendika). Pust~ X – mnogoobrazie, E – vektornoe

rassloenie ranga n nad X, z : X −→ E – nulevoe seqenie, s : X −→ E – drugoe seqenie, transversal~no pereseka¸wee z. Pust~ Y = {x ∈ X|s(x) = z(x)} – mnoßestvo nuleæ rassloeniØ s i i : Y → X – sootvetstvu¸wee vkl¸qenie. Iz transversal~nosti sleduet, qto Y ØvlØetsØ podmnogoobraziem v X korazmernosti n. Pust~ (A, ∪, c) – kol~cevaØ teoriØ kogomologiæ so strukturoæ Qerna. Togda i_{gys}(1_Y ) = c_n(E).

DlØ dokazatel~stva teoremy 3 suwestvenno ispol~zuetsØ tot fakt, qto transversal~nyæ kvadrat (sm. [6], [7]) X^f−−−−→ Z i_{X/Y} i_{Z/T} Y^{f|Y}−−−−→ T induciruet kommutativnu¸ diagrammu A(X)^{f A}←−−−− A(Z) i_{X/Y,gys} iZ/T ,gys A(Y )^{f|AY}←−−−− A(T ) 2.1. Sluqaæ universal~nogo rassloeniØ.

Zdes~ my dokaßem teoremu 3 dlØ sluqaØ

X = P^n = {[x0 : x1 : . . . : xn]|^{n∑}_{i=0} x^2_i ≠ 0};

E^∨_n = P^{n+1} \ {[1 : 0 : . . . : 0]};

p_n : E^∨_n −→ P^n, p_n([x_0 : x_1 : . . . : x_{n+1}]) = [x_1 : . . . : x_{n+1}]− lineænoe rassloenie;

i_n : P^{n−1} −→ P^n, i_n([x_0 : x_1 : . . . : x_{n−1}]) = [x_0 : x_1 : . . . : x_{n−1} : 0]− standartnoe vloßenie;

z_n : P^n −→ E^∨_n , z_n([x_0 : x_1 : . . . : x_n]) = [0 : x_0 : x_1 : . . . : x_n]; s_n : P^n −→ E^∨_n , s_n([x_0 : x_1 : . . . : x_n]) = [x_0 : x_1 : . . . : x_n : 0].

V fftom sluqae mnoßestvo nuleæ s sovpadaet s i_n(P^{n−1}). Nam nußno dokazat~, qto i_{n,gys}(1) = c_1(E^∨_n ).

Rassmatrivaemyæ zdes~ sluqaæ horox tem, qto N_Pn+1_{/P}n = E^∨_n . My hotim vospol~zovat~sØ teoremoæ 2. DlØ fftogo rassmotrim diagrammu P^{n zn}−−−−→ P^{n+1} i_n in+1 P^{n−1 zn−1}−−−−→ P^n. V kaqestve gorizontal~nyh strelok nußno vzØt~ ne i, a z, qtoby poluqit~ transversal~nost~ kvadrata. No ffto nam ne pomexaet, t.k. i_{n+1} gomotopno z_n i, sledovatel~no, i^A_{n+1} = z^A_n i i_{n+1,gys} = z_{n,gys}. Proverim, qto z^∗_n(E^∨_n ) = E^∨_{n−1}. Deæstvitel~no, z^∗_n(E^∨_n ) = {([x_0 : x_1 : . . . : x_{n−1}], [y_0 : y_1 : . . . : y_{n+1}]) ∈ P^{n−1} × E^∨_n | [0 : x_0 : x_1 : . . . : x_{n−1}] = [y_1 : . . . : y_{n+1}]} = {[y_0 : x_1 : . . . : x_{n−1}]| n−1∑ i=1 x_i ≠ 0} = E^∨_{n−1}. Iz transversal~nosti poluqaem: z^A_n ∘ i_{n+1,gys} = i_{n,gys} ∘ z^A_{n−1} i, zamenØØ z na i kak na gomotopnoe otobraßenie, poluqim i_{n,gys}(1) = i_{n,gys} ∘ i^A_n (1) = i^A_{n+1} ∘ i_{n+1,gys}(1) = c_1(E^∨_n ).

Poslednee iz privedennyh vyxe ravenstv sleduet iz teoremy 2. Takim obrazom, sluqaæ universal~nogo rassloeniØ rassmotren. 2.2. Sluqaæ lineænogo rassloeniØ.

Pust~ V^n – vektornoe prostranstvo razmernosti n, V^∗ – soprØßœnnoe prostranstvo, P(V ) – mnoßestvo prØmyh v prostranstve V , ili, qto to ße samoe, mnoßestvo giperploskosteæ v prostranstve V^∗. Esli W – giperploskost~ v V , to suwestvuet estestvennoe vkl¸qenie i_W : P(W ) → P(V ).

Rassmotrim rassloenie

p : P(1 ⊕ V ) \ P(1) −→ P(V ) :

prØmoæ, ne sovpada¸weæ s 1, stavim v sootvetstvie eœ proekci¸ na V . Tak ße ustroeno i N_{P(V )/P(W )} – ffto P(V ) \ P(L) s estestvennoæ proekcieæ na P(W ), gde prØmaØ L opredelena tak, qto W ⊕ L = V .

Rassmotrim seqenie

s_V : P(V ) −→ P(L ⊕ V ) \ P(L), s(l) = (p_L(l), l),

gde p_L – proekciØ na L. RazumeetsØ, mnoßestvo nuleæ s_V est~ P(W ). V predyduwem punkte bylo dokazano, qto v fftih oboznaqeniØh

i_{W,gys}(1) = c_1(P(L ⊕ V ) \ P(L)).

Ispol~zuØ ffto, dokaßem, qto dlØ proizvol~nogo lineænogo rassloeniØ p : E −→ X nad mnogoobraziem X i seqeniØ s : X −→ E, transversal~no pereseka¸wego nulevoe seqenie po podmnogoobrazi¸ Y korazmernosti 1 vypolneno i_{gys}(1_Y ) = c_1(E), gde i : Y → X – estestvennoe vkl¸qenie.

Pust~ p : E −→ X – lineænoe rassloenie. Nakroem ego trivial~nym rassloeniem ~φ : X × W −→ E. Podpravim ego: pust~ L – odnomernoe prostranstvo, V = W ⊕ L i φ : X × V −→ E deæstvuet po formule φ(x, w, αa) = ~φ(x, w) + αs(x), gde a – bazisnyæ vektor prØmoæ L.

Rassmotrim otobraßenie

f_E : X −→ P(V^∗), f_E (x) = Kerφ(x).

(Kerφ(x) – giperploskost~ v V , t.e. prØmaØ v V^∗). Rassmotrim

E^∨ = P(L ⊕ V^∗) \ P(L)

– prostranstvo rassloeniØ nad P(V^∗). Pust~ ~E = f^∗_E (E^∨) = {(x, P ) ∈ X × P(V )|Kerφ(x) = p_{P(V ∗)}(P )}, gde p_{P(V} ∗_) – proekciØ na P(V^∗).

Lemma 6. V predyduwih oboznaqeniØh rassmotrim h : E −→^~E, deæstvu¸wiæ po

sledu¸wemu pravilu. Pust~ e ∈ E, rassmotrim (x, v) ∈ X × V , takoæ qto φ(x, v) = e. Rassmotrim takße g : P(V^∗) × V −→ E^∨, g(f, v) = [f(v)a : f] (a – bazisnyæ vektor L). Poloßim h(e) = (x, g(f_E (x), v)). Togda h – izomorfizm rassloeniæ E i ~E.

Dokazatel~stvo.

1) (x, g(f_E (x), v)) ∈ ~E, t.e. Kerφ(x) = p_{P(V} ∗_)(g(f_E (x), v)), t.k. Kerφ(x) = f_E (x), a p_{P(V} ∗_)(g(f_E (x), v)) = p_{P(V} ∗_)([f_E (x)(v)a : f_E (x)]) = p_{P(V} ∗_)([Kerφ(x)(v)a : Kerφ(x)] = Kerφ(x).

2) Korrektnost~ h i ego izomorfnost~ sledu¸t iz togo, qto Kerφ(x) = Kerg(f_E (x)). Dokaßem ffto ravenstvo. g(f_E (x), v) = 0 ⇐⇒ f_E (x)(v) = 0 ⇐⇒ v ∈ Kerφ(x) = f_E (x). � Zametim, qto h perestanovoqen s seqeniØmi: s_V ∘ f_E = ~f_E ∘ h ∘ s, gde ~f_E :

~E −→ E^∨ inducirovan f_E . �to ravenstvo poluqaetsØ iz sledu¸wih nabl¸deniæ. Rassmotrim vektor (x, 0, a) ∈ X × W ⊕ L, togda φ(x, 0, a) = s(x) (vot dlØ qego my podpravlØli trivial~noe rassloenie na s(x)). Togda

h(s(x)) = (x, g(f_E (x), 0, a)) = (x, [f_E (x)(0, a)a : f_E (x)])

i sledovatel~no, ~f_E (x, [f_E (x)(0, a)a : f_E (x)]) = [f_E (x)(0, a)a : f_E (x)] = s_V (f_E (x)).

Legko videt~, qto f^∗_E (N_{P(V )/P(W )} ) = N_{X/Y} . Togda i_{gys} ∘ f_E |^A_Y = f^A_E ∘ i_{W,gys} i i_{gys}(1) = i_{gys}(f|^A_Y (1)) = f^A_E (i_{W,gys}(1)) = f^A_E (c_1(E^∨)) = c_1(f^∗_E (E^∨)) = c_1(E) i dlØ lineænyh rassloeniæ teorema 3 dokazana. 2.3. RedukciØ k lineænomu rassloeni¸.

Sledu¸wu¸ teoremu moßno naæti v [7].

Teorema 4 (Princip raswepleniØ). Pust~ E – rassloenie ranga n nad mnogo-

obraziem X. Suwestvu¸t mnogoobrazie X^′, rassloenie E^′ nad nim i otobraßenie f : X^′ −→ X, takie qto vypolnØ¸tsØ svoæstva:

1. E^′ = f^∗(E);

2. Suwestvu¸t takie lineænye rassloeniØ L_1, L_2, . . . , L_n nad X^′, qto E^′ ≃ ⊕^n_{i=1}L_i;

3. Gomomorfizm f^A : A(X) −→ A(X^′) in¨ektiven.

Vvidu vsego dokazannogo ostalos~ rassmotret~ sluqaæ E = L_1 ⊕. . .⊕L_n, gde L_i – lineænye rassloeniØ. OstavxaØsØ qast~ dokazatel~stva sleduet iz sledu¸weæ lemmy.

Budem nazyvat~ rassloenie E vmeste s seqeniem s i mnoßestvom ego nuleæ Y horoxim, esli i_{gys}(1_Y ) = c_d(E), gde i : Y → X i d – rang rassloeniØ E. Lemma 7. Pust~ (E1, s1, Y1) i (E2, s2, Y2) – horoxie rassloeniØ, transversal~no pe-

reseka¸wiesØ i transversal~no pereseka¸wie nulevoe seqenie. Togda (E_1 ⊕ E_2, s_1 ⊕ s_2, Y_1 ∩ Y_2) – horoxee rassloenie.

Dokazatel~stvo. Pust~ Y = Y1 ∩ Y2 – mnoßestvo nuleæ summy seqeniæ, i : Y → X – vkl¸qenie. Rassmotrim diagrammu Y^{j1}−−−−→ Y_1 j2 i1 Y_2^{i2}−−−−→ X, gde j_1, j_2 – sootvetstvu¸wie vkl¸qeniØ. Izvestno, qto i_{1,gys}(1) = c_{d1} (E_1) i i_{2,gys}(1) = c_{d2} (E_2). Tak kak

j_{1,gys}(1) = c_{d2} (i^∗_1E_2) = i^A_1 (c_{d2} (E_2)), to poluqaem

i_{gys}(1) = (i_1 ∘ j_1)_{gys}(1) = i_{1,gys} ∘ j_{1,gys}(1) = i_{1,gys} ∘ i^A_1 (c_{d2} (E_2)) = c_{d2} (E_2) ∪ i_{1,gys}(1).

Pol~zuØs~ formuloæ proekcii, poluqim

c_{d2} (E_2) ∪ i_{1,gys}(1) = c_{d2} (E_2) ∪ c_{d1} (E_1).

Po formule Kartana, ime¸weæ v sluqae starxih klassov Qerna tol~ko odno slagaemoe c_{d2} (E_2) ∪ c_{d1} (E_1) = c_{d1+d2} (E_1 ⊕ E_2).

Takim obrazom, lemma, a vmeste s neæ i teorema 3 polnost~¸ dokazany. �

3. �kscess-formula dlØ obobwœnnyh teoriæ kogomologiæ V fftom razdele my dokaßem teoremu 5, soderßawu¸ ffkscess-formulu (sm. [9], [10]).

Pust~ σ : ^X −→ X – sigma-process, (A, ∪, c) – kol~cevaØ teoriØ kogomologiæ so strukturoæ Qerna. Rassmotrim diagrammu P(N)^j−−−−→^^X p σ Y^i−−−−→ X i associirovannu¸ s neæ diagrammu iz obratnyh obrazov i gomomorfizmov Gizina A(P(N))^{jgys}−−−−→ A(^^X) p^A σ^A A(Y )^{igys}−−−−→ A(X). Kommutativna li ona? Legko videt~, qto net: dlØ graduirovannyh teoriæ kogomologiæ gomomorfizm Gizina qasto povyxaet stepen~ l¸bogo fflementa na korazmernost~ podmnogoobraziØ; verhniæ gomomorfizm budet povyxat~ stepeni na 1, a nißniæ – na korazmernost~ Y v X, kotoru¸ po-preßnemu oboznaqaem qerez n. V svØzi s fftim voznikaet vopros: naskol~ko ffta diagramma nekommutativna? Otvetom na nego i ØvlØetsØ ffkscess-formula.

V predyduwem punkte my zametili, qto L_N ØvlØetsØ podrassloeniem v p^∗(N). Pofftomu suwestvuet rassloenie E nad P(N) i korotkaØ toqnaØ posledovatel~nost~ rassloeniæ 0 −→ L_N −→ p^∗(N) −→ E −→ 0. Rassloenie E budem nazyvat~ ffkscessom (excess).

Teorema 5 (�kscess-formula). V predyduwih oboznaqeniØh σ^A ∘ i_{gys}(x) = j_{gys}(p^A(x) ∪ c_{n−1}(E)).

3.1. Lemma o diagramme special~nogo vida.

Zdes~ my dokaßem lemmu, k kotoroæ v itoge i svedem dokazatel~stvo. Lemma 8. Pust~ Y – takoe podmnogoobrazie v X, qto suwestvuet retrakciØ r :

X −→ Y . Oboznaqim N = r^∗(N). Pust~ takße X^′ – takoe mnogoobrazie, qto P(N) – podmnogoobrazie v X^′, a samo X^′ ØvlØetsØ podmnogoobraziem v P(N korazmernosti d. Rassmotrim kommutativnu¸ diagrammu mnogoobraziæ P(N)^j−−−−→ X^{′ k}−−−−→ P(N ) p σ P Y^i−−−−→ X X, gde j i k – sootvetstvu¸wie vkl¸qeniØ. Togda suwestvuet rassloenie E ranga d nad P(N), takoe qto_{σA ∘ igys = jgys ∘ ∪cd(E) ∘ pA.} Dokazatel~stvo. Napixem ravenstvo σ^A ∘ i_{gys} = k^A ∘ P^A ∘ i_{gys}. Rassmotrim diagrammu P(N )^P−−−−→ X k^{∘j} i P(N)^p−−−−→ Y. Tak kak fftot kvadrat transversalen, to po svoæstvu, sformulirovannomu v naqale vtorogo paragrafa, imeet mesto sootnoxenie: k^A ∘ P^A ∘ i_{gys} = k^A ∘ (k ∘ j)_{gys} ∘ p^A. Po teoreme 2 k^A ∘ (k ∘ j)_{gys} ∘ p^A = k^A ∘ k_{gys} ∘ j_{gys} ∘ p^A. Po formule proekcii k^A ∘ k_{gys} ∘ j_{gys} ∘ p^A = j_{gys} ∘ ∪c_d(j^∗(N_{P(N )/X} ′ )) ∘ p^A. Pust~ E = j^∗(N_{P(N )/X} ′ ). SobiraØ napisannye ravenstva, poluqim σ^A ∘ i_{gys} = j_{gys} ∘ ∪c_d(E) ∘ p^A, qto i trebovalos~ dokazat~. � 3.2. RedukciØ k normal~nomu rassloeni¸.

Nam neobhodimo dokazat~, qto kommutativna sledu¸waØ diagramma. A(Y )^{pA}−−−−→ A(P(N))^{∪cn−1(E)} −−−−−−→ A(P(N)) i_{gys} j_{gys} A(X) A(X)^{σA}−−−−→ A( ^X)

My hotim primenit~ lemmu 8, no dlØ fftogo mnogoobraziØ X i ^X ne podhodØt: nußna retrakciØ r : X −→ Y . Vmesto X moßno vzØt~ normal~noe rassloenie N i estestvnnu¸ proekci¸ v kaqestve retrakcii. Dokaßem, qto pri takoæ zamene ffkscess-formula sohranit svoæ vid.

Napixem diagrammu, kraænie puti kotoroæ ØvlØ¸tsØ rasxifrovkoæ predyduweæ diagrammy: A(Y )^{pA}−−−−→ A(P(N))^{∪cn−1(E)}−−−−−−→ A(P(N)) p^A p^A A(N) A(L_N ) ∪^{th(N)} ∪^{th(L}N^) A(N, N \ Y ) A(N, N \ Y ) e^{σA}−−−−→ A(L_N , L_N \ P(N)) ≃ i_{A0 ≃} I_{A0} A(X_t, X_t \ A^1 × Y ) A(X_t, X_t \ A^1 × Y )^{σAt}−−−−→ A( ^X_t, ^X_t \ A^1 × P(N)) ≃ i_{A1 ≃} I_{A1} A(X, X \ Y ) A(X, X \ Y )^{σA}−−−−→ A( ^X, ^X \ P(N)) i^A i^A A(X) A(X)^{σA}−−−−→ A( ^X) Nißnie tri kvadrata kommutativny kak inducirovannye kommutativnoæ diagrammoæ mnogoobraziæ. (N, N \ Y ) e^σ←−−−− (L_N , L_N \ P(N)) i0 I0 (X_t, X_t \ A^1 × Y )^{σt}←−−−− ( ^X_t, ^X_t \ A^1 × P(N)) i_1 I_1 (X, X \ Y )^σ←−−−− ( ^X, ^X \ P(N)) i i X^σ←−−−− ^X V verhnem ße kvadrate prisutstvu¸t tol~ko normal~nye rassloeniØ. Opixem, kak ustroeno otobraßenie σ_t. Rassmotrim otobraßenie σ × id : ^X × A^1 −→ X × A^1 . Togda (sm. [4, Gl. 2, utv. 7.15]) suwestvuet otobraßenie razdutyh mnogoobraziæ ^X × A^1^_{P(N)×0} −→ ×A^1^_{Y ×0}, kotoroe posle vyrezaniØ sobstvennyh proobrazov i dast nam nußnoe otobraßenie.

Ostalos~ lix~ zametit~, qto esli i : Y −→ N – vkl¸qenie, to i_{gys} sovpadaet s kompozicieæ (sm. [7]) A(Y )^{pA}−→ A(N)^{∪th(N)}−→ A(N, N \ Y )^{iA}−→ A(N). Takim obrazom, redukciØ k normal~nomu rassloeni¸ provedena.

3.3. Okonqanie dokazatel~stva ffkscess-formuly.

Teper~ ostalos~ proverit~, qto vypolnØ¸tsØ usloviØ lemmy 8 i dokazat~, qto ffkscess, voznika¸wiæ v fftoæ lemme, sovpadaet s rassloeniem E, postroennym v naqale punkta.

Oboznaqim proekci¸ N −→ Y qerez r i rassmotrim N = r^∗(N), kak i v lemme 8. Togda iskomaØ diagramma dolßna vyglØdet~ sledu¸wim obrazom. P(N)^j−−−−→ LN^k−−−−→ P(N ) p e_σ P Y^i−−−−→ N N DlØ togo, qtoby primenit~ lemmu, neobhodimo opisat~ vkl¸qenie k. Zametim, qto N = {(x, y) ∈ N × N|p(x) = p(y)} = P(N) ×_Y N. ProektiruØ P(N ) na P(N), my moßem otoßdestvit~ P(N ) c p^∗(N). V rezul~tate poluqim P(N ) = p^∗(N) ⊃ LN . Takim obrazom, primenØØ lemmu 8, ostalos~ dokazat~, qto E = j^∗(N_{P(N )/LN} ).

DlØ fftogo rassmotrim diagrammu, stroki kotoroæ ØvlØ¸tsØ korotkimi toqnymi posledovatel~nostØmi. 0 −−−−→ N_{LN /P(N)} −−−−→ N_{P(N )/P(N)} −−−−→ j^∗N_{P(N )/LN} −−−−→ 0 ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ 0 −−−−→ L_N −−−−→ p^∗(N) −−−−→ E −−−−→ 0 VerhnØØ stroqka ØvlØetsØ korotkoæ toqnoæ posledovatel~nost~¸, dva levyh vertikal~nyh ravenstva oqevidny. Sledovatel~no, E = j^∗(N_{P(N )/LN} ). Teorema 5 polnost~¸ dokazana.

Literatura

1. Dß. Milnor, Dß. Staxef, Harakteristiqeskie klassy. — Moskva (1979). 2. R. Stong, Zametki po teorii kobordizmov. — Moskva (1973). 3. A. T. Fomenko, D. B. Fuks, Kurs gomotopiqeskoæ topologii. — Moskva (1989). 4. R. Hartshorne, Algebraic geometry. — Graduated texts in mathenatics, 52 (1977). 5. I. Panin, Riemann-Roch Theorem for Oriented Cohomology. — http://www.math.uiuc.edu/K-theroy/0107/, 2002.

6. I. Panin, A. Smirnov, Push-forvards in Oriented Cohomology Theories of Algebraic Varieties. — http://www.math.uiuc.edu/K-theroy/0459/, 2000.

7. I. Panin, Push-forvards in Oriented Cohomology Theories of Algebraic Varieties: II, Preprint POMI, 17, 2002.

8. A. Grothendick, Bull. Soc. Math. France, 86 (1958), 136-154. 9. A. Borel, J. P. Serre, Le theoreme de Rimann-Roch, BSMF, 86 (1958), 97-136. 10. W. Fulton, Intersection theory. — Springer-Verlag (1984).