POMI PREPRINT – 01/2003

STRANNYE FAKTOR-PREDSTAVLENI˚ TIPA ∐1 I

PARY DUAL^NYH DINAMIQESKIH SISTEM

A. M. VERXIK

RossiæskaØ AkademiØ Nauk Sankt-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN ROSSI˚, 191011, S.-Peterburg nab. r.Fontanki, 27

˚nvar~ 4, 2003

ABSTRACT Po pare dinamiqeskih sistem stroitsØ para kommutiru¸wih faktorov tipa ∐_1.

�ta konstrukciØ ØvlØetsØ obobweniem klassiqeskogo postroeniØ faktorov, kak skrewennyh proizvedeniæ (fon Neæmann–M¸rreæ) i gruppoidnoæ konstrukcii. PredlagaemaØ shema daet estestvennye primery faktorov s neediniqnoæ spariva¸weæ konstantoæ. Pervye primery takogo roda, poroßdennye deæstviØmi abelevyh grupp i teorieæ kvantovyh torov, voznikali v rabotah Konna–RiffelØ i Faddeeva; naxe obobwenie vkl¸qaet ih, ravno kak i novye primery faktorizaciæ, svØzannye s rexetkami v gruppah Li i s beskoneqnoæ simmetriqeskoæ gruppoæ i dr.

Kl¸qevye slova: spariva¸waØ konstanta, dinamiqeskaØ sistema, faktor-predstav-lenie, gruppa Geæzenberga, psevdogruppoid, beskoneqnaØ simmetriqeskaØ gruppa

Avtor blagodarit institut im. E. Xredingera (Vena), gde byla naqata ffta rabota, qastiqno finansirovavxaØsØ takße po grantu RFFI 02-01-00093 1

1. OBWA˚ SHEMA, OPREDELENI˚

Pust~ X lokal~no-kompaktnoe nekompaktnoe separabel~noe prostranstvo s borelevskoæ sigma-koneqnoæ beskoneqnoæ nepreryvnoæ meroæ μ. Predpoloßim, qto dve proizvol~nye sqetnye gruppy G i H deæstvu¸t gomeomorfizmami na prostranstve X, priqem

1)DeæstviØ grupp G i H svobodny i kommutiru¸t meßdu soboæ. Udobno sqitat~ deæstvie odnoæ gruppy G levym, a drugoæ H – pravym.

2) oba deæstviØ sohranØ¸t meru μ.

3) oba deæstviØ vpolne razryvny, to est~ nikakaØ orbita deæstviæ ne imeet predel~nyh toqek v X.

V silu usloviØ 3) my moßem korrektno opredelit~ izmerimye fundamental~nye oblasti dlØ deæstviØ kaßdoæ iz grupp G i H t.e. izmerimye mnoßestva F_G ⊂ X i F_H ⊂ X sootvetstvenno, soderßawie rovno po odnoæ toqke kaßdoæ orbity, i ograniqit~ meru μ na ffti mnoßestva F_G, F_H . Moßno opredelit~ takße prostranstva orbit deæstviØ grupp G i H t.e. G\X i X/H kak faktor-prostranstva topologiqeskogo prostranstva i, ispol~zuØ izomorfizm s fundamental~nymi oblastØmi, opredelit~ faktor-mery μ_G i μ_H ; esli mera fundamental~noæ oblasti beskoneqna, to faktormera opredelena s toqnost~¸ do poloßitel~noæ konstanty.^1

Soglasno uslovi¸ 1) (kommutirovanie deæstviæ) gruppa G deæstvuet na prostranstve X/H, to est~ na prostranstve orbit gruppy H, a gruppa H – na prostranstve G\X - orbit gruppy G. �ti deæstviØ moßno perenesti na fundamental~nye obdasti.

Poskol~ku mera μ – beskoneqna, to my moßem umnoßat~ ee na proizvol~nu¸ poloßitel~nu¸ konstantu, sohranØØ invariantnost~, odnako otnoxenie (koneqnyh) mer dvuh podmnoßestv ne zavisit ot fftogo umnoßeniØ. Naprimer, my moßem normirovat~ meru tak, qtoby fundamental~naØ oblast~ F_G imela meru 1, esli ona byla koneqnoæ.

Opredelenie. Predpoloßim, qto mery obeih fundamental~nyh oblasteæ - koneqny.

Otnoxenie mer λ(G, H) =^{μ(FH )}_{μ(FG)} nazyvaetsØ spariva¸weæ konstantoæ pary dinamiqeskih sistem (G, H); iz opredeleniØ Øsno, qto λ(G, H) · λ(H, G) = 1, i qto ffti znaqeniØ ne zavisØt ot normirovki mery μ.

Pust~ C_G (sootv. C_H ) est~ algebra vseh ograniqennyh nepreryvnyh funkciæ, postoØnnyh na orbitah deæstviØ gruppy G (sootv. H). Iz usloviØ 3) vytekaet, qto algebra C_G, (sootv. C_H ) kanoniqeski izomorfna algebre C(G\X), (sootv. C(X/H)) ograniqennyh nepreryvnyh funkciæ na prostranstve G\X (X/H).

Iz usloviØ 1) Øsno, qto gruppa G estestvenno deæstvuet avtomorfizmami na algebre C_H , a gruppa H – na algebre C_G. Uslovie 2) garantiruet sohranenie sootvetstvu¸wih mer dlØ deæstviæ gruppy G na X/H i gruppy H na G\X.

1Postroenie fundamental~noæ oblasti ispol~zuet vpolne razryvnost~ deæstviØ, no faktiqeski v dal~neæxem nam dostatoqno lix~ izmerimosti razbieniØ na orbity deæstviæ grupp, to est~ metriqeskogo a ne topologiqeskogo usloviØ; vse dal~neæxie konstrukcii takße qisto metriqeskie. V fftom punkte my ispol~zuem dlØ prostoty Øzyk topologiqeskoæ dinamiki, vmesto metriqeskogo, ispol~zuemogo niße.

Rassmotrim kompleksnye gil~bertovy prostranstva kvadratiqno integriruemyh funkciæ L^2(X, μ) i predstavleniØ vse fftih ob¨ektov: grupp G i H – unitarnymi operatorami po formulam (f ∈ L^2(X, μ)) [(U_g)f](x) = f(g^{−1}x), g ∈ G; [(V_h)f](x) = f(xh), h ∈ H, i predstavleniØ kommutativnyh algebr C_G, C_H mul~tiplikatorami: (M_ϕf)(x) = ϕ(x) · f(x), ϕ ∈ C_G, C_H . Vvedem, nakonec, W^∗-algebry A_G (sootv. A_H ) poroßdennye mnoßestvami vseh operatorov {U_g, g ∈ G} i {M_ϕ, ϕ ∈ C_H } (sootv. {U_h, h ∈ H} and {M_ϕ, ϕ ∈ C_G}) v gil~bertovom prostranstve L^2(X, μ) (bolee toqno, slabye zamykaniØ fftih mnoßestv operatorov) Krome togo, rassmotrim W^∗-algebru B, poroßdennu¸ obeimi algebrami, t.e. operatorami obeih grupp G, H i mul~tiplikatorami iz C_G, C_H .

Napomnim ponØtie spariva¸weæ konstanty (coupling constant) koneqnyh faktorov iz klassiqeskih rabot Murray-von Neumann – [7] (sm. takße [6], bolee podrobno [1]). Pust~ B – koneqnyæ faktor, a B^′ ego kommutant v gil~bertovom prostranrstve K. Pust~ tr(.), tr^′ (.) kanoniqeskie normal~nye sledy v W^∗-algebrah B, B^′ (koneqnogo tipa). Togda spariva¸waØ konstanta faktora B est~ poloßitel~noe qislo λ(B) = (tr^′(P^′_h)/tr(P_h ), gde h ∈ K proizvol~nyæ ediniqnyæ vektor, a P_h (P^′_h) – ortogonal~nyæ proektor iz faktora B (sootv. iz faktora B^′) na cikliqeskoe podprostranstvo, poroßdennoe vektorom h pri deæstvii na nego vseh operatorov iz faktora B^′ (sootv. B). Teorema utverßdaet, qto ffto otnoxenie ne zavisit ot vybora ediniqnogo vektora h. Oqevidnoe sootnoxenie pokazyvaet svØz~ meßdu spariva¸wimi konstantami faktora i ego kommutanta: λ(B^′) · λ(B) = 1.

Spariva¸waØ konstanta igraet rol~ mery sravneniØ kratnosteæ predstavleniæ v teorii faktor-predstavleniæ tipa ∐. Ee koneqnomernyæ analog est~ otnoxenie kratnosteæ levogo i pravogo neprivodimyh predstavleniæ v tenzornom proizvedenii π_1 ⊗ π_2 dvuh primarnyh predstavleniæ grupp ili algebr.

Dva faktor-predstavleniØ ρ_1 i ρ_2 tipa ∐ nekotoroæ algebry nazyva¸tsØ algebraiqeski izomorfnymi, esli suwestvuet algebraiqeskiæ izomorfizm ob¨eml¸wih faktorov, perevodØwiæ odno predstavlenie – kak gomomorfizm (gruppovoæ) algebry v algebru operatorov gil~bertovogo prostranstva – v drugoe; prostranstvenno izomorfnymi, esli fftot izomorfizm zadaetsØ izometrieæ gil~bertovyh prostranstv, i kvaziffkvivalentnymi (Makki), esli kaßdoe iz predstavleniæ, naprimer, vtoroe ρ_2, prostranstvenno izomorfno podpredstavleni¸ prØmoæ summy s nekotoroæ (vozmoßno beskoneqnoæ) kratnost~¸ pervogo predstavleniØ ⊕^k_1 ρ_1. DlØ faktorov ponØtiØ algebraiqeskogo izomorfizma i kvaziffkvivalentnosti – sovpada¸t i, takim obrazom, sled est~ edinstvennyæ invariant faktor-predstavleniØ tipa ∐_1 s toqnost~¸ do algebraiqeskoæ ffkvivalentnosti ili do kvaziffkvivalentnosti.

Naibolee vaßnym ØvlØetsØ sledu¸wiæ fakt: spariva¸waØ konstanta ØvlØetsØ polnym invariantom prostranstvennogo izomorfizma v klasse dannogo algebraiqeskogo tipa faktor-predstavleniæ, – ffto oznaqaet, qto dva algebraiqeski izomorfnyh faktor-predstavleniØ algebry (gruppy)tipa ∐ prostranstvenno izmorfny togda i tol~ko togda, kogda spariva¸wie konstanty ravny. ˚sno, qto dlØ priloßeniæ teorii predstavleniæ osnovnym izomorfizmom ØvlØetsØ prostranstvennyæ.

Napomnim ewe, qto faktor B imeet cikliqeskiæ vektor f (⇔ cikliqeskoe podprostranstvo poroßdennoe f est~ vse gil~bertovo prostranstvo), esli λ(B) ≤ 1, i otdelØ¸wiæ vektor h (⇔ Uh ≠ 0 dlØ vseh U ∈ B), esli λ(B) ≥ 1, i bicikliqeskiæ vektor (⇐⇒ otdelØ¸wiæ i cikliqeskiæ ili ffkvivalentno – cikliqeskiæ dlØ faktora i kommutanta) togda i tol~ko togda, kogda λ(B) = λ(B^′) = 1.

Vse ffti fakty ime¸t prØmye priloßeniØ teorii predstavleniæ (sm. niße).

2. TEOREMA O SPARIVAıWE` KONSTANTE

Predpoloßim, qto usloviØ 1)–3) vypolneny, mery μ_G μ_H koneqny, a deæstvie gruppy G×H na prostranstve (X, μ) s invariantnoæ sigma-koneqnoæ meroæ μ svobodno i ffrgodiqno.

1. W^∗-algebra B, poroßdennaØ dvumØ algebrami A_G i A_H est~ algebra vseh ograniqennyh operatorov B(L^2), inaqe govorØ, predstavlenie skrewennogo proizvedeniØ gruppy G × H i prostranstva ograniqennyh nepreryvnyh funkciæ na prostranstve (X, μ) ØvlØetsØ neprivodimym.

2. Algebry A_G, A_H kak podalgebry algebry B(L^2) ØvlØ¸tsØ faktorami tipa ∐_1, ffti algebry ØvlØ¸tsØ vzaimnymi kommutantami v B(L^2) i faktorizu¸t neprivodimoe predstavlenie opisannoe v p.1.^2

3. Spariva¸wie konstanty λ faktorov A_G i A_H ravny spariva¸wim konstantam dinamiqeskih sistem, opredelennyh vyxe: λ(G, H) =^{μ(FH )}_{μ(FG)} = λ(A_G).

Dokazatel~stvo. � Pervoe utverßdenie sleduet iz ffrgodiqnosti deæstviØ gruppy

G×H na (X, μ - poskol~ku algebra B poroßdßena obyqnym skrewennym proizvedeniem gruppy G×H i prostranstva funkciæ. Iz toæ ße ffrgodiqnosti sleduet ffrgodiqnost~ deæstviæ kaßdoæ iz grupp - G na (X/H, μ_H ) i H na (G\X, μ_G). Sovmestnoe predstavlenie obeih algebr v prostranstve L^2(X, μ) moßno rassmatrivat~ kak predstavlenie ih tenzornogo proizvedeniØ A_G ⊗ A_H ≡ A_{G,H} v prostranstve L^2(X, μ). �to predstavlenie, kak my videli, neprivodimo, i sledovatel~no, qto slaboe zamykanie kommutativnoæ algebry, poroßdennaØ mul~tiplikatorami M_ϕ obeih abelevyh algebr (ϕ ∈ C_G ∨ C_H ) est~ maksimal~naØ kommutativnaØ podalgebra algebry B(L^2). No ograniqenie neprivodimogo predstavleniØ tenzornogo proizvedeniØ dvuh kommutiru¸wih algebr na kaßdyæ somnoßitel~ est~ faktorpredstavlenie (sm. [1]). Pofftomu kaßdaØ iz algebr A_G i A_H est~ faktor i oni ØvlØ- ¸tsØ vzaimnymi kommutantami: [A_G]^′ = A_H. Opredelim teper~ tip faktora.

Opredelim sled na A_G i A_H , kak na algebrah fon Neæmanna obyqnym obrazom – kak na skrewennyh proizvedeniØh, znaqenie sleda na lineænoæ kombinacii opredelØ¸tsØ formuloæ: tr_{AG} (M_ϕ ⊗ U_g) = δ(e, g) ∫ ϕ(x)dμ, tr_{AH} (M_ϕ ⊗ U_h) = δ(e, h) ∫ ϕ(x)dμ. Oqevidnym obrazom sled nepreryven i koneqen, pofftomu ffto faktory tipa ∐_1.

Iz konstrukcii Øsno, qto ffti faktory algebraiqeski izomorfny faktoram regulØrnyh (fonneæmanovskih) predstavleniæ, tipa ∐_1, odnako, kak my seæqas uvidim, postroennye faktory prostranstvenno neizomorfny standartnym fonneæmannovskim faktoram.

2Termin “faktorizaciØ” zdes~ imeet iznaqal~nyæ smysl – razloßenie na somnoßiteli; imenno v takom smysle on upotreblen v rabotah fon Neæmanna, otkuda i proishodit termin “faktor”. My budem dalee govorit~ o faktorizacii neprivodimyh predstavleniæ. Sleduet pomnit~, qto ffti razloßeniØ ne est~ razloßeniØ algebry operatorov na tenzornye somnoßiteli.

Teper~ vyqislim spariva¸wu¸ konstantu postroennyh faktorov. DlØ fftogo my vyberem ediniqnyæ vektor χ ∈ L^2(X, μ) i i naædem otnoxenie sledov faktorov A_G i A_H na sootvetstvu¸wih cikliqeskih prostranstvah vektora χ. Napomnim, qto rezul~tat ne zavisit ot vybora vektora. Poloßim v kaqestve vektora funkci¸ χ = χ_{FH} , gde χ_{FH} ∈ C_G ⊂ A_G – harakteristiqeskaØ funkciØ fundamental~noæ oblasti F_H . Predpoloßim, qto normalizaciØ mery μ takova, qto μ(F_H ) = 1 (posle normalizacii). Iz teorii skrewennyh proizvedeniæ izvestno,(sm. opredelenie vyxe) qto sled proektora P_χ sootvetstvu¸wiæ mul~tiplikatoru na harakteristiqesku¸ funkci¸ χ_E ≡ χ iz maksimal~noæ regulØrnoæ abelevoæ podalgebry faktora est~ mera mnoßestva.

Takim obrazom tr(P_{χFH} ) = μ(F_H ) = 1. Esli primenit~ te ße rassußdeniØ ko vtoromu faktoru A_H to znaqenie sleda na analogiqnom proektore, poroßdennom toæ ße harakteristiqeskoæ funkcieæ faktorom A_H, ravno mere fftogo mnoßestva no uße pri drugoæ normirovke mery μ: μ(F_G) = 1. No ffto oznaqaet, qto otnoxenie znaqeniæ sledov pri soglasovannoæ (naprimer, pervoæ) normirovke mery μ, ravno otnoxeni¸ mer fundamental~nyh oblasteæ. Takim obrazom, spariva¸waØ konstanta faktorov v smysle teorii faktorov, sovpadaet so spariva¸weæ konstantoæ dinamiqeskih sistem, opredelennoæ vyxe:

λ(A_G) = μ(F_H ) μ(F_G) ; λ(A_H ) = μ(F_G) μ(F_H )

�

ZAMEQANIE. 1. Kak upominalos~ vyxe, znaqenie spariva¸weæ konstanty daet

kriteriæ suwestvovaniØ bicikliqeskogo vektora, t.e. cikliqeskogo vektora dlØ faktora i kommutanta - ffto uslovie - λ = 1, qto v naxih terminah oznaqaet, qto mery fundamental~nyh oblasteæ - ravny. No Øvnoe nahoßdenie takogo vektora (za iskl¸qeniem togo sluqaØ, kogda suwestuet obwaØ fundamental~naØ oblast~) ne stol~ prosto, trebuetsØ analiz struktury traektoriæ obeih dinamiqeskih sistem.

V svØzi s fftoæ konstrukcieæ voznikaet estestvennaØ problema - kakie pary dinamiqeskih sistem (Y, G, ν) i (Z, H, ϕ) so sqetnymi gruppami G i H, kotorye svobodno deæstvu¸t na prostranstvah s meroæ (Y, μ) i (Z, ν) sootvetstvenno, dopuska¸t “sparivanie” v ramkah privedennoæ shemy v naqale paragrafa. Inaqe govorØ, kogda suwestvuet takoe prostranstvo s sigma-koneqnoæ meroæ (X, μ) i deæstvie teh ße grupp G i H na (X, μ), pri kotorom dve dannye sistemy izomorfny deæstvi¸ grupp na fundamental~nyh oblastØh, kak ffto opredeleno vyxe.

3. REGUL˚RNYE PREDSTAVLENI˚ DINAMIQESKIH SISTEM

Vloßim horoxo izvestnu¸ konstrukci¸ fon Neæmanna–M¸rreØ faktor-preds-tavleniØ algebry, poroßdennoæ dinamiqeskoæ sistemy s invariantnoæ meroæ v naxu shemu. Pust~ sqetnaØ gruppa G svobodno i ffrgodiqeski deæstvuet na prostranstve Lebega s koneqnoæ ili sigma-koneqnoæ nepreryvnoæ meroæ (X_0, μ_0); (moßno, priderßivaØs~ v toqnosti sheme predyduwego paragrafa sqitat~, qto gruppa deæstvuet gomeomorfizmami lokal~no-kompaktnogo prostranstva X_0 sigma-koneqnoæ meroæ μ_0, no zdes~ takoe ograniqenie niskol~ko ne menØet izloßeniØ). Takim obrazom, my ishodim iz odnogo deæstviØ gruppy, vtoroe budet opredeleno po pervomu odnoznaqno.

Opredelim prostranstvo X = X_0 × G i dva deæstviØ L i R gruppy G: R_g(x, q) = (gx, qg) L_g(x, q) = (x, g^{−1}q), g, q ∈ G, x ∈ X_0, (x, q) ∈ X Legko proverit~ qto dva deæstviØ kommutiru¸t i udovletvorØ¸t vsem usloviØm shemy pervogo paragrafa. V fftih terminah obe gruppy sovpada¸t: G = H (bolee toqno, gruppa H est~ gruppa protivopolßnaØ gruppe G : H = G^0 -sm. niße), ime¸t obwu¸ fundamental~nu¸ oblast~ X_0 ≡ X_0 × {e} ⊂ X (e – edinica gruppy G) kotoraØ moßet byt~ identificirovana s obeimi prostranstvami orbit. V to ße vremØ dva deæstviØ – razliqny.

Obe kommutativnye algebry C_G i C_H mogut byt~ identificirovany s algoebroæ C(X_0), no oni kak podalgebry algebry C(X) razliqny, poskol~ku po raznomu v nee vkladyva¸tsØ – v sootvetstvii s orbitami deæstiviæ. LevaØ orbita toqki (x, e), x ∈ X_0 est~ mnoßestvo {(x, g)}, g ∈ G, a pravaØ orbita toæ ße toqki takova - {(gx, g)}, g ∈ G. Pofftomu pravoe deæstvie gruppy G induciruet na fundamental~noæ oblasti levogo deæstviØ X_0 ishodnoe deæstvie gruppy x → gx, a levoe deæstvie induciruet na fundamental~noæ oblasti pravogo deæstviØ -protivopoloßnoe ishodnomu deæstvie gruppy G s temi ße orbitami: fflement g ∈ G deæstvuet, kak g^{−1}).

Rassmotrim dve algebry fon Neæmanna A_Gr i A_Gl , v gil~bertovom prostranstve

L^2(X, μ) = L^2(X_0, μ_0) ⊗ l^2(G)

postroennye v pervom paragrafe. My poluqim klassiqeskie predstavleniØ skrewennogo proizvedeniØ, nazyvaemye regulØrnymi ili fonneæmannovskim predstavleniem poroßdennym dinamiqeskoæ sistemoæ. Poskol~ku deæstvie svobodno i ffrgodiqno, to sootvetstvu¸wie algebry fon Neæmanna - faktory tipa ∐_1 ili ∐_∞, v zavisimosti ot koneqnosti ili beskoneqnosti mery μ i ØvlØ¸tsØ vzaimnymi kommutantami. Obyqno rassmatriva¸t lix~ odin faktor (pravyæ), on, razumeetsØ, opredelØet kommutant, no zdes~ my dopolnitel~no vkladyvaem v kommutant dual~nu¸ dinamiqesku¸ sistemu, toqnee, Øvno ustanavlivaem antiizomorfizm faktora i ego kommutanta.

Zametim, qto predstavleniØ tenzornogo proizvedeniØ algebr ØvlØetsØ neprivodimym i sootvetstvuet kupmanovskomu predstavleni¸ deæstviØ G × G^0 na (X, μ) v L^2(X, μ). Moßno skazat~, qto my faktorizovali kupmanovskoe predstavlenie. Esli mera μ_0 koneqna, to spariva¸xaØ konstanta oboih faktorov ravna edinice, tak kak fundamental~nye oblasti sovpada¸t, a harakteristiqeskaØ funkciØ mnoßestva X_0 est~ bicikliqeskiæ vektor.

KonstrukciØ fon Neæmanna, kak i izloßennaØ ee versiØ, legko obobwaetsØ na deæstviØ lokal~no-kompaktnyh grupp i na vaßnyæ sluqaæ nesvobodnyh deæstviæ (sm. dalee), dlØ qego bolee udobno govorit~ ne o deæstviØh grupp, a o gruppoidah ili otnoxeniØh ffkvivalentnosti, no nikakih suwestvennyh izmeneniæ konstrukcii ne trebuetsØ. Odnako, ffta konstrukciØ ne daet primerov neediniqnoæ spariva¸weæ konstanty. Niße my rassmatrim primery realizacii shemy pervogo paragrafa.

4. FAKTORIZACI˚ NEPRIVODIMOGO PREDSTAVLENI˚ GRUPPY GE`ZENBERGA

V fftom punkte my izuqaem prosteæxiæ primer naxeæ shemy, otliqnyæ ot privedennoæ klassiqeskoæ konstrukcii fon Neæmanna. �tot primer byl odnim iz povodov dlØ avtora obratit~ vnimanie na rol~ neediniqnyh spariva¸wih konstant, v teorii faktorov. Povidimomu, fftot primer ØvlØetsØ voobwe samym prostym primerom faktora tipa ∐_1 i moßno udivlØt~sØ tomu, qto on ne voxel v uqebniki i ostavalsØ nezameqennym vplot~ do samyh poslednih let. On voznik rabote L.Faddeeva [2] v svØzi s tak nazyvaemym kvantovym dublem, i kvantovymi gruppami i v menee Øvnoæ forme v rabotah M. RiffelØ i A. Konna ([3, 4]). Voobwe ße, naskol~ko moßno sudit~ po literature, spariva¸wie konstanty do sih por ne poØvlØlis~ estestvennym obrazom v teorii predstavleniæ.

My izloßim prosteæxiæ primer s neskol~kih toqek zreniØ, - kak neposredstvennyæ primer shemy pary dinamiqeskih sistem paragrafa 1; kak primer razloßeniØ na faktory neprivodimogo predstavleniØ gruppy Geæzenberga, i kak primer predstavleniØ algebry vraweniæ -kvantovogo tora. My dadim takße ill¸straci¸ roli sparivawih konstant v fftom primere k estestvennoæ zadaqeo preobrazvanii Fur~e.

4.1. Deæstvie gruppy Z na R i gruppa Geæzenberga.

Pust~ λ_1, λ_2 dva vewestvennyh ne nulevyh qisla; rassmotrim deæstvie grupp

G = Zλ1 i H = Zλ2 sdvigami na prØmoæ X = R: x → x + λ1, x + λ2, μ – lebego-

va mera na X = R. ˚sno, qto vypolneny vse usloviØ shemy pervogo paragrafa, i sovmestnoe deæstvie Z^2 na X = R ffrgodiqno. Moßno sqitat~, qto λ_1, λ_2 > 0, v kaqestve fundamental~nyh oblasteæ my vyberem intervaly [0, λ_1) i [0, λ_2); prostranstva orbit est~ okrußnosti R/Zλ_1 i R/Zλ_2. Spariva¸wie konstanty dvuh sistem est~, oqevidno, otnoxeniØ {λ_2/λ_1} i {λ_1/λ_2}. Algebry funkciæ C_G (sootv. C_H ) est~ algebry periodiqeskih funkciæ s periodami sootvetstvenno λ_1 i λ_2. Deæstvie pervoæ gruppy

Z na vtoroæ okrußnosti i vtoroæ gruppy Z na pervoæ okrußnosti est~, razumeetsØ,

vraweniØ okrußnosti, bolee toqno ffti deæstviØ izomorfny vraweniØm ediniqnoæ okrußnosti na ugly, ravnye tem ße drobnym qastØm: {λ_2/λ_1} i {λ_1/λ_2}.

Tem samym my imeem predstavleniØ v L^2(R, μ) dvuh W^∗-algebr, – pervaØ poroßdena paroæ operatorov

(V_1f)(x) = exp{i2πλ_1^{−1}x}f(x) i (U_1f)(x) = f(x + λ_2)

vtoraØ – paroæ operatorov

(V_2f)(x) = exp{i2πλ_2^{−1}x}f(x) i (U_2f)(x) = f(x + λ_1)

Moßno bylo by ne umen~xaØ obwnosti sqitat~, qto λ_1 = 1, (ispol~zuØ normirovku lebegovoæ mery na R) i oboznaqiv λ^′ = λ_2; poluqit~ pary operatorov

(V^′_1 f)(x) = exp{i2πx}f(x) i (U^′_1f)(x) = f(x + λ^′), i (V^′_2 f)(x) = exp{i2πλ^{′−1}x}f(x) i (U^′_2f)(x) = f(x + 1).

V fftom sluqae redukciØ k vpaweniØm ediniqnoæ okrußnosti daet dva vraweniØ na ugly {λ} i {λ^{−1}}, (v rabote [2] vmesto λ^{−1} ispol~zuetsØ −λ^{−1}, no s toqnost~¸ do prostoæ zameny obrazu¸weæ v gruppe oba varianta ffkvivalentny).

Odnako, nam udobno ne specializirovat~ parametry λ_1, λ_2. Predpoloßim teper~, qto λ ≡^{λ2}_{λ1} irracional~ny.

Glavnoe utverßdenie ob fftih dinamiqeskih sistemah sledut nemedlenno iz teoremy 1.

Teorema 2. Rassmotrim irracional~noe poloßitel~noe qislo λ ∈ R i dve pary ope-

ratorov, opredelennye vyxe:

(U_1, V_1) i (U_2, V_2). Togda

1. KaßdaØ para operatorov poroßdaet v prostranstve L^2(R,m) W^∗-algebry A_λ i A_λ�1 ØvlØ¸wiesØ vzaimnrymi kommutantami i faktorami tipa ∐_1 v algebre vseh ograniqennyh operatorov B(L^2(R)).

2. spariva¸waØ konstanta pervogo faktora ravna λ a vtorogo λ^{−1}, gde λ =^{λ2}_{λ1} . 3.Qetyre operatora V_1, U_1, V_2, U_2 poroßda¸t neprivodimoe beskoneqnomernoe predstavlenie gruppy Geæzenberga (sm. niße) i opredelennye vyxe faktory – faktorizu¸t ffto predstavlenie.

�_{UtverßdeniØ 1. i 2. sledu¸t neposredstvenno iz teoremy 1; my dokaßem punkt}

3 i obsudim zameqatel~nu¸ svØz~ s gruppoæ Geæzenberga.

Pust~ H est~ faktor-gruppa trehmernoæ gruppy Geæzenberga HR verhnetreugol~- nyh unipotentnyh matric nad R po podgruppe Z ee centra; topologiqeki ffta gruppa est~ proizvedenie vewestvennoæ ploskosti na ediniqnu¸ okrußnost~.

Budem oboznaqat~ fflementy gruppy H troækami: H = {(a, b, α); a, b ∈ R, α ∈ S^1 = R/Z}, pravilo umnoßenie (v pervyh dvuh koordinatah ispol~zuetsØ additivnaØ, a v tret~eæ – mul~tiplitkativnaØ zapis~): (a, b, α) · (a^′, b^′, α^′) = (a + a^′, b + b^′, α · α^′ · exp{2πiab^′}). Vyberem vewestvennye nenulevye qisla λ_1λ_2 i opredelim klass diskretnyh podgrupp gruppy H – Γ(λ_1, λ_2): Γ(λ_1, λ_2) = {(mλ_1, nλ_2^{−1}, exp{2πir^{λ1}_{λ2} }), m, n, r, ∈ Z} Budem rassmatrivat~ pary takih podgrupp Γ(λ_1, λ_2) i Γ(λ_2, λ_1),

imeem Γ_(λ_2, λ_1) = {(m^′λ_2, n^′λ_1^{−1}, exp{2πir^{′ λ2}_{λ1} }), m^′, n^′, r^′, ∈ Z}

Prostye vyqisleniØ pokazyva¸t, qto gruppy Γ(λ_1, λ_2) i Γ(λ_2, λ_1) kommutiru¸t (bolee togo kaßdaØ podgruppa est~ centralizator vtoroæ v gruppe H po modul¸ centra). V sluqae irracional~nosti qisla λ ≡^{λ1}_{λ2} dve gruppy vmeste poroßda¸t topologiqeski gruppu H.

Zametim, qto dlØ vseh par (λ_1, λ_2) s irracional~anym otnoxeniem λ gruppa Γ(λ_1, λ_2) izomorfna diskretnoæ gruppe Geæzenberga HZ = {(m, n, p), m, n, p ∈ Z} ØvlØ- ¸weæsØ rexetkoæ gruppy HR.

Rassmotrim kanoniqeskie neprivodimye predstavleniØ gruppy H v gil~bertovom prostranstve L^2(R, μ) (μ lebegova mera), oni parametrizu¸tsØ postoØnnoæ Planka, - dlØ gruppy H ona prinimaet lix~ celoqislennye znaqeniØ: n ∈ Z ∖ {0} -t.e. neediniqnye haraktery centra; sootvetstvu¸wie unitarnye opreatory ime¸t vid: (U_{a,b,α}f)(x) = α^n exp{2πina · x}f(x + b), x ∈ R, f ∈ L^2(R), a, b ∈ R, α ∈ R/Z. Oboznaqim ffti predstavleniØ qerez ρ_n.

Lemma 3. Predpoloßim, qto qisla^{λ1}_{λ2} irracional~ny.

Ograniqenie neprivodimogo predstavleniØ ρ_n gruppy H na podgruppy Γ(λ_1, λ_2) i Γ(λ_2, λ_1) ØvlØ¸tsØ faktor-predstavleniØmi tipa ∐_1, i sootvetstvu¸wie faktory est~ vzaimnye kommutanty v B(L^2. Spariva¸waØ konstanta faktorov ravna^{λ2}_{λ1} dlØ pervogo i^{λ1}_{λ2} dlØ vtorogo faktora.

DlØ n = 1 predstavlenie (ρ_1) oqevidno sovpadaet s predstavleniem, opredelennym v formulirovke teoremy 2.

Vse utverßdeniØ proverØ¸tsØ neposredstvenno. Takim obrazom, my “faktorizovali” neprivodimoe predstavlenie polnoæ gruppy Geæzenberga s celoqislennoæ postoØnnoæ Planka na dva faktora tipa ∐_1, kaßdyæ iz kotoryh est~ poroßden ograniqeniem fftogo predstavleniØ na paru kommutiru¸wih podrexetok gruppy Geæzenberga DlØ razliqnyh λ_1, λ_2 my poluqim razliqnye faktorizacii neprivodimogo predstavleniØ; otnoxeniØ λ i λ^{−1} est~ spariva¸wie konstansty – polnyæ prostranstvennyæ invariant faktorizacii. L¸bopytno, qto ffta konstanta opredelØetsØ podgruppoæ i neØsno moßno li dlØ dannoæ podgruppy estestvenno poluqit~ inye znaqeniØ konstanty. Sluqaæ ne neceloqislennoæ postoØnnoæ Planka svoditsØ k dannomu perenormirovkoæ podgrupp Γ. My ne budem ostanavlivat~sØ na fftom.

Vse vyxeskazannoe mgnovenno perenositsØ na sluqaæ pary deæstviæ gruppy Z^d na prostranstve R^d sdvigami. My poluqim paru faktorov, poroßdennyh sdvigami na torah s neediniqnoæ spariva¸weæ konstanstoæ. Toqno takße kak i vyxe my svedem opisanie k faktor-predstavleniØm 2d + 1-mernoæ gruppy Geæzenberga HR^d i rexetkam v neæ. V ramkah togo ße metoda moßno rassmotret~ i proizvol~nu¸ abelevu lokal~no-kompaktnu¸ nekompaktnu¸ gruppu A i dve ee diskretnyh kokompaktnyh podgruppy G, H, topologiqeski poroßda¸wie A. Deæstvie sdvigami fftih podgrupp na gruppe A privodit k toæ ße sheme; v roli gruppy Geæzenberga budet central~noe S^1 rasxirenie H gruppy A×Â ( Â - gruppa harakterov gruppy A ) c pomow~¸ 2-kocikla α((x, χ), (x^′ , χ^′)) =< χ, x^′ >, a sootvetstvu¸wie dva faktory faktorizu¸t neprivodimoe predstavlenie gruppy H v prostranstve L^2(A, μ). Detali polnost~¸ povtorØ¸t rassmotrennyæ sluqaæ R.

DlØ nekommutativnyh grupp situciØ suwestvenno inaØ, fftot sluqaæ rassmatrivaetsØ niße.

4.2. Analitiqeskoe sledstvie v teorii preobrazovaniØ Fur~e.

Privedem primer primeneniØ teoremy o spariva¸weæ konstante k estestvennoæ probleme k Fur~e-analiza.

Teorema 4. (Cikliqeskiæ vektor dlØ operatorov koordinaty i impul~sa). Ras-

smotrim unitarnye operatory V i U v L^2(R, μ) (μ normalizovannaØ mera Lebega na intervale [0, 1]). (V f)(x) = exp{i2πx}f(x) i (Uf)(x) = f(x + γ). Predpoloßim, qto qislo γ irracional~no. Togda sledu¸wie dva usloviØ ffkvivalentny:

1.γ < 1 2.Suwestvuet takaØ funkciØ f ∈ L^2(R, μ) s normoæ 1, qto ee orbita pod deæstviem gruppy poroßdennoæ operatorami V i U est~ total~noe mnoßestvo vL^2(R, μ) (=lineænaØ oboloqka vs¸du plotna v L^2(R, μ)).

Drugimi slovami, f est~ cikliqeskiæ fflement dlØ algebry poroßdennoæ fftimi operatorami.

Dokazatel~stvo.

�_{Ispol~zuem vyqislenie spariva¸weæ konstanty, dannoe vyxe. Kommutant W ∗-}

algebry poroßdennoæ operatorami V i U est~ W^∗-algebra, poroßdennaØ opreatorami V^′ i U^′: (V^′f)(x) = exp{2πiγ^{−1}}f(x), (Uf)(x) = f(x + 1). Sledovatel~no spariva¸waØ konstanta pervogo faktora ravna γ i po teoreme iz teorii faktorov, citirovannoæ vyxe – sm.[1, 6] — suwestvovanie cikliqeskogo vektora ffkvivalentno neravenstvu γ < 1. �

Vproqem, netrudno poluqit~ i prØmoe dokazatel~stvo fftoæ ffkvivalentnosti. Pravda moæ predvaritel~nyæ opros specialistov ne srazu dal poloßitel~nyæ rezul~tat, bolee togo, ime¸tsØqastnye rezul~taty o nesuwestvovanii cmkliqeskogo fflementa v danno klasse funkciæ.^3 Vozmoßno, qto ffta estestvennaØ zadaqa do sih por ne izuqalas~; no ee mnogomernye analogi (sm. dalee o mnogomernoæ gruppe Geæzenberga) Øvno ne stol~ dostupny dlØ prØmyh metodov, hotØ mgnovenno sleduet iz obweæ teoremy o spariva¸weæ konstante.

4.3. SvØz~ s kvantovym torom, algebroæ vraweniæ i diskretnoæ gruppoæ Geæzenberga.

Rassmotrim C^∗-algebru (=kvantovyæ 2-tor) A_θ, gde θ est~ irracional~noe poloßitel~noe qislo men~xee edinicy. �ta algebra topologiqeski poroßdaetsØ dvumØ unitarnymi fflementami u, v s sootnoxeniem: UV = exp{2πiθ}V U. 3V odnu storonu (naliqie cikliqeskogo vektora dlØ γ < 1) - oqevidno, no i otsutstvie cikliqeskogo vektora dlØ sluqaØ γ > 1, kak zametil A. Stepin, legko dokazat~ neposredstvenno.

Horoxo izvestno, qto ffta algebra imeet odin netrivial~nyæ sled kotoryæ poroßdaet regulØrnoe predstavlenie fftoæ algebry, kak skrewennogo proizvedenie – sm. paragraf 2. K_0-funktor fftoæ algebry kak abeleva gruppa est~ summa Z+Z t.e. K_0(A_θ ) = Z^2, a poloßitel~nye fflementy v nem takovy- ({(m, n) : m·θ+n > 0}. No esli klassificirovat~ faktor-predstavleniØ s toqnost~¸ do prostranstvennogo (a ne algebraiqeskogo) izomorfizma, to my poluqaem kontinuum faktor-predstavleniæ, kotorye parametrizu¸tsØ poloßitel~nymi qislami – znaqeniem spariva¸weæ konstanty. Voznikaet vopros, kak estestvenno realizovat~ predstavlenie s dannym znaqeniem spariva¸weæ konstanty. Vyxe privedennaØ konstrukciØ daet realizaci¸ faktor-predstavleniØ algebr vraweniæ A_θ i A_θ�1 so spariva¸weæ konstantoæ θ i θ^{−1}. Vopros, kak realizovat~ predstavlenie toæ ße algebry s proizvol~nymi spariva¸wimi konstantami ostaetsØ otkrytym. Poskol~ku vse vyxeprivedennye faktor-predstavleniØ ØvlØ¸tsØ predstavleniØmi diskretnoæ gruppy Geæzenberga, vse skazannoe otnositsØ i k neæ. HotØ dlØ mnogih grupp zadaqa opisaniØ koneqnyh harakterov i realizaciØ sootvetstvu¸wih predstavleniæ rexena (ili vo vsØkom sluqae ØvlØetsØ gladkoæ zadaqeæ), (naprimer dlØ S_∞), vopros ob opisanii predstavleniæ so vsemi vozmoßnymi znaqeniØmi spariva¸wih konstant, povidimomu, ne izuqalsØ.

5. FAKTOR-PREDSTAVLENI˚ DUAL^NYH PAR NEKOMMUTATIVNYH DINAMIQESKIH SISTEM

Sluqaæ deæstviæ abelevyh grupp svodilsØ k rassmotreni¸ kommutiru¸wih rexetok v obobwennoæ gruppe Geæzenberga i posledu¸weæ faktoriziacii neprivodimogo predstavleniØ fftoæ gruppy. Odnako, daleko ne vo vseh gruppah suwestvu¸t kommutiru¸wie rexetki, poroßda¸wie vs¸ gruppu podobno podgruppam Γ(λ_1, λ_2) v gruppe Geæzenberga. Naprimer, oqevidno, v poluprostyh gruppah net kommutiru¸- wih kokompaktnyh rexetok, poroßda¸wih topologiqeski vs¸ gruppu.

No dlØ obwih grupp moßno primenit~ naxu shemu, ispol~zuØ pravye i levye deæstviØ podgrupp, i faktorizovat~ neprivodimoe predstavlenie ne samoæ gruppy a nektorogo skrewennogo proizvedeniØ gruppy i algebry funkciæ na odnorodnom prostranstve. Rassmotrim primery takogo roda.

Vyberem v lokal~no-kompaktnoæ nekompaktnoæ unimodulØrnoæ gruppe A dve rexetki Γ_1 i Γ_2, kotorye pereseka¸tsØ po 1 i rassmotrim levoe deæstvie gruppy Γ_1 i pravoe deæstvie Γ_2 na gruppe A s meroæ Haara m. Poskol~ku levoe i pravoe deæstviØ kommutiru¸t, my nahodimsØ v usloviØ naxeæ shemy. DlØ ffrgodiqnosti deæstviØ dostatoqno potrebovat~, qtoby dve rexetki Γ_1 i Γ_2 topologiqeski poroßdali vs¸ gruppu A,qto oznaqaet, qto podgruppa, poroßdennaØ Γ_1 i Γ_2 vs¸du plotna v gruppe A. V gil~bertovom prostranstve L^2(G, m) opredeleny dva faktora B_r i B_l, kotorye poroßdeny sootvetstvenno mul~tiplikatorami na ograniqennye funkcii na odnorodnom prostranstve G/Γ_2 (sootv. na odnorodnom prostranstve Γ_1\G) i operatorami pravogo sdviga na fflementy γ ∈ Γ_1, (sootv. levogo sdviga na fflementy γ ∈ Γ_2) �ti qetyre semeæstva operatorov opredelØ¸t faktorizovannoe neprivodimoe predstavlenie skrewennogo proizvedeniØ algebry (Γ_1 × Γ_2) i C_b(G), (C_b(g) est~ prostranstvo vse ograniqennyh izmerimyh funkciæ na G), Esli rexetki ne ØvlØ¸tsØ amenabel~nymi gruppami to po izvestnoæ teoreme faktory ne giperkoneqny. Spariva¸waØ konstanta faktorov ravna, kak i ranee, otnoxeni¸ ob¨emov fundamental~nyh oblasteæ.

Vot prostye primery takoæ situacii.

a)rassmotrim snova gruppu Geæzenberga HR i dve ee rexetki: HZ – diskretnu¸ gruppu Geæzenberga i podgruppu Γ ≡ Γ(λ_1, λ_2) – sm.p. 3.1 Togda v prostranstve L^2(HR) v sootvetstvii s vyxeskazannym my opredelili dva faktora t.e. faktorizovali neprivodimoe predstavlenie skrewennogo proizvedeniØ gruppy HR i algebru ograniqennyh izmerimyh funkciæ na gruppe.

V fftom primere podgruppa Γ deæstvuet na kompaktnom nil~mnogoobrazii HR ⧸

HZ, a gruppa_HZ – izomorfnym obrazom na nil~mnogoobrazii_HR_{⧸ Γ}, spariva¸waØ

konstanta legko vyqislØetsØ. Faktory – giperkoneqny.

v) Rassmotrim poluprostu¸ gruppu SL(2, R) i dve ee rexetki Γ_i, i = 1, 2 i

Γ_i = { γ = ( m nλ_i pλ_i^{−1} q ) }

gde λ_i, i = 1, 2 – fiksirovannye vewestvennye qisla s irracional~nym otnoxeniem (naprimer, odno iz nih – celoe bol~xee edinicy, a vtoroe – irracional~no) a matrica ( m n p q ) est~ proizvol~nyæ fflement unimodulØrnoæ gruppy SL(2, Z). Togda v ramkah naxeæ shemy my poluqim dva negiperfinitnyh faktorami, s neediniqnoæ, voobwe govorØ, spariva¸weæ konstantoæ, poroßdennyh deæstviØmi fftih rexetok; oni faktorizu- ¸t neprivodimoe predstavlenie skrewennogo proizvedeniØ SL(2, R) na prostranstvo ograniqennyh izmerimyh funkciæ na fftoæ gruppe.

6. PSEVDOGRUPPOIDNA˚ KONSTRUKCI˚ I EE PRIMENENIE

6.1 ObwaØ shema.

Obobwim naxu konstrukci¸ na sluqaæ nesvobodnogo deæstviØ grupp, ili ffkvivalentnym obrazom, - izloßim ee na Øzyke (traektornyh) razbieniæ. �tot perehod analogiqen perehodu v klassiqeskom variante ot deæstviæ grupp k gruppoidam i k otnoxeniØm ffkvivalentnosti. Toqno takße, kak shema paragrafa 1 obobwaet klassiqesku¸ konstrukci¸ faktor-predstavleniæ skrewennyh proizvedeniæ (paragraf 2), nißesledu¸waØ konstrukciØ obobwaet ponØtie gruppoida, ffrgodiqeskih otnoxeniæ ffkvivalentnosti i ih predstavleniæ. Sootvetstvu¸wiæ ob¨ekt my nazyvaem psevdogruppoidom.

PrimenØØ fftu konstrukci¸ moßno poluqit~ bolee xirokiæ klass primerov faktor-predstavleniæ s neediniqnoæ spariva¸weæ konstantoæ, i my ispol~zuem ego dlØ postroeniØ faktor-predstavleniæ beskoneqnoæ simmetriqeskoæ gruppy.

Pust~ (X, μ) -standartnoe prostranstvo s sigma-koneqnoæ beskoneqnoæ nepreryvnoæ meroæ (izomorfnoe v smysle teorii mery prØmoæ R s lebegovoæ meroæ) i zadany dva izmerimyh razbieniØ ξ i η prostranstva (X, μ), udovletvorØ¸wie usloviØm:

1) Odnorodnost~. Poqti vse fflementy razbieniæ ξ i η est~ sqetnye mnoßestva, i dlØ l¸byh ih izmerimyh podrazbieniæ s koneqnymi fflementami, uslovnye mery ih fflementov est~ ravnomernye mery; (kratko - ξ i η - odnorodnoe razbienie so sqetnymi fflementami), ffto uslovie avtomatiqeski vypolneno esli razbieniØ ØvlØ¸tsØ traektornym dlØ sohranØ¸wih meru deæstviæ grupp.

Oboznaqim qerez Γ_ξ (Γ_η) gruppu vseh sohranØ¸wih meru preobrazovaniæ, ostavlØ¸wih invariantnym razbienie ξ (η) i nepodvißnym razbienie η (ξ).

2) Kommutirovanie:

Opredelenie. Dva razbieniØ ξ i η nazyva¸tsØ kommutiru¸wimi, esli gruppy av-

tomorfizmov Γ_ξ i Γ_η kommutiru¸t.

3) �rgodiqnost~. Gruppa, poroßdennaØ gruppami Γ_ξ i Γ_η deæstvu¸t ffrgodiqno. V qastnosti, izmerimoe pereseqenie razbieniæ ξ i η - est~ trivial~noe razbienie.

ZAMEQANI˚. 1) Esli ime¸tsØ, kak v paragrafe 1, deæstviØ dvuh sqetnyh grupp

G i H, no uße nesvobodnye, voobwe govorØ, to razbieniØ ξ i η est~ traektornye razbieniØ fftih grupp, tol~ko v ih terminah my i formuliruem usloviØ.

2) �rgodiqnost~ predpolagaetsØ lix~ dlØ togo, qtoby iskl¸qit~ trivial~nye sluqai, kogda, naprimer, gruppy Γ_ξ i Γ_η slixkom maly. Opredelenie sohranØet smysl bez usloviØ 3.

Pod fundamental~noæ oblast~¸ dlØ kaßdogo iz razbieniæ ξ i η my ponimaem proizvol~noe izmerimoe odnosloænoe (= t.e. pereseka¸wee poqti kaßdyæ fflement razbieniØ v toqnosti po odnoæ toqke) podmnoßestvo maksimal~noæ mery. Netrudno dokazat~, qto takie podmnoßestva suwestvu¸t i ime¸t odinakovu¸ (vozmoßno beskoneqnu¸) meru.

Rassmotrim algebry izmerimyh funkciæ, postoØnnyh na fflementah razbieniæ ξ i η – C(ξ) i C(η). Moßno snova rassmotret~ skrewennye proizvedeniØ gruppy Γ_ξ (Γ_η) i algebry C(ξ) (C(η)). �ti skrewennye proizvedeniØ predstavleny estestvenno v prostranstve L^2(X, μ) i poroßda¸t dve vzaimno kommutiru¸wie W^∗-algebry, kotorye pri uslovii 3) ØvlØ¸tsØ faktorami. Esli mery fundamental~nyh oblasteæ koneqny, to tip faktor est~ ∐_1. Teorema 1 ostaetsØ vernoæ i v fftom sluqae spariva¸waØ konstanta ravna otnoxeni¸ mer fundamental~nyh oblasteæ - dokazatel~stvo ostaetsØ tem ße. Legko videt~, kak v fftu konstrukci¸ vkladyvaetsØ shema paragrafa 1: razbieniØ ξ i η - est~ razbieniØ na traektorii grupp G i H.

Predpoloßim, qto fundamental~naØ oblast~ dlØ oboih razbieniæ - odna i ta ße i imeet koneqnu¸ meru. V fftom sluqae, na neæ moßno opredelit~ deæstviØ oboih grupp Γ_ξ i Γ_η, kotorye opredelØ¸t odno i to ße ffrgodiqeskoe otnoxenie ffkvivalentnosti. Tem samym, opredelen (glavnyæ) gruppoid i naxa konstrukciØ perehodit v gruppoidnu¸, a obwaØ fundamental~naØ oblast~ stanovitsØ diagonal~¸. Naoborot, izmerimyæ (glavnyæ) gruppoid s meroæ stroitsØ po ffrgodiqeskomu otnoxeni¸ ffkvivalentnosti i, v konce koncov, privoditsØ k naxeæ konstrukcii, v kotoroæ ishodnoe prostranstvo s meroæ est~ obwaØ fundamental~naØ oblast~ (diagonal~) dlØ pravogo i levogo deæstviØ gruppoida (sm. [10]). �to daet osnovanie dlØ sledu¸wego opredeleniØ.

Opredelenie. Prostranstvo s sigma-koneqnoæ meroæ i dvumØ izmerimymi razbieni-

Ømi so sqetnymi fflementami, udovletvorØ¸wimi usloviØm 1)-3) nazyvaetsØ sdvinutym gruppoidom ili psevdogruppoidom. Esli razbieniØ ime¸t obwu¸ fundamental~- nu¸ oblast~, to psevdogruppoid est~ glavnyæ izmerimyæ gruppoid (so sqetnymi fflementami).

Odna iz novyh vozmoßnosteæ gruppoidnogo metoda i ego predlagaemogo psevdogruppoidnogo obobweniØ, (po sravneni¸ s konstrukcieæ fon Neæmanna) sostoit v tom, qto inogda uße samo deæstviØ gruppy (a ne skrewennoe proizvedenie s kommutativnoæ algebroæ) poroßdaet faktor-predstavleniØ (i neprivodimye predstavleniØ). �to ob¨ØsnØetsØ nesvobodnym deæstviem sootvetstvu¸wih grupp. TakaØ vozmoßnost~ qasto vstreqaetsØ v teorii predstavleniæ induktivnyh predelov klassiqeskih grupp, vpervye fftot ffffekt vstretilsØ pri postroenii faktor-predstavleniæ beskoneqnoæ simmetriqeskoæ gruppy, o qem idet req~ v sledu¸wem punkte.

6.2 RealizaciØ faktor-predstavleniæ beskoneqnoæ simmetriqeskoæ gruppy.

Rassmotrim teper~ vopros o realizaciØh faktor-predstavleniæ beskoneqnoæ simmetriqeskoæ gruppy s netrivial~noæ spariva¸weæ konstanstoæ. Odnovremenno izloßim izvestnu¸ realizaci¸ ([5]) s bolee obweæ toqki zreniØ.

Interes k faktor-predstavleniØm tipa ∐_1 osnovyvaetsØ na tom fakte, qto sledy v fftih faktorah est~ koneqnye haraktery na gruppe. i u mnogih grupp mnoßestvo koneqnyh harakterov dostatoqno obxirno dlØ celeæ garmoniqeskogo analiza na gruppe.

Poskol~ku sled opredelØetsØ fflementom prostranstva predstavleniØ (korotko, sled - prostranstvennyæ) tol~ko togda, kogda spariva¸waØ konstanta ravna edinice, to dlØ opisaniØ ostal~nyh sluqaev faktor-predstavleniæ haraktery ne godØtsØ. Kak otmeqalos~, ffti drugie faktor-predstavleniØ kvaziffkvivalentny ili, qto to ße samoe v dannom sluqae- algebraiqeski ffkvivalentny predstavleniØm so sledom, tem ne menee predstavlØet interes ih neposredstvennaØ realizaciØ tem bolee, qto Øvno ustanovit~ kvaziffkvivalentnost~ faktor-predstavleniæ neprosto. Polnyæ spisok faktor-predstavleniæ tipa ∐_1 (s toqnost~¸ do prostranstvennogo izomorfizma) parametrizuetsØ toqkami mnoßestva Ψ ⊗ R gde ψ ∈ Ψ koneqnyæ harakter gruppy (sled algebry), a λ ∈ R poloßitel~noe qislo, zada¸wee spariva¸wu¸ konstantu.

DlØ beskoneqnoæ simmetriqeskoæ gruppy vopros o Øvnom opisanii vseh faktorpredstavleniæ tipa ∐_1 s prostranstvennym sledom byl rexen davno. NetavtologiqeskaØ (t.e. ne GNS-) realizaciØ predstavleniæ byla dana ([5]). V fftoæ realizacii, kak i v sluqae drugih klassiqeskih seriæ grupp byla ispol~zovana gruppoidnaØ (ili traektornaØ) konstrukciØ skrewennogo proizvedeniØ. Naibolee vaßnym Øvilos~ upomØnutoe vyxe obstoØtel~stvo, qto v nevyroßdennom sluqae faktor-predstavlenie samoæ gruppy daet tu ße W^∗-algebru , qto i predstavlenie skrewennogo proizvedeniØ.

Povtorim snaqala gruppoidnu¸ konstrukci¸ dlØ fftih predstavleniæ S_∞ s prostranstvennym sledom iz [5] v neskol~ko novoæ redakcii, ispol~zu¸weæ s odnoæ storony bolee udobnu¸ simvoliku, primenennu¸ takße v [9] dlØ drugih celeæ (dokazatel~stva teoremy Toma), a glavnoe, prigodnu¸ dlØ posledu¸weæ realizacii faktorov s neediniqnroæ spariva¸weæ konstantoæ, t.e. v psevdogruppoidnom sluqae.

Pust~ X_0 – mnoßestvo final~no simmetriqeskih posledovatel~nosteæ simvolov iz koneqnogo alfavita A:

X_0 = {x = {x_i}_{i∈}ZØ_0, x_i ∈ A i ∈ Z ⧹ 0}

i dlØ vsØkogo x

x_{−i} = x_i, dlØ dostatoqno bol~xih i = i(x) ≥ 0

Podmnoßestvo simmetriqeskih posledovatel~nosteæ X_{00} = {{x_i} : x_i = x_{−i}, i = 1 . . . } snabdim bernullievskoæ (prodakt) meroæ μ_0, kotoraØ opredelØetsØ veroØtnostnoæ meroæ ν na A. Dva ffkzemplØra gruppy S_∞ deæstvu¸t po otdel~nosti na na poloßitel~nye i otricatel~nye indeksy posledovatel~nosteæ. i, oqevidno, kommutiru¸t meßdu soboæ. Rassmotrim razbieniØ ξ i η prostranstva X_0 na orbity: fflement razbieniØ ξ (η) est~ mnoßestvo vseh posledovatel~nosteæ s odinakovymi poloßitel~nymi (otricatel~nymi) koordinatami i leßawih na odnoæ orbite levoæ (pravoæ) gruppy. Opredelim sigma koneqnu¸ meru μ na prostranstve X_0 kotoraØ prodolßaet meru μ_0 s X_{00} na X_0 do invariantnoæ otnositel~no deæstviØ S_∞ × S_∞, oqevidno, takoe prodolßenie suwestvuet i edinstvenno. Mnoßestvo X_{00} est~ obwee fundamental~noe mnoßestvo dlØ oboih razbieniæ i my nahodimsØ v usloviØh shemy paragrafa 1.

Rassmotrim teper~ predstavlenie gruppy S_∞ × S_∞ v gil~bertovom prostranstve L^2(X_0, μ) operatorami podstanovki.

Teorema ([5]). Esli znaqeniØ mery ν na odnotoqeqnyh mnoßestvah sqetnogo ili ko-

neqnogo mnoßestva A poparno razliqny, to predstavlenie kaßdoæ iz dvuh simmetriqeskih grupp ØvlØ¸tsØ faktor-predstavleniØmi tipa ∐_1, vzaimnymi kommutantami, i tem samym, faktorizu¸t neprivodimoe predstavlenie summy gruppy S_∞ × S_∞.

Zameqanie. V [5] teorema formulirovalas~ v terminah teorii gruppoidov. Kak uka-

zyvalos~, netrivial~nyæ fakt, osnovannyæ na nesvobode deæstviØ grupp, sostoit v tom, qto W^∗-zamykanie predstavdeniØ skrewennogo proizvedeniØ kaßdoæ iz dvuh simmetriqeskih grupp s sootvetstvu¸wim prostranstvom funkciæ sovpadaet s W^∗- zamykaniem obrazov gruppovyh algebr: nekotorym obrazom sturktura skrewennogo proizvedeniØ poØvlØetsØ v predstavlenii avtomatiqeski!^4

Sled poroßdaetsØ harakteristiqeskoæ funkcieæ mnoßestva X_{00}, kotoryæ est~ bicikliqeskiæ fflement, spariva¸waØ konstanta ravna edinice. Znaqenie haraktera na fflementah l¸boæ iz dvuh podgrupp est~ mera μ_0 mnoßestva nepoßvißnyh toqek dlØ deæstviØ fftogo fflementa na X_{00}. Prosteæxiæ primer - A = {0, 1}, ν = {α, 1 − α}, 0 < α < 1/2. V sluqae kratnyh znaqeniæ mery ν na toqka mnoßestva A (v primere vyxe, esli α = 1/2) imeetsØ dopolnitl~naØ simmetriØ i fflement χ ne ØvlØetsØ cikliqeskim - kommutant kaßdogo iz faktorov bolee xirokiæ, pofftomu predstavleniØ S_∞ × S_∞ privodimy. Odnako, netrudno ukazat~ dopolnitel~noe razloßenie na neprivodimye.

Pereædem k postroeni¸ faktorov s neediniqnoæ spariva¸weæ konstantoæ, ispol~zuØ obwu¸ (psevdogruppoidnu¸) shemu predyduwego paragrafa. Pust~ r - poloßitel~noe celoe qislo i X_r est~ mnoßestvo dvustoronnih beskoneqnyh posledovatel~nosteæ x = {x_i}_{i∈}ZØ_0 so sledu¸wim usloviem simmetrii: dlØ kaßdoæ posledovatel~nosti x suwestvuet takoe k = k(x) ≥ 0, qto x_{−i−k} = x_{i+k+r}, i = 1, . . . . Esli r = 0 to X_r est~ mnoßestvo final~no simmetriqeskih posledovatel~nosteæ X_0 opredelennyh vyxe. Opredelim dva deæstviØ simmetriqeskoæ gruppy na fftom prostranstve tem ße obrazom. Zadadim sigma-koneqnu¸ meru μ^r na X_r tak: mery μ^r_0 opredelena na mnoßestve posledovatel~nosteæ X_{0,r} ≡ {x : x_{−i} = x_{i+r}, i = 1, . . . } (sdvinutyh simmetriqeskih posledovatel~nosteæ), kak bernullievskaØ mera s somnoßitelem - meroæ ν na A. Togda prodolßenie μ^r mery μ^r_0 na vse prostranstvo opredelØetsØ, kak i vyxe iz svoæstva invariantnosti otnositel~no deæstviØ simmetriqeskih grupp.

V kaqestve fundamental~noæ oblasti dlØ levogo deæstviØ moßno vzØt~ mnoßestvo X_{0,r}, a dlØ pravogo deæstviØ - podmnoßestvo X^′_{0,r} ⊂ X_{0,r} s dopolnitel~nym usloviem na znaqeniØ koordinat x_i dlØ i = 1, . . . r, naprimer, dlØ sluqaØ, kogda A sostoit iz dvuh simvolov 0, 1, ffta koneqnaØ posledovatel~nost~ dolßna byt~ monotonnoæ, naprimer, - nuli idut pered edinicami, v obwem sluqae suwestvenno lix~, qto ffto podmnoßestvo dolßno byt~ naborom predstaviteleæ orbit deæstviØ S_r na mnoßestve 0, 1-posledovatel~nosteæ dliny r).

Mera fundamental~noæ oblasti dlØ levogo deæstviØ ravna 1, a dlØ pravogo deæstviØ i mnoßestva A iz dvuh simvolov s meroæ ν = (α, 1 − α), 0 < α < 1/2 (α - irracional~no.), ffta mera ravna Σ^r_{k=0}α^k(1 − α)^{r−k} =^{(1−α)r+1−αr+1}_{1−2α} . Esli r > 0, to poslednee qislo otliqno ot edinicy i spariva¸waØ konstanta ne ravna 1. Opredelenie predstavleniæ gruppy S_∞ × S_∞ v prostranstve L^2(X_r, μ) toqno takoe ße, kak i vyxe, i dlØ sluqaØ razliqnyh znaqeniæ mery ν my poluqaem sledu¸wu¸ teoremu.

Teorema. Opisannoe vyxe predstavlenie gruppy S∞ × S∞ neprivodimo, ono fakto-

rizuetsØ svoimi ograniqeniØmi na podgruppy S_∞ × 1 i 1 × S_∞, ØvlØ¸wimisØ faktorpredstavleniØmi tipa ∐_1 so spariva¸weæ konstantoæ otliqnoæ ot edinicy.

4�tot fakt ne imeet niqego obwego s horoxo izvestnym obstoØtel~stovm, qto l¸baØ AF - algebra imeet strukturu skrewennogo proizvedeniØ - zdes~ my imeem sovsem drugu¸ strukturu takogo proizvedeniØ, kotoraØ poØvlØetsØ iz-za bolee glubokih i specifiqeskih priqin.

Zametim, qto vyxe realizvano lix~ sqetnoe qislo faktor-predstavleniæ s dannymi parametrami sledov. Obwiæ sluqaæ poluqaetsØ s pomow~¸ dopolnitel~noæ approksimacii. Moßno ispol~zovat~ naxu konstrukci¸ i dlØ postroeniØ dopustimyh predstavleniæ par v smysle ([8]).

Literatura

1. M. Takesaki, Theory of Operator Algebras 1. — Spriner Verlag, 1979.

2. L. Faddeev, Discrete Heisenberg-Weyl group and modular group. — Lett. Math. Phys. 34 (1995) 249–254, hep-th/9504111. Modular Double of Quantum Group. arXiv:math.QA/9912078 v1 1999.

3. A. Connes, Noncommutative Geometry. — Acad. Press, New York, 1994.

4. M. Rieffel, C�-algebras associated with irrational rotations. — Pacific J. Math. 93 (1981), 415–429. 5. A. Vershik, S. Kerov. Characters and factor representations of the infinite symmetric group. — Sov. Math.

Dokl. 23, 389–392 (1981).

6. M. Naæmark, Normirovannye kol~ca. — “Nauka” M. 1968.

7. Dß. fon Neæmann, Izbrannye trudy po funkcional~nomu analizu. — “Nauka” M., 1987. 8. G. Ol~xanskiæ, Unitarnye predstavleniØ (G, K)-par, svØzannyh s beskoneqnoæ simmetriqeskoæ gruppoæ S(1). — Algebra i Analiz. 1:4 (1989), 178–208.

9. A. Okun~kov, Teorema Toma i predstavlenie beskoneqnoæ bisimmetriqeskoæ gruppy. — Funkc.

anal. i ego pril. 28, 2, 31–40 (1994).

10. J. Renault, A groupoid approach to C�-algebras. — Lect. Notes Math. 793 160 p. (1980).