POMI PREPRINT – 16/2002

SLUQA`NYE I UNIVERSAL^NYE METRIQESKIE PROSTRANSTVA

A. M. Verxik

RossiæskaØ AkademiØ Nauk Matematiqeskiæ institut im. V. A. Steklova Sankt-Peterburgskoe otdelenie ROSSI˚, 191011, S.-Peterburg nab. r.Fontanki, 27

I¸n~ 25, 2002

ABSTRACT

My opredelØem model~ mnoßestva vseh pol~skih (= separabel~nyh polnyh metriqeskih) prostranstv, a imenno, konus R matric rasstoØniæ, i rassmatrivaem geometriqeskie i veroØtnostnye zadaqi, svØzannye s fftim ob¨ektom. VvoditsØ ponØtie universal~noæ matricy rasstoØniæ i dokazyvaetsØ, qto mnoßestvo takih matric est~ vs¸du plotnoe G_δ mnoßestvo v slaboæ topologii konusa R, a takße, qto universal~nost~ matricy rasstoØniæ est~ neobhodimoe i dostatoqnoe uslovie na matricu rasstoØniæ sqetnogo vs¸du plotnogo podmnoßestva universal~nogo metriqeskogo prostranstva, kotoroe bylo opredeleno P. S. Urysonom v 1924 godu v ego posledneæ rabote. �to oznaqaet, qto prostranstvo Urysona ØvlØetsØ tipiqnym vo mnoßestve vseh pol~skih prostranstv. Zatem rassmatriva¸tsØ metriqeskie prostranstva s meroæ (metriqeskie troæki) i opredelØetsØ ih polnyæ invariant otnositel~no izometriæ, sohranØ¸wih meru, – tak nazyvaemoe matriqnoe raspredelenie. My daem vnutrenn¸¸ harakterizaci¸ mnoßestva matriqnyh raspredeleniæ kak veroØtnostnyh mer na prostranstve matric, i s pomow~¸ ffrgodiqeskih teorem, dokazyvaem novym sposobom “teoremu rekonstrukcii” Gromova. DaetsØ estestvennaØ konstrukciØ xirokogo klassa mer na R, dlØ kotoryh s veroØtost~¸ edinica matrica rasstoØniæ poroßdaet prostranstvo Urysona. ImeetsØ tesnaØ svØz~ fftih voprosov s metriqeskoæ klassifikacieæ izmerimyh funkciæ neskol~kih arngumentov i klassifikacieæ deæstviæ beskoneqnoæ simmetriqeskoæ gruppy ([4, 8]).

1 Qastiqno podderßano RFFI, grant 02-01-00093 i CDRF, grant RMI-2244). 1

SODERȷANIE

1. Konus matric rasstoØniæ, kak model~ mnoßestva pol~skih prostranstv. 2. GeometriØ i topologiØ konusa matric rasstoØniæ. 3. Universal~ye matricy rasstoØniæ i prostranstvo Urysona. 4. Matriqnye raspredeleniØ, kak polnyæ invariant metriqeskih troek, i ih harakterizaciØ.

5. ObwaØ klassifikaciØ mer na konuse matric rasstoØniæ, primery.

1. Vvedenie: konus R matric rasstoØniæ, kak mnoßestvo vseh osnawennyh pol~skih prostranstv

Rassmotrim mnoßestvo vseh beskoneqnyh vewestvennyh matric vida: R = {{r_{i,j} }^∞_{i,j=1} : r_{i,i} = 0, r_{i,j} ≥ 0, r_{i,j} = r_{j,i}, r_{i,k} + r_{k,j} ≥ r_{i,j} , dlØ i, j, k = 1, 2, . . . } Budem nazyvat~ fflementy R matricami rasstoØniæ. KaßdaØ matrica rasstoØniæ opredelØet polumetriku na mnoßestve natural~nyh qisel N; my dopuskaem nuli vne glavnoæ diagonali; esli ih net, to matrica nazyvaetsØ sobstvennoæ matriceæ roasstoØniæ. Mnoßestvo R vseh matric rasstoØniæ est~ slabo zamknutyæ vypuklyæ konus v vewestvennom vektornom prostranstve matric MatN(R) = R^{N 2}, snabßennom obyqnoæ slaboæ topologieæ. My budem nazyvat~ fftot konus konusom matric rasstoØniæ i snabdim ego slaboæ topologieæ. Podmnoßestvo sobstvennyh matric rasstoØniæ est~ otkrytyæ slabo plotnyæ podkonus v R.

Esli matrica rasstoØniæ r sobstvennaØ, to popolnenie metriqeskogo prostranstva (N, r) est~ polnoe separabel~noe metriqeskoe (=pol~skoe) prostranstvo (X_r, ρ_r) osnawœnnoe sqetnym vs¸du plotnym vpolne uporØdoqennym podmnoßestvom {x_i}^∞_{i=1}, kotoroe sut~ obraz mnoßestva natural~nyh qisel v popolnenii. Proizvol~naØ matrica rasstoØniæ (s vozmoßnymi nulØmi vne glavnoæ diagonali) opredelØet polumetriku na natural~nom rØde, v fftom sluqae popolnenie stroitsØ posle predvaritel~noæ faktorizacii po razbieni¸ na klassy toqek s nulevym rasstoØniem. Naprimer, nulevoæ matrice otveqaet odnotoqeqnoe metriqeskoe prostranstvo. Pofftomu, koneqnye metriqeskie prostranstva vkl¸qa¸tsØ v naxi rassmotreniØ.

Predpoloßim teper~, qto imeetsØ pol~skoe prostranstvo (X, ρ), osnawennoe sqetnym vs¸du plotnym vpolne uporØdoqennym podmnoßestvom {x_i}^∞_{i=1} v nem. SobstvennaØ matrica rasstoØniæ r = {r_{i,j} } ∈ R, gde r_{i,j} = ρ(x_j , x_j ), i, j = 1 . . . , opredelØet metriku na natural~nom rØde. Oqevidno, ffta matrica, podobno matrice strukturnyh konstant v algebraiqeskoæ situacii, soderßit vs¸ informaci¸ ob ishodnom metriqeskom prostranstve (X, ρ), kotoroe moßet byt~ poluqeno, kak popolnenie natural~- nogo rØda po metrike r. VsØkoe invariantnoe svoæstvo metriqeskogo prostranstva (topologiqeskoe, gomologiqeskoe i t.d.) moßet byt~ vyskazano v terminah matricy rasstoØniæ l¸bogo sqetnogo vs¸du plotnogo mnoßestva.

My moßem rassmatrivat~ konus R, kak prostranstvo, rassloennoe nad bazoæ – mnoßestvom vseh individul~nyh pol~skih prostranstv (zametim dlØ dal~neæxego, qto v silu universal~nosti prostranstva Urysona, – sm. dalee – moßno sqitat~ qto v kaqestve bazy rassloeniØ moßno rassmatrivat~ sovokupnost~ vseh zamknutyh podmnoßestv fftogo prostranstva), pri fftom sloæ nad dannym prostranstvom est~ mnoßestvo vseh ego sqetnyh uporØdoqennyh vs¸du plotnyh podmnoßestv. Takim obrazom, konus R stanovitsØ universumom pol~skih prostranstv i my budem izuqat~ svoæstva fftih prostranstv i vs¸ ih sovokupnost~ s pomow~¸ fftogo konusa.

Voznika¸t estestvennye voprosy: kakie matricy rasstoØniæ i, tem samym, kakie metriqeskie prostranstva ØvlØ¸tsØ “tipiqnymi” v smysle topologii R. Odin iz glavnyh rezul~tatov raboty (teorema 1, paragraf 3) obobwaet rezul~tat Urysona i utverßdaet, qto prostranstvo Urysona ØvlØetsØ tipiqnym, t.e. sootvetstvu¸wie matricy rasstoØniæ obrazu¸t vs¸du plotnoe G_δ mnoßestvo. Osnovnoe ponØtie zdes~ – universal~naØ matrica rasstoØniæ; primer takoæ matricy neØvno ispol~zovalsØ Urysonom v ego pionerskoæ rabote dlØ dokazatel~stva suwestvovaniØ universal~nogo prostranstva. My daem novu¸ versi¸ fftogo rezul~tata i novoe dokazatel~stvo suwestvovaniØ takoæ matricy i, tem samym, suwestvovaniØ universal~nogo prostranstva – osnovnogo rezul~tata raboty [3] (paragraf 3). GruppovaØ formulirovka ponØtiØ universal~nosti dana v Utverßdenii 1 (paragraf 3). Po povodu postroeniØ prostranstva Urysona sm. [13], a takße raboty [2, 14–16]. Zamequ poputno, qto tot fakt, qto rabota [3] vypala na 70 let iz polØ zreniØ matematikov i, v pervu¸ oqered~, topologov, i ne upominalas~ nigde, naskol~ko Ø zna¸, do 80-h gg., a ee konstrukciØ ne voxla ni v odnu (iz mne izvestnyh) monografiæ po teoretiko-mnoßestvennoæ topologii, – trudno ob¨Øsnim.

Rassmotrim razbienie ξ konusa R na klassy ffkvivalentnosti matric rasstoØniæ, poroßda¸wih izometriqnye popolneniØ natural~nogo rØda. Faktor-prostranstvo po fftomu razbieni¸ est~ prostranstvo klassov izometriqnyh pol~skih prostranstv. No, kak predpoloßeno v [4] i dokazano nedavno v [1], ffto faktor-prostranstvo ne imeet horoxeæ borelevskoæ struktury (ne ØvlØetsØ “gladkim”) i problema klassifikacii pol~skih prostranstv s toqnost~¸ do izometriæ – “dikaØ”; v to ße vremØ ograniqennaØ problema – klassifikacii kompaktnyh metriqeskih prostranstv ØvlØetsØ gladkoæ (sm. [2]). Udivitel~nym obrazom, gladkoæ ØvlØetsØ i drugaØ klassifikaciØ – vseh pol~skih prostranstv s borelevskoæ veroØtnostnoæ meroæ (klassifikaciØ metriqeskih troek) s toqnost~¸ do izometriæ, sohranØ¸wih meru, – sm. [2, 4], – my rassmatrivaem ee podrobno v paragrafe 4, gde detal~no opisyvaem polnyæ metriqeskiæ invariant ffkvivalentnosti – “matriqnoe raspredelenie”. Polnota invarianta po suwestvu ffkvivalentna teoreme rekonstrukcii Gromova [2], no dokazyvaetsØ ona zdes~ s pomow~¸ ffrgodiqeskoæ teoremy. DlØ zaverxeniØ klassifikacii my opisyvaem dalee v paragrafe 4, kakie v toqnosti mery na prostranstve matric rasstoØniæ R mogut byt~ matriqnymi raspredeleniØmi.

Paragraf 2 posvØwen fflementarnoæ geometrii konusa R, ona ispol~zuetsØ dalee, osobenno v paragrafe 5, v kotorom my privodim razliqnye konkretnye primery veroØtnostnyh mer na konuse, ispol~zuØ nekiæ obwiæ metod. �ti mery na mnoßestve matric rasstoØniØ est~ sluqaænye metriki na mnoßestve natural~nyh qisel. Tem samym, my konstruiruem “sluqaænoe” metriqeskoe prostranstvo kak rezul~tat popolneniØ mnoßestva natural~nyh qisel po sluqaænoæ metrike s pomow~¸ estestvennoæ induktivnoæ procedury. Poqti vse matricy rasstoØniæ po fftim meram ØvlØ¸tsØ universal~nymi v smysle paragrafa 3, i pofftomu s veroØtnost~¸ 1 oni poroßda¸t opØt~ prostranstvo Urysona. Moßno skazat~, qto v estestvennom smysle sluqaænoe prostranstvo est~ universal~noe prostranstvo ([17]).

Odin iz analogov takogo utverßdeniØ izvesten v teorii grafov, ffto teorema �rdexa-Ren~i (sm. [5, 6]). Rezul~tat naxeæ raboty o topologiqeskoæ (Teorema 1) i veroØtnostnoæ (Teorema 7) tipiqnosti prostranstva Urysona analogiqen bolee prostomu rezul~tatu [5] o tom, qto sluqaænyæ graf s veroØtnost~¸ 1 est~ universal~nyæ graf (sm. paragraf 5). Povidimomu, ffto sovpadenie imeet mesto i v drugih kategoriØh. V kaqestve shodnyh faktov nazovem universal~nost~ simpleksa Polsena (Poulsen) sm. [18], i banahova prostranstva GurariØ [19] (soobweno Y. Beniamini), a takße suwestvovanie universal~noæ v klasse vseh koneqnyh grupp odnorodnoæ gruppy Holla i dr.

Mnogo voprosov o svoæstvah prostranstva Urysona osta¸tsØ otkrytymi, neØsno, stØgivaemo li ono, a glavnoe, poka net udobnoæ ego modeli. Osnovnym voprosom ØvlØetsØ takße postroenie estestvenyh veroØtnostnyh mer na fftom prostranstve. Obratim ewe vnimanie na neobhodimost~ izuqeniØ gruppy vseh izometriæ prostranstva Urysona (sm. takße [15, 16]). My vernemsØ k obsußdeni¸ fftih voprosov v drugom meste.

2. GeometriØ i topologiØ konusa R

2.1. VypuklaØ struktura

Analogiqno opredeleni¸ konusa R moßno opredelit~ koneqnomernye konusy R_n matric rasstoØniæ porØdka n. Konus R_n est~ poliffdral~nyæ konus, leßawiæ vnutri poloßitel~nogo oktanta prostranstva matric Mat_n(R) ≡ R^{n2} . Opredelim podprostranstvo M^s_n(R) ≡ M^s_n prostranstva simmetriqeskih matric simmetriqeskie matricy s nulØmi na glavnoæ diagonali. Konus soderßitsØ v prostranstve R_n ⊂ M^s_n, priqem ffto prostranstvo matric, oqevidno, est~ lineænaØ oboloqka konusa: span(R_n) = M^s_n, tak kak vnutrennost~ konusa R_n nepusta. ˚sno, qto span(R) ⊂ M^sN, gde M^sN prostranstvo vseh vewestvennyh simmetriqeskih matric s nulØmi na glavnoæ diagonali; geometriØ konusa R ves~ma netrivial~na. KaßdaØ matrica rasstoØniæ r ∈ R_n opredelØet (polu)metriku na prostranstve X_r iz n toqek.

Opredelim proekcii p_{m,n} : M^s_m −→ M^s_n, m > n, kotorye sopostavlØ¸t matrice r porØdka m ee NW-ugol (=severo-vostoqnyæ ugol) porØdka n. Konusy R_n soglasovany s proekciØmi, t.e. p_{m,n}(R_m) = R_n. Proekcii p_{n,m} estestvenno prodolßa¸tsØ na prostranstvo beskoneqnyh simmetriqeskih matric s nulevoæ diagonal~¸ – p_n : M^sN −→ M^s_n(R), i p_n takße sohranØet konusy: p_n(R) = R_n. ˚sno. qto R, kak topologiqeskoe prostranstvo (v slaboæ topologii) est~ obratnyæ predel posledovatel~nosti (R_n, {p_n}).

Oqevidnoe, no vaßnoe svoæstvo konusov R_n – ih invariantnost~ otnositel~no deæstviØ simmetriqeskoæ gruppy S_n, fflementy kotoroæ odnovremenno perestavlØ¸t stroki i stolbcy matric.

Rassmotrim geometriqesku¸ strukturu R_n i R. V pervyh razmernostØh imeem: R_1 = {0} i R_2 = R. Opisanie ffkstremal~nyh luqeæ (v smysle vypukloæ geometrii) vypuklogo poliffdral~nogo konusa R_n, n = 3, . . . , ∞ est~ izvestnaØ i trudnaØ kombinatorno-geometriqeskaØ problema (sm. [11, 12] i spisok literatury v nih). Kaßdyæ ffkstremal~nyæ luq v R_n, n ≤ 4 imeet vid {λ·l : λ ≥ 0}, gde l est~ simmetriqeskaØ matrica s fflementami 0−1, t.e. matrica rasstoØniæ sootvetstvu¸waØ polumetrike na prostranstve metriqeskoe faktor-prostranstvo kotorogo sostoit iz dvuh razliqnyh toqek. No dlØ n ≥ 5 uße suwestvu¸t ffkstremal~nye luqi, sostoØwie iz sobstvennyh metrik. Polnoe opisanie mnoßestva ffkstremal~nyh puqeæ dlØ obweæ razmernosti

– neizvestno. Naibolee interesny asimptotiqeskie svoæstva konusov R_n i, v osobennosti opisanie ffkstremal~nyh luqeæ konusa R. Moßet sluqit~sØ, qto mnoßestvo fftih luqeæ est~ plotnoe G_δ v R, a nekotorye iz nih sostoØt iz universal~nyh matric rasstoØniæ (sm. paragraf 3). �to soglasuetsØ s ocenkami rosta qisla ffkstremal~nyh luqeæ konusa R_n, dannyh v [12] Algebro-geomtriqeskie struktura i stratifikaciØ konusov R_n, kak polualgebraiqeskih mnoßestv, po-vidimomu, ne izuqalas~.

DlØ izuqeniØ topologiqeskoæ i vypukloæ struktur konusov R_n my budem ispol~- zovat~ ih induktivnoe opisanie, kotoroe privoditsØ v sledu¸wem punkte. 2.2. Dopustimye vektory i struktura Rn

Pust~ r = {r_{i,j} }^n_1 est~ matrica rasstoØniæ porØdka n (r ∈ R_n), vyberem vektor a ≡ {a_i}^n_{i=1} ∈ R^n takim obrazom, qtoby prisoedinenie ego k matrice r v kaqestve poslednih stolbca i stroki s nulem na diagonali poroßdalo snova matricu rasstoØniæ porØdka n+1. Budem nazyvat~ takie vektory dopustimymi dlØ dannoæ fiksirovannoæ matricy rasstoØniæ r, i oboznaqim mnoßestvo dopustimyh vektorov dlØ r qerez A(r). Oboznaqim qerez (r^a), matricu rasstoØniæ porØdka n + 1, poluqennu¸ iz matricy r pripisyvaniem vektora a ∈ A(r) v poslednie stroku i stolbec, oqevidno, p_n(r^a) = r. Matrica r^a imeet formu

r^a =

0 r_{1,2} . . . r_{1,n} a_1 r_{1,2} 0 . . . r_{2,n} a_2 . . . . ... . . . . r_{1,n} r_{2,n} . . . 0 a_n a_1 a_2 . . . a_n 0 .

(Polu)metriqeskoe prostranstvo X_ra otveqa¸wee matrice r^a est~ rasxirenie prostranstva X_r : my dobavlØem odnu novu¸ toqku x_{n+1}, a qisla a_i, i = 1 . . . n est~ rasstoØniØ meßdu x_{n+1} i toqkami x_i. Dopustimost~ vektora a ffkvivalentna sledu¸weæ sovokupnosti neravenstv: vektor a = {a_i}^n_{i=1} pri fiksirovannoæ matrice {r_{i,j} }^n_{i,j=1}, dolßen udovletvorØt~ serii neravenstv treugol~nika dlØ vseh i, j, k = 1, 2 . . . n: |a_i − a_j | ≤ r_{i,j} ≤ a_i + a_j . (1) Takim obrazom, dlØ matricy rasstoØniæ r porØdka n mnoßestvo dopustimyh vektorov est~ A(r) = {{a_i}^n_{i=1} : |a_i − a_j | ≤ r_{i,j} ≤ a_i + a_j , i, j = 1 . . . n}. Stoit zametit~, qto moßno smotret~ na vektor a = {a_i} kak na funkci¸ Lipxica f(.) na prostranstve X_r = {1, 2 . . . n} s metrikoæ r: f_a(i) = a_i s konstantoæ Lipxica, ravnoæ 1. S fftoæ toqki zreniØ polezno rassmatrivat~ rasxireniØ metriqeskih prostranstv (sm. [13, 2]).

Geometriqeski mnoßestvo A(r) moßet byt~ identificirovano s pereseqeniem konusa R_{n+1} i affinnogo podprostranstva, kotoroe sostoit iz matric porØdka n + 1 s dannoæ podmatriceæ r v kaqestve NW-ugla porØdka n. ˚sno, qto iz lineænosti neravenstv vytekaet, qto mnoßestvo A(r) est~ neograniqennoe zamknutoe poliffdral~noe vypukloe mnoßestvo v R^n. Esli r_{i,j} ≡ 0, i, j = 1 . . . n ≥ 1, to A(r) est~ diagonal~: A(0) = Δ_n ≡ {(λ, . . . λ) : λ ≥ 0} ⊂ R^n_+. Opixem strukturu mnoßestv A(r) bolee podrob- no. Lemma 1. DlØ kaßdoæ sobstvennoæ matricy rasstoØniæ r porØdka n mnoßestvo dopu-

stimyh vektorov A(r) est~ zamknutoe poliffdral~noe mnoßestvo, leßawee v oktante R^n_+, a imenno, summa Minkovskogo:

A(r) = M_r + Δ_n, gde Δ_n est~ poluprØmaØ postoØnnyh vektorov v prostranstve R^n_+, a M_r est~ vypuklyæ kompaktnyæ politop razmernosti n, ØvlØ¸wiæsØ vypukloæ oboloqkoæ ffkstremal~nyh toqek vsego poliffdra A(r): M_r = conv(extA(r)).

Dokazatel~stvo. Mnoßestvo A(r) ⊂ R^n est~ pereseqenie koneqnogo qisla zamknutyh poluprostranstv, i, oqevidno, ne soderßit prØmyh. Po obwim teoremam vypukloæ geometrii mnoßestvo A(r) est~ summa vypuklogo mnogogrannika (politopa), ØvlØ- ¸wegosØ vypukloæ oboloqkoæ mnoßestva ffkstremal~nyh (kraænih) toqek mnoßestva A(r), i zamknutogo poliffdral~nogo konusa, ne soderßawego prØmyh liniæ s verxinoæ v naqale koordinat. Ostalos~ zametit~, qto fftot konus vyroßdaetsØ v diagonal~ poloßitel~nogo oktanta, t.e. poluprØmu¸ vektorov s odinakovymi koordinatami v R^n, tak kak, esli by konus soderßal inu¸ poluprØmu¸, to neravenstvo treugol~nika naruxilos~: raznost~ koordinat a_i −a_j mogla by stat~ proizvol~no bol~xoæ hotØ by dlØ odnoæ pary (i, j). Razmernost~ A(r) ravna n dlØ sobstvennoæ matricy rasstoØniæ; v obwem sluqae ona zavisit ot matricy r i moßet byt~ men~xe n dlØ nekotoryh r; razmernost~ M_r ravna dim A(r) ili dim A(r) − 1. �

Sledu¸waØ lemma utverßdaet, qto sootvetstvie r → A(r) kovariantno otnositel~no deæstviØ simmetriqeskoæ gruppy v R^n. Eœ dokazatel~stvo oqevidno. Lemma 2. DlØ vsØkoæ matricy r ∈ Rn sledu¸wie mnoßestva sovpada¸t: A(grg^{−1}) =

g(A(r)), gde g ∈ S_n est~ fflement simmetriqeskoæ gruppy S_n kotoraØ deæstvuet estestvennym obrazom na prostranstve matric MN(R) i na prostranstve vypuklyh podmnoßestv vektornogo prostranstva R^n.

VypuklaØ struktura mnogogrannyh mnoßestv M_r , A(r) oqen~ interesna i, kak budto by, ranee ne izuqalas~. DlØ razmernosteæ vyxe 3 kombinatornyæ tip politopa M_r suwestvenno zavisit ot r, no dlØ razmernosti 3 fftot kombinatornyæ tip M_r, i sledovatel~no, tip A(r) – odinakov dlØ vseh sobstvennyh matric rasstoØniæ; privedem fftot otvet podrobneæ.

Primer. DlØ n = 3 opisanie mnoßestva A(r) i ffkstremal~nyh toqek mnogogrannika

M_r takovo. Pust~ r sobstvennaØ matrica rasstoØniæ r = 0 r_{1,2} r_{1,3} r_{1,2} 0 r_{2,3} r_{1,3} r_{2,3} 0 . Oboznaqim r_{1,2} = α, r_{1,3} = β, r_{2,3} = γ, togda r^a:

r^a =

0 α β a_1 α 0 γ a_2 β γ 0 a_3 a_1 a_2 a_3 0 . Oboznaqim δ =^1_2 (α + β + γ) ImeetsØ sem~ ffkstremal~nyh toqek a = (a_1, a_2, a_3) politopa A(r): pervaØ verxina – blißaæxaØ k naqalu koordinat: (δ − γ, δ − β, δ − α), tri drugih est~ nevyroßdennye ffkstrmal~nye toqki (metriki): (δ, δ − α, δ − γ), (δ − β, δ, δ − α), (δ − γ, δ − β, δ), ostal~nye tri – vyroßdeny: (0, α, β), (α, 0, γ), (β, γ, 0).

Esli α = β = γ = 1, togda ffti sem~ toqek takovy: (1/2, 1/2, 1/2), (3/2, 1/2, 1/2), (1/2, 3/2, 1/2), (1/2, 1/2, 3/2), (0, 1, 1), (1, 0, 1), (1, 1, 0).

Zametim, qto vse nevyroßdennye ffkstremal~nye toqki opredelØ¸t metriki na prostranstve iz qetyreh toqek, kotoroe ne moßet byt~ izometriqno pogrußeno v ffvklidovo prostranstvo.

2.3. Proekcii i izomorfizmfy

Pust~ r matrica rasstoØniæ porØdka N i p_n(r) eœ NW-ugol porØdka n < N. Togda my moßem opredelit~ proekci¸ χ^r_n of A(r) na A(p_n(r)): χ^r_n : (b_1, . . . b_n, b_{n+1}, . . . b_N ) → (b_1 . . . b_n). (My opuskaem indeks N v oboznaqenii χ^r_n.) SleduwaØ prostaØ lemma igraet oqen~ vaßnu¸ rol~ v naxeæ dal~nexeæ konstrukcii.

Lemma 3. Pust~ r ∈ Rn – matricy rasstoØniæ porØdka n. DlØ l¸byh dvuh vekto-

rov a = (a_1, . . . a_n) ∈ A(r) i b = (b_1, . . . b_n) ∈ A(r) suwestvuet takoe vewestvennoe neotricatel~noe qislo h ∈ R qto vektor b̄ = (b_1, . . . b_n, h) ∈ A(r^a) (a takße ā = (a_1, . . . a_n, h) ∈ A(r^b)).

Sledstvie 1. DlØ kaßdoæ matricy r ∈ Rn i a ∈ A(r) otobraßenie χ^r_{n+1,n} :

(b_1, . . . b_n, b_{n+1}) → (b_1 . . . b_n) of A(r^a) → A(r) est~ ffpimorfizm A(r^a) na A(r) (po opredeleni¸ p_{n+1,n}(r^a) = r)

Dokazatel~stvo. Utverßdenie lemmy sleduet iz prostogo geometriqeskogo nabl¸- deniØ: rassmotrim dva koneqnyh metriqeskih prostranstva X = {x_1, . . . x_{n−1}, x_n} s metrikoæ ρ_1 i Y = {y_1, . . . y_{n−1}, y_n} s metrikoæ ρ_2. Predpoloßim qto podprostranstva pervyh n − 1 toqek {x_1, . . . x_{n−1}} i {y_1, . . . y_{n−1}} izometriqny, t.e. ρ_1(x_i, x_j ) = ρ_2(y_i, y_j ), i, j = 1, . . . n − 1. Togda suwestvuet tret~e prostranstvo Z = {z_1, . . . z_{n−1}, z_n, z_{n+1}} s metrikoæ ρ i dve izometrii I_1, I_2 oboih prostranstv X i Y v prostranstvo Z, qto I_1(x_i) = z_i, I_2(y_i) = z_i, i = 1, . . . n − 1, I_1(x_n) = z_n, I_2(y_n) = z_{n+1}. DlØ togo, qtoby dokazat~ suwestvovanie takogo Z, my dolßny pokazat~ qto vozmoßno opredelit~ odno neotricatel~noe qislo h, kotoroe budet rasstoØniem ρ(z_n, z_{n+1}) = h meßdu z_n i z_{n+1} (obrazami x_n i y_n v Z, sootvetstvenno) t.e., qtoby byli vypolneny vse neravenstva treugol~nika v prostranstve Z. Suwestvovanie takogo h sleduet iz neravenstv:

ρ_1(x_i, x_n) − ρ_2(y_i, y_n) ≤ ρ_1(x_i, x_j ) + ρ_1(x_j , x_n) − ρ_2(y_i, y_n) =

= ρ_1(x_j , x_n) + ρ_2(y_i, y_j ) − ρ_2(y_i, y_n) ≤ ρ_1(x_j , x_n) + ρ_2(y_j , y_n) dlØ vseh i, j = 1, . . . n − 1.

Sledovatel~no

max_i |ρ_1(x_i, x_n) − ρ_2(y_i, y_n)| ≡ M ≤ m ≡ min_j (ρ_1(x_j , x_n) + ρ_2(y_j , y_n)).

Takim obrazom, v kaqestve qisla h moßno vzØt~ proizvol~noe qislo iz nepustogo zamknutogo intervala [M, m], i my poloßim ρ(z_n, z_{n+1}) ≡ h; iz ego opredeleniØ sleduet, qto vse neravenstva treugol~nika vypolneny. Teper~ predpoloßim, qto r – matrica rasstoØniæ porØdka n − 1, i a ∈ A(r) – dopustimyæ vektor; pust~ prostranstvo {x_1, . . . x_{n−1}, x_n} prostraenstvo, rasstoØniØ meßdu pervymi n−1 toqkami kotorogo zada¸tsØ matriceæ r, a metrika vsego prostranstva – rasxirennoæ matriceæ r^a. My moßem vybrat~ ewe odin proizvol~nyæ dopustimyæ vektor b ∈ A(r), i poluqit~ matricu rasstoØniæ r^b prostranstva {y_1, . . . y_{n−1}, y_n}, gde sovokupnost~ pervyh n − 1 toqek izometriqna prostranstvu {x_1, . . . x_{n−1}}. Kak bylo dokazano vyxe, suwestvuet prostranstvo Z matrica rasstoØniæ kotorogo r̄ porØdka n + 1 i daet trebuemoe svoæstvo. �

Teper~ my moßem sformulirovat~ obwee utverßdenie o proekcii χ^r.

Lemma 4. DlØ proizvol~nyh natural~nyh qisel N i n < N i l¸boæ matricy r ∈

R_N otobraßenie χ^r_n est~ ffpimorfizm A(r) na A(p_n(r)). Drugimi slovami, dlØ kaßdogo a = (a_1, . . . a_n) ∈ A(p_n(r)) suwestvuet takoæ vektor (b_{n+1}, . . . b_N ), qto b = (a_1, . . . a_n, b_{n+1}, . . . b_N ) ∈ A(r). Dokazatel~stvo. Dokazatel~stvo predyduweæ lemmy pokazyvaet, kak opredelit~ pervoe qislo b_{n+1}. No proekciØ χ^r_n est~ otobraßenie A(r), r ∈ R_N v A(p_n(r)) i ØvlØetsØ proizvedeniem proekciæ χ^r_n · · · χ^r_{N−1}, kaßdaØ iz kotoryh est~ ffpimorfizm, i pofftomu proizvedenie takße ffpimorfno. �

DlØ dal~neæxego udobno predstavlØt~ beskoneqnu¸ matricu r ≡ {r_{i,j} } ∈ R, kak posledovatel~nost~ dopustimyh vektorov vozrasta¸weæ dliny r(1) = {r_{1,2}}, r(2) = {r_{1,3}, r_{2,3}}, . . . r(k) = {r_{1,k+1}, r_{2,k+1}, . . . r_{k,k+1}} . . . , k = 1, 2 . . . , (2) udovletvorØ¸wih usloviØm r(k) ∈ A(p_k(r)), (napomnim, qto p_k(r) est~ NW-proekciØ (t.e. vzØtie NW-ugla matricy) r na prostranstvo M^s_k), t.e. kaßdyæ vektor r(k) ØvlØetsØ dopustimym dlØ predxestvu¸weæ matricy rasstoØniæ p_k(r).

My moßem rassmotret~ sledu¸wu¸ posledovatel~nost~ konusov i otobraßeniæ:

0 = R_1^{p2}←− R_2 = R_+^{p3}←− R_3←− . . . ←−R_{n−1}^{pn}←− R_n←− . . . (3)

zdes~ proekciØ p_n est~ ograniqenie proekcii, opredelennyh vyxe na konus R_n. Proobraz toqki r ∈ R_{n−1} (sloæ nad r) est~ mnoßestvo A(r) kotoroe opredeleno lemmoæ 1. Zametim, qto posledovatel~nost~ (3) ne est~ posledovatel~nost~ rassloeniæ v obyqnom smysle: proobrazy toqek mogut byt~ daße ne gomeomorfnyv zavisimosti ot toqki r (daße razmernost~ moßet byt~ raznoæ). No ffta posledovatel~nost~ zadaet konus R kak obratnyæ predel konusov R_n. My ispol~zuem posledovatel~nost~ (3) dlØ opredeleniØ mer na konuse R v duhe teorii markovskih processov.

3. Universal~nost~ i prostranstvo Urysona

3.1. Universal~nye matricy rasstoØniæ

Sledu¸wee opredelenie igraet central~nu¸ rol~

Opredelenie 1. 1. BeskoneqnaØ matrica rasstoØniæ r = {ri,j }^∞_{i,j=1} ∈ R nazyvaetsØ UNIVERSAL^NO` matriceæ rasstoØniæ, esli vypolneno sledu¸wee uslovie:

dlØ l¸bogo ϵ > 0, n ∈ N i vsØkogo vektora a = {a_i}^n_{i=1} ∈ A(p_n(r)) suwestvuet takoe m ∈ N, qto max_{i=1...n} |r_{i,m} − a_i| < ϵ. Drugimi slovami: dlØ kaßdogo n ∈ N mnoßestvo vektorov {{r_{i,j} }^n_{i=1}}^∞_{j=n+1} vs¸du plotno vo mnoßestve dopustimyh vektorov A(p_n(r)).

2. BeskoneqnaØ sobstvennaØ matrica rasstoØniæ r = {r_{i,j} }^∞_{i,j=1} ∈ R nazyvaetsØ slabo universal~noæ matriceæ rasstoØniæ, esli dlØ vsØkogo n ∈ N mnoßestvo vseh ee podmatric vida {r_{ik ,is} }^n_{k,s=1} porØdka n po vsem naboram {i_k}^n_{k=1} ⊂ N plotno v konuse R_n.

Oboznaqim mnoßestvo universal~nyh matric rasstoØniæ qerez M. My dokaßem, qto M ne pusto, no vnaqale opixem nekotorye svoæstva universal~nyh matric.

Lemma 5. KaßdaØ universal~naØ matrica rasstoØniæ – slabo universal~na. Suwestvu-

et neuniversal~naØ, no slabo universal~naØ matrica rasstoØniæ.

Dokazatel~stvo. Vyberem l¸bu¸ matricu rasstoØniæ q ∈ Rn; dokaßem, qto dlØ dannogo poloßitel~nogo ϵ moßno naæti takoe mnoßestvo {i_k}^n_{k=1} ⊂ N, qto max_{k,s=1,...n} |r_{ik,is} − q_{k,s}| < ϵ. Tak kak r^1 = {r_{1,1} = 0}, to A(r^1) = R_+ (sm. 2.2) i po universal~nosti r posledovatel~nost~ {r_{1,n}}^∞_{n=2} dolßna byt~ plotnoæ v R_+, pofftomu my moßem vybrat~ nekotoroe i_1 tak, qto |r_{1,i1} − q_{1,2}| < ϵ, i zatem, ispol~zuØ plotnost~ stolbcov dliny 2, kotoraØ sleduet iz usloviØ universal~nosti, vyberem takoe natural~noe qislo i_2, qto |r_{1,i2} − q_{1,3}| < ϵ, |r_{2,i2} − q_{2,3}| < ϵ, povtorØØ fftot process dlØ posledovatel~nyh stolbcov matricy q ∈ R_n, poluqim nußnu¸ podmatricu matricy r. ImeetsØ mnogo primerov slabo universal~nyh matric, ne ØvlØ¸wihsØ universal~nymi, v qastnosti, matrica rasstoØniæ l¸bogo vs¸du plotnogo sqetnogo podmnoßestva universal~nogo, no ne odnorodno universal~nogo (sm. niße) pol~skogo prostranstva (naprimer, Banahova prostrantsva C([0, 1])) daet takoæ kontrprimer. No naibolee prostoæ primer – matrica rasstoØniæ diz¨¸nktnogo ob¨edineniØ vseh koneqnyh metriqeskih prostranstv s racional~nymi rasstoØniØmi (primer predloßen B. Veæssom), i slabaØ universal~nost~ i neuniversal~nost~ sledu¸t iz opredeleniØ. �

Sledu¸wee svoæstvo universal~nosti polezno dlØ izuqeniØ prostranstva Urysona:

Sledstvie 2 (ob ϵ-prodolßenii izometriæ). Pust~ r est~ beskoneqaØ matrica ras-

stoØniæ i q – takaØ koneqnaØ matrica rasstoØniæ porØdka N, qto dlØ nekotorogo n < N, r_{i,j} = q_{i,j} , i, j = 1 . . . n. Poloßim i_k = k, k = 1 . . . n. Togda dlØ poloßitel~- nogo ϵ suwestvuet takie natural~nye qisla i_{n+1} . . . i_N , qto max_{k,s=1...N} |r_{ik ,is} − q_{k,s}| < ϵ. Drugimi slovami, moßno rasxirit~ mnoßestvo pervyh n natural~nyh qisel nekotorym naborom iz N − n natural~nyh qisel i_{n+1}, . . . , i_N tak, qto poluqennaØ matrica rasstoØniæ porØdka N s indeksami i_1 = 1, i_2 = 2 . . . i_n = n, i_{n+1}, . . . i_N budet otliqat~sØ ot matricy rasstoØniæ q (po proizvol~noæ norme) men~xe qem na ϵ.

Obratno, esli dlØ l¸boæ koneqnoæ matricy rasstoØniæ q i l¸bogo poloßitel~nogo ϵ beskoneqnaØ matrica rasstoØniæ r obladaet podobnym svoæstvom, to ona universal~- na. Dokazatel~stvo. DlØ N = n + 1 utverßdenie neposredstvenno sleduet iz opredeleniØ universal~nosti r, primenim indukci¸ po N. Vtoroe utverßdenie sleduet iz opredeleniØ. �

Ewe odna poleznaØ pereformulirovka ponØtiæ universal~nosti i slaboæ universal~nosti ispol~zuet gruppovye terminy. Pust~ q ∈ R_n; oboznaqim qerez R^n(q) mnoßestvo vseh r ∈ R, u kotoryh NW-ugol raven matrice q. Rassmotrim gruppu S^n_∞ podstanovok, ostavlØ¸wih nepodvißnymi pervye n strok i stolbcov matric iz R i, tem samym, perevodØwih R^n(q) v sebØ. Neposredstvenno iz opredeleniæ sleduet kriteriæ universal~nosti:

Utverßdenie 1. Matrica r ∈ R universal~na togda i tol~ko togda, kogda dlØ vsØkogo

n eœ orbita pod deæstviem gruppy S^n_∞ vs¸du plotna v R^n(r^n) v slaboæ topologii, (zdes~ r^n = NW -ugol matricy r porØdka n). Matrica r ∈ R slabo universal~na togda i tol~ko togda, kogda eœ orbita pod deæstviem vseæ gruppy S_∞ vs¸du plotna v konuse R.

V to ße vremØ suwestvovanie universal~noæ matricy rasstoØniæ, qto, kak my uvidim, ffkvivalentno suwestvovani¸ universal~nogo prostranstva Urysona, soverxenno neoqevidno. My neskol~ko uprowaem argumenty Urysona iz [3] i dokazyvaem ne tol~ko suwestvovanie universal~nyh matric, no i bolee sil~nyæ fakt: Teorema 1. Mnoßestvo M universal~nyh matric nepusto. Bolee togo, ffto mnoße-

stvo est~ vs¸du plotnoe G_δ-mnoßestvo v konuse R v slaboæ topologii.

Dokazatel~stvo. DlØ dokazatel~stva suwestvovaniØ hotØ by odnoæ universal~noæ matricy rasstoØniæ v konuse R my budem ispol~zovat~, opisannoe v lemmah predyduwego paragrafa predstavlenie matric rasstoØniæ.

Zafiksiruem posledovatel~nost~ {m_n}^∞_{n=1} natural~nyh qisel, v kotoroæ kaßdoe natural~noe qislo povtorØetsØ beskoneqnoe qislo raz, priqem vypolneno neravenstvo: m_n ≤ n; m_1 = 1. DlØ kaßdoæ koneqnoæ sobstvennoæ matricy rasstoØniæ r ∈ R_n, n = 1 . . . vyberem proizvol~no uporØdoqennoe sqetnoe podmnoßestvo Γ_r ⊂ A(r) mnoßestva vseh dopustimyh vektorov s poloßitel~nymi koordinatami: Γ_r = {γ^r_k}^∞_{k=1} ⊂ A(r)⊂ R^n; zafiksiruem ffvklidovu metriku v vektornyh prostranstvah R^n ⊃ A(r) dlØ vseh n.

Pervyæ xag dokazatel~stva sostoit v vybore poloßitel~nogo vewestvennogo qisla γ^1_1 ∈ Γ_1 ⊂ A(0) = R^1_+, tem samym, my vybrali matricu rasstoØniæ r porØdka 2 s fflementom r_{1,2} = γ^1_1 .

Naxa konstrukciØ universal~noæ matricy r ØvlØetsØ induktivnoæ, i ispol~zuet predstavlenie matricy, kak posledovatel~nosti dopustimyh vektorov {r(1), r(2), . . . } uveliqiva¸weæsØ dliny (formula (2)). Uslovie na posledovatel~nye vektory takovo: r(k) ∈ A(p_k(r_{k+1})). Posledovatel~nost~ sootvetstvu¸wih matric r_n, n = 1 . . . opredelØet beskoneqnu¸ matricu r.

Predpoloßim, qto posle (n − 1)-go xaga my poluqili koneqnu¸ matricu r_{n−1}; vyberem novyæ dopustimyæ vektor r(n) ∈ A(r_{n−1}). Vybor fftogo vektora (oboznaqim ego a) opredelØetsØ usloviØmi: rasstoØnie (po vybrannoæ norme) meßdu proekcieæ χ^r_{mn} (a) vektora a na podprostranstvo dopustimyh vektorov A(r_{mn} ) i toqkoæ γ^{mn}_s ∈ Γ_{rmn} ⊂ A(r_{mn} ) dolßno byt~ men~xe, qem 2^{−n}, gde s = |i : m_i = m_n, 1 ≤ i ≤ n| + 1: ‖χ^r_{mn} (a) − γ^{rmn}_s ‖ < 2^{−n}. Napomnim, qto proekciØ χ^r_{mn} est~ ffpimorfizm A(r) na A(p_{mn} (r)) (Lemma 4), pofftomu vektor a ∈ A(r_n) s nußnym svoæstvom suwestvuet. Qislo s est~ qislo toqek mnoßestva Γ_{rmn} , kotorye vstretilis~ na predyduwih xagah konstrukcii.

ProdolßaØ neograniqenno posledovatel~nost~ takih xagov my poluqim matricu rasstoØniæ r. Eœ universal~nost~ oqevidna, tak kak proekciØ χ^r_n vektorov r(k), k = n + 1 . . . est~ vs¸du plotnoe mnoßestvo v A(r_n) v silu konstrukcii. Takim obrazom, dokazano suwestvovanie universal~noæ matricy.

Zametim teper~, qto universal~nost~ matricy est~ svoæstvo sohranØ¸weesØ pod deæstviem odnovremennoæ koneqnoæ perestanovki strok i stolbcov matricy, a takße pri NW-sdvige, kotoryæ sokrawaet nekotoroe (odinakovoe) koliqestvo pervyh strok i stolbcov matricy. Krome togo, universal~nost~ sohranØetsØ pri izmenenii koneqnogo qisla fflementov matricy. Sledovatel~no, M soderßit vmeste s dannoæ matriceæ vse ee perestanovki i NW-sdvigi. Ots¸da, a takße iz togo, qto slabaØ universal~nost~ sleduet iz universal~nosti, orbita universal~noæ matricy r otnositel~no gruppy podstanovok SN vs¸du plotna v R v slaboæ topologii. Tem samym, M vs¸du plotno v R.

Nakonec, sledu¸waØ formula neposredstvenno sleduet iz opredeleniØ universal~nosti i pokazyvaet, qto mnoßestvo M universal~nyh matric est~ vs¸du plotnoe G_δ-mnoßestvo: M = ∩_{k∈}N ∩_{n∈}N ∩_{a∈A(rn)∩}Q_n2 ∪_{m∈}N_{,m>n} {r ∈ R : max_{i=1,...n} |r_{i,m} − a_i| < 1 k }. � Zafiksiruem nekotoru¸ universal~nu¸ sobstvennu¸ matricu rasstoØniæ r, i snabdim mnoßestvo vseh natural~nyh qisel N metrikoæ r. Oboznaqim metriqeskoe prostranstvo ØvlØ¸weesØ popolneniem prostranstva (N, r) otnositel~no metriki r qerez (U_r, ρ_r). Oqevidno, ffto pol~skoe prostranstvo.

Lemma 6. Matrica rasstoØniæ l¸bogo sqetnogo vs¸du plotnogo podmnoßestva {ui}

prostranstva U_r – universal~na.

Dokazatel~stvo. Otoßdestvim mnoßestvo N s {xi} ⊂ Ur . Po opredeleni¸ ρ(xi, xj ) =

r_{i,j} . Poskol~ku matrica r universal~na, to dlØ vsØkogo n imeet mesto svoæstvo (Cl-zamykanie): Cl(∪_{j>n}{{ρ(x_i, x_j )}^n_{i=1}} = A(p_n(r)). Poskol~ku mnoßestvo {u_i} vs¸- du plotno v (U_r , ρ_r), my moßem zamenit~ predyduwee mnoßestvo na sledu¸wee: Cl(∪_{j>n}{{ρ(x_i, u_j )}^n_{i=1}} = A(p_n(r)). No tak kak {x_i} takße vs¸du plotno v (U_r, ρ_r) moßno napisat~ Cl(∪_{j>n}{{ρ(u_i, u_j )}^n_{i=1}} = A(p_n(r^′)), gde r^′ matrica rasstoØniæ posledovatel~- nosti {u_i}. �

My uvidim, qto prostranstvo (U_r , ρ_r) i est~ tak nazyvaemoe universal~noe prostranstvo Urysona, kotoroe opredeleno niße, a universal~nost~ matricy rasstoØniæ est~ neobhodimoe i dostatoqnoe uslovie, garantiru¸wee, qto popolnenie po neæ natural~nogo rØda est~ prostranstvo Urysona.

3.2. Universal~noe prostranstvo Urysona i universal~nye matricy

Opredelim teper~ prostranstvo Urysona. V svoeæ posledneæ rabote [3], napeqatannoæ uße posle ego tragiqeskoæ smerti, Pavel Samuiloviq Uryson (1898–1924) dal konstrukci¸ universal~nogo pol~skogo prostranstva, kotoroe seæqas nazyvaetsØ “prostranstvom Urysona”. Postroenie bylo otvetom na vopros postavlennyæ M. Frechet ob universal~nom prostranstve Banaha. Pozdnee Banah i Mazur dokazali, qto suwestvu¸t universal~nye banahovy prostranstva (naprimer, C([0, 1]), no otvet Urysona byl bolee glubok. Faktiqeski on dokazal neskol~ko teorem kotorye my ob¨edinØem i obobwaem v sledu¸weæ teoreme:

Teorema 2 (Uryson [3]).

A. Suwestvuet pol~skoe (=polnoe separabel~noe metriqeskoe) prostranstvo U so svoæstvami:

1) (Universal~nost~) DlØ vsØkogo pol~skogo prostranstva X suwestvuet izometriqeskoe vloßenie Xv prostranstvo U;

2) (Odnorodnost~) DlØ l¸byh dvuh izometriqnyh koneqnyh podmnoßestv A = (a_1 . . . a_m) i B = (b_1 . . . b_m) of U suwestvuet izometriØ J vsego prostranstvae U kotoroe perevodit A v B: JX = Y ;

B. (Edinstvennost~) L¸bye dva pol~skih prostranstva, udovletvorØ¸wih uslovi- Øm 1) i 2) predyduwego punkta izometriqny.

V usloviØh teoremy svoæstvo 2) moßet byt~ usileno: koneqnye podmnoßestva moßno zamenit~ v nem na kompaktnye, takim obrazom, gruppa izometriæ prostranstvo deæstvuet tranzitivno na izometriqnyh kompaktah prostranstvah; no zamenit~ kompakty v fftoæ formulirovke na zamknutye podmnoßestva uße nel~zØ. Moßno ffkvivalentnym obrazom sformulirovat~ uslovie 2), kak uslovie prodolßeniØ izometriæ s kompaktov na vse prostranstvo. Faktiqeski my dokazyvaem ffto niße.

Glavnyæ rezul~tat fftogo paragrafa zakl¸qen v sledu¸weæ teoreme, vkl¸qa¸- weæ v sebØ predyduwu¸.

Teorema 3. 1. Popolnenie (Ur, ρr) mnoßestva natural~nyh qisel (N, r) po metrike,

zadavaemoæ l¸boæ universal~noæ sobstvennoæ matriceæ rasstoØniæ r udovletvorØet svoæstvam 1) i 2) predyduweæ teoremy, t.e. ØvlØetsØ prostranstvom Urysona.

2. (Edinstvennost~). DlØ l¸byh dvuh universal~nyh sobstvennyh matric rassto- Øniæ r i r^′ popolneniØ prostranstv (N, r) i (N, r^′) izometriqny.

Sledstvie 3. Izometriqeskiæ tip prostranstva (Ur, ρr) ne zavisit ot vybra univer-

sal~noæ matricy r. Universal~nost~ ØvlØetsØ neobhodimym i dostatoqnym usloviem na matricu rasstoØniæ l¸bogo sqetnogo vs¸du plotnogo podmnoßestva prostranstva Urysona.

Sledstvie vytekaet iz teoremy 3 i lemmy 6. Dokazatel~stvo teoremy 3, kotoroe daetsØ niße, otqasti povtorØet i uprowaet argumenty raboty Urysona, odnako v ego rabote ne ispol~zovalis~ beskoneqnye matricy rasstoØniæ i, v qastnosti, poleznoe ponØtie universal~noæ matricy rasstoØniæ.

Dokazatel~stvo. Predpoloßim qto matrica r = {r(i, j)}^∞_{i,j=1} ∈ R sobstvennaØ universal~naØ matrica rasstoØniæ (udobno pisat~ r(i, j) vmesto r_{i,j} ) i prostranstvo U_r est~ popolnenie sqetnogo metriqeskogo prostranstva (N, r), oboznaqim sootvetstvu¸wu¸ metriku na U_r qerez ρ_r, opuskaØ inogda indeks r.

1. Preßde vsego dokaßem, qto metriqeskoe prostranstvo (U, ρ) universal~no v smysle punkta 1) teoremy 2, i qto ono odnorodno v smysle punkta 2) fftoæ teoremy.

Pust~ (Y, q) proizvol~noe pol~skoe prostranstvo. DlØ togo qtoby dokazat~, qto suwestvuet izometriqeskoe vloßenie (Y, q) v (U, ρ), dostatoqno dokazat~ suwestvovanie izometriqeskogo vloßeniØ proizvol~nogo sqetnogo plotnogo podmnoßestva {y_n}^∞_1 prostranstva (Y, q) v (U, ρ). Tem samym, nußno dokazat~, qto dlØ l¸boæ beskoneqnoæ sobstvennoæ matricy rasstoØniæ q = {q(i, j)} ∈ R suwestvuet sqetnoe podmnoßestvo {u_i} ⊂ U s matriceæ rasstoØniæ, ravnoæ q. V svo¸ oqered~ ffto oznaqaet, qto my dolßny postroit~ mnoßestvo fundamental~nyh posledovatel~nosteæ v prostranstve (N, r), nazovem ih, N_i = {n^{(m)}_i }^∞_{m=i} ⊂ N, i = 1, 2 . . . takih, qto lim m→∞ r(n^{(m)}_i , n^{(m)}_j ) = q(i, j), i, j = m, . . . i dlØ vseh i, lim_{m,k→∞} r(n^{(m)}_i , n^{(k)}_i ) = 0.

Shodimost~ N_i = {n^{(m)}_i }^∞_{m=i} v prostranstve (U, ρ) pri m → ∞ k nekotoroæ toqke u_i ∈ U, i = 1, 2 . . . sleduet iz fudamental~nosti posledovatel~nosti, t.e. iz vtorogo ravenstva, iz pervogo ße ravenstva sleduet, qto matrica rasstoØniæ predel~nyh toqek {u_i} sovpadaet s matriceæ q. Perehodim k postroeni¸ N_i, i = 1 . . . . My konstruiruem nußnye posledovatel~nosti {N_i}^∞_{i=1} ⊂ N po indukcii.

Vyberem proizvol~no toqku n^{(1)}_1 ∈ N i predpoloßim, qto dlØ dannogo m > 1 my uße opredelili koneqnye fragmenty L_k = {n^{(k)}_i }^k_{i=1} ⊂ N pervyh m mnoßestv {N_i}^m_{i=1} dlØ k = 1, 2 . . . m so svoæstvom: max_{i,j=1,...k} |r(n^{(k)}_i , n^{(k)}_j ) − q(i, j)| = δ_k < 2^{−k}, k = 1, . . . m, i mnoßestva L_k poparno ne pereseka¸tsØ.

Naxa konstrukci¸ mnoßestva L_{m+1} zavisit tol~ko ot mnoßestva L_m, pofftomu my moßem dlØ prostoty perenumerovat~ mnoßestva L_m: n^{(m)}_i = i, i = 1, . . . m.

Budem stroit~ novoe mnoßestvo L_{m+1} = {n^{(m+1)}_i }^{m+1}_{i=1} ⊂ N s neobhodimymi svoæstvami sledu¸wim obrazom. Rassmotrim koneqnoe metriqeskoe prostranstvo (V, d) iz 2m + 1 toqek y_1, . . . y_m; z_1, . . . z_m, z_{m+1} i rasstoØniØmi: d(y_i, y_j ) = r_{i,j} , i, j = 1 . . . m, d(z_i, z_j ) = q(i, j), i, j = 1, . . . m + 1; d(y_i, z_j ) = q(i, j), i = 1 . . . m, j = 1 . . . m + 1; i ≠ j, d(y_i, z_i) = δ_m, i = 1 . . . m dlØ nekotorogo δ_m. Legko proverit~, qto ffto korrektnoe opredelenie rasstoØniæ. Oboznaqim matricu rasstoØniæ prostranstva (V, d) qerez q_m. Primenim sledstvie 2 (ob ϵ-prodolßenie izometriæ) i rasxirim mnoßestvo L_m = {1, 2 . . . m} s pomow~¸ novogo mnoßestva L_{m+1}, sostoØwim iz m + 1 natural~nyh qisel {n^{(m+1)}_i }^{2m+1}_{i=m+1} ⊂ N tak, qto matrica rasstoØniæ novogo prostranstva L_{m+1} otliqalas~ ot NW-ugla porØdka m+1 matricy q ne bolee qem na δ_m kotoroe men~xe, qem 2^{−(m+1)}: max_{i,j} |r(n^{(m+1)}_i , n^{(m+1)}_j ) − q_m(i, j)| = δ_{m+1} < 2^{−(m+1)} (napomnim, qto NW-ugol porØdka m matricy q_m i matricy r sovpada¸t po postroeni¸). My vidim, qto dlØ kaßdogo i posledovatel~nost~ {n^{(mi)}}^∞_{m=i} fundamental~na i lim_{m→∞} r(n^{(m)}_i , n^{(m)}_j ) = q(i, j). Takim obrazom, my dokazali, qto vsØkoe pol~skoe prostranstvo moßet byt~ izometriqno vloßeno v (U_r, ρ_r). �

Teper~ my moßem suwestvenno usilit~ sledstvie 2:

Sledstvie 4 (o prodolßenie izometriæ). Prostranstvo (Ur, ρr) obladaet sledu¸wim

svoæstovm: dlØ vsØkogo koneqnogo mnoßestva A = {a_i}^n_{i=1} ∈ U_r i matricy rasstoØniæ q porØdka N, N > n s NW-uglom porØdka n, ravnym matrice rasstoØniæ {ρ(a_i, a_j )}^n_{i,j=1}, suwestvu¸t takie toqki a_{n+1} . . . a_N qto matrica rasstoØniæ vsego mnoßestva {a_i}^N_{i=1} ravna q.

Dokazatel~stvo parallel~no dokazatel~stvu SledstviØ 2 i ispol~zuet argumenty, privedennye vyxe.

Zameqanie 1. Suwestvuet mnogo razliqnyh (neizometriqnyh) universal~nyh, no neodnorodnyh pol~skih prostranstv (naprimer banahovo prostranstvo C([0, 1])). Vyxeprivedennoe sledstvie pokazyvaet, qto glavnoe razliqie meßdu takimi universal~- nymi prostranstvami i prostranstvom Urysona v sledu¸wem: moßno izometriqeski vloßit~ l¸boe pol~skoe prostranstvo v l¸boe universal~noe prostranstvo, no v sluqae prostranstva Urysona moßno sdelat~ gorazdo bol~xee, a imenno, toqki obraza vkladyvaemogo prostranstva mogut imet~ zadannye rasstoØniØ do toqek zaranee fiksirovannogo koneqnogo (i daße kompaktnogo) podmnoßestva.

Prodolßim dokazatel~stvo Teoremy 3.

2. DlØ togo, qtoby dokazat~ odnorodnost~ zafiksiruem dva koneqnyh n-toqeqnyh mnoßestva A = {a_i}^n_{i=1} i B = {b_i}^n_{i=1} prostranstva (U_r, ρ_r) i postroim dva izometriqnyh uporØdoqennyh sqetnyh podmnoßestva C i D, kaßdoe iz kotoryh vs¸du plotno v U, i C soderßit mnoßestvo A, a D soderßit mnoßestvo B. Metod postroeniØ horoxo izvesten i nazyvaetsØ “back and forth”. Snaqala my fiksiruem sqetnoe vs¸du plotnoe podmnoßestvo F v (U_r , ρ_r), F ∩ A = F ∩ B = ∅, i predstavlØem ego kak vozrasta¸wee ob¨edinenie: F = ∪F_n. Poloßim C_1 = A ∪ F_1, i nahodim takoe mnoßestvo D_1 = B ∪ F^′_1 qto izometriØ A i B prodolßaetsØ na F_1 i F^′_1. Takim obrazom, D_1 izometriqno C_1. �to vozmoßno sdelat~ po sledstvi¸ 4 (rasxirenie izometriæ).

Zatem vyberem D_2 = D_1 ∪ F_2 i C_2 = C_1 ∪ F^′_2 i opØt~ rasxirim izometri¸ s toæ qasti mnoßestva, kotoroe bylo opredeleno, na vse mnoßestvo. Tem samym, my postroili izometri¸ meßdu D_2 i C_2 i t.d. Al~terniru¸wiæ process daet nam dva vs¸du plotnyh sqetnyh izometriqnyh mnoßestva ∪C_i i ∪D_i, pri fftom izometriØ meßdu nimi prodolßaet izometri¸ A i B.

3. Edinstvennost~. Pust~ r i r^′ – dve universal~nyh sobstvennyh matricy rasstoØniæ i prostranstva (U_r , ρ_r) i (U^′_r, ρ^′_r) est~ sootvetstvu¸wie popolneniØ natural~- nogo rØda.

Postroim sootvetstvenno v fftih prostranstvah dva sqetnyh vs¸du plotnyh podmnoßestva F_1 i F_2 tak, qto izometriØ meßdu nimi prodolßaetsØ do izometrii prostranstv. Oboznaqim qerez {x_i} i {u_i} vs¸du plotnye podmnoßestva (U_r, ρ_r) i (U^′_r, ρ^′_r), kotorye poroßda¸t sootvestvenno matricy r i r^′. Teper~ my povtorØem te ße argumenty qto i v dokazatel~sva pervoæ qasti teoremy. My naqinaem s koneqnogo qisla toqek {x_i}^{n1}_{i=1} v (U_r , ρ_r) dobavim k nemu mnoßestvo toqek {u^′_i}^{m1}_{i=1} ⊂ U_r s toæ ße matriceæ rasstoØniæ, qto i matrica rasstoØniæ mnoßestva toqek {u_i}^{m1}_{i=1}; ffto vozmoßno v silu universal~nosti (U_r, ρ_r) (svoæstvo 1) kotoroe uße dokazano). Dobavim k mnoßestvu {u_i}^{m2}_{i=1}, (m_2 > m_1) v prostranstve U^′_r mnoßestvo toqek {x^′_i}^{n2}_{i=1}, (n_2 > n_1) takim obrazom, qtoby matrica rasstoØniæ podmnoßestva {u_i}^{m1}_{i=1} ∪ {x^′_i}^{n1}_{i=1} mnoßestva {u_i}^{m2}_{i=1} ∪ {x^′_i}^{n2}_{i=1} sovpadala s matriceæ rasstoØniæ mnoßestva {u^′_i}^{m1}_{i=1} ∪ {x_i}^{n1}_{i=1} i t.d., prodolßaØ fftot process do beskoneqnosti poluqaem trebuemye dva mnoßestva – pervoe – {x_i}^∞_{i=1} ∪ {u^′_i}^∞_{i=1} ⊂ U_r i vtoroe {u_i}^∞_{i=1} ∪ {x^′_i}^∞_{i=1} ⊂ U^′_r – kotorye ØvlØ¸tsØ vs¸du plotnymi v svoih prostranstvah i izometriqny. Takim obrazom, my zakonqili dokazatel~stvo teoremy. �

Teoremy 1 i 3 da¸t sledu¸wiæ zameqatel~nyæ fakt:

Sledstvie 5. TipiqnaØ (“generic”) matrica rasstoØniæ est~ universal~naØ matrica,

i, sledovatel~no, tipiqnoe metriqeskoe pol~skoe prostranstvo (v smysle naxeæ modeli – konusa R) est~ prostranstvo Urysona U.

V svoeæ rabote P. Uryson dal primer sqetnogo prostranstva s racional~noæ matriceæ rasstoØniæ (v deæstvitel~nosti – universal~noe nepolnoe metriqeskoe prostranstvo v klasse metrik s racional~nymi qislami Q). Nax metod konstruirovaniØ qut~ bolee obwiæ: my stroim universal~nu¸ matricu osnovyvaØs~ na geometrii konusa R, qto daet neobhodimye i dostatoqnye usloviØ na matricu rasstoØniæ l¸bogo vs¸du plotnogo sqetnogo mnoßestva. V paragrafe 5 my ispol~zuem fftu konstrukci¸ prostranstva Urysona v veroØtnostnom kontekste: my daem metriqesku¸ (=teoretiko-mernu¸) versi¸ universal~nosti v terminah metriqeskih prostranstv s meroæ.

P. Uryson v [3] obrawaet vnimanie na to, qto suwestvuet universal~noe prostranstvo diametra 1 (ili l¸bogo dannogo diametra). Esli my opredelim analogiqnym obrazom universal~nye matricy rasstoØniæ s fflementami iz intervala [0, 1], to sootvetstvu¸wee popolnenie i buet universal~nym prostranstvom dlØ pol~skih prostranstv diametra 1, a utverßdeniØ vseh teorem ztogo paragrafa osta¸tsØ vernymi posle trivial~nyh izmeneniæ.

4. Matriqnye raspredeleniØ, kak polnyæ invariant metriqeskih troek i ih harakterizaciØ

4.1. Matriqnye raspredeleniØ i teorema edinstvennosti

Budem rassmatrivat~ metriqeskie prostranstvo s meroæ i sluqaænye metriki na natural~nom rØde.

Predpoloßim, qto (X, ρ, μ) est~ pol~skoe prostranstvo s metrikoæ ρ i s borelevskoæ veroØtnostnoæ meroæ μ. Nazovem metriqeskoæ troækoæ (v [2] oni nazvany “mm-space” =metric-measure space), drugie terminy – “veroØtnostnoe metriqeskoe prostranstvo”, troæka Gromova. Dve metriqeskie troæki (X_1, ρ_1, μ_1) i (X_2, ρ_2, μ_2) izomorfny, esli suwestvuet izometriØ V , kotoraØ sohranØet meru:

ρ_2(V x, V y) = ρ_2(x, y), V μ_1 = μ_2.

Kak uße upominalos~, klassifikaciØ pol~skih prostranstv (nekompaktnyh) ØvlØetsØ “dikoæ” zadaqeæ. Udivitel~no, qto klassifikaciØ metriqeskih troek est~ “ruqnaØ” zadaqa i imeet obozrimyæ otvet v terminah deæstviØ beskoneqnoæ gruppy podstanovok S_∞ i S_∞-invariantnyh mer na konuse R.

DlØ metriqeskoæ troæki T = (X, ρ, μ) opredelim beskoneqnoe proizvedenie s bernullievskoæ meroæ (XN, μN) i otobraßenie F : XN → R sledu¸wim obrazom: F_T ({x_i}^∞_{i=1}) = {ρ(x_i, x_j )}^∞_{i,j=1} ∈ R F_T -obraz mery μN, kotoryæ my oboznaqaem D_T nazovem matriqnym raspredeleniem metriqeskoæ troæki T : F_T μ^∞ ≡ D_T .

Gruppa S_∞ vseh koneqnyh podstanovok natural~nyh qisel (=beskoneqnaØ simmetriqeskaØ gruppa SN) deæstvuet kak na M_N (R) tak i na konuse R matric rasstoØniæ kak gruppa odnovremennyh podstanovok strok i stolbcov matric. Lemma 7. Mera DT est~ borelevskaØ mera na R, invariantnaØ i ffrgodiqeskaØ otnosi-

tel~no deæstviØ beskoneqnoæ simmetriqeskoæ gruppy i deæstviØ NW-sdviga (odnovremennogo sdviga beskoneqnoæ matricy v vertikal~nom (vverh) i gorizontal~nom (vlevo) napravlenii: (NW (r))_{i,j} = r_{i+1,j+1}; i, j = 1, 2 . . . ).

Dokazatel~stvo. Vse fakty sledu¸t iz analogiqnyh svoæstv mery μ^∞, kotoraØ invariantna otnositel~no sdviga i podstanovok koordinat, i togo, qto otobraßenie F_T kommutiruet s deæstviem sdviga i podstanovok. �

Nazovem meru na metriqeskom prostranstve nevyroßdennoæ, esli vsØkoe nepustoe otkrytoe mnoßestvo imeet poloßitel~nu¸ meru.

Teorema 4. Dve metriqeskih troæki T1 = (X1, ρ1, μ1) i T2 = (X2, ρ2, μ2) s nevyroßden-

nymi merami ffkvivalentny togda i tol~ko togda, kogda ih matriqnye raspredeleniØ sovpada¸t kak mery na konuse R: D_{T1} = D_{T2} .

Dokazatel~stvo. Neobhodimost~ sovpadenniØ matriqnyh raspredeleniæ ffkvivalentnyh troek – oqevidna: esli suwestvuet izometriØ V : X_1 → X_2 meßdu T_1 i T_2, sohranØ¸waØ meru, to eœ beskoneqnaØ stepen~ V^∞ sohranØet bernullievsku¸ meru: V^∞(μ^∞_1 ) = μ^∞_2 i pofftomu v silu ravenstva F_{T2} X^∞_2 = F_{T2} (V^∞X^∞_1 ), obrazy fftih mer – odinakovy: D_{T2} = D_{T1} . Predpoloßim, qto D_{T2} = D_{T1} = D. Togda D-poqti vse matricy rasstoØniæ r ØvlØ¸tsØ obrazami pri otobraßeniØh F_{T1} i F_{T2} , nekotoryh posledovatel~nosteæ, naprimer, r_{i,j} = ρ_1(x_i, x_j ) = ρ_2(y_i, y_j ), no ffto oznaqaet qto otoßdestvlenie x_i ∈ X_1 i y_i ∈ X_2 dlØ vseh i est~ izometriØ V meßdu fftimi sqetnymi mnoßestvami. Glavnyæ argument: po ffrgodiqeskoæ teoreme (po otnoxeni¸ k NW-sdvigu) μ_1-poqti vse posledovatel~nosti {x_i} i μ_2-poqti vse posledovatel~nosti {y_i} ravnomerno raspredeleny na X_1 i X_2 sootvetstvenno. �to oznaqaet, qto μ_1-mera kaßdogo xara B^l(x_i) ≡ {z ∈ X_1 : ρ_1(x_i, z) < l} ravna

μ_1(B^l(x_i)) = lim_{n→∞} 1 n n∑ k=1 1_{[0,l]}(ρ_1(x_k , x_i)).

No v silu izometriqnosti V (r_{i,j} = ρ_1(x_i, x_j ) = ρ_2(y_i, y_j )) – sm. vyxe – to ße vyraßenie est~ μ_2-mera xara: B^l(y_i) ≡ {u ∈ X_2 : ρ_2(y_i, u) < l}

μ_2(B^l(y_i)) = lim_{n→∞} 1 n n∑ k=1 1_{[0,l]}(ρ_2(y_k, y_i)) = μ_1(B^l(x_i)).

Nakonec, obe mery nevyroßdeny, pofftomu kaßdaØ posledovatel~nost~ {x_i} i {y_i} vs¸du plotna v svoem prostranstve. Pofftomu sovpadenie znaqeniæ (borelevskih) mer na vseh xarah oznaqaet ih ravenstvo. �

Sledstvie 6. Matriqnoe raspredelenie est~ polnyæ invariant klassov ffkvivalent-

nosti (s toqnoqst~¸ do izometrii, sohranØ¸weæ meru) metriqeskih troek s nevyroßdennymi merami.

My nazyvaem fftu teoremu “teoremoæ edinstvennosti”, poskol~ku ona utverßdaet edinstvennost~ s toqnost~¸ do ffkvivalentnosti metriqeskoæ troæki s zadannym matriqnym raspredeleniem. Pervonaqal~no v drugoæ formulirovke pod nazvaniem “Reconstruction Theorem” byla dokazana v knige [2] ss.117–123. Ona formulirovalas~ v terminah koneqnomernyh raspredeleniæ togo, qto vyxe nazvano matriqnym raspredeleniem, a ee dokazatel~stvo ispol~zovalo analitiqeskie metody. “�rgodiqeskoe” dokazatel~stvo, privedennoe vyxe, bylo otvetom na vopros, postavlennyæ Gromovym v 1997 godu: kak moßno izbeßat~ gromozdkih rassußdeniæ. �to dokazatel~stvo bylo privedeno takße v [4] i citirovano v knige [2] (ss. 122–123). Tam ße qitatel~ priglaxaetsØ sravnit~ oba dokazatel~stva i ob¨Øsnit~, kakim obrazom ffrgodiqeskaØ teorema zamenØet analitiqeskie argumenty (teoremu Veæerxtrassa, metod momentov). Ob¨Øsnenie sostoit v tom, qto primenenie ffrgodiqeskoæ teoremy pozvolØet vmesto approksimacionnyh metodov pereæti k beskoneqnomu (predel~nomu) ob¨ektu (beskoneqnym orbitam, meram na predel~nom prostranstve i t.d.) i ispol~zovat~ svoæstva (ravnomernu¸ raspredelennost~, naprimer) kotorye nel~zØ daße sformulirovat~ dlØ koneqnyh ob¨ektov. V naxem sluqae rassmotrenie beskoneqnyh matric i konusa R s invariantnoæ meroæ daet vozmoßnost~ reducirovat~ problemu k izuqeni¸ ffrgodiqeskogo deæstviØ beskoneqnoæ simmetriqeskoæ gruppy. V [8, 9] my ispol~zuem fftu ffrgodiqesku¸ tehniku dlØ poluqeniØ gorazdo bolee obwego rezul~tata – klassifikacii proizvol~nyh izmerimyh funkciæ neskol~kih argumentov; vyxe rassmotren qastnyæ sluqaæ: metrika est~ funkciØ dvuh argumentov na metriqeskom prostranstve s meroæ.

4.2. Svoæstva matriqnogo raspredeleniØ i teorema suwestvovaniØ

Matriqnoe raspredelenie metriqeskoæ troæki T = (X, ρ, μ) s nevyroßdennoæ meroæ μ est~ po opredeleni¸ mera D_T na konuse R. My poluqaem verØtnostnoe raspredelenie na matricah, i, tem samym, sluqaænu¸ matricu rasstoØniæ na mnoßestve natural~nyh qisel. V fftom punkte my rassmatrivaem te sluqaænye matricy (ili te mery na R), kotorye mogut byt~ matriqnymi raspredeleniØmi, drugimi slovami raspredeleniØ na matricah rasstoØniæ, kotorye mogut poØvit~sØ kak matricy rasstoØniæ posledovatel~nosti nezavisimo vybrannyh toqek {x_i} nekotorogo metriqeskogo prostranstva (X, ρ), raspredelennyh po mere kakoæ-libo mere μ na fftom prostranstve. HarakterizaciØ obraza neobhodima ewe i dlØ togo, qtoby utverßdat~, qto zadaqa klassifikacii deæstvitel~no “gladkaØ”, t.e. mnoßestvo invariantov Øvno opisano. My pokaßem, qto mnoßestvo matriqnyh raspredeleniæ est~ borelevskoe podmnoßestvo prostranstva vseh veroØtnostnyh mer na konuse R.

Kak upominalos~ (lemma 7) vsØkaØ mera D_T dolßna byt~ invariantnoæ i ffrgodiqeskoæ otnositel~no deæstviØ simmetriqeskoæ gruppy i NW-sdviga. No fftogo nedostatoqno i ime¸tsØ dopolnitel~nye usloviØ na meru. Dalee da¸tsØ neobhodimye i dostatoqnye usloviØ na meru (sm. takße [9]), no my naqnem s kontrprimerov.

Primery.

1. Trivial~nyæ primer invariantnoæ ffrgodiqeskoæ mery na konuse, kotoraØ ne ØvlØetsØ matriqnym raspredeleniem takov. Oboznaqim r^0 matricu rasstoØniæ: r^0_{i,j} = δ(i − j) (gde δ(n) = 1, esli n = 0 i nul~ v ostal~nyh sluqaØh); ffto – matrica rasstoØniæ sqetnogo mnoßestva; rasstoØnie meßdu l¸bymi dvumØ raznymi toqkami ravno 1. Pust~ mera μ^0 est~ del~ta-mera v r^0. Oqevidny invariantnost~ i ffrgodiqnost~ μ^0, no mera ne est~ matriqnoe raspredelenie nikakoæ metriqeskoæ troæki.

2. Primer obwego tipa takov. Zametim snaqala, qto kaßdaØ simmetriqeskaØ matrica s nulØmi na glavnoæ diagonali i s fflementami r_{i,j} iz intervala [1/2, 1], kogda i ≠ j est~ sobstvennaØ matrica rasstoØniæ; v fftom sluqae neravenstvo treugol~nika avtomatiqeski spravedlivo dlØ l¸boæ troæki indeksov. DlØ l¸boæ veroØtnostnoæ mery m s nositelem na intervale [1/2, 1], i ne sosredotoqennoæ v odnoæ toqke, rassmotrim prodakt-meru m^∞ s mnoßitelem m na M^sN(R) (ffto oznaqaet, qto vse fflementy matricy vyxe glavnoæ diagonali nezavisimy i odinakovo raspredeleny). Sledovatel~no ffta mera imeet nositelem konus R. Oqevidna ona obladaet nußnymi invariantnostØmi i ffrgodiqna. V to ße vremØ ffto nepreryvnaØ (nediskretnaØ) mera. No ona ne moßet byt~ matriqnym raspredeleniem ni dlØ kakoæ matriqnoæ troæki; deæstvitel~no, s m^∞-veroØtnost~¸ ravnoæ edinice matrica rasstoØniæ opredelØet diskretnu¸ topologiØ na natural~nyh qislah N, poskol~ku net netrivial~nyh fundamental~nyh posledovatel~nosteæ v N, i, sledovatel~no, popolnenie N est~ N, pofftomu matriqnoe raspredelenie ne moßet byt~ nepreryvnoæ meroæ a prodakt mer m^∞, kak bylo otmeqeno, nepreryvna.

�tot ffffekt stanet Øsnym iz dokazatel~stva sledu¸weæ teoremy kotoraØ daet harakterizaci¸ matriqnyh rasppredeleniæ.

Teorema 5 (Suwestvovanie metriqeskoæ troæki s zadannym matriqnym raspredeleniem). Pust~ D – veroØtnostnaØ borelevskaØ mera na konuse matric rasstoØniæ R, invariantnaØ i ffrgodiqeskaØ otnositel~no deæstviØ beskoneqnoæ simmetriqeskoæ gruppy.

1) Sledu¸wee uslovie ØvlØetsØ neobhodimym i dostatoqnym dlØ togo, qtoby ukazannaØ mera D byla matriqnym raspredeleniem dlØ nekotoroæ metriqeskoæ troæki T = (X, ρ, μ), t.e. D = D_T : dlØ kaßdogo ϵ > 0 suwestvuet takoe celoe qislo N = N(ϵ), qto D{r = {r_{i,j} } ∈ R : lim_{n→∞} |{j : 1 ≤ j ≤ n, min_{1≤i≤N} r_{i,j} < ϵ}| n > 1 − ϵ} > 1 − ϵ. (4) 2) Sledu¸wee bolee sil~noe uslovie ØvlØetsØ neobhodimym i dostatoqnym dlØ togo, qtoby mera D byla matriqnym raspredeleniem metriqeskoæ troæki T = (X, ρ, μ) s kompaktnym metriqeskim prostranstvom (X, ρ): dlØ kaßdogo ϵ > 0 suwestvuet takoe celoe qislo N = N(ϵ), qto D{r = {r_{i,j} } ∈ R : dlØ vseh j > N, min_{1≤i≤N} r_{i,j} < ϵ} > 1 − ϵ, (5) Dokazatel~stvo. A. Neobhodimost~. V sluqae kompaktnogo prostranstva neobhodimost~ oqevidna: uslovie (5) vyraßaet tot fakt, qto dostatoqno dlinnaØ posledovatel~nost~ nezavisimyh (po otnoxeni¸ k nevyroßdennoæ mere μ) ravnomerno raspredelnnyh toqek raspredelennyh po mere μ soderßat ϵ-set~ kompaktnogo metriqeskogo prostranstva dlØ l¸bogo ϵ. Neobhodimost~ usloviØ (4) v obwem sluqae sleduet avtomatiqeski iz horoxo izvestnogo svoæstva borelevskih mer v pol~skih prostranstvah: a imenno, mnoßestvo polnoæ mery est~ sigma-kompakt (tak nazyvaemaØ “regulØrnost~ mery”), sledovatel~no, dlØ kaßdogo ϵ > 0 suwestvuet kompakt, ime¸wiæ meru > 1 − ϵ. Pofftomu v silu sqetnoæ additivnosti mery dlØ kaßdogo ϵ > 0 suwestvuet takoe koneqnoe qislo toqek, qto mera ob¨edineniØ ϵ-xarov s centram v fftih toqkah bol~xe 1 − ϵ, i, ispol~zuØ ffrgodiqesku¸ teoremu, moßno utverßdat~, qto uslovie v skobkah v (4) vypolneno dlØ matric rasstoØniæ iz mnoßestva mery bol~xeæ 1 − ϵ.

B. Dostatoqnost~. Predpoloßim teper~. qto D est~ invariantnaØ i ffrgodiqeskaØ mera na konuse R, udovletvorØ¸waØ uslovi¸ (4). Plan dokazatel~stva takov: my vyrazim vse nußnye svoæstva mery D v terminah odnoæ “tipiqnoæ” matricy rasstoØniæ r, a zatem postroim nekotoroe metriqeskoe prostranstvo s meroæ – metriqesku¸ troæku ispol~zuØ tol~ko fftu matricu rasstoØniæ r.

Invariantnost~ mery D po otnoxeni¸ k deæstvi¸ gruppy S_∞ (odnovremennoæ perestanovke strok i stolbcov) vleqet invariantnost~ ograniqeniæ (proekciæ) mery D na podmatricy {r_{i,j} : i = 1, 2 . . . n, j = 1, 2 . . . } po otnoxeni¸ k sdvigu po strokam j → j +1 dlØ l¸byh n. Ispol~zu¸ ffrgodiqesku¸ teoremu dlØ sdviga (kotoryæ voobwe govorØ neffrgodiqen!), my moßem naæti mnoßestvo F ⊂ R polnoæ D-mery takih matric rasstoØniæ. qto matricy rasstoØniæ r = {r_{i,j} }, dlØ kotoroh sledu¸wiæ predel suwestyvuet dlØ vseh natural~nyh k i poloßitel~nogo qisel {h_i} i = 1, 2 . . . k: lim_{n→∞} 1 n n∑ j=1 k∏ i=1 1_{[0,hi]}(r_{i,j} ) ≡ μ^{h1,...hk} . (6) Ispol~zuem invariantnost~ mery D po otnoxeni¸ k simmetriqeskoæ gruppe S_∞.

Po ffrgodiqeskoæ teoreme (bolee toqno, po teoreme o shodimosti martingalov) dlØ deæstviØ S_∞; poskol~ku gruppa S_∞ lokal~no koneqna, my moßem utverßdat~, qto dlØ poqti vseh r i fiksirovanogo borelevskogo mnoßestva B ∈ R_n sledu¸wiæ predel suwestvuet: lim N→∞ 1/N! ∑ g∈S_N 1_B(g(r^{(n)})) ≡ Λ^{(n)}_r (B); (7) zdes~ g(r^{(n)}) = {r_{g(i),g(j} }^n_{i,j=1}, g podstanovka, t.e. fflement S_N , kotoryæ perestavlØet pervye N natural~nyh qisel, a 1_B – harakteristiqeskaØ funkciØ borelevskogo mnoßestva B ⊂ R_n; mera Λ^{(n)r} (.) in R_n nazyvaetsØ ffmpiriqeskim raspredeleniem matricy r ∈ R_n. Sovokupnost~ fftih ffmpiriqeskih raspredeleniæ, kak semeæstvo mer na konusah R_n soglasovany meßdu soboæ otnositel~no proekciæ p_n (sm. paragraf 2) i, sledovatel~no, opredelØ¸t S_∞-invariantnu¸ meru R. Naxi predpoloßeniØ o matrice r sostoØt v tom, qto ffta mera sovpadaet s meroæ D; ffto est~ sledstvie ffrgodiqiqnosti deæstviØ gruppy S_∞ i ffrgodiqeskoæ teoremy. Esli my vyberem sqetnyæ bazis borelevskih mnoßestv {B^n_i }^∞_{i=1} v R_n; n = 1, 2 . . . togda dlØ D-poqti vseh r i dlØ vseh mnoßestv B^n_i , i, n = 1, 2 . . . suwestvovanie predelov imeet mesto.

Nakonec, obratimsØ k uslovi¸ (4) i sformuliruem ego v terminah matric rasstoØniæ. Iz (4) sleduet, qto dlØ D-poqti vseh r sledu¸wee sootnoxenie imeet mesto: dlØ kaßdogo k suwestvuet takoe celoe N, qto lim_{n→∞} |{j : 1 ≤ j ≤ n, min_{1≤i≤N} r_{i,j} < k^{−1}}| n > 1 − k^{−1}. (8)

Zafiksiruem odnu iz takih matric rasstoØniæ r = {r_{i,j} } kotoraØ udovletvorØet vsem usloviØm (6–8) i rassmotrim ee, kak metriku na mnoßestve natural~nyh qisel. Oboznaqim qerez X_r popolnenie metriqeskogo prostranstva (N, r), metriku popolneniØ oboznaqim qerez ρ_r ≡ ρ, i obraz natural~nyh qisel v popolnenii X_r – kak x_1, x_2, . . . . Pust~ B^h(x) xar radiusa h s centrom v toqke x v prostranstve X_r , i pust~ A est~ algebra podmnoßestv prostranstva X_r , poroßdennaØ vsemi xarami s centrami v toqkah x_i, i = 1, 2 . . . i proizvol~nym radiusom. Po opredeleni¸ mera μ_r koneqnogo pereseqeniØ xarov est~: μ_r(∩^k_{i=1}B^{hi} (x_i)) = μ^{h1,...hk} . (9) Legko proverit~, qto ffto ravenstvo korrektno opredelØet neotricatel~nu¸ koneqno-additivnu¸ normirovannu¸ meru μ_r na algebre algebra A mnoßestv, poroßdennyh sistemoæ ukazannyh xarov, no voobwe govorØ, ffta mera ne ØvlØetsØ sqetnoadditivnoæ i, sledovatel~no, ne moßet byt~ rasprostranena na sigma-algebru vseh borelevskih mnoßestv v X_r, kak nastoØwaØ veroØtnostnaØ mera. �to ill¸striruetsØ primerom, privedennom vyxe: my postroili sqetnoe prostranstvo s meroæ, kotoraØ prinimaet znaqenie nul~ na l¸bom koneqnom mnoßestve i edinice na vsem prostranstve^1.

Ispol~zuem uslovie (4) v forme (8) dlØ matricy r. Vyberem ϵ > 0, uslovie (8) pozvolØet naæti dlØ kaßdogo k koneqnoe ob¨edinenie xarov – C v X_r mery kotorogo bol~xe, qem 1 − ϵ. Otnormiruem fftu meru na C na 1, i oboznaqim qerez μ̄_r. Ispol~zuØ indukci¸ po k, postroim mnoßestvo xarov radiusa 2^{−k} tak, qto pereseqenie ob¨- edineniæ C_k i C imeet μ̄_r-meru b&ol~xu¸, qem 1 − 2^{−k}ϵ; k = 1, 2 . . . . �to oznaqaet, qto pereseqenie vseh fftih mnoßestv C ∩ (∩_kC_k) imeet μ̄_r-meru, bol~xu¸ qem 1 − 2ϵ

1V opredelennom smysle my nahodimsØ v situacii, shodnoæ s toæ, kotoraØ voznikaet v svØzi s klassiqeskoæ teoremoæ Kolmogorova o prodolßenii mer i ee obobweniØmi: tam my opredelØem meru na algebre cilindriqeskih mnoßestv i posle proverki sqetnoæ additvnosti na algebre, prodolßaem ee na sigma-algebru do nastoØweæ veroØtnostnoæ mery. Po teoreme Kolmogorova ffto vsegda vozmoßno v lineænom prostranstve R1, odnako v drugih prostranstvah ffto verno ne dlØ vseh cilindriqeskih mer. Zdes~ mery opredeleny na algebre, poroßdennoæ xarami, no sqetnaØ additivnost~ imeet mesto ne vsegda, i uslovie (4) garantiruet ee. Odnako i zdes~ v nekotryh prostranstvah ono vypolneno avtomatiqeski.

i samo ØvlØetsØ vpolne ograniqennym (t.e. imeet koneqnu¸ ϵ-set~ pri vseh ϵ); v silu polnoty X_r ffto pereseqenie est~ kompakt. No kaßdaØ koneqno-additivnaØ mera, opredelennaØ na vs¸du plotnoæ podalgebre sigma-algebry borelevskih mnoßestv nekotorogo kompakta, – sqetno-additivna. Pofftomu, my naxli kompakt C v X_r ime¸wiæ μ-meru ne men~xu¸ qem 1 − 3ϵ. V silu proizvol~nosti ϵ my dokazali qto mera μ v X_r est~ sqetno-additivnaØ mera s sigma-kompaktnym nositelem. Esli ispol~zovat~ vmesto usloviæ (4) ili (8) bolee sil~noe uslovie (5) i ego individualizaci¸ dlØ matricy r, to my poluqim ispol~zuØ tu ße konstrukci¸, kompakt polnoæ mery v prostranstve X_r.

My postroili metriqesku¸ troæku T_r = (X_r, ρ_r, μ_r ) gde mera μ_r est~ borelevskaØ veroØtnostnaØ mera s polnym nositelem v pol~skom prostranstve (X_r , ρ_r), v kotorom vydeleno sqetnoe vs¸du plotnoe mnoßestvo {x_i}, ravnomerno raspredelennoe po otnoxeni¸ mere μ_r, udovletvorØ¸wee uslovi¸ (7). Final~naØ qast~ dokazatel~- stva sostoit v proverke togo, qto matriqnoe raspredelenie D_{Tr} metriqeskoæ troæki T_r = (X_r, ρ_r, μ_r) i mera D sovpada¸t, kak mery na konuse R. Sformuliruem ffto utverßdenie; ono polezno i v bolee obweæ situacii. Lemma zaverxaet dokazatel~stvo teoremy. �

Lemma 8. Predpoloßim, qto dlØ matricy r ∈ R suwestvu¸t predely (6) i uravneniØ

(7), (8) vypolneny. Postroim metriqesku¸ troæku T_r = (X_r , ρ_r, μ_r) ispol~zuØ uravneniØ (6) i (8) kak v dokazatel~stve teoremy. Togda matriqnoe raspredelenie D_{Tr} metriqeskoæ troæki sovpadaet s S_∞-invariantnoæ meroæ, kotoraØ poroßdaetsØ matriceæ r po formule (7).

Dokazatel~stvo. DlØ dokazatel~stva my dolßny proverit~ sovpadenie koneqnomernyh raspredeleniæ obeh mer. Proill¸striruem ffto na raspredelenii fflementa r_{1,2}, (n = 2); proverka sluqaØ proizvol~nogo n analogiqna. ∫ X_r ∫ X_r 1_B(ρ_r(u, z))dμ_r (u)dμ_r(z) = lim_{n→∞} n^{−1} n∑ i=1 lim m→∞ m^{−1} m∑ j=1 1_B(r_{i,j} ) =

= lim_{n→∞} n^{−2} n∑ i,j=1 1_B(r_{i,j} ) = lim_{N→∞}(N!)^{−1} ∑ g∈S_N 1_B(r_{g(1),g(2)}) = Λ^{(2)}_r (B).

Zdes~ B ⊂ R_+; poslednee ravenstvo sleduet iz (7); predyduwie ravenstva ispol~- zu¸t ravnoraspredelennost~ posledovatel~nosti {x_i} v prostranstve (X_r , μ_r). No po uslovi¸ (7) S_∞-invariantnaØ mera na R, poroßdennaØ matriceæ r est~ mera D, qto i zaverxaet dokazatel~stvo. �

Zameqanie 2. 1. Struktura neobhodimyh i dostatoqnyh usloviæ na meru v dokazannoæ teoreme, pokazyvaet, qto matriqnye raspredeleniØ obrazu¸t borelevskoe podmnoßestvo v mnoßestve vseh veroØtnostnyh borelevskih mer na konuse R.

2. Uslovie (4) moßet byt~ zameneno drugim usloviem iz raboty [9] (tak nazyvaemaØ “prostota” S_∞-invariantnoæ mery). �to uslovie garantiruet tot fakt, qto mera D est~ matriqnoe raspredelenie proizvol~noæ izmerimoæ funkcii dvuh peremennyh a ffto, v silu teoremy edinstvennosti, dostatoqno dlØ naxih celeæ.

4.3. Teoretiko-metriqeskoe prostranstvo metriqeskih troek

My obobwaem ponØtie modeli metriqeskogo prostranstva (sm. paragraf 1) i vvodim shodnoe prostranstvo metriqeskih troek. Vmesto obyqnoæ toqki zreniØ, po kotoroæ rassmatrivaetsØ mnoßestvo vseh borelevskih mer na dannom topologiqeskom ili metriqeskom prostranstve, my naprotiv, fiksiruem strukturu prostranstva s meroæ (prostranstva Lebega) i rassmatrivaem na nem vse vse izmermye (polu)metriki. (sm. [10], paragr.6).

Predpoloßim, qto (X, μ) est~ prostranstvo Lebega s meroæ μ koneqnoæ ili sigmakoneqnoæ meroæ (naprimer, interval [0,1] s lebegovoæ meroæ ili natural~nyæ rØd s ravnomernoæ meroæ), i S_μ(X) – prostranstvo vseh klassov mod 0 izmerimyh funkciæ na (X, μ); opredelim R^c ⊂ S_μ(X) – konus izmerimyh metrik, t.e. konus klassov mod 0 sovpada¸wih simmetriqeskih funkciæ dvuh argumentov ρ : (X × X, μ × μ)) → R_+ udovletvorØ¸wih neravenstvu: ρ(x, y) + ρ(y, z) ≥ ρ(x, z) dlØ (μ × μ × μ) − poqti vseh (x, y, z) ∈ (X × X × X). Estestvenno sqitat~ takße, qto (μ × μ){(x, y) : ρ(x, y) = 0} = 0.

Suwestvenno, qto ρ ne est~ individual~naØ funkciØ, no klass mod 0 sovpada- ¸wih funkciæ, pofftomu neoqevidno apriori, qto ona opredelØet strukturu (polu)metriqeskogo prostranstva na X v bukval~nom smysle. Esli mera μ diskretna, to konus R^c est~ konus obyqnyh metrik, a esli X – natural~nyæ rØd, to my poluqaem konus R matric rasstoØniæ iz paragrafa 1. Takim obrazom, konus R^c est~ nepreryvnoe obobwenie konusa R na sluqaæ nepreryvnoæ mery μ.

Predpoloßim teper~, qto mera μ koneqna, i ρ ∈ R^c est~ qistaØ funkciØ (sm. [9])^2, i mera D_ρ na prostranstve M_∞(R) est~ matriqnoe raspredelenie izmerimoæ funkcii ρ. (sm. opredelenie v predyduwem punkte). Iz ffrgodiqeskoæ teoremy sleduet, qto D_ρ(r ∈ R : r_{i,k} + r_{j,k} ≥ r_{i,k}) = 1 dlØ l¸byh i, j, k ∈ N, i, sledovatel~no D_ρ(R) = 1. Ispol~zuØ harakterizaci¸ matriqnyh raspredeleniæ, my poluqaem sledu¸wee utverßdenie:

Lemma 9. Mera Dρ sosredotoqena na R (t.e. Dρ(R) = 1) i ØvlØetsØ ffrgodiqeskoæ S∞-

invariantnoæ meroæ. Sledovatel~no, kaßdaØ qistaØ funkciØ ρ ∈ R^c na (X × X, μ × μ) opredelØet (polu)metriku mod 0 na prostranstve (X, μ).

Sledstvie 7. Klass izmerimyh polumetrik na prostranstve Lebega s nepreryvnoæ

meroæ sovpadaet s klassom (mod 0) sovpada¸wih metriqeskih troek s nepreryvnoæ (koneqnoæ) meroæ.

�to sledstvie pokazyvaet, qto Øzyk matriqnyh raspredeleniæ, sosredotoqennyh na konuse R, daœt invariantnyæ sposob izuqeniØ (polu)metriqeskih troek. OkazyvaetsØ, inogda udobno fiksirovat~ prostranstvo s meroæ i var~irovat~ izmerimym obrazom metriku vmesto togo, qtoby rassmatrivat~ raznye metriqeskie prostranstva; obwnost~ rassmotreniæ ostaetsØ toæ ße. �tot priem ispol~zovan v [10]).

2IzmerimaØ funkciØ dvuh argumentov f(x, y), zadannaØ kvadrate s lebegovoæ meroæ, nazyvaetsØ qistoæ, esli dlØ poqti vseh par (x_1, x_2) (sootv. (y_1, y_2)) funkcii odnoæ peremennoæ f(x_1, .) i f(x_2, .) (sootv. f(., y_1) i f(., y_2)) razliqa¸tsØ na kakom-libo mnoßestve poloßitel~noæ mery. Oqevidno, sobstvennaØ metrika na prostranstve s meroæ est~ qistaØ funkciØ.

5. ObwaØ klassifikaciØ mer na konuse matric rasstoØniæ, primery

5.1. OpredeleniØ

Budem rassmotrivat~ proizvol~nye veroØtnostnye borelevskie mery na konuse R, ili inaqe, proizvol~nye sluqaænye metriki na na mnoßestve natural~nyh qisel. Zametim, qto konus R v slaboæ topologii metrizuem i separabelen, t.e. stanovitsØ pol~skim prostranstvom pri fiksacii metriki sovmestimoæ so slaboæ topologieæ. OboznaqeniØ. Oboznaqim qerez V mnoßestvo vseh veroØtnostnyh borelevskih mer^3 na konuse R i snabdim ffto mnoßestvo slaboæ topologieæ. �to simpleks, ØvlØ¸wiæsØ obratnym predelom simpleksov veroØtnostnyh mer na koneqnomernyh konusah R_n. Shodimost~ v slaboæ topologii est~ shodimost~ na cilindriqeskih mnoßestvah s otkrytymi bazami. Vse podklassy mer takße rassmatriva¸tsØ v slaboæ topologii. Zametim, ewe, qto mnoßestvo nevyroßdennyh (t.e. poloßitel~nyh na nepustyh otkrytyh mnoßestvah) mer est~ vs¸du plotnoe G_δ mnoßestvo v V.

Pust~ D podmnoßestvo mer iz V, ØvlØ¸wihsØ matriqnymi raspredeleniØmi; kak my dokazali (Teorema 4 i sledstvie 7), ono nahoditsØ v biektivnom sootvetstvii s klassami izomorfnyh metriqeskih troek. Konstruktivnoe opisanie matriqnyh raspredeleniæ dano v paragrafe 4.

Podmnoßestvo P ⊂ V sostoit iz mer, kotorye sosredotoqeny na mnoßestve M – universal~nyh matric rasstoØniæ: ν ∈ P oznaqaet ν(M) = 1, sm. paragraf 3.

Podmnoßestvo P_1 ⊂ V sostoit iz mer, kotorye sosredotoqeny na slabo universal~nyh matricah. Oba mnoßestva ØvlØ¸tsØ vypuklymi (nezamknutymi) podmnoßestvami v simplekse V vseh mer na konuse R. Moßno dat~ prØmu¸ harakterizaci¸ takih mer analogiqnu¸ kriteri¸ universal~nosti iz UtverßdeniØ 1. Utverßdenie 2. Rassmotrim dlØ kaßdogo n razbienie konusa R na mnoßestve

R^n(q), q ∈ R_n (sm. oboznaqeniØ pered Utverßdeniem 1 v paragrafe 3). Mera μ prinadleßit mnoßestvu P, t.e. sosredotoqena na mnoßestve universal~nyh matric, togda i tol~ko togda, kogda dlØ vseh n i dlØ poqti vsØkogo po fftoæ mere fflementa razbieniØ R^n(q) (t.e. dlØ poqti vsØkoæ koneqnoæ matricy rasstoØniæ q) nositel~ uslovnoæ mery na fftom fflemente est~ vse mnoßestvo R^n(q), inaqe govorØ, uslovnye mery ne vyroßda¸tsØ. Prinadleßnost~ mery μ mnoßestvu P_1 ⊂ V ravnosil~na tomu, qto nositel~ mery μ est~ ves~ konus R.

Dokazatel~stvo utverßdeniØ sleduet iz opredeleniæ opisyvaemyh mnoßestv i dokazatel~stva utverßdeniØ 1.

Podmnoßestvo Q ⊂ D sostoit iz mer, otveqa¸wih matriqnym raspredeleniØm metriqeskih troek T = (U, ρ, μ), v kotoryh U est~ prostranstvo Urysona.

Nakonec, oboznaqim qerez H mnoßestvo mer μ ∈ V kotorye oblada¸t sledu¸wim svoæstvom: μ-poqti vse matricy rasstoØniæ poroßda¸t izometriqnye metriqeskie prostranstva. Mery μ ∈ H induciru¸t sluqaænye vs¸du plotnye posledovatel~nosti toqek dannogo prostranstva. S fftoæ toqki zreniØ fflementy mnoßestva D induciru- ¸t sluqaænye vs¸du plotnye posledovatel~nosti special~nogo tipa, – a imenno, beskoneqnye nezavisimye vyborki toqek otnositel~no dannoæ mery v metriqeskom prostranstve, a fflementy Q induciru¸t sluqaænu¸ nezavisimu¸ vyborku toqek v prostranstve Urysona s nevyroßdennoæ meroæ.

3V dal~neæxem “mera” vsegda oznaqaet “borelevskaØ veroØtnostnaØ mera”

Ime¸tsØ oqevidnye vkl¸qeniØ: V ⊃ H ⊃ D ⊃ Q ⊂ P ⊂ H ⊂ V; Q = P ∩ D Po teoreme 4 kaßdaØ mera iz mnoßestva D opredelØet klass izomorfnyh metriqeskih troek, i v qastnosti, mery iz Q opredelØ¸t klass nevyroßdennyh metriqeskih troek s nevyroßdennymi merami na prostranstve Urysona, t.e. orbitu gruppy vseh izometriæ v prostranstve nevyroßdennyh mer na prostranstve Urysona. Teorema 6. 1. Podmnoßestvo P ⊂ V est~ vs¸du plotnoe Gδ-mnoßestvo v V. Takim

obrazom, otnositel~no tipiqnoæ mery ν na R, ν-poqti vse matricy rasstoØniæ universal~ny, i, sledovatel~no, opredelØ¸t metriku r na natural~nom rØde popolnenie po kotoroæ est~ prostranstvo Urysona.

2. Podmnoßestvo Q ⊂ D est~ vs¸du plotnoe G_δ podmnoßestvo v D. �to oznaqaet, qto tipiqnaØ metriqeskaØ troæka T = (X, ρ, μ) imeet prostranstvo Urysona v kaqestve (X, ρ).

Dokazatel~stvo. Pervoe utverßdenie sleduet iz Teoremy 1, kotoraØ utverßdaet v qastnosti, qto mnoßestvo universal~nyh matric rasstoØniæ ØvlØetsØ G_δpodmnoßestvom v R, a takße iz togo obwego fakta, qto mnoßestvo vseh mer, zadannyh na pol~skom prostranstve, sosredotoqennyh na fiksirovannom vs¸du plotnom G_δ-podmnoßestve, (v naxem sluqae na M) samo ØvlØetsØ vs¸du plotnym v slaboæ topologii G_δ-podmnoßestvom prostranstva vseh mer.

Vtoroe utverßdenie vytekaet iz togo, qto pereseqenie G_δ-podmnoßestva s proizvol~nym podprostranstvom pol~skogo prostranstva est~ snova G_δ-podmnoßestvo v fftom podprostranstve v inducirovannoæ topologii. � 5.2. Primery mer sosredotoqennyh na universal~nyh matricah

Dadim teper~ konstrukci¸ veroØtnostnyh (markovskih) mer na konuse R, i v qastnosti, primery mer iz mnoßestvva P ⊂ H ⊂ V. �to dast novoe dokazatel~stvo suwestvovaniØ prostranstva Urysona. Faktiqeski my ispol~zuem te ße argumenty, qto i v paragrafe 3, no v veroØtnostnom kontekste. Nax metod daet konkretnu¸ ill¸straci¸ togo, kak stroit~ sluqaænye metriqeskie prostranstva.

Pust~ γ proizvol~naØ nepreryvnaØ mera na poluprØmoæ R^1_+ s polnym nositelem – naprimer, gaussova mera na poluprØmoæ. Opredelim po indukcii meru ν na konuse R matric rasstoØniæ s pomow~¸ ee koneqnomernyh proekciæ na konusy R_n, inaqe govorØ zadadim sovmestnye koneqnomernye raspredeleniØ fflementov sluqaænyh matric. V kaqestve raspredeleniØ fflementa r_{1,2} sluqaænoæ matricy voz~mem meru γ na poluprØmoæ. Tem samym, opredelna mera na R_2, oboznaqim eœ qerez ν_2. Predpoloßim, qto uße opredeleno sovmestnoe raspredelenie fflementov {r_{i,j} }^n_{i,j=1}, t.e. mera ν_n na R^0_n. Po lemme 4 konus R_{n+1} est~ rassloenie nad konusom R_n so sloem – mnoßestvo dopustimyh vektorov – A(r) dlØ matricy r ∈ R_n. DlØ postroeniØ sledu¸wego sovmestnogo raspredeleniØ my ispol~zuem lix~ strukturu fftogo rassloeniØ, toqnee, proekci¸ R_n^{pn+1}←− R_{n+1} – kotoraØ pozvolit opredelit~ meru na R_{n+1} s zadannoæ proekcieæ.

Pofftomu, dostatoqno opredelit~ uslovnye mery na A(r) dlØ vseh r ∈ R_n, izmerimo zavisØwie ot r. S veroØtnostnoæ toqki zreniØ ffto oznaqaet, qto my opredelØem perehodnu¸ veroØtnost~ ot matricy rasstoØniæ r porØdka n k matrice rasstoØniæ r^a porØdka n+1 (sm. punkt 2.3) ili perehodnu¸ veroØtnost~ ot n-toqeqnogo metriqeskogo prostranstva k n + 1-toqeqnomu. Napomnim, geometriqesku¸ strukturu mnoßestva dopustimyh vektorov, t.e.sloØ, A(r): ffto summa Minkovskogo

A(r) = M_r + Δ_n,

(sm. 2.2) ili proekciØ prØmoæ summy π : M_r×Δ_n → M_r +Δ_n = A(r). Rassmotrim prØmoe proizvedenie mer M_r × Δ_n : γ_r = m_r × γ, gde m_r est~, naprimer, normalizovannaØ mera Lebega na mnogogrannike M_r , ili inaØ mera s polnym nositelem na M_r, s usloviØmi, formuliruemymi niße.

Pust~ πγ_r est~ proekciØ mery γ_r na A(r); opredelim uslovnu¸ meru na A(r) i kak πγ_r. Tem samym, my imeem: Prob(r^{da}|r) = π(m_r × γ)(da). UsloviØ na meru m_r takovy: na kaßdom xage konstrukcii dlØ l¸byh N i n > N proekciØ mery m_r, r ∈ R_n na mnoßestvo dopustimyh vektorov A(p_N (r)) ravnomerno poloßitel~na na vsØkom otkrytom mnoßestve iz A(p_N (r)); t.e. dlØ vsØkogo otkrytogo mnoßestva B ⊂ A(p_N (r)) suwestvuet takoe ϵ > 0, qto dlØ vsØkogo n > N znaqenie proekcii mery m_r, r ∈ R_n na mnoßestve B bol~xe ϵ. Tem samym, opredelena mera L_n na R_{n+1}. Po postroeni¸ mery soglasovany po n i, pofftomu opredelØ¸t meru L na konuse R. Oboznaqim fftu meru qerez L = L(γ, {m_r : r ∈ R_n, n = 1, 2 . . . }).

Bolee naglØdnyæ i kombinatornyæ sposob opisaniØ mer takov: k n-toqeqnomu metriqeskomu prostranstvu sluqaæno dobavlØetsØ sledu¸waØ n+1-¸ toqka, pri fftom vektor rasstoØniæ meßdu novoæ i predyduwimi toqkami (t.e. dopustimyæ vektor) imeet ravnomerno poloßitel~nu¸ veroØtnost~ na nepustyh otkrytyh podmnoßestvah mnoßestva dopustimyh vektorov.

Teorema 7. Mery L, postroennye vyxe, sosredotoqeny na mnoßestve universal~nyh

matric, t.e. leßat v mnoßestve P, sledovatel~no, popolnenie mnoßestva natural~nyh qisel po poqti l¸boæ matrice otnositel~no takih mer est~ prostranstvo Urysona.

Dokazatel~stvo. Dostatoqno proverit~ vypolnenie usloviØ utverßdeniØ 2. No po teoreme o shodimosti martingalov uslovnaØ mera na poqti vseh fflementah razbieniØ – R^n(q) – est~ predel uslovnyh mer na fflementah razbieniæ R^n(q) ∩ R_N pri N → ∞. Pofftomu, to, qto nositeli poqti vseh uslovnyh mer budut polnymi, est~ sledstvie naloßennogo vyxe usloviØ ravnomernoæ poloßitel~nosti veroØtnosteæ na dopustimyh vektorah. �

Takim obrazom, sluqaænoe sqetnoe metriqeskoe prostranstvo izometriqno vs¸du plotnomu podmnoßestvu prostranstva Urysona ili, inaqe, popolnenie sluqaænogo sqetnogo metriqeskogo prostranstva est~ s veroØtnost~¸ edinica prostranstva Urysona. V oboih formulirovkah “sluqaænost~” ponimaetsØ otnositel~no l¸boæ mery iz mnoßestva P, t.e. iz mnoßestva, kotoroe po teoreme 6 ØvlØetsØ vs¸du plotnym G_δ podmnoßestvom v prostranstve vseh mer na konuse R.

Bolee sloßnaØ problema – postroit~ meru na konuse R iz mnoßestva Q t.e. matriqnoe raspredelenie dlØ nekotoroæ nevyroßdennoæ mery na prostranstve Urysona U. Svoæstva mer na prostranstve Urysona ves~ma intrigu¸wi. Odnako, poskol~ku u nas net udobnoæ modeli fftogo prostranstva, to predstavlØetsØ poleznym ispol~zovat~ neprØmoæ put~ postroeniØ takih mer: postroit~ meru na konuse R leßawu¸ v Q t.e. postroit~ matriqnoe raspredelenie, kotoroe opredelØet izometriqeskiæ klass mer na U. V svo¸ oqered~ dlØ takogo opisaniØ moßno vzØt~ meru iz mnoßestva P i postroit~ po neæ S_∞-invariantnu¸ ffrgodiqesku¸ meru. Oblegqa¸wee obstoØtel~- stvo sostoit v tom: qto dopolnitel~noe uslovie (4) iz teoremy 5 na meru na konuse, garantiru¸wee qto mera na R est~ matriqnoe raspredelenie, uße ne nußno. Utverßdenie 3. VsØkaØ mera S∞-invariantnaØ ffrgodiqeskaØ mera iz mnoßestva P

est~ matriqnoe raspredelenie (t.e. leßit v Q). �to oznaqaet, qto S_∞-oboloqka (=invariantnaØ ffrgodiqeskaØ mera, poroßdennaØ dannoæ meroæ) mery iz P, kotorye my postroili vyxe, opredelØet izometriqeskiæ klass mer na prostranstve Urysona.

Dokazatel~stvo fftogo utverßdeniØ opiraetsØ na kriteriæ tak nazyvaemoæ “prostoty” mery iz raboty [9], i my rassmotrim vopros bolee podrobno v drugom meste.

Analiz mer na matricah rasstoØniæ polezen v zadaqah integrirovaniØ po metriqeskim prostranstvam v duhe statistiqeskoæ fiziki. Postroennye zdes~ mery interesny takße s toqki zreniØ teorii sluqaænyh matric. V qastnosti, predstavlØetsØ interesnym izuqat~ spektry sluqaænyh (simmetriqnyh) matric rasstoØniæ. Povidimomu, do sih por takie zadaqi ne izuqalis~. Uße prosteæxie primery: skaßem, vyqislenie sovmestnyh raspredeleniæ rasstoØniæ meßdu nezavisimymi toqkami po ravnomernoæ mere na kompaktnyh odnorodnyh prostranstvah, i spektrov sootvetstvu- ¸wih sluqaænyh matric predstavlØet bol~xie trudnosti.

V zakl¸qenie, vozvrawaØs~ k teoreme 7, napomnim analogi¸ rassmatrivaemyh zdes~ voprosov s odnoæ staroæ teoremoæ �rdoxa–Ren~i [5] o sluqaænyh grafah. Ona utverßdaet, qto s veroØtnost~¸ edinica sluqaænyæ graf ØvlØetsØ universal~nym grafom, sm. opredleniØ i detali v [7, 6]. �ta nesloßnaØ teorema ØvlØetsØ prosteæxim sluqaem v razvivaemom zdes~ kontekste, poskol~ku beskoneqnyæ graf poroßdaet metriqeskoe prostranstvo, i v dannom sluqae rasstoØniØ meßdu razliqnymi verxinami grafa prinima¸t lix~ dva znaqeniØ – 1 i 2. Tem samym, sluqaænyæ graf v smysle [5] poroßdaet meru na matricah rasstoØniæ, otnositel~no kotoroæ vse fflementy r_{i,j} , i > j raspredeleny na {1, 2} s veroØtnostØmi (1/2, 1/2) (ili bolee obwim obrazom). Takie matricy leßat v konuse R (sm. primer v paragrafe 4). S drugoæ storony, oqevidno, qto takoæ sluqaænyæ graf s veroØtnost~¸ edinica universalen v klasse koneqnyh grafov, i ego matricy rasstoØniæ universal~ny v naxem smysle, esli rassmatrivat~ ponØtie universal~nosti tol~ko dlØ matric rasstoØniæ so znaqeniØmi (1, 2).

Literatura

1. J. Clemens, S. Gao, and A. Kechris, Polish metric spaces: their classification and isometry groups, Bull.

Symb. Logic, 7(30) 361–375, (2001).

2. Misha Gromov, Metric Structures for Riemannian and Non-Riemannian Spaces, Birkhuaser (1998). 3. P. S. Urysohn, Sur un espace metrique universel, Bull. Sci. Math., 51, 1–38 (1927). 4. A. Verxik, Universal~noe prostranstvo Urysona, troæki Gromova, i sluqaænye metriki na natural~nom rØde, Uspehi mat. nauk., 53, 5, 57–64 (1998).

5. P. Erdös and A.Rényi, Asymmetric graphs, Acta Math. Acad. Sci. Hungar, 14, 295–315 (1963). 6. P. Cameron, The random graphs, The Mathematics of Paul Erdos (J. Nesetril, R. L. Graham, eds.) 331–351, Springer (1996).

7. R. Rado, Universal graphs and universal functions, Acta Arith., 9, 331–340 (1964). 8. A. Verxik, KlassifikaciØ izmerimyh funkciæ neskol~kih peremennyh i invariantno raspredelnnye sluqaænye matricy, Funkc. anal. i ego pril., 2, 36, 1–16 (2002).

9. A. Vershik, Random and Universal metric spaces, http://lanl.arxiv;math.PR/0205086. 10. A. Verxik, DinamiqeskaØ teroiØ rosta v gruppah: ffntropiØ, granica, primery, Uspehi mat.

nauk, 55, 4(434), 60–128 (2000).

11. M. Deza and M. Laurent, Geometry of Cuts and Metrics, Springer-Verlag, Berlin (1997).

12. D. Avis, On the extreme rays of the metric cone, Canad. J. Math. 8, 1, 126–144 (1980). 13. M. Katetov, On universal metric spaces, Proc. Sixth Prague Toplogical Symposium 1986, Frolik (ed.) Helderman Verlag Berlin (1988), pp. 323–330.

14. S. A. Bogatyæ, KompaktnaØ odnorodnost~ universal~nogo metriqeskogo prostranstva Urysona, Uspehi mat. nauk., 55, No. 2, 131–132 (2000).

15. V. V. Uspenskij, Compactification of topological groups, Preprint. October (2001). 16. V. Pestov, Ramsey-Milman phenomen, Urysohn metric spaces, and extremely amenable groups, Israel J.

Math. (to appear), e-print http://xxx.lanl.gov/abs/math.FA/9810168.

17. A. Verxik, Sluqaænoe metriqeskoe prostranstvo est~ prostranstvo Urysona, Dokl. Rossiæsk.

Akad. Nauk (V peqati).

18. J. Lindensrauss, G. Olsen, and Y. Sterfeld, The Poulsen simplex, Ann. Inst. Fourier, Grenoble, 28(1), 91–114 (1978).

19. W. Lusku, The Gurarij spaces are unique, Arch der Mathematik, 27(6), 627–635 (1976).