POMI PREPRINT – 12/2002

SLUQA`NOE METRIQESKOE PROSTRANSTVO EST^ PROSTRANSTVO URYSONA

A. M. Verxik

RossiæskaØ AkademiØ Nauk Matematiqeskiæ institut im. V. A. Steklova Sankt-Peterburgskoe otdelenie ROSSI˚, 191011, S.-Peterburg nab. r.Fontanki, 27

I¸n~ 25, 2002

ABSTRACT

V rabote sformulirvany utverßdeniØ o tipiqnosti metriqeskogo universal~nogo prostranstva Urysona, otkrytogo im v 1924 godu. ToqnaØ postanovka voprosa daetsØ v terminah, predlagaemoæ v fftoæ stat~e, modeli vseh pol~skih prostranstv, snabßennyh sqetnym vs¸du plotnym uporØdoqennym podmnoßestvom, kak vypuklogo konusa beskoneqnyh matric rasstoØniæ. V fftoæ modeli moßno stavit~ vopros o topologiqeskoæ i veroØtnostnoæ (v smysle estestvennoæ statistiki) tipiqnosti. Odnovremenno opredelØetsØ polnyæ invariant metriqeskih prostranstv s meroæ (mm-prostranstv Gromova), privodØtsØ primery i obsußdaetsØ svØz~ s kombinatornoæ zadaqeæ ob universal~nyh grafah.

1

VVEDENIE

Nezadolgo do tragiqeskoæ smerti v 1924 godu P. S. Uryson napisal rabotu [1], v kotoroæ opredelil i izuqil universal~noe metriqeskoe prostranstvo. V teqenie dolgogo perioda ffta rabota ne slixkom obrawala na sebØ vnimanie matematikov; bolee populØrnym byl rodstvennyæ fakt, dokazannyæ pozße Banahom, kotoryæ, kak i rabota Urysona byl otvetom na vopros, postavlennyæ M. Frexe, – ob universal~nom Banahovom prostranstve. Po teoreme Banaha takovym ØvlØetsØ, naprimer, prostranstvo nepreryvnyh funkciæ C([0, 1]). Otvet Urysona byl bolee glubokim: on postroil universal~noe prostranstvo, kotoroe k tomu ße obladaet maksimal~no vozmoßnoæ gruppoæ izometriæ, deæstvu¸weæ tranzitivno na mnoßestve vseh izometriqnyh n-ok pri vseh natural~nyh n. Qto osobenno vaßno, Uryson dokazal, qto takoe prostranstvo edinstvenno s toqnost~¸ do izometrii.

My predlagaem novu¸ model~ sovokupnosti vseh polnyh separabel~nyh metriqeskih prostranstv, a imenno, prostranstv s vydelennym sqetnym vs¸du plotnym podmnoßestvom, qto pozvolØet topologizirovat~ vs¸ ih sovokupnost~ i rassmatrivat~ na neæ razliqnye statistiki, i pokazyvaem, qto mnoßestvo prostranstv, izometriqnyh prostranstvu Urysona, ØvlØetsØ tipiqnym (vs¸du plotnym G_δ podmnoßestvom) v topologiqeskom smysle. Bolee togo, pri xirokih predpoloßeniØh o statistike na mnoßestve metriqeskih prostranstv sluqaænoe metriqeskoe prostranstvo takße est~ prostranstvo Urysona s veroØtnost~¸ edinica. Sluqaænye matricy rasstoØniæ pozvolØ¸t takße dat~ polnyæ invariant metriqeskih troek – metriqeskih prostranstv s meroæ – otnositel~no izometriæ, sohranØ¸wih meru. Bolee detal~noe izloßenie fftih voprosov sm. v [4]; oni tesno svØzany takße s klassifikacieæ izmerimyh funkciæ ([6]).

2. POSTANOVKA VOPROSA I REZUL^TATY

Rassmotrim vypuklyæ konus R v prostranstve beskoneqnyh vewestvennyh matric M_N (R), opredelØemyæ usloviØmi: R = {r = r_{i,j} : r_{i,j} ∈ R_+, r_{i,i} = 0, r_{i,j} = r_{j,i}, r_{i,j} + r_{j,k} ≥ r_{i,k}}. �lementy konusa R nazyva¸tsØ matricami rasstoØniæ; esli vne glavnoæ diagonali net nuleæ, to takaØ matrica nazyvaetsØ sobstvennoæ matriceæ rasstoØniæ. Esli r – sobstvennaØ matrica rasstoØniæ, to popolnenie natural~nogo rØda po metrike, zadavaemoæ matriceæ r, opredelØet pol~skoe =polnoe separabel~noe metriqeskoe) prostranstvo; v sluqae nesobstvennoæ matricy rasstoØniæ nado popolnØt~ po sootvetstvu¸wemu faktor-prostranstvu. Razbienie na klassy matric, poroßda¸wih izometriqnye prostranstva ustroeno sloßno, i pofftomu klassifikaciØ vseh pol~- skih prostranstv s toqnost~¸ do izometrii ØvlØetsØ “negladkoæ klassifikacionnoæ zadaqeæ”, poskol~ku ona, naprimer, vkl¸qaet klassifikaci¸ beskoneqenyh grafov s toqnost~¸ do izomorfizma; bolee togo, kak pokazano v rabote [5], ffta zadaqa v ierarhii klassifikaciæ – odna iz sloßneæxih. Tem interesneæ, qto zadaqa klassifikacii metriqeskih prostranstv s borelevskoæ veroØtnostnoæ meroæ s toqnost~¸ do izometrii, sohranØ¸weæ meru imeet prostu¸ polnu¸ sistemu invariantov (sm. [2, 3] i dalee). My budem vosprinimat~ konus R, kak model~ mnoßestva vseh pol~skih prostranstv. Inaqe govorØ, fflement konusa R est~ pol~skoe prostranstvo, osnawennoe vs¸du plotnym sqetnym podmnoßestvom. Na R opredelena slabaØ topologiØ, inducirovannaØ iz M_N (R), to est~ topologiØ blizosti koneqnyh fragmentov matric rasstoØniæ. Krome togo na fftom konuse moßno rassmatrivat~ borelevskie veroØtnostnye mery t.e. sluqaænye metriki na natural~nom rØde i, tem samym, sluqaænye metriqeskie prostranstva. S fftih poziciæ estestvenno postavit~ sledu¸wie vopro- sy: 1) Kakoe metriqeskoe prostranstvo (esli takovoe suwestvuet) ØvlØetsØ popolneniem natural~nogo rØda po tipiqnoæ matrice rasstoØniæ iz konusa R? Ili inaqe, suwestvuet li “tipiqnoe” v smysle smysle topologii na konuse R metriqeskoe prostranstvo?

2) Esli opredelit~ na konuse R estestvennye veroØtnostnye mery, to kakie metriqeskie prostranstva, kak popolneniØ natural~nogo rØda po sluqaænoæ metrike, poluqa¸tsØ s veroØtnost~¸ edinica?

Osnovnym rezul~tatom fftoæ raboty ØvlØetsØ otvet na oba voprosa: tipiqnym v oboih smyslah ØvlØetsØ prostranstvo Urysona (teoremy 2 i 5). K fftomu rezul~tatu primykaet i klassifikaciØ metriqeskih prostranstv s meroæ i opisanie matriqnogo raspredeleniØ kak ih polnogo invarianta (teoremy 3 i 4).

3. PROSTRANSTVO URYSONA

V rabote [1] P. S. Uryson prØmym postroeniem dokazal suwestvovanie i edinstvennost~ s toqnost~¸ do izometrii, pol~skogo prostranstva (U, ρ) oblada¸wego dvumØ svoæstvami:

1) (Universal~nost~) L¸boe pol~skoe prostranstvo izometriqno vkladyvaetsØ v (U, ρ); 2) (Odnorodnost~) Gruppa izometriæ prostranstva (U, ρ) deæstvuet tranzitivno na mnoßestve vseh izometriqnyh koneqnyh podmnoßestvah fftogo prostranstva.

Kaßdym iz fftih dvuh svoæstv v otdel~nosti mogut obladat~ i inye prostranstva, naprimer, prostranstvo C([0, 1]) universal~no (Banah), a gil~bertovo prostranstvo – odnorodno; interes k prostranstvu Urysona svØzan s edinstvennost~¸ metriqeskogo prostranstva oblada¸wimi fftimi dvumØ svoæstvami. RØd svoæstv prostranstvo Urysona dokazana im samim – ono svØzno, lokal~no svØzno, ego metrika – vnutrennØØ v smysle Aleksandrova (length space), ediniqnaØ sfera s l¸bym centrom odnorodna i universal~na v klasse metriqeskih prostranstv diametra 2; odnako, neizvestno, stØgivaemo li U. Do sih por net dostatoqno prostoæ modeli fftogo prostranstva i sovsem ne izuqena gruppa ego izometriæ.

4. KRITERI` URYSONOVOSTI

DlØ koneqnoæ matricy rasstoØniæ {r_{i,j} }^n_{i,j=1} opredelim vypukloe mnoßestvo dopustimyh vektorov (funkciæ Lipwica) A(r) ⊂ R^n, A(r) = {{a_i}^n_{i=1} : |a_i − a_j | ≤ r_{i,j} ≤ a_i +a_j , i, j = 1 . . . n}. BeskoneqnaØ matrica rasstoØniæ r = {r_{i,j} } nazyvaetsØ universal~- noæ esli dlØ l¸bogo n sqetnoe mnoßestvo n-mernyh vektorov {r_{i,j} }^n_{i=1}, j = n + 1, . . . vs¸du plotno v A(r^n), gde r^n = {r_{i,j} }^n_{i,j=1}.

Teorema 1. Universal~nye matricy suwestvu¸t ([1]) i obrazu¸t vs¸du plotnoe Gδ-

mnoßestvo konusa R v slaboæ topologii ([4]).

Teorema 2. Rassmotrim sobstvennu¸ matricu rasstoØniæ r = {ri,j }^∞_{i,j=1}. DlØ togo,

qtoby popolnenie natural~nogo rØda po metrike ρ(i, j) = r_{i,j} bylo by izometriqno prostranstvu Urysona neobhodimo i dostatoqno, qtoby matrica r byla universal~noæ.

Sledstvie. V klasse popolneniæ sqetnyh metriqeskih prostranstv prostranstva,

izometriqnye prostranstvu Urysona, ØvlØ¸tsØ tipiqnymi (t.e. obrazu¸t vs¸du plotnoe G_δ-mnoßestvo).

5. SLUQA`NYE METRIQESKIE PROSTRANSTVA I MATRIQNYE RASPREDELENI˚

Rassmotrim mnoßestvo V vseh veroØtnostnyh borelevskih mer na konuse R, ili qto to ße samoe, vsevozmoßnye veroØtnostnye raspredeleniØ sluqaænyh matricy rasstoØniæ. Naibol~xiæ interes predstavlØ¸t mery, invariantnye i ffrgodiqnye otnositel~no deæstviØ gruppy S_∞ odnovremennyh podstanovok strok i stolbcov matricy. Priqina vydelennosti takih mer tom, qto otnositel~no nih fflementy matricy kak sluqaænye veliqiny oblada¸t maksimal~no vozmoßnoæ nezavisimost~¸, krome togo, kak pokazyvaet nißesledu¸waØ teoreme, ffti mery igra¸t vaßnu¸ rol~ v teorii metriqeskih troek (mm-troek Gromova).

Pust~ v metriqeskom prostranstve (X, ρ) zadana nevyroßdennaØ borelevskaØ veroØtnostnaØ mera μ. Troæka (X, ρ, μ) nazyvaetsØ metriqeskoæ troækoæ ([3, 4]) ili mm-prostranstvom ([2]). Opredelim otobraßenie F , sopostavlØ¸wee beskoneqnoæ posledovatel~nosti {x_i} nezavisimyh i odinakovo raspredelennyh po mere μ toqek prostranstva X sluqaænu¸ matricu {ρ(x_i, x_j )}_{i,j} ∈ R. Meru D(X, ρ, μ), ØvlØ¸wu¸sØ raspredeleniem fftih matric, t.e. obraz mery Bernulli pri otobraßenii F , nazovem matriqnym raspredeleniem troæki (X, ρ, μ).

Teorema 3 ([2, 3, 4]). Matriqnoe raspredelenie est~ polnyæ invariant metriqeskoæ

troæki otnositel~no gruppy izometriæ, sohranØ¸wih meru, inaqe govorØ, dve troæki T = (X, ρ, μ) i T^′ = (X^′, ρ^′, μ^′), ime¸wie sovpada¸wie matriqnye raspredeleniØ D_T = D_T 0 , perevodØtsØ drug v druga nekotoroæ izometrieæ prostranstv, sohran¸weæ meru.

VsØkoe matriqnoe raspredelenie, kak mera na R, oqevidno invariantno i ffrgodiqno otnositel~no deæstviØ S_∞, no ne vsØkaØ mera na R s fftimi svoæstvami est~ matriqnoe raspredelenie. Polnoe opisanie matriqnyh raspredeleniæ sm. v [4]. Odnako v sluqae universal~nyh matric i prostranstva Urysona fftih usloviæ dostatoqno.

Teorema 4. VsØkaØ mera na konuse R, invariantnaØ i ffrgodiqeskaØ otnositel~no deæ-

svtviØ gruppy S_∞, nositel~ kotoroæ sostoit iz universal~nyh matric, ØvlØetsØ matriqnym raspredeleniem troæki (U, ρ, μ), gde μ nekotoraØ nevyroßdennaØ mera (t.e. poloßitel~naØ na vseh nepustyh otkrytyh mnoßestvah) na prostranstve Urysona.

�ta teorema daet vozmoßnost~ zadavat~ meru na prostranstve Urysona, invariantnym obrazom, ne obrawaØs~ k samomu prostranstvu. Mnoßestvo takih matriqnyh rpaspredeleniæ. t.e. mer na konuse, udovletvorØ¸wih usloviØm teoremy 3, oboznaqim qerez Q.

Vydelim v prostranstve V vseh veroØtnostnyh borelevskih mer na konuse R podmnoßestvo H mer, oblada¸wih svoæstvom: poqti vse po dannoæ mere matricy rasstoØniæ poroßda¸t na N metriki, popolnenie po kotorym daet odno i to ße prostranstvo s toqnost~¸ do izometrii. V qastnosti, takovy mery, sosredotoqennye na mnoßestve universal~nyh matric, i popolnenie v fftom sluqae est~ prostranstvo Urysona. Oboznaqim mnoßestvo fftih mer qerez P. Imeem oqevidnye vkl¸qenØ: V ⊃ H ⊃ P ⊃ Q. Imeet mesto sledu¸waØ

Teorema 5.. Mnoßestvo P mer, sosredotoqennyh na mnoßestve universal~nyh ma-

tric, est~ slabo vs¸du plotnoe G_δ-podmnoßestvo prostranstva V vseh borelevskih mer na konuse R. Takim obrazom otnositel~no tipiqnoæ statistiki na konuse R sluqaænaØ matrica rasstoØniæ s veroØtnost~¸ 1 poroßdaet v kaqestve popolneniØ natural~nogo rØda prostranstvo Urysona.

6. PRIMERY SLUQA`NYH METRIK

Privedem konkretnye primery mer, o kotoryh xla req~ vyxe. Sledu¸waØ obwaØ (markovskaØ) konstrukciØ postroeniØ konkretnyh mer na prostranstve matric primenima i dannom sluqae. Predstavim beskoneqnu¸ simmetriqnu¸ matricu r s nulØmi na diagonali kak beskoneqnu¸ posledovatel~nost~ vektorov vozrasta¸weæ razmernosti r^2 = {r_{1,2}}, r^3 = {r_{1,3}, r_{2,3}}, . . . r^n = {r_{1,n}, r_{2,n} . . . r_{n−1,n}} . . . ; oqevidno r^n ∈ A({r_{i,j} }^n_{i,j=1}). Mnoßestvo A(q), gde q – matrica rasstoØniæ porØdka n, est~ vypukloe mnogogrannoe mnoßestvo, ime¸wie vid A(q) = Δ+M_q, gde Δ = {(v, v, . . . v)} ⊂ R^n, v ≥ 0, a M_q – kompaktnaØ vypuklaØ oboloqka ffkstremal~nyh toqek mnoßestva A(q), (summa mnoßestv po Minkovskomu). Opredelim meru na mnoßestve beskoneqnyh matric kak markovsku¸ meru na posledovatel~nosti vektorov {r^n}^∞_{n=1} vozrasta¸weæ razmernosti, dlØ fftogo zadadim naqal~nu¸ meru na R_+ ∋ {r_{1,2}} i opredelim po indukcii perehodnye veroØtnosti P r(r^n|q = {r_{i,j} }^n_{i,j=1}) oqerednogo vektora r^n pri fiksirovannoæ matrice q. V kaqestve naqal~nogo raspredeleniØ moßno vzØt~ l¸boe raspredelenie ν na R_+ s polnym nositelem, perehodnaØ veroØtnost~ est~ mera na A(q) ØvlØ¸waØsØ svertkoæ mery ν na Δ = R_+ i normirovannoæ mery Lebega na mnogogrannike M_q . Tem samym postroena nekotoraØ mera na R; ee parametry moßno menØt~ v xirokih predelah tak, qto ostaetsØ vernym sledu¸wiæ fakt.

Teorema 6. OpisannaØ konstrukciØ zadaet meru na R iz mnoßestva P, t.e. meru s

nositelem na mnoßestve universal~nyh matric; tem samym poqti vsØkaØ po fftoæ mere matrica opredelØet v kaqestve popolneniØ prostranstvo Urysona.

Poskol~ku fflementy matric ne mogut byt~ nezavisimymi otnositel~no kakoælibo mery, prinadleßaweæ mnoßestvu iz P, to naxa konstrukciØ opredelØet markovsku¸ modifikaci¸ bernullievskih mer (sm. niße).

V dal~neæxem my rassmotrim integraly (statsummy) po fftim estestvennym meram na matricah rasstoØniæ ot razliqnyh funkcionalov ot metriqeskih prostranstv.

7. KOMBINATORNA˚ ANALOGI˚

Sravnim obsußdaemu¸ temu s odnoæ kombinatornoæ zadaqeæ, rassmatrivavxeæsØ v literature. A imenno, umestno sravnit~ izuqaemyæ s¸ßet s zadaqeæ ob universal~- nom i sluqaænom grafah (sm [7–9] i literaturu v nih). Naxa zadaqa ob universal~- nom i sluqaænom metriqeskom prostranstve ØvlØetsØ eœ dalekim obobweniem.

Izvestno (teorema �rdœxa-Ren~i [8]), qto sluqaænyæ graf s veroØtnost~¸ 1 izomorfen universal~nomu ([7]). �to oznaqaet sledu¸wee: rassmotrim graf so sqetnym qislom verxin, i rebrami, postavlennymi sluqaæno i nezavisimo dlØ kaßdoæ pary verxin, priqem rebro stavitsØ s veroØtnost~¸ p ∈ (0, 1). S veroØtnost~¸ edinica takoæ sluqaænyæ graf izomorfen universal~nomu grafu, t.e. grafu, v kotoryæ moßno vloßit~ l¸boæ koneqnyæ graf. Universal~noæ graf edinstvennen s toqnost~¸ do izomorfizma, a ego gruppa simmetriæ tranzitivno deæstvuet na mnoßestvah izomorfnyh koneqnyh podgrafov. Vse ffti neposredstvenno dokazyvaemye fakty ukladyva¸tsØ v shemu dannoæ raboty, poskol~ku l¸boæ graf moßno rassmatrivat~ kak metriqeskoe prostranstvo s celoqislennymi (geodeziqeskimi) rasstoØniØmi; v sluqae universal~nogo grafa oni prinima¸t lix~ znaqeniØ 1 i 2, i neravenstva treugol~nika v fftom sluqae vypolneno avtomatiqeski. Pofftomu matricu rasstoØniæ sluqaænogo (v vyxeprivedennom smysle) grafa, est~ sluqaænaØ matricu s fflementami 1 i 2 i bernullievskoæ meroæ. Zametim poputno, qto utverßdenie teoremy �rdœxa-Ren~i verno dlØ gorazdo bolee xirokogo zapasa mer na takih (1, 2)-matricah rasstoØniæ, – dostatoqno lix~ vypolnenie zakona nulØ i edinicy dlØ beskoneqnoæ sluqaænoæ matricy.

Takim obrazom universal~nyæ graf ØvlØetsØ diskretnym, toqnee, (0,1)-analogom prostranstva Urysona, a sluqaænyæ graf v vyxeprivedennom smysle – diskretnym variantom sluqaænogo metriqeskogo prostranstva, odnako “sluqaænost~” obwego metriqeskogo prostranstva uße ne moßet byt~ stol~ prostoæ (bernullievskoæ), kak v sluqae grafov, – neravenstvo treugol~nika stavit ser~eznye ograniqeniØ, i naxi teoremy 5 i 6 utoqnØ¸t, v kakom smysle ponimaetsØ sluqaænost~ metriqeskih prostranstv. Tot fakt, vernyæ dlØ grafov i metriqeskih prostranstv, qto universal~nyæ odnorodnyæ ob¨ekt nekotoroæ kategorii ØvlØetsØ odnovremenno “sluqaænym” t.e. voznikaet s veroØtnost~¸ edinica dlØ dostatoqno regulØrnyh stastistik, s odnoæ storony ob¨ØsnØetsØ tem, qto universal~nye ob¨ekty v fftih primerah ØvlØ¸tsØ tipiqnymi (G_δ-podmnoßestvami) v topologiqeskom smysle, – ffto legko dokazyvaetsØ dlØ grafov, i po teoreme 1 – verno dlØ naxeæ modeli metriqeskih prostranstv. S drugoæ storony, ffto proØvlenie kakogo-to zakona bol~xih qisel v nekotoroæ poka toqno neopisannoæ sheme. Interesno vyØsnit~, v kakih ewe kategoriØh fftot fakt imeet mesto. Estestvenno predpoloßit~, qto v nih dolßno suwestvovat~ ponØtie “approksimacii” obwih ob¨ektov “koneqnymi”.

Qastiqno podderßano RFFI (grant 02-01-00093). Avtor blagodarit institut Maksa Planka (Bonn) i MSRI (Berkli) za predostavlennye blagopriØtnye usloviØ dlØ raboty.

Literatura

1. P. S. Urysohn, Sur un espace metrique universel, Bull. Sci. Math., 51, 1–38 (1927). 2. Misha Gromov, Metric Structures for Riemannian and Non-Riemannian Spaces, Birkhuaser (1998). 3. A. Verxik, Universal~noe prostranstvo Urysona, troæki Gromova i sluqaænye metriki na natural~nom rØde, Usp. mat. nauk, 53, 5, 57–64 (1998).

4. A. Vershik, Random metric spaces and the universal Urysohn space, Fundamental Mathematics Today. 10 anniversary of Independent Moscow University. MCCME Publ (2002) 5. J. Clemens, S. Gao, and A. Kechris, Polish metric spaces:their classification and isometry groups, Bull.

Symb. Logic, 7(30), 361–375 (2001).

6. A. Verxik, KlassifikaciØ izmerimyh funkciæ neskol~kih argumentov i invariantno raspredelennye sluqaænye matricy, Funkcional~nyæ analiz i ego pril., 2, 36, 1–16 (2002).

7. R. Rado, Universal graphs and universal functions, Acta Arith., 9, 331–340 (1964). 8. P. Erdös and A. Rényi, Asymetric graphs, Acta Math. Acad. Sci. Hungar, 14, 295–315 (1963). 9. P. Cameron, The random graphs, The Mathematics of Paul Erdos. (J. Nesetril, R. L. Graham, eds) Springer (1996), pp. 331–351.