POMI PREPRINT — 09/2002

KRITERI` NERAZREXIMOSTI V RADIKALAH NEPRIVODIMOGO URAVNENI˚ PROSTO` STEPENI

B. B. Lur~e

RossiæskaØ AkademiØ Nauk Matematiqeskiæ institut im. V. A. Steklova Sankt-Peterburgskoe otdelenie ROSSI˚, 191011, S.-Peterburg nab. r.Fontanki, 27

3 i¸nØ 2002

ABSTRACT A sufficient condition under which an irreducible equation of prime degree is unsolvable in radicals is obtained. This condition is that the discriminant of an equation cannot be expressed as the sum of two squares in the ground field. For an equation of degree 5 this condition implies that the Galois group is S_5.

1

1. Napomnim vnaqale horoxo izvestnye fakty iz klassiqeskoæ teorii Galua (sm.

[1]–[5]).

Pust~ f(x) – mnogoqlen prostoæ neqetnoæ stepeni p nad polem k, i pust~ L – pole razloßeniØ mnogoqlena f. My moßem sqitat~ L separabel~nym rasxireniem polØ k ( rasxireniem pervogo roda), poskol~ku mnogoqlen prostoæ stepeni, da¸wiæ neseparabel~noe rasxirenie, ØvlØetsØ dvuqlennym, i dal~neæxee rassmotrenie bessoderßatel~no. Neprivodimost~ mnogoqlena f oznaqaet, qto gruppa Galua G rasxireniØ L/k tranzitivna na mnoßestve korneæ f. Kogda stepen~ f – prostoe qislo, gruppa galua G soderßit “dlinnyæ cikl”, t.e. pri nadleßaweæ numeracii korneæ nekotoryæ avtomorfizm σ ∈ G perevodit korni mnogoqlena (x_1, x_2, . . . , x_p) v (x_2, x_3, . . . , x_p, x_1) sootvetstvenno.

Predpoloßim teper~, qto G – razreximaØ podgruppa simmetriqeskoæ gruppy S_p. Togda G ØvlØetsØ podgruppoæ t.n. “polnoæ metacikliqeskoæ” gruppy H, takße razreximoæ i opredelennoæ s toqnost~¸ do izomorfizma. Imenno, pri nekotoroæ numeracii korneæ gruppa H poroßdaetsØ “dlinnym ciklom” σ i ciklom τ dliny p − 1, priqem τ �^1στ = σ^j , gde j – pervoobraznyæ indeks po modul¸ p, t.e. p−1 – naimen~xiæ natural~nyæ pokazatel~, dlØ kotorogo j^p�^1 ≡ 1(mod p). Zametim, qto H – golomorf gruppy porØdka p.

Diskriminant D uravneniØ f(x) = 0 prinadleßit pol¸ k i vyraßaetsØ v vide nekotorogo opredelitelØ matricy porØdka 2p − 1, sostavlennoæ iz kofffficientov mnogoqlena. Gruppa Galua G uravneniØ soderßitsØ v znakoperemennoæ gruppe A_p v tom i tol~ko tom sluqae, kogda diskriminant uravneniØ D ØvlØetsØ kvadratom v pole k.

2. Pereædem k izloßeni¸ osnovnogo rezul~tata dannoæ raboty.

Pust~ G – razreximaØ gruppa Galua neprivodimogo uravneniØ f(x) = 0 prostoæ stepeni p nad polem k, harakteristika kotorogo ne ravna 2, i pust~ G ne soderßitsØ v znakoperemennoæ gruppe A_p. Oboznaqim G_0 pereseqenie G i A_p. Togda G_0 – normal~naØ podgruppa v G indeksa 2, i otveqa¸wee eæ podpole K_0 v pole razloßeniØ L mnogoqlena f ØvlØetsØ kvadratiqnym rasxireniem polØ k, poluqennym prisoedineniem kvadratiqnogo kornØ iz diskriminanta D.

Takim obrazom, kvadratiqnoe rasxirenie K_0/k pogrußaetsØ v pole L s gruppoæ Galua G nad K. Pri fftom avtomorfizm σ ∈ G, ograniqennyæ na pole K_0, ØvlØetsØ toßdestvennym, kogda σ – qetnaØ podstanovka korneæ mnogoqlena f, i perevodit √ D v − √ D, kogda σ – neqetnaØ podstanovka. Inaqe govorØ, L ØvlØetsØ rexeniem zadaqi pogrußeniØ (K_0/k, G, φ), gde φ – ukazannyæ vyxe morfizm G na gruppu Galua kvadratiqnogo rasxireniØ K_0/k (sm. [6]).

VoznikxaØ zadaqa pogrußeniØ ØvlØetsØ dovol~no prostoæ i horoxo izuqennoæ. SilovskaØ 2-podgruppa gruppy G ØvlØetsØ cikliqeskoæ porØdka q, gde q – maksimal~naØ stepen~ qisla 2, delØwaØ p − 1. A sama gruppa G, kak podgruppa polnoæ metacikliqeskoæ gruppy, predstavlØetsØ kak poluprØmoe rasxirenie normal~noæ podgruppy neqetnogo porØdka posredstvom cikliqeskoæ 2-gruppy. Pofftomu zadaqa pogrußeniØ (K_0/k, G, φ) ffkvivalentna zadaqe s 2-gruppami (K_0/k, G_2, φ), gde G_2 – cikliqeskaØ 2- gruppa, porØdok kotoroæ delit p − 1. (Vproqem, dlØ naxih celeæ vpolne dostatoqno i togo, qto iz razreximosti zadaqi (K_0/k, G, φ) sleduet razreximost~ zadaqi pogrußeniØ (K_0/k, G_2, φ).)

Pri p ≡ −1(mod 4) gruppa G_2 imeet porØdok 2, i pofftomu zadaqa pogrußeniØ (K_0/k, G_2, φ) bessoderßatel~na. No pri p ≡ 1(mod 4) Ødro zadaqi pogrußeniØ Ker φ ne ediniqnoe, i razreximost~ takoæ zadaqi ne garantiruetsØ pri proizvol~nyh pole k i diskriminante D.

Itak, nami dokazana osnovnaØ teorema.

OsnovnaØ teorema. Pust~ f – mnogoqlen prostoæ stepeni p ≡ 1(mod 4) nad polem k,

harakteristika kotorogo ne ravna 2, i pust~ ego gruppa Galua G razrexima i soderßit neqetnu¸ podstanovku korneæ. Togda ØvlØetsØ razreximoæ zadaqa pogrußeniØ kvadratiqnogo rasxireniØ k( √ D) v pole s cikliqeskoæ gruppoæ porØdka q, gde q – maksimal~naØ stepen~ 2, delØwaØ p − 1.

3. Vyvedem interesnoe sledstvie iz dokazannoæ teoremy. Soputstvu¸weæ (sm. [6])

dlØ naxeæ zadaqi pogrußeniØ (K_0/k, G_2, φ) ØvlØetsØ zadaqa pogrußeniØ kvadratiqnogo rasxireniØ K_0 = k( √ D)) v pole s cikliqeskoæ gruppoæ porØdka 4 (pri p ≡ 1(mod 4).

Sootvetstvenno, i ffta zadaqa pogrußeniØ dolßna imet~ rexenie.

Uslovie pogrußaemosti kvadratiqnogo rasxireniØ k( √ D) v rasxirenie s cikliqeskoæ gruppoæ porØdka 4 legko vyqislØetsØ i horoxo izvestno (sm. [6]). Ono sostoit v tom, qto D ØvlØetsØ summoæ dvuh kvadratov iz polØ k (t.e. D = u^2 + v^2, gde u, v ∈ k). Zametim takße, qto kogda gruppa Galua mnogoqlena f soderßitsØ v znakoperemennoæ gruppe A_p, diskriminant D sam ØvlØetsØ kvadratom v pole k, a znaqit, i summoæ dvuh kvadratov. Takim obrazom, my poluqili sledu¸wiæ kriteriæ nerazreximosti uravneniØ stepeni p ≡ 1(mod 4) v radikalah.

Kriteriæ nerazreximosti. DlØ togo, qtoby neprivodimoe uravnenie f(x) = 0 pro-

stoæ stepeni p ≡ 1(mod 4) nad polem k bylo nerazreximo v radikalah, dostatoqno, qtoby ego diskriminant ne predstavlØlsØ v vide summy dvuh kvadratov iz k.

(Zametim, qto v fftoæ formulirovke govorit~ o harakteristike polØ k izlixne, poskol~ku proizvedenie summ korneæ Q_{i<j}(x_i +x_j ) prinadleßit k, i D ØvlØetsØ kvadratom

v sluqae harakteristiki 2.)

DlØ p = 5 fftot rezul~tat moßet byt~ utoqnen. SimmetriqeskaØ gruppa S_5 imeet edinstvennu¸ sobstvennu¸ tranzitivnu¸ podgruppu, ne soderßawu¸sØ v znakoperemennoæ gruppe, a imenno polnu¸ metacikliqesku¸ (porØdka 20). Tem samym, dlØ uravneniæ pØtoæ stepeni imeet mesto sledu¸wiæ rezul~tat.

Teorema. DlØ togo, qtoby neprivodimoe uravnenie pØtoæ stepeni nad polem k imelo

simmetriqesku¸ gruppu Galua, dostatoqno, qtoby ego diskriminant ne byl summoæ dvuh kvadratov.

�to daet vozmoßnost~ bez truda stroit~ primery mnogoqlenov s simmetriqeskoæ gruppoæ Galua.

Primer. Uravnenie x^5 − x + 1 = 0 neprivodimo. Ego diskriminant raven

4^4(−1)^5 + 5^5 · 1^4 = 2869 = 19 · 151.

Znaqit, dannoe uravnenie nad Q imeet simmetriqesku¸ gruppu (fakt horoxo izvestnyæ i ranee, no ego dokazatel~stvo bylo ves~ma gromozdkim).

Literatura

1. F. Klein, Vorlesungen über das Ikosaeder und die Auflösung der Gleichungen vom fünften Grade. Leipzig, 1884. Perevod: F. Kleæn, Lekcii ob ikosaffdre i rexeniii uravneniæ pØtoæ stepeni, M., 1989) .

2. B. L. Van-der-Varden, SovremennaØ algebra. Qast~ pervaØ. M., 1934.

3. N. G. Qebotarev, Osnovy teorii Galua. Qast~ pervaØ. M.-L. 1934. 4. N. G. Qebotarev, TeoriØ Galua. M., 1936. 5. M. M. Postnikov, TeoriØ Galua. M., 1963.

6. V. V. Ixhanov, B. B. Lur~e, D. K. Faddeev, Zadaqa pogrußeniØ v teorii Galua. M., 1990 Perevod: V. V. Ishkhanov, B. B. Lur’e, D. K. Faddeev, The Embedding Problem in Galois Theory, AMS, 1997) .