POMI PREPRINT — 08/2002

DEFORMIROVANNA˚ SL(2) MODEL^ GODENA

P. P. Kulix

RossiæskaØ AkademiØ Nauk Matematiqeskiæ institut im. V. A. Steklova Sankt-Peterburgskoe otdelenie ROSSI˚, 191011, S.-Peterburg nab. r.Fontanki, 27

13 maØ 2002

ABSTRACT

The sl(2) invariant classical r-matrix is deformed by the jordanian constant r-matrix. The algebraic Bethe Ansatz is constructed for the corresponding Gaudin model.

1

1. Sredi integriruemyh kvantovyh sistem, rexaemyh posredstvom kvantovogo meto-

da obratnoæ zadaqi (KMOZ) [1–3], prosteæximi ØvlØ¸tsØ modeli Godena, svØzannye s klassiqeskimi r-matricami [4, 5]. Plotnost~ gamil~tonianov H^{(m)} modeleæ Godena (MG)

H^{(m)} = ∑ k≠m r_{mk}(z_m − z_k) (1)

sovpadaet s klassiqeskoæ r-matriceæ. Uslovie kommutativnosti gamil~tonianov

[H^{(m)}, H^{(l)}] = 0 ffkvivalentno klassiqeskomu uravneni¸ ˚nga–Bakstera [ r_{12}(z_1 − z_2), r_{13}(z_1 − z_2) + r_{23}(z_2 − z_3) ] + [ r_{13}(z_1 − z_3), r_{23}(z_2 − z_3) ] = 0, (2)

dlØ antisimmetriqnyh r-matric

r_{12}(z_1 − z_2) = −r_{21}(z_2 − z_1). (3)

V fftih formulah ispol~zovany standartnye oboznaqeniØ KMOZ [1–2].

Znaqitel~noe qislo r-matric postroeno i proklassificirovano posredstvom affinnyh algebr [6]. Postroeny i mnogie sootvetstvu¸wie rexeniØ uravneniØ ˚nga–Bakstera (universal~nye R-matricy). Klassiqeskie r-matricy svØzany s Rmatricami (pri opredelennyh usloviØh) posredstvom kvaziklassiqeskogo predela [2, 3] R(λ; η) = I + ηr(λ) + O(η^2). (4)

Kak sledstvie fftogo mnogie rezul~taty dlØ modeleæ Godena (1) moßno poluqit~ predel~nym perehodom iz kvantovyh spinovyh sistem, svØzannyh s R-matricami. Odnako rØd interesnyh zadaq i voprosov dlØ takih spinovyh sistem ewe ne rexen. Pofftomu analiz fftih zadaq dlØ bolee prostyh MG moßet okazat~sØ poleznym [7]. V fftoæ rabote budet predloßen algebraiqeskiæ anzatc Bete dlØ MG, svØzannoæ s prosteæxeæ nestandartnoæ ili deformirovannoæ r-matriceæ r(λ; ξ) = 1 λ c^⊗_2 − 2ξr^{(j)}, (5)

c^⊗_2 = 2h ⊗ h + X^+ ⊗ X^− + X^− ⊗ X^+, r^{(j)} = h ⊗ X^+ − X^+ ⊗ h, (6)

gde generatory algebry Li sl(2) : h, X^+, X^− udovletvorØ¸t sootnoxeniØm

[h, X^±] = ±X^±, [X^+, X^−] = 2h, (7)

a r^{(j)} – postoØnnaØ, ne zavisØwaØ ot spektral~nogo parametra λ, ßordanova rmatrica, t.e. rexenie (2) bez parametrov z_m. Izvestna sootvetstvu¸waØ R-matrica

R(λ, ξ) i deformirovannaØ spinovaØ XXX_ξ-cepoqka [8], spektr kotoroæ sovpadaet so

spektrom XXX-cepoqki (ξ = 0), no sobstvennye vektory integralov dvißeniØ ne postroeny. V fftoæ rabote naædeny sobstvennye vektory MG s r-matriceæ (5).

2. Rassmotrim trigonometresku¸ r-matricu r_{XXZ}(λ) = 2cth λh⊗h+ 1 sh λ ( e^λX^+ ⊗X^− +e^{−λ}X^− ⊗X^+ ) = 1 sh λ ( e^λr_{DJ} +e^{−λ} ( r_{DJ} ) 21 ) , (8)

gde ispol~zovana postoØnnaØ r-matrica Drinfel~da–Dßimbo

r_{DJ} = h ⊗ h + X^+ ⊗ X^−, ( r_{DJ} ) 21 = h ⊗ h + X^− ⊗ X^+. (9)

OpredelØ¸xiæ MG operator L(λ) udovletvorØet lineænoæ skobke SklØnina [5] [ L_1(λ), L_2(μ) ] = − [ r_{XXZ} (λ − μ), L_1(λ) + L_2(μ) ] , (10)

kotoru¸ moßno rassmatrivat~ v dvumernom predstavlenii sl(2) dlØ vspomogatel~nogo prostranstva V_0. Operator L(λ) est~ 2 × 2 matrica L(λ) = ( h(λ), X^−(λ) X^+(λ), −h(λ) ) , (11)

r_{XXZ}(λ) – matrica 4 × 4, L_1(λ) = L(λ) ⊗ I, L_2(μ) = I ⊗ L(μ). Horoxo izvestno, qto

integraly dvißeniØ (1) izvleka¸tsØ iz proizvodØweæ funkcii t(λ) = 1 2 tr L^2(λ) = h^2(λ) + 1 2 ( X^+(λ)X^−(λ) + X^−(λ)X^+(λ) ) = = h^2(λ) − h^′(λ) + X^−(λ)X^+(λ).

(12)

Rassmotrim predstavlenie algebry petel~, poroßdennoæ fflementami h(λ), X^±(λ), s cikliqeskim vektorom Ω starxego vesa ρ(λ):

h(λ)Ω = ρ(λ)Ω, X^+(μ)Ω = 0. (13)

V fftom sluqae sobstvennye vektory t(λ) i gamil~tonianov MG (1) poluqa¸tsØ deæstviem na Ω fflementami X^−(μ) [5] Ψ ({ μ_j }_M 1 ) = M∏ j=1 X^−(μ_j )Ω, (14)

pri uslovii, qto parametry μ_j , j = 1, 2, . . . , M udovletvorØ¸t sisteme uravneniæ Bete

ρ(μ_j ) = M∑ k≠j 1 sh (μ_j − μ_k)

. (15)

Gamil~toniany XXZ – MG poluqa¸tsØ, esli realizovat~ L-operatory s pomow~¸ r-matric (8) L(λ) = N∑ n=1 r_{0n}(λ − z_n), (16)

gde z_n – parametry, a indeksy otnosØtsØ k vspomogatel~nomu prostranstvu V_0 = C^2 i kvantovym prostranstvam V^{(ln)}n koneqnomernyh predstavleniæ sl(2) spina l_n, n = 1, 2, . . . , N. 3. Qtoby poluqit~ interesu¸wu¸ nas r-matricu (5), soverxim preobrazovanie po-

dobiØ vo vseh prostranstvah V_k, k = 1, 2, . . . , N, ispol~zuØ fflement A(y) := exp(yX^+) i perehodØ k skeælingovomu predelu: λ → ελ, z_k → εz_k, y → ξ/ε, ε → 0.

�lementy novogo L-operatora, dlØ kotoryh my ispol~zuem te ße oboznaqeniØ (11), budut udovletvorØt~ sootnoxeniØm [ h(λ), X^+(μ) ] = − X^+(λ) − X^+(μ) λ − μ , [ h(λ), X^−(μ) ] = X^−(λ) − X^−(μ) λ − μ − 2ξh(μ), [ X^+(λ), X^−(μ) ] = −2 h(λ) − h(μ) λ − μ − 2ξX^+(λ), [ h(λ), h(μ) ] = −ξ ( X^+(λ) − X^+(μ) ) , [ X^−(λ), X^−(μ) ] = 2ξ ( X^−(λ) − X^−(μ) ) .

(17)

Po sravneni¸ s obyqnoæ algebroæ petel~ L(sl(2)) voznikla deformaciØ dvuh kommutatorov i poØvilis~ dva dopolnitel~nyh nenulevyh kommutatora. Kommutativnu¸ podalgebru v L_ξ poroßdaet lix~ X^+(λ) : [X^+(λ), X^+(μ)] = 0. Poroßda¸waØ funkciØ integralov dvißeniØ vyglØdit tak ße (12), no uporØdoqenie po otnoxeni¸ k vektoru starxego vesa Ω (13) daet

t(λ) = h^2(λ) − h^′(λ) + (X^−(λ) − ξ)X^+(λ). (18)

Ispol~zuØ realizaci¸ algebry (17) lokal~nymi operatorami Y_n algebry Li sl(2) v prostranstve H = ⊗V^{(ln)}n s parametrami z_n, poluqaem h(λ) = N∑ k=1 h_k λ − z_k − ξX^+_{gl}, X^±(λ) = N∑ k=1 X^±_k λ − z_k − (±1 − 1)ξh_{gl}, (19) gde vvedeno oboznaqenie dlØ generatorov global~noæ podalgebry sl(2) ⊂ L_ξ : Y_{gl} = n∑ k=1 Y_k.

Poskol~ku spektr i uravneniØ Bete anizotropnoæ modeli Godena (8), (16) ne menØ¸tsØ pri preobrazovanii podobiØ A(y), a sootvetstvu¸wie ob¨ekty izotropnoæ modeli poluqa¸tsØ skeælingovym predelom, zakl¸qaem:

Sobstvennye znaqeniØ i uravneniØ Bete izotropnoæ sl(2) MG i deformirovannoæ MG (18) sovpada¸t.

Λ(λ; {μ_j }) = ( ρ(λ) − M∑ k=1 1 λ − μ_k )_2 − ∂ ∂λ ( ρ(λ) − M∑ k=1 1 λ − μ_k ) , (20)

ρ(μ_j ) − M∑ k≠j 1 μ_j − μ_k = 0. (21)

Odnako bol~xinstvo sobstvennyh sostoØniæ anizotropnoæ MG (14) posle preobrazovaniØ podobiØ ne ime¸t skeælingova predela. Pust~ Y_0(λ) = ∑_N k=1 Y_k/(λ − z_k) –

realizaciØ generatorov algebry petel~ L(sl(2)). Operator roßdeniØ posle preobrazovaniØ podobiØ

X^−_0 (λ) → X^−(λ; y) = Ad N∏ k=1 e^{yX} +k · X^−_0 (λ) = N∑ n=1 ( X^−_n + 2yh_n − y^2X^+_n ) /(λ − z_n) (22)

ne imeet predela pri ε → 0, kak i sootvetstvu¸wie sostoØniØ, za iskl¸qeniem Ω: exp ( y N∑ k=1 X^+_k ) Ω = Ω.

Odnako fflement L-operatora L_{12}(λ) imeet koneqnyæ predel X^−(λ) (19), kotoryæ ispol~zuetsØ dlØ postroeniØ sobstvennyh sostoØniæ t(λ) (18). Vektory Bete ime¸t bolee sloßnu¸ strukturu po sravneni¸ s (14). Neobhodimye dlØ ih postroeniØ kommutacionnye sootnoxeniØ t(λ) s generatorami L_ξ moßno poluqit~ ispol~zuØ (17) ili M-operator [9] [t(λ), L(μ)] = [M(λ, μ), L(μ)], (23) gde M(λ, μ) = −tr_{(1)} ( r_{12}(λ − μ)L_1(λ) ) − 1 2 tr_{(1)}r^2_{12}(λ − μ).

V qastnosti, imeem [ t(λ), X^−(μ) ] = 2 X^−(λ)h(μ) − X^−(μ)h(λ) λ − μ − − 2ξ(h(λ)h(μ) + h(μ)h(λ)) − 2ξ(X^−(μ) − ξ)X^+(λ), (24) [ t(λ), X^+(μ) ] = 2 h(λ)X^+(μ) − h(μ)X^+(λ) λ − μ + 2ξX^+(λ)X^+(μ). (25)

Iz poslednego sootnoxeniØ sleduet kommutativnost~ t(λ) s X^+_{gl} =^N ∑ n=1 X^+_n , t.k. v silu

(19) pri μ → ∞

lim μX^+(μ) = X^+_{gl}, lim h(μ) = −ξX^+_{gl}. (26)

Sobstvennye vektory t(λ) t(λ)Ψ ( {μ_j }^M_1 ) = Λ ( λ; {μ_j }^M_1 ) Ψ ( {μ_j }^M_1 ) (27)

poluqa¸tsØ primeneniem k Ω operatorov roßdeniØ Ψ ( {μ_j }^M_1 ) := B_M (μ_1, . . . , μ_M )Ω, (28)

B_M (μ_1, . . . , μ_M ) = X^−(μ_1) ( X^−(μ_2) − 2ξ ) . . . ( X^−(μ_M ) − 2(M − 1)ξ ) . (29)

Operatory roßdeniØ B_M (29) oblada¸t sledu¸wimi svoæstvami:

1. B_M (μ_1, . . . , μ_k, μ_{k+1}, . . . , μ_M ) = B_M (μ_1, . . . , μ_{k+1}, μ_k, . . . , μ_M ) – simmetriqnye funkcii argumentov.

2. Perestanovoqnye sootnoxeniØ s generatorami global~noæ sl(2) ⊂ L_ξ:

X^−_{gl} B_M = B_M X^−_{gl} + 2ξ M∑ j=1 B^{(j)}_{M−1} · X^−_{gl} , (30)

gde indeks j oznaqaet, qto argument μ_j v B^{(j)}_{M−1}(μ_1, . . . , μ_M ) opuwen;

h_{gl}B_M = B_M (h_{gl} − M) + 2ξ M∑ j=1 B^{(j)}_{M−1}(h_{gl} − M + 1); (31)

6 X^+_{gl} B_M = B_M X^+_{gl} + 2 M∑ j=1 B^{(j)}_{M−1} ^β_M (μ_j )

−4ξ ∑ k<j B^{(k,j)}_{M−2}( ^β_M (μ_k) + ^β_M (μ_j )) + . . . + 2(M − 1)!(−2ξ)^{M−1} M∑ j=1 ^β_M (μ_j ), (32)

gde vvedeno oboznaqenie dlØ operatora

^β_M (μ_j ) := h(μ_j ) −^M ∑ k≠j (μ_j − μ_k)^{−1}. (33)

V silu sootnoxeniØ (32) i uravneniæ Bete (21), zakl¸qaem, qto sobstvennye vektory t(λ) (28) ØvlØ¸tsØ vektorami starxego vesa global~noæ algebry sl(2):

X^+_{gl}Ψ ( {μ_j }^M_1 ) = 0.

HotØ ffto svoæstvo analogiqno izotropnoæ sl(2)-MG, vektory Ψ_M ( {μ_j }^M_1 ) deformirovannoæ modeli ØvlØ¸tsØ lineænoæ kombinacieæ vektorov izotropnoæ modeli s

N 6 M._{Obsußdenie prisoedinennyæ sobstvennyh vektorov i svØz~ s uravneniem Knißni-}

ka–Zamolodqikova budet sdelano v sledu¸weæ rabote.

Literatura

1. L. D. Faddeev, How algebraic Bethe Ansatz works for integrable models. in: A. Connes, K. Gawedzki and J.

Zinn-Justin (eds), Quantum Symmetries/Symetries quantiques, Proc. Les Houches summer school, Session LXIV, Les Houches, France, 1 August–8 Srptember 1995, North-Holland, Amsterdam, 1998, pp. 149–219.

2. P. P. Kulish and E. K. Sklyanin, Quantum spectral transform method. Recent developments. in: J. Hietarinta and C. Montonen (eds). Lecture Notes in Phys. 151. Springer, New York, 1992, pp. 61–119.

3. N. M. Bogol¸bov, A. G. Izergin, V. E. Korepin, KorrelØcionnye funkcii integriruemyh sistem i kvantovyæ metod obratnoæ zadaqi. Nauka, Moskva, 1992.

4. M. Gaudin, La fonction d’onde de Bethe. Masson, Paris, 1983, Ch. 13.

5. E. K. Sklyanin, — Zap. Nauchn. Semin. LOMI 164 (1987), 151–164 (in Russian); J. Soviet Math. 47 (1989), 2473–2499 (English transl.).

6. A. A. Belavin, V. G. Drinfel~d, — Funkci analiz i ego priloß. 16 (1982), No. 3, 1–29. 7. E. K. Sklyanin, — Lett. Math. Phys. 47 (1999), 275–292. 8. P. P. Kulish and A. A. Stolin, — Czech. J. Phys. 47 (1997), 123–131.

9. L. A. TahtadßØn, L. D. Faddeev, Gamil~tonov podhod v teorii solitonov. Nauka, Moskva, 1986.