POMI PREPRINT – 03/2002

KLASSIFIKACI˚ IZMERIMYH FUNKCI` NESKOL^KIH ARGUMENTOV I INVARIANTNO RASPREDELENNYE SLUQA`NYE MATRICY

A. M. Verxik

Sankt-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova Rossiæskoæ Akademii Nauk, Meßdunarodnyæ institut �. Xredingera, Bol~cmangasse 9, Vena 1090, AvstriØ

15 ØnvarØ 2002 g.

ABSTRACT. Classification of the measurable functions of the several arguments can be reduced to the description of the special measures in the space of matrices (tensors) – so called matrix distributions – which are invariant with respect to the group of permutations of indices. In the case of additional symmetries of the functions (symmetric functions, unitary or orthoganal symmetry etc.) these measures aslo have additional symmetries. This link between measurable functions and measures on the space of tensors as well as our method is useful in both directions: for investigations of the invariant properties of the functions and characterization of the matrix distributions from one side, and for the classification of all invariant measures. We also give a canonical model of trhe function with given matrix distribution.

The proofs based on the ergodic theorems and on the analysis of the action of the powers of symmetric groups – this gives a new proofs of the results of D. Aldous, O. Kallenberg, D. Pickrel, A. Vershik–G. Olshansky. In the same time given classification theorem for the functions can be applied to the Gromov’s problem about classification of the metric spaces with measures (mm-spaces). These applications and also related problems on universal Urysohn’s space will be considered elsewhere.

Key words: izmeriye funkcii, matriqnye raspredeleniØ, gruppy podstanovok, invariantnye mery.

Pri qastiqnoæ podderßke RFFI, grant 99-01-00098, a takße CRDF RM1-2244 1

Soderßanie

1.Vvedenie: pereqen~ problem.

2.Predvaritel~nye svedeniØ i opredeleniØ. 2.1.Klassiqeskiæ sluqaæ: funkcii odnoæ peremennoæ. 2.2.Qistye funkcii.

3.Polnyæ metriqeskiæ invariant izmerimyh funkciæ neskol~kih permennyh – matriqnoe raspredelenie.

3.1.Opredelenie matriqnogo raspredeleniØ.

3.2.Matriqnoe raspredelenie – polnyæ invariant metriqeskogo izomorfizma - qistyh funkciæ.

3.3.Svoæstva matriqnyh raspredeleniæ kak invariantnyh mer na prostranstve matric.

BibliografiØ.

1. Vvedenie: postanovka problem

�ta stat~Ø naqinaet seri¸ rabot, posvØwennyh klassifikacii izmerimyh funkciæ i sluqaænyh processov, opisani¸ invariantnyh mer na matricah i tenzorah, deæstvi¸ na nih stepeneæ simmetriqeskih grupp i teorii sluqaænyh matric. K tem ße voprosam otnositsØ klassifikaciØ metriqeskih prostranstv s meroæ (mmprostranstv po Gromovu), analiz universal~nyh prostranstv Urysona i dr.

V fftoæ stat~e my rassmotrim tol~ko problemu klassifikacii izmerimyh funkciæ k argumentov (Problema (F)) i ee svØz~ s problemoæ opisaniØ (SN)^k – invariantnyh mer (Problema (G)). Osnovnoæ sluqaæ k = 2 vkl¸qaet vaßnu¸ special~nu¸ problemu – klassifikacii metriqeskih prostranstv s meroæ (Problema (M)).

Problema (F) Rasklassificirovat~ izmerimye (nepreryvnye, gladkie i t.d) funkcii dvuh ili bolee argumentov, zadannyh na prostranstve Lebega s neprerynoæ meroæ s toqnost~¸ do metriqeskogo izomorfizma, t.e. s toqnost~¸ do preobrazovaniæ sohran¸wih meru kaßdogo iz argumenta v otdel~nosti.

Inaqe govorØ, dve izmerimyh funkcii f_1, f_2 s vewestvennymi znaqeniØmi (ili znaqeniØmi v proizvol~nom pol~skom prostranstve), opredelennyh na prostranstvah Lebega s nepreryvnymi merami (X_1 × Y_1, μ_1 × ν_1), (X_2 × Y_2, μ_2 × ν_2) sootvetstvenno, metriqeski izomorfny, esli f_2(x, y) = f_1(Sx, T y) gde T, S proizvol~nye obratimye sohranØ¸wie meru preobrazovaniiØ S : (X_2, μ_2) → (X_1, μ_1), T : (Y_2, ν_2) → (Y_1, ν_1).

IzmeneniØ, kotorye neobhodimo sdelat~ v postanovke problem dlØ sluqaØ proizvol~nogo qisla argumentov – oqevidny.

Dve simmetriqeskie izmerimye funkcii (f(x_1, x_2) = f(x_2, x_1)), zadannye na prostranstvah Lebega (X_1 × X_1μ_1 × μ_1) i (X_2 × X_2μ_2 × μ_2), metriqeski izomorfny kak simmetriqeskie funkcii, esli

f_2(x_1, x_2, ) = f_1(Sx_1, Sx_2),

gde S sohranØ¸wiæ meru izomorfizm prostranstv S : (X_2, μ_2) → (X_1, μ_1).

Problema (F_{symm}) Rasklassificirovat~ izmerimye simmetriqeskie funkcii s toqnost~¸ do izomorfizma.

V sluqae bol~xego qisla peremennyh moßno rassmatrivat~ razliqnye usloviØ simmetrii, a ne tol~ko obyqnu¸ ili kosu¸ simmetri¸. My vernemsØ k fftomu voprosu pozße.

Sluqaæ funkciæ odnoæ peremennoæ byl polnost~¸ rassmotren mnogo let nazad V. A. Rohlin [10], my citiruem ego rezul~tat niße; sluqaæ mnogih peremennyh suwestvenno sloßneæ. Net osnovaniæ dumat~, qto klassifikaciØ moßet byt~ slixkom prostoæ uße potomu, qto funkciØ dvuh peremennyh est~ funkciØ odnoæ peremennoæ, znaqeniØ kotoroæ mogut probegat~ proizvol~noe mnoßestvo izmerimyh funkciæ drugoæ peremennoæ, naprimer, mnoßestvo vseh funkciæ. PrivodimaØ niße veroØtnostnaØ interpretaciØ takße ukazyvet na sloßnost~ zadaqi klassifikacii.

Nax osnovnoæ rezul~tat svodit klassifikaci¸ k opisani¸ invariantyh mer na prostranstve matric (tenzorov) i, tem samym, izuqenie invariantnyh svoæstv funkciæ k izuqeni¸ special~nyh svoæstv fftih mer. S fftoæ toqki zreniØ predstavlØetsØ interesnym izuqenie metriqeskih invariantov razliqnyh klassov funkciæ.

Interesna i veroØtnostnaØ interpretaciØ problemy (F): s toqki zreniØ teorii sluqaænyh processov moßno sqitat~ prostranstvo X “vremenem”, snabßennym vero- Øtnostnoæ meroæ μ, a prostranstvo (Y ≡ Ω, ν) – abstraktnym veroØtnostnym prostranstvom (“prostranstvom fflementarnyh sobytiæ”, – prostranstvom Lebega). Togda izmerimaØ funkciØ f moßet rassmatrivat~sØ, kak sluqaænyæ process (pole) so vremenem X i s izmerimymi otnositel~no (X, μ) realizaciØmi x → f(x, .), – sluqaænymi veliqinami v “moment” x. Problema (F) v fftom kontekste ravnosil~na klassifikacii sluqaænyh processov s izmerimym vremenem s toqnost~¸ do do proizvol~nyh izmerimyh zamen vremeni. Stol~ grubaØ klassifikaciØ sluqaænyh processov polezna v teh sluqaØh, kogda struktura vremeni ne slixkom suwestvenna. Naprimer, takaØ klassifikaciØ gaussovskih processov nemedlenno svoditsØ k metriqeskoæ (simmetriqnoæ) klassifikacii ih korrelØcionnyh funkciæ B(., .). L¸bopytno, qto v fftoæ modeli sluqaænogo processa “vremØ” X i “veroØtnostnoe prostranstvo” Ω igra¸t ravnopravnye roli. �tot primer proØsnØet takße naxu osnovnu¸ konstrukci¸, v kotoroæ l¸boæ process vosstanavlivaetsØ po sluqaænoæ podposledovatel~nosti.

Vaßnyæ qastnyæ sluqaæ problemy (F_{symm}) takov: Problema (M).

Rasklassificirovat~ pol~skie (=polnye separabel~nye metrizuemye) prostranstva (X, ρ, μ) s metrikoæ ρ i veroØtnostnoæ borelevskoæ meroæ μ s toqnoqt~¸ do izometriæ, sohranØ¸wih meru.

Oqevidno, qto takaØ klassifikaciØ ravnosil~na metriqeskoæ klassifikacii metrik ρ kak simmetriqnyh izmerimyh funkciæ dvuh peremennyh na kvadrate prostranstva s prodakt–meroæ (X × X, μ × μ), i pofftomu ØvlØetsØ qastnym sluqaem problemy (F_{symm}). Troæki (X, ρ, μ) M. Gromov, iniciirovavxiæ fftu estestvennu¸ problematiku, nazval mm-prostranstvami [4]; v rabote [11] oni nazvany troækami Gromova ili metriqeskimi troækami. (ffpitet “metriqeskiæ” v ravnoæ mere otnositsØ i k metrikam i k meram). Izuqenie metriqeskih troek i klassifikacionnaØ problema polezny v spektral~noæ geometrii i drugih oblastØh (sm. [4, 11]). V neskol~ko inoæ, qem u nas, formulirovke v [4] predloßen invariant, kotoryæ v dannoæ rabote rassmatrivaetsØ v obwem sluqae i nazyvaetsØ matriqnym raspredeleniem – sm.takße [11].

Sleduet otmetit~, qto problema (M) vse ße znaqitel~no prowe qem problema (F), v kotoroæ kanoniqeskoe vosstanovlenie funkcii po invariantu (matriqnomu razbieni¸) provoditsØ sloßnee, qem v nepreryvnom sluqae (sm. niße).

Predpoloßim teper~, qto R – proizvol~noe pol~skoe prostranstvo, naprimer, R = R vewestvennaØ prØmaØ, i MNR = {r = {r_{i,j} }, i, j = 1 . . . ; r_{i,j} ∈ R}— est~ prostranstvo vseh beskoneqnyh matric s fflementami iz R, snabßennnoe slaboæ topologieæ, a M^{Symm}N (R) – podmnoßestvo simmetriqnyh matric. Oboznaqim qerez SN beskoneqnu¸ simmetriqesku¸ gruppu vseh koneqnyh podstanovok natural~nogo rØda, tem samym my opredelili deæstvie SN × SN na MN(R) sledu¸wim obrazom (grh^{−1})_{i,j} = r_{g(i),h(j)} (g, h ∈ SN – (ffto “razdel~noe deæstvie” SN), i deæstvie SN na M^{Symm}N (R): (grg^{−1})_{i,j} = r_{g(i),g(j)} - “simmetriqeskoe deæstvie” SN.

DlØ sluqaØ tenzorov bolee vysokogo ranga moßno opredelit~ deæstvie (SN)^k tak {r_{i1,...ik} } → {r_{g1(i1),...gk(ik)}} gde (g_1, . . . g_k) ∈ (SN)^k - - ffto est~ deæstvie v kovariantnyh tenzorah (ili v prostranstve mul~tilineænyh funkcionalov). Moßno ograniqit~ ffto deæstvie na razliqnye podgruppy (naprimer, diagonal~nu¸ podgruppu) i na podprostranstva tenzorov s temi ili inymi simmetriØmi. Esli R est~ prostranstvo vewestvennyh R ili kompleksnyh C qisel, to MN(R) i MN(C) sut~ prostranstva vewestvennyh i kompleksnyh matpric sootvetstvenno i moßno rasssmatrivat~ deæstvie (razdel~noe ili simmetriqeskoe) beskoneqnyh ortogonal~noæ O(N), ili unitarnoæ U(N) grupp. Analogiqnym obrazom moßno opredelit~ deæstvie stepeneæ fftih grupp v prostranstvah tenzorov vysxih rangov s razliqnymi simmetriØmi.

Problema (G).

Opisat~ vse borelevskie veroØtnostnye mery na prostranstve MN(R) (ili na M^{Symm}N (R), ili na prostranstve tenzorov i t.d.) invariantnye otnositel~no deæstviØ upomØnutyh grupp. Dostatoqno opisat~ lix~ ffrgodiqeskie mery.

V fftoæ rabote my rassmotrim v osnovnom lix~ razdel~noe deæstvie gruppy SN ×

SN na prostranste matric MN(R), drugie primery i obwiæ sluqaæ budet rassmotren

v drugom meste.

Odin klass primerov takih mer oqeviden - vse fflementy matric est~ odinakovo raspredelennye nezavisimye sluqaænye veliqiny na R, sootvetstvu¸wie mery my nazyvaem prodakt-merami. No imeetsØ ogromnoe semeæstvo vyroßdennyh SN × SNinvariantnyh ffrgodiqeskih mer (kak dlØ razdel~nogo, tak i dlØ simmetriqeskogo deæstviæ), kotorye estestvenno voznika¸t kak invarianty izmerimyh funkciæ. PredstavlØet interes takße sam tip deæstviØ beskoneqnyh simmetriqeskih grupp na prostranstve matric, snabßennyh fftoæ meroæ.

Problema (G) rassmatrivalas~ s veroØtnostnoæ toqki zreniØ D. Oldosom [1, 2], kotoryæ reduciroval problemu (G) k konkretnoæ versii problemy (F), i pozße podrobno izuqalas~ O. Kallenbergom [5, 6, 7] (sm. ssylki v fftih rabotah). Qto kasaetsØ problemy (F), to, hotØ ona i voznikala v teorii mery i ffrgodiqeskoæ teorii, mne neizvestny raboty, v kotoryh by ona rassmatrivalas~, i kakih-libo udovletvoritel~nyh metodov ee rexeniØ, vidimo, ne bylo.

Takim obrazom, my imeem lix~ netrivial~nye redukcii odnoæ problemy k drugoæ, sdelannyh razliqnymi matematikami, ffti redukcii uße da¸t poleznye sledstviØ v kaßdoæ iz problem: inogda invariantnye mery. Qto osobenno vaßno, – qto vse problemy – (F), (M), (G) – okazalis~ gladkimi v smysle teorii klassifikaciæ – ffto oznaqaet, qto klassy ffkvivalentnosti ime¸t horoxee prostranstvo parametrov i daße normal~nye formy. �to soverxenno neoqevidno apriori. Odnako, kak obyqno, neopredelennost~ klassifikacionnyh zadaq, kak i zadaq opisaniØ klassov ffkvivalentnyh ob¨ektov est~ neopredelennost~ vybora terminov v kotoryh daetsØ otvet. Vozmoßno,imeetsØ i inoæc vybor parametrov klassfikacii. V to ße vremØ iz predyduwego Øsno, qto l¸boe opisanie vrØd li moßet byt~ slixkom prostyym.

Osnovnyæ priem fftoæ raboty - vsestoronnee ispol~zovanie ffrgodiqeskoæ teoremy, fftogo okazyvaetsØ dostatoqno i dlØ klassifikacii izmerimyh funkciæ, i dlØ opisaniØ invariantnyh mer. V naxeæ rabote [12] byla postavlena problema (G) dlØ simmetriqeskoæ i unitarnoæ grupp i byl predloßen tak nazyvaemyæ ffrgodiqeskiæ metod dlØ nahoßdeniØ invariantyh mer. �ffektivnost~ fftogo metoda byla prodemonstrirovana na “odnomernyh zadaqah” – teoremah de Finetti (o simmetriqeskih merah) i Xenberga (o sferiqeski invariantnyh merah v gil~bertovyh prostranstvah). K soßaleni¸, otvety dlØ matriqnogo sluqaØ, dannye v [12] byli nepolny – vyroßdennye mery byli propuweny. Odnako, ffrgodiqeskiæ metod primenim i stol~ ße ffffektiven i v izuqaemyh problemah, qto vidno iz dal~neæxego. V to ße vremØ imeetsØ rØd al~ternativnyh podhodov sm. [1, 2, 5, 6, 7] i ssylki v nih. DlØ sluqaØ unitarnoæ gruppy est~ takße inye metody - V rabote Ol~xanskogo i avtora [8] ispol~zovalis~ dvoæstvennoe opisanie invariantnyh mer s pomow~¸ preobrazovaniØ Fur~e, teoriØ simmetriqeskih funkciæ i variant ffrgodiqeskogo metoda. Kak i v bolee ranneæ rabote PikrelØ [9] (no inym sposobom), ffta problema svØzyvalas~ s teorieæ vpolne poloßitel~nyh funkciæ na prØmoæ.

Rezul~taty fftoæ raboty takovy.

1. Opisanie polnogo invarianta izomorfizma izmerimyh funkciæ dvuh ili bolee argumentov na prostranstve Lebega so znaqeniØmi v proizvol~nom borelevskom prostranstve. �to, tak nazyvaemoe, matriqnoe raspredelenie, kotoroe est~ SN × SNinvariantnaØ mera na prostranstve matric MN(R). Matriqnoe raspredelenie est~ estestvennoe obobwenie ponØtiØ obyqnogo raspredeleniØ izmerimoæ funkcii odnogo peremennogo. Takim obrazom, - fftot invariant daet rexenie problemy (F) - sm. teoremu 2 paragrafa 3. Bolee toqno, my delaem redukci¸ problemy (F) k probleme (G) (sm. paragraf 3).

2. Harakteristiqeskoe svoæstvo matriqnyh raspredeleniæ kak SN×SN-invarian-tnyh mer na MN(R): oni ØvlØ¸tsØ prostymi merami, kotorye opredelØ¸tsØ nekotorym usloviem na ffrgodiqeskie razloßeniØ pervoæ i vtoroæ podgrupp gruppy SN ×SN (paragraf 3).

3. Kanoniqeskoe predstavlenie funkcii dvuh peremennyh s dannym matriqnym raspredeleniem, rekonstruiru¸wee izmerimu¸ funkci¸ po sqetnomu qislu ee znaqeniæ na setke (paragrafy 3–4).

My prodolßim obsußdenie fftih problem v dal~neæxih rabotah, v qastnosti, my dadim al~ternativnoe (po sravneni¸ s [1]- sm. konec paragrafa 3) rexenie problemy (G), rassmotrim primery metriqeskih troek i v qastnosti, prostranstvo Urysona, a novoe opisanie U(∞)-invariantnyh (unitarno invariantnyh) mer na prostranstve ffrmitovyh matric i tenzorov.

2. Predvaritel~nye svedeniØ i opredeleniØ 2.1. Klassiqeskiæ sluqaæ: funkcii odnoæ peremennoæ.

Preßde vsego, my napomnim (v neskol~ko inoæ forme qem v [10]) teoremu Rohlina o klassifikacii izmerimyh funkcii odnoæ peremennoæ so znaqeniØmi v proizvol~- nom borelevskom prostranstve. Pust~ f : X → R izmerimaØ funkciØ, zadannaØ na prostranstva Lebega (X, B, μ) so znaqeniØmi v standartnom borelevskom prostranstve R (naprimer, R, ili [0, 1]), zdes~ μ - nepreryvnaØ mera, opredelennaØ na sigmaalgebre B (obyqno my opuskaem oboznaqenie sigma-algebry). Napomnim, qto my vsegda, govorØ o funkciØh, imeem v vidu klassy ( mod 0) sovpada¸wih funkciæ, pofftomu vse konstrukcii dolßny byt~ korrektnymi po otnoxeni¸ k takoæ faktorizacii, my opuskaem taku¸ proverku, esli ona nosit rutinnyæ harakter.

Gruppa A (X, μ) vseh sohranØ¸wih meru (klassov (mod 0) sovpada¸wih) preobrazovaniæ prostranstva estestvenno deæstvuet na prostranstve S_μ(X; R) vseh izmerimyh funkciæ: (U_T )f(x) = f(T x) My rassmatrivaem invarianty fftogo deæstviØ, t.e. funkcionaly, postoØnnye na ego orbitah, kotorye nazyva¸tsØ metriqeskimi invariantami funkciæ.

Oqevidno, qto mera-obraz f ∘ μ t.e. raspredelenie funkcii f, kak mera na R, est~ metriqeskiæ invariant funkcii. No on ne uqityvaet kratnosteæ znaqeniæ, prinimaemyh funkcieæ, i potomu ne ØvlØetsØ polnym invariantom. Opredelim razbienie f^{−1}ϵ - na proobrazy toqek, toqnee, proobraz razbieniØ na toqki prostranstva obrazov. Kak i vsØkoe izmerimoe razbienie, ono imeet kanoniqesku¸ sistemu uslovnyh mer, prevrawa¸wih poqti kaßdyæ fflement razbieniØ v prostranstvo Lebega. Poskol~ku fflementy razbieniØ numeru¸tsØ toqkami prostranstva obrazov, poqti kaßdoæ toqke r ∈ R sopostavlen tip prostranstva Lebega, t.e. posledovatel~nost~ mer atomov

m^1(r) ≥ m^2(r) ≥ · · · ≥ 0, ∞X_{i=1 mi(r) ≤ 1} gde m^i(r) est~ mera i-go atoma uslovnoæ mery v fflemente razbieniØ, otveqa¸wemu znaqeni¸ funkcii ravnomu r. Tem samym, opredelena novaØ izmerimaØ funkciØ na prostranstve-obraze, snabßennaØ meroæ f ∘ μ (raspredeleniem) so znaqeniØmi v beskoneqnomernom simplekse:

Σ = {{m^i}^∞_{i=1} : m^i ≥ 0, ∞X_{i=1 mi ≤ 1}} Naprimer, esli m^1(r) ≡ 1 poqti vs¸du, to funkciØ f odnoznaqna, t.e. prinimaet poqti vse svoi znaqeniØ odin raz; esli m^i(r) ≡ 0 pri vseh i, to kratnost~ kontinual~na. I to i drugoe vytekaet iz teoremy Rohlina o klassifikacii izmerimyh razbieniæ, kotoraØ nemedlenno privodit nas k klassifikacii izmerimyh funkciæ odnogo argumenta:

Teorema 1 sm. [10]).. PolnaØ sistema metriqeskih invariantov izmerimyh funkciæ,

zadannyh na prostranstve Lebega, po otnoxeni¸ k deæstvi¸ gruppy vseh preobrazovaniæ, sohranØ¸wih meru est~

1) mera f ∘ μ na prostranstve znaqeniæ funkcii R ili raspredelenie funkcii f, i

2) izmerimaØ funkciØ m_f na prostranstve obrazov (R, f ∘ μ) (kak prostranstve s meroæ) – funkciØ kratnosteæ – so znaqeniØmi v beskoneqnomernom simplekse Σ.

�ta teorema opisyvaet orbity gruppy A (X, μ) v prostranstve S_μ(X; R) – dve funkcii f_1 f_2, zadannye na prostranstvah Lebega (X_1, μ_1) i (X_2, μ_1) so znaqeniØmi v borelevskom prostranstve R leßat na odnoæ orbite, esli troæki (R, f_1 ∘ μ_1, m_{f1} ) i (R, f_2 ∘ μ_2, m_{f2} ) – sovpada¸t. DlØ odnoznaqnyh funkciæ est~ horoxo izvestnaØ normal~naØ forma izmerimoæ funkcii, kak funkcii na otrezke – “monotonnaØ perestroæka”. �ti vewi horoxo izvestny, i my na nih ne ostanavlivaemsØ.

Sluqaæ neskol~kih peremennyh suwestvenno sloßnee i trebuet novyh ideæ. RazumeetsØ, delo opredelØetsØ tem, kak deæstvuet gruppa, otnositel~no kotoroæ my klassificiruem funkcii neskol~kih peremennyh. PrØmoe proizvedenie grupp preobrazovaniæ sohranØ¸wih kaßdyæ argument v otdel~nosti deæstvuet gorazdo bolee sloßnym obrazom, qem gruppa vseh sohranØ¸wih meru preobrazovaniæ. Esli by my klassificirovali funkcii dvuh peremennyh otnositel~no gruppy skrewennyh proizvedeniæ, to rexenie zadaqi bylo by ne namnogo sloßnee (no bolee gromozdko) rassmotrennogo vyxe sluqaØ funkciæ odnoæ peremennoæ, poskol~ku deæstvie posledneæ gruppy reduciruetsØ k deæstvi¸ gruppy vseh preobrazovaniæ. Razliqie meßdu takoæ klassifikacieæ i problemoæ (F) analogiqno razliqi¸ meßdu razreximym i poluprostym deæstviØmi grupp.

DrugaØ redukciØ – rassmatrivat~ funkci¸ dvuh peremennyh, kak funkci¸ odnoæ peremennoæ so znaqeniØmi v funkciØh drugoæ peremennoæ; takim obrazom, uqityvaØ, privedennu¸ vyxe klassifikaci¸, my svodim zadaqu k klassifikacii mer na prostranstve izmerimyh funkciæ s toqnost~¸ do sohranØ¸wih meru preobrazovaniæ, no poslednØØ zadaqa soverwenno neobozrima i a priori daße ne Øsno, imeet li ona “gladkiæ” otvet, krome togo, dlØ simmetriqeskoæ klassifikacii ili pri bol~xem qisle argumentov takoæ podhod soverxeno ne ffffektiven. My poædem drugim putem.

2.2. Qistye funkcii.

Rassmotrim izmerimye funkcii k peremennyh; my sosredotoqimsØ na sluqae k = 2 – izmeneniØ, kotorye neobhodimo sdelat~ dlØ k > 2 - oqevidny. FunkciØ f zadana na prostranstve (X ×Y, B_X ×B_Y , μ×ν) s nepreryvnoæ meroæ^1 Gruppa A(X, μ)×A(Y, ν) deæstvuet (razdel~no) na oba argumenta: ((S, T )f)(x, y) = f(Sx, T y), S ∈ B_X , T ∈ B_Y . Parallel~no my rassmatrivaem simmetriqeskiæ sluqaæ, pri fftom (X, μ) = (Y, ν), f(x, y) = f(y, x), a gruppa A(X, μ) deæstvuet diagonal~no (Sf)(x, y) = f(Sx, Sy), S ∈ A(X, μ) na simmetriqeskih funkciØh. Zametim, qto razliqie v metodah izuqeniØ fftih dvuh sluqaev ne slixkom veliko.

Preßde vsego, my iskl¸qim ffffekt “kratnosteæ”. Opredelim na prostranstvah (X, μ) i (Y, μ) razbieniØ ζ^X i ζ^Y sootvetstvenno sledu¸wim obrazom: dve toqki x_1.x_2 prostranstva X (sootv. y_1, y_2 prostranstva Y ) prinadleßat odnomu i tomu ße ffle-

1Diskretnye mery v zadaqe klassifikacii interesny lix~ v tom sluqae, kogda oni odnorodny, i tem samym, kogda prostranstvo s meroæ – koneqno. Esli koneqny i X, i Y , to my poluqaem horoxo izvestnu¸ zadaqu o klassifikacii matric otnositel~no gruppy vseh podstanovok strok i stolbcov (razdel~noæ ili net); ffto – trudnaØ koneqnaØ zadaqa, vkl¸qa¸waØ, naprimer, zadaqu klassifikacii grafov, i predstavlØ¸waØ interes s kombinatornoæ i sloßnostnoæ toqki zreniØ, no ne s toæ, kotoraØ rassmatrivaetsØ zdes~. Esli ße koneqno tol~ko odno iz prostranstv X, Y to zadaqa klassifikacii, kak netrudno videt~, nemedlenno svoditsØ k sluqa¸ funkciæ odnoæ peremennoæ so znaqeniØmi v simmetriqeskoæ stepeni prostranstva znaqeniæ ishodnoæ funkcii.

mentu razbieniØ ζ^X (sootv. ζ^Y ), esli f(x_1, y) ≡ f(x_2, y) dlØ ν-poqti vseh y, (sootv. f(x, y_1 ) ≡ f(x, y_2)

dlØ μ-poqti vseh x). Poskol~ku f – izmerimaØ funkciØ razbieniØ ζ^X i ζ^Y izmerimy.

Opredelenie 1. IzmerimaØ funkciØ f(., .) nazyvaetsØ qistoæ po otnoxeni¸ k pervo-

mu (vtoromu) argumentu esli razbienie ζ^X (sootv. ζ^Y ) est~ razbienie na otdel~nye toqki ( mod 0) prostranstva (X, μ) (sootv. (Y, ν)); i qistoæ esli oba razbieniØ est~ razbieniØ na otdel~nye toqki mod 0. (V sluqae simmetriqeskoæ funkcii oba razbieniØ sovpada¸t).

Qistye funkcii igra¸t rol~ odnoznaqnyh funkciæ v sluqae odnoæ peremennoæ, klassifikaciØ proizvol~nyh funkciæ svoditsØ k klassifikacii qistyh funkciæ.

Predpoloßim f(., .) proizvol~naØ izmerimaØ funkciØ na prostranstve (X × Y, μ × ν) i predpoloßim qto ζ^X, ζ^Y est~ izmerimoe razbieniØ, opredelœnnye vyxe. Profaktorizuem prostranstvo X po razbini¸ ζ^X i prostranstvo Y po razbieni¸ ζ^Y . Na korrektno opredelennom faktor-prostranstve (X/ζ^X × Y /ζ^Y , μ_ζX × ν_ζY ), gde μ_ζX , ν_ζY – sootvetstvu¸wie faktor-mery, opredelim novu¸ izmerimu¸ funkci¸ f̄ s novym prostranstvom znaqeniæ R̄ = R × Σ × Σ sledu¸wim obrazom: znaqenie funkcii f̄ v toqke (x̄, ȳ) ∈ (X/ζ × Y /ζ) est~ troæka (f(x, y), {m^i(x̄)}^∞_{i=1}, {m^i(ȳ)}^∞_{i=1}) ∈ (R × Σ × Σ), gde x̄ (sootv. ȳ) est~ fflement razbieniØ ζ^X (sootv. ζ^Y ), kotoryæ soderßit toqku x (sootv. y), a posledovatel~nost~ {m^i(x̄)}_{i=1} (sootv.{m^i(ȳ)}_{i=1}) – est~ metriqeskiæ tip uslovnoæ mery fflementa razbieniØ x̄ (sootv. ȳ) razbieniØ ζ^X (sootv. ζ^Y ) prostranstva (X, μ) (sootv. (Y, ν)). Korrektnost~ opredeleniØ sleduet iz opredeleniØ razbieniØ ζ i iz oprededntØ funkcii f̄ . Sledu¸waØ lemma pokazyvaet, qto klassifikaciØ proizvol~nyh funkciæ s pomow~¸ takogo rasxireniØ prostranstva znaqeniæ svoditsØ k klassifikacii naibolee interesnogo sluqaØ qistyh funkciæ, kotoryæ izuqaetsØ v sledu¸wem paragrafe.

Lemma 1. 1) DlØ l¸boæ izmerimoæ funkcii f funkciØ^¯f (s rasxirennym prostran-

stvom znaqeniæ), opredelennaØ vyxe, ØvlØetsØ qistoæ.

2) Dve izmerimye funkcii f_1, f_2 izomorfny togda i tol~ko togda, kogda izomorfny sootvetstvu¸wie qistye funkcii f̄_1, f̄_2.

Dokazatel~stvo. Punkt 1) sleduet iz opredeleniØ funkcii^¯f : qistoæ ØvlØetsØ uße

pervaØ komponenta funkcii f̄ , a imenno f(x, y) kak funkciØ na (X/ζ × Y /ζ). Predpoloßim teper~, qto funkcii f̄_1 i f̄_2 - metriqeski izomorfny, togda izmorfny pervye komponenty (kak funkcii na faktor-prostranstvah), i sovpada¸t metriqeskie tipy poqti vseh sootvetstvu¸wih fflementov razbieniæ ζ^X i ζ^Y , no togda iz teoremy Rohlina o klassifikacii izmerimyh razbieniæ vytekaet izomorfizm samih razbiniæ, i, tem samym, izomorfizm funkciæ f_1 i f_2. Naoborot, esli f_1 i f_2 izmomorfny, to tot ße izmomorfizm osuwestvlØet i izomorfizm qistyh funkciæ f̄_1 i f̄_2. •

Lemma ob¨ØsnØet analogi¸ meßdu odnoznaqnymi funkciØmi odnogo argumenta i qistymi funkciØmi neskol~kih argumentov. Ona bukval~no perenositsØ na sluqaæ klassifikacii simmetriqeskih funkciæ.

3. Polnyæ metriqeskiæ invariant izmerimyh funkciæ neskol~kih argumentov: matriqnoe raspredelenie 3.1. Opredelenie matriqnogo raspredeleniØ.

My rassmatrivaem izmerimye funkcii dvuh argumentov, zadannye na prØmom proizvedenii dvuh prostranstv Lebega s nepreryvnoæ meroæ, ne umalØØ obwnosti moßno sqitat~. qto oblast~ zadaniØ – ediniqnyæ kvadrat s lebegovoæ meroæ. Oblast~¸ znaqeniæ moßet byt~ l¸boe standartnoe borelevskoe prostranstvo, naprimer otrezok [0, 1] ili vewestvennaØ prØmaØ R, (v teh sluqaØh, kogda my primenØem ffrgodiqesku¸ teoremu), – razumeetsØ, vybor prostranstva znaqeniæ R nesuwestvennen dlØ klassifikacii funkciæ. Pust~ f – izmerimaØ funkciØ dvuh argumentov, zadannaØ na prostranstve (X ×Y, μ×ν) so znaqeniØmi v nektorom standartnom borelevskom prostranstvee R i ((X × Y )N, (μ × ν)N) – beskoneqnoe prØmoe proizvedenie oblasteæ zadniØ funkcii. Pust~ MN(R) est~ prostranstvo vseh matric s koordinatami v prostranstve R. My perenosim na MN(R) strukturu borelevskogo prostranstva inducirovannu¸ iz R; vse rassmatrivaemye mery budut borelevskimi po otnoxeni¸ k neæ.

Opredelim otobraßenie

F_f : (X × Y )N → MN(R)

po formule F_f (x_1, . . . ; y_1 . . . ) = {f(x_i, y_j )}^∞_{i,j=1}

Opredelenie 2. F -obraz mery (μ × ν)N otnositel~no otobraßeniØ Ff – na prostran-

stve matric MN(R) t.e. F_f ∘ (μ × ν)N ≡ (μ × ν)N(F^{−1}_f .) – nazyvaetsØ matriqnym raspredeleniem funkcii f i oboznaqaetsØ D_f . DlØ sluqaØ simmetriqeskoæ klassifikacii my opredelØem otobraßenie F_f : XN → MN(R), kak F_f (x_1 . . . ) = {f(x_i, x_j ), i, j = 1 . . . } i matriqnym raspredeleniem nazyvaem meru and D_f = F_f ∘ μN ≡ μN(F^{−1}_f .)

Takim obrazom, mera D_f na MN(R) est~ raspredelenie sluqaænyh matric {f(x_i, y_j )}^∞_{i,j=1} gde {x_i}, {y_j } est~ posledovatel~nost~ nezavisimyh odinakovo raspredelennyh sluqaænyh toqek prostranstva (X, Y ) s raspredeleniem (μ, ν).

�ta mera D_f odnoznaqno opredelØetsØ svoimi koneqnomernymi raspredeleniØmi t.e. raspredeleniØmi matric {f(x_i, y_j )}^n_{i,j=1} porØdka n, kogda n probegaet N. Obyqnoe raspredelenie funkcii f kak funkcii odnogo argumenta (x, y) na prostranstve (X × Y, μ × ν) est~ neqto inoe, kak odnomernoe raspredelenie – t.e. raspredelenie odnoæ koordinaty matricy, bezrazliqno kakoæ v silu invariantnosti mery, naprimer koordinaty r_{1,1} ili r_{1,2} v simmetriqeskom sluqae. Zametim, qto otobraßenie F_f moßet ne byt~ odnoznaqnym (sm. dalee).

Termin “matriqnoe raspredelenie” ob¨ØsnØetsØ analogieæ so sluqaem odnoæ peremennoæ. Pust~ f : (X, μ) → (R, d_f ), gde mera d_f = f ∘ μ na R est~ raspredelenie funkcii f, i pust~ {x_i}N_{i=1} nekotoryæ fflement prostranstva XN, togda otobraßenie F_f : XN → RN, opredelØemoe takim ße obrazom, kak i vyxe: F_f ({x_i}) = {f(x_i)} ∈ RN, perevodit meru μN na XN v prodakt-meru dN_f in RN. Pofftomu matriqnoe raspredelenie D_f igraet taku¸ ße rol~ kak proizvedenie dN_f dlØ sluqaØ odnoæ peremennoæ no struktura matriqnogo raspredeleniØ D_f gorazdo sloßnee qem prodakt-mera dN_f v

RN_.

Vo vsem dal~neæxem beskoneqnaØ simmetriqeskaØ gruppa finitnyh podstanovok natural~nogo rØda SN igraet osnovnu¸ rol~. Oqevidno, mera dN_f ØvlØetsØ SNinvariantnoæ i ffrgodiqnoæ, a teorema de Finetti utverßdaet qto vse takie mery poØvlØ¸tsØ iz fftoæ konstrukcii s izmerimoæ funkcieæ. DlØ klassifikacii funkciæ k peremennyh suwestvenna k-taØ stepen~ fftoæ gruppy, dlØ k = 2 - ffto SN × SN. �ta gruppa estestvenno deæstvuet na matricah perestanovkami strok i stolbcov.

Lemma 2. DlØ vsØkoæ izmerimoæ funkcii f matriqnoe raspredelenie Df ØvlØetsØ SN× SN-invariantnoæ ffrgodiqeskoæ meroæ na prostranstve matric MN(R). Dokazatel~stvo. Mera (μ × ν)N na prostranstve (X × Y )N oqevidno invariantna i

ffrgodiqna po otnoxeni¸ k fftoæ gruppe, no otobraßenie F_f perevodit fftu meru v prostranstvo matric i kommutiruet s deæstviem gruppy v obraze i proobraze. •

Odnako, v otliqie ot sluqaØ odnoæ peremennoæ, analog teoremy de Finetti uße ne veren, i ne vse invariantnye ffrgodiqeskie mery poØvlØ¸tsØ, kak matriqnye raspredeleniØ – sm. dalee.

Drugoe oqevidnoe svoæstvo matriqnogo raspredeleniØ, kak i l¸boæ SN × SNinvariantnoæ ffrgodiqeskoæ mery, otmeqavxeesØ v literature (sm. [1, 5]):

Zameqanie 1. Dve koordinaty matricy s diz¨¸nktnymi indeksami (i, j) i (i1, j1),

gde i ≠ i_1, j ≠ j_1 – nezavismy kak funkcii na prostranstve s meroæ (MN(R), D_f ). Bolee togo, dva diz¨¸nktnyh massiva {r_{i,j} }_{i,j<N} i {r_{i,j} }_{i,j≥N} nezavisimy pri vseh natural~nyh N.

�to svoæstvo vytekaet iz opredeleniØ matriqnogo raspredeleniØ, no takße slduet i teoremy de Finetti dlØ proizvol~nyh SN × SN-invariantnyh ffrgodiqeskih mer. (sm. dalee).

S tehniqeskoæ toqki zreniØ inogda bolee udobno ispol~zovat~ odnostoronnie sdvigi na prostranstve matric vmesto deæstviØ gruppy SN.

Opredelenie 3.. Mera na MN(R) nazyvaetsØ stacionarnoæ, esli ona invariantna

otnositel~no gorizontal~nogo i vertikal~nogo sdviga: gorizontal~nyæ sdvig H ubivaet pervyæ stolbec, a vertikal~nyæ sdvig V - pervu¸ stroku: {H(r)}_{i,j} = r_{i,j+1} {V (r)}_{i,j} = r_{i+1,j} . Stoit upomØnut~, qto vo vseh naxih rassmotreniØh vmesto prostranstva matric

MN(R) moßno rassmatrivat~ prostranstvo MZ(R) matric s qetyr~mØ beskoneqno-

stØmi – {{r_{i,j} }_{(i,j)∈}Z2} = MZ(R) V terminah funkciæ ffto oznaqaet, qto numeraciØ posledovatel~nosteæ argumentov takße dvustoronnØØ: {x_i}_{i∈}Z, {y_j }_{j∈}Z i vmesto polugruppy sdvigov v fftom sluqae deæstvuet gruppa dvustoronnih sdvigov, qto inogda udobnee.

Lemma 3. KaßdaØ SN ×SN-invariantnaØ mera na prostranstve MN(R) ØvlØetsØ sta-

cionarnoæ meroæ. Deæstvie SN na mnoßestve strok (stolbcov) ffrgodiqno togda i tol~ko togda, kogda ffrgodiqnen vertikal~nyæ (sootv.gorizontal~nyæ) sdvig.

Dokazatel~stvo. Rasmotrim matricu {ri,j }^∞_{i,j=1} kak posledovatel~nost~ stolbcov:

{r̄}^∞_{i=1}, gde r̄_i est~ i-taØ stolbec matricy {r_{i,j} }. Takim obrazom, my imeem sluqaænu¸ posledovatel~nost~ stolbcov; primenim k neæ izvestnu¸ teoremu de Finetti kotoraØ utverßdaet qto SN-invariantnaØ mera na prostranstve posledovatel~nosteæ s l¸bymi znaqeniØmi (v naxem sluqae – iz RN) est~ smes~ prodakt-mer, kotorye, tem samym invariantny otnositel~no gorizontal~nogo sdviga. To ße verno dlØ strok i vertikal~nogo sdviga. Tem samym, mera stacionarna. Utverßdenie ob ffrgodiqnosti stanovitsØ oqevidnym. •

Zameqanie 2. Vertikal~nyæ i gorizontal~nyæ sdvig v prostranstve matric, snab-

ßennyh matriqnym raspredeleniem ØvlØ¸tsØ bernullievskimi, tak kak ØvlØ¸tsØ faktorami sdviga Bernulli v prostranstvah (X × Y, μ × ν)N (vertikal~nyæ sdvig est~ faktor-sdvig sdviga v (X, μ)N, a gorizontal~nyæ sdvig – v (Y, ν)N).

3.2. Matriqnoe raspredelenie – polnyæ invariant metriqeskogo izomorfizma qistyh funkciæ.

Sformuliruem osnovnoæ rezul~tat fftogo paragrafa.

Teorema 2 (KlassifikaciØ izmerimyh funkciæ dvuh peremennyh). Matriqnoe ras-

predelenie, kak mera D_f v MN(R), (to est~, kak sluqaænaØ beskoneqnaØ matrica) est~ polnyæ invariant metriqeskogo izomorfizma qistyh izmerimyh funkciæ. Inymi slovami

1) Esli dve (neobØzatel~no qistyh) izmerimyh funkcii f_1 i f_2 izomorfny, to D_{f1} = D_{f2} ; i 2) Esli dve qistyh izmerimyh funkcii f_1, f_2, zadany na prostranstvah (X_1 × Y_1, μ_1 × ν_1) i (X_2 × Y_2, μ_2 × ν_2) sootvetstvenno, prinima¸t znaqeniØ v borelevskom prostranstve R i ime¸t ravnye matriqnye raspredeleniØ: D_{f1} = D_{f2} – (ravenstvo ponimaetsØ, kak ravenstvo mer na prostranstve matric MN(R)), togda f_1 i f_2 metriqeski izomorfny, t.e. suwestvuet takie sohranØ¸wie meru preobrazovaniØ S_1, S_2, gde S_1 : (X_1, μ_1) → (X_2, μ_2) i S_2 : (Y_1, ν_1) → (Y_2, ν_2), qto f_2(x, y) = f_1(S_1x, S_2y) dlØ poqti vseh (x, y) ∈ (X_2 × Y_2).

V qastnosti, matriqnye raspredeleniØ odnoznaqno parametrizu¸t orbity deæstviØ prØmogo proizvedeniØ grupp: A(X, μ) × A(Y, ν) v prostranstve qistyh izmerimyh funkciæ, zadannyh na (X × Y, μ × ν).

Snaqala dokaßem oqevidnyæ punkt 1).

Dokazatel~stvo. Pust~ dve (ne obØzatel~no qistye) funkcii, zadany na prostran-

stvah (X_1 × Y_1, μ_1 × ν_1) i (X_2 × Y_2, μ_2 × ν_2) sootvetstvenno i suwestvuet dva takih obratimyh sohranØ¸wih mery preobrazovaniØ S_1 : X_1 → X_2 i S_2 : Y_1 → Y_2, qto f_2(., .) = f_1(T., S.), to preobrazovaniØ (S_1 × S_2)N perevodØt (X_1 × Y_1)N v (X_2 × Y_2)N, a meru (μ_1 × ν_1)N v meru (μ_2 × ν_2)N, pofftomu preobrazovaniØ (S_1 × S_2)N osuwestvlØ¸t ffkvivalentnost~ otobraßeniæ F_{f1} : (X_1 × Y_1) → MN(R) i F_{f2} : (X_2 × Y_2) → MN(R) (kak funkciæ “odnogo” argumenta) i, sledovatel~no, ffti funkcii ime¸t odinakovye raspredeleniØ D_{f1} and D_{f2} kak mery v MN(R). •

Koneqnomernye matriqnye raspredeleniØ, t.e. raspredeleniØ l¸boæ koneqnoæ podmatricy – {f(x_i, y_j )}^n_{i,j=1}, gde {x_i, y_j }^n_{i,j=1} est~ koneqnaØ posledovatel~nost~ nezavisimyh toqki prostranstva (X × Y ) s raspredeleniem (μ × ν), razumeetsØ, takße ØvlØetsØ metriqeskim invariantom izmerimoæ funkcii f(., .), a ih sovokupnost~ po vsem n opredelØet matriqnoe raspredelenie. ˚vnoe vyqislenie fftih koneqnomernyh raspredeleniæ i izuqenie svoæstv sluqaænyh koneqnyh matric (srednie, spektr, shodimost~ i pr.) dlØ teh ili inyh klassov funkciæ (naprimer, dlØ metrik ili gladkih funkciæ) predstavlØ¸t bol~xoæ interes.

Dokazatel~stvo osnovnogo punkta 2) naqnem so sledu¸wego prostogo, no vaßnogo utverßdeniØ o qistyh funkciØh.

Opredelim snaqala v prostranstve RN bazis, sostoØwiæ iz cilindriqeskih mnoßestv, sledu¸wim obrazom. Pust~ {C_{n,k}}^∞_{k=1} sqetnyæ bazis algebry borelevskih mnoßestv prostranstva R^n, n = 1 . . . , kaßdomu mnoßestvu C_{n.k} sopostavim cilindriqeskoe mnoßestvo C̄_{n.k} sostoØwee iz teh beskoneqnyh posledovatel~nosteæ fflementov R, naqal~nyæ n-fragment kotoryh leßit v mnoßestve C_{n.k}. Sistema mnoßestv C ≡ {C̄_{n.k}}^∞_{n,k} obrazuet fiksirovannyæ bazis borelevskih mnoßestv v RN. Pust~ f - qistaØ funkciØ po otnoxeni¸ ko vtoromu (pervomu) argumentu, zadannaØ na prostranstve (X × Y, μ × ν),

Lemma 4. DlØ poqti vseh po otnoxeni¸ k mere μN posledovatel~nosteæ {xi}^∞_1 (so-

otv. {y_j }^∞_1 ) sistema izmerimyh podmnoßestv prostranstva (Y, ν), opredelØemaØ kak B^2_{n,k} = {y : {f(x_i, y)}^n_{i=1} ∈ C_{n,k}} (sootv. B^1_{n,p} = {x : {f(x, y_j )}^n_{j=1} ∈ C_{n,p}}) ØvlØetsØ bazisom sigma-algebry vseh izmerimyh mnoßestv B_Y v (Y, ν) (sootv. B_X v (X, μ). Sledovatel~no, dlØ poqti vseh posledovatel~nosteæ ({x_i}, {y_j }) semeæstvo mnoßestv {B^1_{n,p} × B^2_{m,k}}_{{n,p,m,k}} est~ bazis prostranstva (X × Y, μ × ν) Dokazatel~stvo. Opredelim sigma-algebru Bn, poroßdennu¸ vsemi mnoßestvami

B_{n,k}, vvedœnnymi vyxe, dlØ fiksirovannogo n, i sootvetstvu¸wee eæ podprostranstvo F_n – izmerimyh funkciæ na (Y, ν), kotorye izmerimy otnositel~no fftoæ sigmaalgebry. Pust~ semeæstvo vseh funkciæ iz ob¨edineniØ F = ∪_nF_n ne razdelØet toqek prostranstva (Y, ν). �to oznaqaet, qto razbienie na urovni postoØnstva vseh funkciæ iz F ne ØvlØetsØ razbieniem na otdel~nye toqki ( mod 0). Rassmotrim kakie-libo dve toqki y_1, y_2 leßawie v odnom fflemente fftogo razbieniØ. Togda iz opredeleniØ mnoßestv B_{n,k} i togo fakta, qto {C_{n,k}}^∞_{k=1} est~ bazis v algebre vseh borelevskih mnoßestv prostranstva R^n), vytekaet, qto

f(x_i, y_1) = f(x_i, y_2)

dlØ vseh i = 1 . . . . V to ße vremØ, esli ffto vypolneno dlØ μN-poqti vseh posledovatel~nosteæ x_i, to ravenstvo f(x, y_1 ) = f(x, y_2) dolßno vypolnØt~sØ dlØ poqti vseh x. Deæstvitel~no, esli neravenstvo f(x, y_1 ) ≠ f(x, y_2) imeet mesto na mnoßestve poloßitel~noæ mery v (X, μ), to po ffrgodiqeskoæ teoreme ono dolßno vypolnØt~sØ dlØ nekotoryh x_i gde i probegaet mnoßestvo indeksov poloßitel~noæ plotnosti N dlØ

μN_{-poqti vseh posledovatel~nosteæ {xi}. No poskol~ku funkciØ f - qistaØ, to ra-}

venstvo f(x, y_1 ) = f(x, y_2) ne moßet vypolnØt~sØ poqti vs¸du po x dlØ razliqnyh y_1 i y_2. Pofftomu i ishodnoe predpoloßenie f(x_i, y_1) = f(x_i , y_2) moßet osuwestvlØt~sØ tol~ko na mnoßestve posledovatel~nosteæ {x_i} nulevoæ mery μN. Pofftomu, dlØ poqti vseh takih posledovatel~nosteæ funkcii iz F razdelØ¸t toqki, prostranstva (Y, ν) i sledovatel~no sistema izmerimyh mnoßestv B_{n,k} est~ bazis sigma-algebry vseh izmerimyh mnoßestv prostranstva (Y, ν). Analogiqnoe utverßdenie verno i dlØ prostranstva (X, μ) i, tem samym, dlØ (X × Y, μ × ν). •

Sledstvie 1. Esli f – qistaØ funkciØ, to dlØ poqti vseh posledovatel~nosteæ {xi}

({y_j }) ograniqenie otobraßeniØ F_f na podmnoßestvo (toqnee, na fflementy sootvetstvu¸wego razbieniØ) {x_i} × Y N (XN × {y_j }) ØvlØetsØ izomorfizmom ( mod 0). V to ße vremØ otobraßenie F_f moßet i ne byt~ izomorfizmom vsego prostranstva (X × Y, μ × ν)N na MN(R)).

Teper~ my moßem ffakonqit~ dokazatel~stvo punkta 2) teoremy i dokazat~, qto matriqnoe raspredelenie D_f est~ polnyæ invariant metriqeskogo izomorfizma funkciæ.

Dokazatel~stvo. Predpoloßim, qto u dvuh qistyh izmerimyh funkciæ f1 i f2 ma-

triqnye raspredeleniØ sovpada¸t D_{f1} = D_{f2} ; my dolßny postroit~ izomorfizmy prostranstv S_1 : (X^1, μ^1) → (X^2, μ^2) i S_2 : (Y^1, ν^1) → (Y^2, ν^2), na kotoryh zadany funkcii tak, qtoby f_2(x, y) = f_1(S_1x, S_2y) dlØ poqti vseh (x, y) ∈ (X^2 × Y^2).

Oboznaqim dlØ kratkosti qerez D = D_{f1} = D_{f2} matriqnoe raspredelenie kak meru na MN(R)

Izomorfizm budet opredelØt~sØ s pomow~¸ biekcii bazisov sootvetstvu¸wih prostranstv s meroæ, pofftomu nam dostatoqno ustanovit~ sootvetstvie meßdu bazisom l¸bogo iz prostranstv (X^s × Y^s, μ^s × ν^s)s = 1, 2 s bazisom nekotorogo tret~ego prostranstva. Inaqe govorØ, my postroim izomorfizm proizvol~noæ qistoæ funkcii f, zadannoæ na prostranstve (X ×Y, μ×ν) s matriqnym raspredeleniem D i opredelØemoæ dalee kanoniqeskoæ modeli izmerimoæ funkcii s zadannym matriqnym raspredeleniem na prostranstve RN × RN, snabßennom nekotoroæ prodakt-meroæ, opredelennoæ niße.

Vyberem matricu {r_{i,j} } iz nekotorogo mnoßestva polnoæ D-mery. tem samym r_{i,j} = f_1(x_i, y_j ), gde {x_i, } ∈ XN, {y_j } ∈ Y N, s = 1, 2 prinadleßat sootvetstvu¸wemu mnoßestvu polnoæ prodakt-mery. Naxi izomorfizmy budut zaviset~ ot vybora fftoæ matricy (t.e. ot vybora posledovatel~nosteæ x-ov i y-ov). Po dokazannoæ lemme (sm. takße sledstvie) dlØ qistyh funkciæ sistema mnoßestv {B^1_{n,p}×B^2_{m,k}}_{{n,p,m,k}} obrazuet bazis prostranstva (X, μ) × (Y, ν), kotoryæ opredelØlsØ s pomow~¸ borelevskogo bazisa v prostranstve RN: B^2_{m,k} = {y : {f(x_i, y)}^m_{i=1} ∈ C_{m,k}} i B^1_{n,p} = {x : {f(x, y_j )}^n_{j=1} ∈ C_{n,p}}), gde {C_{n,k}}^∞_{k=1} - mnoßestva iz bazisa borelevskih mnoßestv v prostranstve R^n, n = 1 . . . . Kak vidno, ffti bazisy svØzany s matriceæ {r_{i,j} } = {f(x_i , y_j )}.

A imenno, my opredelili otobraßeniØ L_{{xi}} : (Y, ν) → (RN, ν_{{xi}}) L_{{xi}}(y) = {f(x_i, y)}_{i∈}N; sootv. L_{{yj }} : (X, μ) → (RN, μ_{{yj }}) L_{{yj }}(x) = {f(x, y_j )}_{j∈}N, i, tem samym, otobraßeniØ L_{{yj }} × L_{{xi}} : (X × Y, μ × ν) → (RN × RN, μ_{{yj }} × ν_{{xi}}) L_{{yj }} × L_{{xi}}(x, y) = ({f(x, y_j )}, {f(x_i, y)}). InterpretaciØ mer ν_{{xi}} i μ_{{yj }} kak mer na RN oqen~ prosta – ffto sovmestnye raspredeleniØ beskoneqnyh posledovatel~nosteæ znaqeniæ {f(x_i, y)} i {f(x, y_j )}), t.e. raspredelenie stroki i stolbca matricy. SvØßem ffti mery s matriceæ r bolee prØmo. Opredelim dve sistemy podmnoßestv natural~nyh qisel N: N^2_{n,k} = {m ∈ N : {r_{i,m} = f(x_i, y_m)}^n_{i=1} ∈ C_{n,k}} = {m ∈ N : y_m ∈ B^2_{n,k}} i N^1_{n,p} = {m ∈ N : {r_{m,j} = f(x_m, y_j )}^n_{j=1} ∈ C_{n,p}} = {m ∈ N : x_m ∈ B^1_{n,p}}

S fftogo momenta nam udobno sqitat~ proctranstvom obrazov – vewestvennu¸ os~ dlØ togo, qtoby primenit~ ffrgodiqesku¸ teoremu; razumeetsØ fftot tehniqeskiæ moment ne umen~xaet obwnosti, – borelevskiæ izomorfizm prostranstv R i R perenosit dokazatel~stvo na proizvol~noe standartnoe prostranstvo. Po toæ ße priqine my budem sqitat~ qto funkciØ summiruema, qto takße ne ograniqivaet obwnosti, poskol~ku moßno izmenit~ oblast~ znaqeniæ, sqitaØ ee otrezkom, a funkci¸ ograniqennoæ.

Primenim ffrgodqesku¸ teoremu k polugruppe vertikal~nyh i gorizontal~nyh sdvigov. Po ffrgodiqeskoæ teoreme dlØ poqti vseh po mere (μ × ν)N posledovatel~- nosteæ ({x_i}, {y_j }) prostranstva (X × Y )N, (i, sledovatel~no, dlØ poqti vseh po mere D v MN(R) matric {r_{i,j} }), sledu¸wie predely (1) i (2) – suwestvuet:

lim_{T →∞} T^{−1}|N^1_{n,k} ∩ [0, T ]| = μ(B^1_{n,k}) ≡ μ_{{yj }}(C̄_{n,k}) lim_{T →∞} T^{−1}|N^2_{n,k} ∩ [0, T ]| = ν(B^2_{n,k}) ≡ ν_{{xi}}(C̄_{n,k}) (1) lim_{T →∞} T^{−2} X (i,j)∈W_T f(x_i, y_j ) = Z B1_{n,k}×B2_{n,p} f(x, y)dμ(x)dν(y) ≡ Z C̄1_{n,k}×C̄2_{n,p} f̄ (ξ, ψ)dμ_r (ξ)dν(ψ), (2)

gde indeks summirovaniØ (v LHS)) v uravnenii (2) probegaet vse pary iz mnoßestva W_T = {(i, j) : i, j = 1 . . . T, i ∈ N^1_{n,k}, j ∈ N^2_{n,p}}, dlØ kratkosti my oboznaqili mery μ_{{yj }} = μ_r i ν_{{xi}} = ν_r.

Pravye qasti uravneniØ (1) da¸t novoe opredelenie mer μ_r i ν_r kak ffmpiriqeskih mer, vyqislennyh po matrice r, na prostranstve strok i stolbcov, t.e. na RN. Rassmotrim meru μ_r × ν_r na prostranstve RN × RN.

Poskol~ku po lemme, semeæstvo mnoßestv B^1_{n,k} × B^2_{m,p} obrazuet bazis prostranstva (X×Y, μ×ν), to formuly (1) opredelØ¸t izomorfizm prostranstv s meroæ (X×Y, μ×ν) i (RN × RN, μ_r × ν_r), sohranØ¸wiæ meru i strukturu prØmogo proizvedeniØ.

Po toæ ße priqine, v silu uravneniæ (2), integraly ot summiruemyh funkciæ f i f̄ po sovokupnosti bazisnyh mnoßestv odnoznaqno mod 0 opredelØ¸t funkcii, pofftomu obe funkcii metriqeski izomorfny i ime¸t po punktu 1 teoremy odinakovye matriqnye raspredeleniØ. Legko napisat~ Øvnu¸ formulu dlØ funkcii f̄ , na prostranstve (RN × RN, μ_{{yj }} × ν_{{xi}}) ispol~zu¸wu¸, pravda, ishodnu¸ funkci¸ f: f̄({f(x, y_j )}_{j∈}N, {f(x_i, y)_{i∈}N}) = f(x, y), iz kotoroæ neposredstvenno Øsen izomorfizm ( mod 0) s funkcieæ f i tem samym, sovpadenie D¯_f = D_f .

Takim obrazom, poluqen izomorfizm prostranstva s meroæ (X ×Y, μ×ν) i postroennogo vyxe prostranstva (RN × RN, μ_r × ν_r), kotoryæ sohranØet vse nußnye struktury i perevodit funkci¸ f v funkci¸ f̄. FunkciØ f̄ postroena po matrice r, i ee moßno nazvat~ kanoniqeskoæ model~¸ funkcii s dannym matriqnym raspredeleniem.

�ta model~ i sam izomorfizm zavisØt ot matricy {r_{i,j} = f(x_i, y_j }, t.e. ot posledovatel~nosteæ {x_i} i {y_j }. TrebuetsØ lix~, qtoby suwestvovali predely (1) i (2), qto vypolnØetsØ na mnoßestve posledovatel~nosteæ polnoæ mery. •

Zameqanie 3. Dokazatel~stvo teoremy doslovno perenositsØ na sluqaæ simmetriqe-

skih funkciæ. V fftom sluqae, razumeetsØ, (X, μ) = (Y, ν), x_i = y_i, i = 1 . . . , a matrica r -simmetriqna. V qastnosti, dokazana teorema o tom, qto polnoæ sistemoæ invariantov metriqeskih troek (pol~skih prostranstv s borelevskoæ meroæ) ØvlØetsØ matriqnoe raspredelenie rasstoØniæ, sm.[4,11]. Vproqem, v fftom sluqae imeetsØ bolee prØmoe dokazatel~stvo sm. [11].

Privedennoe postroenie kanoniqeskoæ modeli izmerimoæ funkcii dvuh argumentov s zadannym matriqnym raspredeleniem, ispol~zovalo lix~ znaqeniØ funkcii na tipiqnoæ setke i, tem samym, izmerimaØ funkciØ vosstanovlena po sqetnomu mnoßestvu znaqeniæ. V fftom postroenii suwestvenno ispol~zovalsØ tot fakt, qto r est~ matrica znaqeniæ nekotoroæ izmerimoæ funkcii (t.e., qto r prinadleßit nositel¸ matriqnogo raspredeleniØ nekotoroæ funkcii) Odnako, postroenie moßno provesti i v sluqae proizvol~noæ matricy r.^2

Analogom matriqnogo raspredeleniØ dlØ funkciæ k nezavisimyh argumentov ØvlØetsØ mera v prostranstve tenzorov, opredelØemaØ toqno takße, kak pri k = 2; v fftom sluqae qistoæ nazyvaetsØ funkciØ, dlØ kotoroæ trivial~nym (t.e. razbieniem na otdel~nye toqki) budet razbienie mnoßestva znaqeniæ l¸bogo nabora iz k − 1 argumentov na klassy, vnutri kaßdogo iz kotoryh ograniqeniØ funkcii na ostavxiæsØ k-æ argument - sovpada¸t poqti vs¸du (sr. opredelenie qistoty dlØ k = 2). DokazannaØ teorema i ee dokazatel~stvo polnost~¸ perenositsØ na qistye funkcii k argumentov: matriqnoe raspredelenie est~ polnyæ invariant metriqeskogo izomorfizma funkciæ.

3.3. Svoæstva matriqnyh raspredeleniæ kak invariantnyh mer na prostranstve matric.

My naqnem so svoæstv mer ν_{{xi}} i μ_{{yj }}, vvedennyh v dokazatel~stve teoremy. Oni zada¸t raspredelenie stolbca (stroki) matricy r, t.e. faktiqeski zada¸t sovmestnoe raspredelenie semeæstva (po i) funkciæ ot vtorogo argumenta {f(x_i, .)} (ili {f(., y_j )}). Sledu¸waØ formula daet dva integral~nyh razloßeniØ matriqnogo raspredeleniØ D_f po fftim (uslovnym) raspredeleniØm strok i stolbcov: D_f = Z ν_{{xi}}dμN({x_i}) = Z μ_{{yj }}dνN({y_j }) Formula est~ prØmoe sledstvie opredeleniØ matriqnogo raspredeleniØ i togo fakta, qto mery ν_{{xi}} i μ_{{yj }} est~ obrazy pri otobraßenii F_f (sm. predyduwiæ punkt) mer

νN_{i μ}N_{, rassmatrivaemyh kak uclovnye mery v (X × Y )}N_{pri fiksirovannyh {xi}}∞_{i=1}

ili {y_j }^∞_{j=1}. Sledovatel~no, matriqnoe raspredelenie odnoznaqno opredelØetsØ sistemoæ mer ν_{{xi}} vmeste s meroæ μ, ili sistemoæ μ_{{yj }} i meroæ ν. ObwaØ toqka zreniØ na ffti formuly sostoit v tom, qto mery ν_{{xi}} sleduet rassmatrivat~, kak mery, zavisØwie ot sluqaænogo parametra – posledovatel~nosti {x_i}, raspredelenie kotorogo

2Inaqe govorØ, formuly (1) i (2) primenimy i v sluqae proizvol~noæ invariantnoæ mery, a ne tol~ko dlØ matriqnyh raspredeleniæ, poskol~ku ispol~zu¸t lix~ ffrgodiqsku¸ teoremu dlØ vertikal~nogo i gorizontal~nogo sdviga. Rassmotrim matricu r iz mnoßestva polnoæ mery λ na prostranstve, dlØ kotoroæ vypolneny uqloviØ suwestvovaniØ predelov (1) i (2). Formula (1) opredelØet dve mery na RN i prodakt-meru na ih proizvedenii RN � RN, a formulu (2) moßno rassmatrivat~, kak opredelenie ewe odnoæ uße ne obØzatel~no veroØtnostnoæ mery na tom ße prostranstve (MN(R). OkazyvaetsØ, poslednØØ mera ØvlØetsØ absol¸tno nepreryvnoæ po pervoæ, i proizvodnaØ Radona-Nikodima est~ izmerimaØ funkciØ dvuh peremennyh na tom ße prostranstve, kotoraØ sovpadaet s postroennoæ v dokazatel~stve teoremy funkcieæ f̄ v sluqae matriqnogo raspredeleniØ. Naprimer, esli λ – prodakt mera, to ffta proizvodnaØ est~ postoØnnaØ funkciØ.

zadaetsØ meroæ μN. KaßdaØ iz mer ν_{{xi}} na RN ne ØvlØetsØ SN-invariantnoæ, no ansambl~ vseh fftih mer ν_{{xi}} s ukazannym raspredeleniem, uße invarianten i ffrgodiqen otnositel~no deæstviØ SN na prostranstve mer. Tem samym, zadaqa ob opisanii proizvol~nyh SN × SN-invariantyh mer na matricah svoditsØ k “probleme de Finetti vtorogo porØdka”, a imenno k opisani¸ semeæstv sluqaænyh mer na RN, invariantnyh otnositel~no deæstviØ gruppy SN v prostranstvo borelevskih veroØtnostnyh mer na RN.

Zametim ewe, qto iz ffrgodiqeskoæ teoremy sleduet, qto matriqnoe raspredelenie opredelØetsØ uße odnim tipiqnym uslovnym raspredeleniem ν_{{xi}} ili μ_{{yj }}.

Postavim vopros, ØvlØ¸tsØ li proizvol~nymi raspredelenie, inaqe govorØ, kakie ograniqeniØ nakladyvaet funkciØ f na tipiqnoe semeæstvo seqeniæ?

Lemma 5. DlØ μN-poqti vsØkoæ posledovatel~nosti {xi} posledovatel~nost~ funkciæ

ot vtorogo argumenta η_i = f(x_i, .) obladaet sledu¸wim svoæstvom: dlØ l¸bogo δ > 0 suwestvu¸t takie n i mnoßestvo natural~nyh qisel N^′ ⊂ N s plotnost~¸ bol~xeæ, qem δ, qto dlØ l¸bogo m ∈ N^′ min i=1...n d_ρ(η_m, η_i) ≤ δ Dokazatel~stvo. Uslovie lemmy est~ nekotoroe uslovie kompaktnosti. Rassmotrim

otobraßenie x → f(x, .) kak otobraßenie v metriqeskoe prostranstvo izmerimyh funkciæ L(Y, ν) vtorogo argumenta. Obraz mery μ v L(Y, ν), kak i vsØkaØ mera v polnom metriqeskom prostranstve sosredotoqen s toqnoct~¸ do proizvol~nogo δ > 0 na kompakte. Pofftomu, po μN-poqti l¸boæ po posledovatel~nosti {x_i} moßno vybrat~ koneqnoe qislo m nomerov i = 1 . . . , obrazu¸wih δ-set~ tak, qto vse x za iskl¸qeniem popada¸wih v nekotoroe mnoßestvo mery men~xeæ δ otstoØt v metrike prostranstva izmerimyh funkciæ ot odnogo iz x_i, i = 1 . . . m men~xe, qem na δ. OstaetsØ ewe raz primenit~ ffrgodiqesku¸ teoremu. •

Sledstvie 2. Prodakt-mera v RN ne udovletvorØet uslovi¸ lemmy i pofftomu ne

moßet byt~ sovmestnym raspredeleniem funkciæ {f(x_i, .)} ni dlØ kakoæ izmerimoæ funkcii f.

V svo¸ oqered~, ots¸da vytekaet, qto prodakt-mera Π_{i,j} λ_{i,j} v MN(R) s odinakovymi somnoßitelØmi λ_{i,j} ≡ λ, (t.e. mera na prostranstve matric, otnositel~no kotoroæ vse fflementy matricy nezavisimy i odinakovy raspredeleny,) ne ØvlØetsØ matriqnym raspredeleniem nikakoæ izmerimoæ funkcii, hotØ, koneqno, ona invariantna i ffrgodiqna otnositel~no deæstviØ gruppy SN × SN.

Takim obrazom, invariantnost~ i ffrgodiqnost~ otnositel~no razdel~nogo (ili odnovremennogo dlØ simmetriqeskih funkciæ) deæstviØ gruppy perestanovok strok i stolbcov matricy ØvlØetsØ lix~ neobhodimym usloviem, odnako, ih vypolneniØ nedostatoqno.

Vydelenie klassa matriqnyh raspredeleniæ v mnoßestve vseh invariantnyh mer proizvoditsØ s pomow~¸ specifikacii deæstiØ gruppy SN × SN (ili SN v simmetriqeskom sluqae). Rassmotrim proizvol~nu¸ invariantnu¸ meru λ v M_N (R) i deæstvie podgrupp SN × 1 i 1 × SN gruppy SN × SN na prostranstve (MN(R), D_f ). Deæstvie vseæ gruppy ØvlØetsØ ffrgodiqeskim, no v sluqae matriqnogo raspredeleniØ deæstvie kaßdoæ iz fftih dvuh podgrupp ffrgodiqeskim ne ØvlØetsØ; ravnosil~noe utverßdenie - deæstvie vertikal~nogo (V ) i gorizontal~nogo (H) sdvigov neffrgodiqno. Odnako, proizvedenie razbieniæ na ffrgodiqeskie komponenty ξ_V i ξ_H ih deæstviØ est~ razbienie na otdel~nye toqki: ξ_V ∨ ξ_H = ϵ.

Priqina fftogo v tom, qto razloßenie na ffrgodiqeskie komponenty deæstviØ fftih podgrupp na prostranstve (X × Y, μ × ν)N, est~ razloßenie prostranstva v v prØmoe proizvedenie: (X, μ)N×, (Y, ν)N, a otobraßenie F_f sohranØet ffto svoæstvo, i v prostranstve (MN(R), D_f ) proizvedenie obrazov fftih razbieniæ popreßnemu est~ razbienie na toqki. Imenno ffto svoæstvo vydelØet matriqnye raspredeleniØ v klasse vseh invariantnyh ffrgodiqeskih mer.

Teorema 3. SN ×SN-invariantnaØ ffrgodiqeskaØ meru λ v (MN(R) ØvlØetsØ matriqnym

raspredeleniem togda i tol~ko togda, kogda proizvedenie razbieniæ na ffrgodiqeskie komponenty deæstviØ podgrupp SN × 1 i 1 × SN est~ razbieniØ na otdel~nye toqki mod 0.

V simmetriqeskom sluqae gruppa SN deæstvuet v prostranstve simmetriqeskih matric M^{symm}N (R), i v kaqestve podgrupp sleduet vzØt~ podgruppy S_{N\{1,...n}} deæstvu- ¸wie podstanovkami stolbcov na mnoßestve vseh prØmougol~nyh podmatric, indeksy fflementov kotoryh probega¸t mnoßestva i = 1 . . . n, j = 1, . . . i snabßennom proekcieæ mery λ, Esli proizvedenie razbieniæ na ffrgodiqeskie komponenty deæstviØ vseh fftih podgrupp est~ razbienie na otdel~nye toqki, to λ est~ matriqnoe raspredelenie simmetriqeskoæ funkcii. Bolee podrobno ob fftom sm. v [13].

Protivopoloßnyæ sluqaæ sostoit v tom, qto deæstviØ l¸boæ iz ukazannyh podgrupp – ffrgodiqno, v fftom sluqae λ est~ prodakt-mera. �to utverßdenie dlØ prostoe sledstvie teoremy de Finetti.

Nakonec, obwiæ sluqaæ sostoit v tom, qto deæstvie opisannyh podgrupp neffrgodiqno, no i uslovie teoremy ne vypolneno.

Teorema 4. Deæstvie gruppy SN × SN na prostranstve MN (R) s invariantnoæ ffrgo-

diqeskoæ meroæ est~ skrewennoe proizvedenie, baza kotorogo est~ opisannoe vyxe deæstvie s meroæ – matriqnym raspredeleniem i sloØmi prodakt-merami. Analogiqnoe utverßdenie verno dlØ simmetriqeskogo sluqaØ.

My ne ostanavlivaemsØ zdes~ na utoqnenii fftoæ formulirovki, kotoroe ffkvivalentno teoreme Oldosa [2] o tom, qto vsØkaØ invariantnaØ ffrgodiqeskaØ mera est~ obraz proizvedeniØ nezavisimyh pri otobraßenii F_f : RN × RN × RN^2 → MN(R), ({ξ_i}_i, {ϕ_j }_j , {ψ_{i,j} }_{i,j} ) → {f(ξ_i, ϕ_j, ψ_{i,j} )}_{i,j} , zavisØwem ot nekotoroæ izmerimoæ funkcii f ot treh argumentov. My vernemsØ k fftomu voprosu v drugom meste.

Literatura

1. D. Aldous, “Perpesentations for partially exchangeable arrays of random variables,” J. Multivariate Anal., 11:581–598, 1981.

2. D. Aldous, “Exchangeability and related topics,” Ecole d’Ete de probabilites de Saint Flour X111–1983, (Lect.

Notes Math. vol. 1117, 1–198,. Springer.

3. J. Clemens, A. Kechris, “Polish metric spaces:their classification and isometry groups,” Bulleten of Symbolic Logic, To appear.

4. Misha Gromov, Metric Structures for Riemannian and Non-Riemannian Spaces, 1–585. Birkhuaser, 1998. 5. O. Kallenberg, “On representation theorem for exchageable arrays,” J.Multivariate Anal., 30 137–154, 1989. 6. O. Kallenberg, “Symmetries on random arrays and set-indexed processes,” J. Theory Probab., 5 727–765, 1992. 7. O. Kallenberg, “Random arrays and functionals with multivariate rotational symmetries,” Probab Theorr Relat,Fields., 103, 91–141, 1995.

8. G. Olshansky, A. Vershik, “Ergodic Unitary invariant measures on the space of infinite hermitian matrices,” Amer.Math.Soc.Transl. Ser. 2, 175, 137–175, 1996.

9. D. Pickrell, “Separable representations for automorphism groups of infinite symmetric spaces,” J.Funct. Anal., 90, 1–26, 1990.

10. V. A.Rokhin, “Metric classification of the measurable functions,” Russian Math. Surveys., 12, 2, 169–174, 1957.

11. A. Vershik, “The Universal Urysohn space,Gromov’s triples, and random metrics on the series of natural numbers,” Russian Math. Surveys., 53, 5, 57–64, 1998.

12. A. Vershik, “Description of invariant measures for the actions of some infinite-dimensional group,” Dokl. Akad.

Nauk SSSR, 218, 4, 749–752, 1974.

13. A. Vershik, “Classification of the measurable functions of several arguments and invarinat measures on the space of Matrices and Tensors,” Preprint ESI (The Erwin Schroedinger International Institute fur Matheamtrical Physics), No. 1107 (2001). pp. 1–23.