POMI PREPRINT – 21/1999

GRADUIROVANNYE ALGEBRY LI, KARTANOVSKA˚ PODALGEBRA KOTORYH EST^ ALGEBRA MNOGOQLENOV ODNO` PEREMENNO`

PamØti M. V. Savel~eva

A. M. VERXIK^1, B. B. XO`HET^2

1 Sankt-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova Rossiæskoæ Akademii Nauk

2 Nezavisimyæ Moskovskiæ universitet

NoØbr~ 1999

ABSTRACT

We define a class of infinite dimensional Lie algebras which generalize universal covering of sl(2, C) as Lie algebras ([5, 9, 8, 6]). These algebras are the partial case of Z-graded Lie algebras with continious root systems ([1, 2, 10]), namely, the Cartan subalgebra of its is algebra of polynomials of one variable. Continious limit of such algebras gives a new Poisson brackets on the algebraic surfaces.

Kl¸qevye slova: GraduirovannaØ algebra Li, operator Kartana, skrewennoe proizvedenie, algebra polinomov, predel~nye algebry, nepreryvnaØ sistema korneæ operator Kazimira.

Pri qastiqnoæ podderßke RFFI, grant 99-01-00098 1

1. Vvedenie

Pust~ A = ⊕_{i∈}Z A_i Z-graduirovannaØ algebra Li s nepreryvnoæ sistemoæ korneæ v smysle rabot [1, 2, 10]. V takih algebrah podalgebra Kartana A_0, v sootvetstvii s opredeleniem ØvlØetsØ kommutativnoæ, voobwe govorØ beskoneqnomernoæ algebroæ, a sama algebra A vpolne opredelØetsØ lineænym operatorom deæstvu¸wim v algebre Kartana – K : A_0 → A_0 – operatorom Kartana. V klass takih algebr vhodØt mnogie beskoneqnomernye algebry Li (sine-algebra, skrewennye proizvedeniØ i dr.) V rabotah M. V. Savel~eva i pervogo avtora, v kotoryh oni byli opredeleny, privedeny razliqnye primery i dany motivirovki, v qastnosti, svØzannye s teorieæ integriruemyh sistem i dinamiqeskih sistem.

V [3] postavlen vopros ob opisanii vseh algebr Li A fftogo tipa, u kotoryh podalgebra Kartana A_0, kak kommutativnaØ algebra, est~ algebra polinomov odnoæ peremennoæ-C[h], a sama A imeet postoØnnyæ rost, t.e. vse A_i, kak vektornye prostranstva, kanoniqeski izomorfny A_0. Faktiqeski, zadaqa sostoit v opisanii sootvetstvu¸wih operatorov Kartana, K : C[h] → C[h].

V rabote my formuliruem otvet na fftot vopros dlØ serii A. V fftom sluqae, algebry A obwego poloßeniØ est~ algebry Li, associirovannye s associativnymi algebrami, i pofftomu zadaqa svoditsØ k opisani¸ nekotoryh associativnyh algebr; krome togo, imeetsØ seriØ vyroßdennyh algebr, ØvlØ¸wimisØ predelami algebr obwego poloßeniØ.

Interesen sam otvet: algebry obwego poloßeniØ parametrizu¸tsØ kociklami: oni sut~ neraswepimye (v obwem sluqae) skrewennye proizvedeniØ s netrivial~nym 2-kociklom algebry polinomov i gruppovoæ algebry gruppy Z, kotoraØ deæstvuet na polinomah sdvigami argumnta, pri fftom klassy kogomologiqnyh kociklov nahodØtsØ v biektivnom sootvetstvii s polinomami v normal~noæ forme (starxiæ kofffficient – edinica, sledu¸wiæ – nul~). Tipiqnyæ primer takih algebr – algebry Feægina [5] Gl(λ), poluqa¸wiesØ faktorizacieæ universal~noæ obertyva¸weæ algebry

Usl(2) pri specializacii centra (operatora Kazimira). Sootvetstvu¸wiæ kocikl v

fftom sluqae est~ kvadratiqnyæ polinom. �ti algebry i moduli nad nimi podrobno rassmotreny v dissertacii vtorogo avtora [6]. Okazalos~, qto toqka zreniØ teorii algebr s nepreryvnymi sistemami korneæ nemedlenno privodit k obobweni¸ fftih algebr i k obwemu otvetu na postavlennyæ vopros.

Osobenno interesnymi okazyva¸tsØ vyroßdennye algebry, niße oni lix~ nazvany, i budut podrobno rassmotreny v drugoæ rabote. �ti algebry Li zada¸t novye simplektiqeskie struktury (skobki Puassona) na algebraiqeskih poverhnostØh.

V stat~Øh [7–9], kotorye nam l¸bezno ukazali M. Bakalov i ȷ. Diksm~e, posle togo, kak ffta rabota byla rasskazana v IHES(Bures-sur-Yvette), rassmotreny shodnye associativnye algebry, obobwa¸wie universal~nu¸ obertyva¸wu¸ Usl(2), v qastnosti v [9] dlØ nih dokazana teorema Puankare–Birkgofa–Vitta. Naxi algebry Li obwego poloßeniØ est~ associirovannye s nimi algebry Li, profaktorizovannye po znaqeni¸ central~nogo fflementa. Otliqie naxego podhoda sostoit, vo-pervyh, v tom, qto my sistematiqeski rassmatrivaem sootvetstvu¸wie algebry Li,

vo-vtoryh, sleduØ rabote [10], daem opisanie associativnyh algebr s kotorymi oni associirovany, kak skrewennyh proizvedeniæ s kociklom, i

v tret~ih, qto naibolee vaßno, – my nahodim vyroßdennye algebry, kotoroe ne mogut byt~ opisany v terminah associativnyh algebr i, vidimo, do sih por ne rassmatrivalos~.

Otmetim takße, qto v rabote [4] i nekotoryh drugih izuqa¸tsØ algebra psevdodifferencial~nyh operatorov na okrußnosti, kotoraØ takße ukladyvaetsØ v ramki obweæ teorii nepreryvnyh sistem korneæ; v neæ kartanovskaØ podalgebra est~ algebra polinomov Lorana. Primenitel~no k neæ takße moßet byt~ postavlen vopros ob opisanii vseh algebr postoØnnogo rosta, otvet na kotoryæ poka neizvesten. Nakonec, B. L. Feægin soobwil nam, qto i on izuqal voprosy, blizkie k obsußdaemym v fftoæ rabote.

V paragrafe 2 my opisyvaem snaqala nußnye nam associativnye algebry s pomow~¸ obrazu¸wih i sootnoxeniæ, a zatem, – kak, voobwe govorØ, neraswepimoe, skrewennoe proizvedenie kartanovskoæ podlgebry i gruppy Z s nekotorym 2-kociklom. Sootvetstvu¸wie algebry Li i est~ algebry obwego poloßeniØ iz iskomogo spiska.

V paragrafe 3 my napominaem opredeleniØ iz [1, 2, 10] graduirovannyh algebr s nepreryvnoæ sistemoæ korneæ i privodim obwiæ vid operatorov Kartana, v qastnosti, predel~nye operatory Kartana, ØvlØ¸wiesØ differencial~nymi operatorami vtorogo porØdka. S ih pomow~¸ moßno opredelit~ skobki Puassona na special~nyh algebraiqeskih poverhnostØh, kotorye ØvlØ¸tsØ liniØmi urovnØ fflementov Kazamira, t.e. simplektiqeskimi listami dlØ sootvetstvu¸wih 2-form.

2. Opisanie algebr obwego poloßeniØ, kak associativnyh algebr

2.1. Opredelenie associativnyh algebr.

Rassmotrim associativnye algebry L_{T,t} s ediniceæ nad polem C, s tremØ obrazu¸wimi f, e, h i sootnoxeniØmi 1) [h, e] ≡ he − eh = te, 2) [h, f] ≡ hf − fh = −tf, 3) ef = T (h), (1) gde T – nekotoryæ fiksirovannyæ nenulevoæ polinom ot h rassmatrivaemyæ, kak fflement algery C[h], a t ≠ 0 – kompleksnoe qislo. Iz associativnosti (e(fe) = (ef)e), nemedlenno sleduet, qto fe = T (h + tI) (I – edinica algebry). Drugoe sledstvie v tom, qto dlØ l¸bogo polinoma r(h) vypolneny kommutacionnye sootnoxeniØ r(h) · e = e · r(h + t), r(h) · f = f · r(h − t). Esli T ≡ 1I, to ffta algebra est~ poluprØmoe proizvedenie gruppy Z na algebru

C[h], priqem gruppa Z deæstvuet na C(h) sdvigami argumenta h, kratnymi t.

Esli T (h) = h, t = 1, to sootvetstvu¸waØ algebra izomorfna algebre – polinomial~nyh differencial~nyh operatorov odnoæ peremennoæ poroßdennoæ differencirovaniem d i umnoßeniem na peremennu¸ x s sootnoxeniem dx − xd = I.

Esli T (h) = 1/2(h^2 −h+λ(λ+2)), t = 2, to L_{T,2} est~ faktor-algebra universal~noæ obertyva¸weæ algebry Li sl(2, C) po idealu, poroßdennomu fflementom Δ = 1/2(λ(λ+ 2)), gde Δ – operator Kazimira (central~nyæ fflement). �ti algebry (kak algebry Li – sm. niße) – G(λ) rassmatrival B.Feægin [5] i podrobno izuqal B. Xoæhet [6].

Sluqaæ proizvol~nogo polinoma T , povidimomu rassmatrivaetsØ vpervye. Uße sluqaæ polinoma tret~eæ stepeni daet novye interesnye algebry Li.

V rabotah [7–9] izuqalas~ associativnaØ algebra s temi ße obrazu¸wimi e, f, h, i sootnoxeniØmi 1) i 2) (1) (s t = 1), a vmesto tret~ego sootnoxeniØ iz (1) – drugoe, bolee gruboe: [e, f] ≡ ef − fe = p(h). (2)

My budem rassmatrivat~ proizvol~noe nenulevoe t i oboznaqat~ ffti algebry, U_{p,t}. Oni ØvlØ¸tsØ toqnym obobweniem universal~noæ obertyva¸weæ sl(2, C). Kak pokazano v [9], v nih vypolnena teorema Puankare–Birkgofa–Vitta, t.e. monomy e^i · f^j · h^k obrazu¸t lineænyæ bazis algebry. Legko proverit~, qto centr algebry poroßden fflementom Ω = ef + fe + u(h), gde u – polinom, svØzannyæ s polinomom p(h) sootnoxeniem: p(h) + p(h + t) = u(h) − u(h − t). �to sleduet iz central~nosti fflementa Ω. Iz sravneniØ sootnoxeniæ ef = T (h) i ef − fe = p(h) sleduet, qto polinomom T (h) opredelØet polinom p(h), i opredelØetsØ im s toqnost~¸ do konstanty: p(h) = T (h) − T (h + t). Stepen~ polinoma T na edinicu vyxe stepeni p.

Teorema 1. Algebra LT,t est~ faktor-algebra algebry Up,t po idealu, poroßdennomu

central~nym fflementom Ω − c, gde c – nekotoryæ kompleksnyæ skalØr.

Sledstvie 1._{T (h) = 1/2(p(h) − u(h) + c).}

Dokazatel~stovo oboih faktov – v prØmoæ proverke. Takim obrazom, polinom T , s toqnost~¸ do svobodnogo qlena vosstanavlivaetsØ po polinomu p, a ego svobodnyæ qlen nahoditsØ odnoznaqno, esli zadat~ znaqenie operatora Kazimira Ω.

SituaciØ v toqnosti takaØ ße kak i v sluqae Usl(2, C), rassmotrennogo Feæginym, togda p(h) = h, t = 2, a T , u – kvadratiqnye polinomy.

2.2. Skrewennye proizvedeniØ s kociklom.

Podoædem teper~ k algebram L_{T,t} s drugoæ toqki zreniØ. Rassmotrim na algebre C[h] deæstvie gruppy Z sdvigami argumenta (t.e. avtomorfizmami algebry), i oboznaqim operator sdviga, otveqa¸wiæ obrazu¸weæ qerez S_t, (S_tf)(h) = f(h + t). Opredelim s pomow~¸ polinoma T 2-kocikl α_T gruppy Z so znaqeniØmi v mul~tiplikativnoæ polugruppe algebry C[h], na kotoroæ gruppa Z deæstvuet avtomorfizmami, sledu¸wim obrazom:

α_T (+1, −1) = p(h) = T (h) − T (h + t), α_T (−1, +1) = p(h − t) = T (h − t) − T (h) (3)

(vtoroe sootnoxenie sleduet iz pervogo), krome togo, α_T (n, m) = 0, esli n · m ¿ 0. �tim kocikl α_T opredelen polnost~¸.

Lemma 1. Dva kocikla, otveqa¸wie polinomam T1 i T2 kogomologiqny togda i tol~ko

togda, kogda polinomy otliqa¸tsØ lix~ mnoßitelem i sdvigom argumenta: T_2 = c · T_1(h + a), gde c ≠ 0.

Dokazatel~stvo vytekaet iz opredeleniæ.

Sledstvie 2. a) Klassy kogomologiqnyh kociklov biektivno sootvetstvu¸t polino-

mom vida T (h) = h^n + b_1h^{n−2} + · · · + b_{n−1}.

b) Kocikl kogomologiqen nul¸ tol~ko, kogda T konstanta.

Zametim, qto polinomy, otliqa¸wiesØ svobodnym qlenom opredelØ¸t algebry

L_{T,t}, dlØ kotoryh polinom p odin i tot ße, i, sledovatel~no, oni poluqa¸tsØ speci-

alizacieæ odnoæ i toæ ße algebry U_{p,t}.

Teorema 2. Pust~ T – nepostoØnnyæ polinom, a t ≠ 0. Togda algebra LT,t kanoniqeski

izomorfna nerasweplØemomu skrewennomu proizvedeni¸ algebry C[h] i, deæstvu¸weæ na neæ sdvigami, gruppovoæ algebre C[Z] s 2-kociklom α_T , opredelennym formuloæ (3).

2.3. Algebry Li.

Odnako, dlØ nas vaßny ne stol~ko sami algebry L_{T,t}, skol~ko algebry Li, associirovannye s nimi. Pust~ F – associativnaØ algebra i oboznaqim qerez Lie F algebru Li, sovpada¸wu¸ s F kak vektornoe prostranstvo so skobkoæ ab − ba, (associirovannaØ algebra Li).

Opredelenie 1. Pust~ sohraneny predyduwie oboznaqeniØ i polinom T otliqen ot

konstanty. Oboznaqim qerez L_{T,t} kommutant algebry Li Lie L(T, t), t.e. algebru Li [Lie L(T, t), Lie L(T, t)], i nazovem ee algebroæ obwego poloßeniØ tipa A, poroßdennu¸ kartanovskoæ podalgebroæ C[h] i sootvetstvu¸wim operatorom Kartana.

Zameqanie 1. Algebra L T,t Z-graduirovana; esli stepen~ polinoma deg T = n, to ee

nulevaØ komponenta est~ podprostranstvo v C[h] korazmernosti n − 1, V qastnosti dlØ kvadratiqnogo T – ffto podprostranstvo polinomov s nulevym svobodnym qlenom, ili, inaqe – faktor-prostranstvo po konstantam. V obwem sluqae – faktor po podprostranstvu polinomov stepeni n − 2. Perehod k kommutantu analogiqen perehodu v klassiqeskoæ teorii algebr Li ot gl k sl.

V sledu¸wem paragrafe my dobavim k fftomu spisku vyroßdennye algebry s kartanovskoæ podalgebroæ C[h] i nekotorymi operatorami Kartana.

Zametim, qto, esli polinom T est~ konstanta, t.e. p = 0, ef = fe, to sootvetstvu- ¸waØ algebra Li est~ rasweplØ¸weesØ poluprØmoe proizvedenie, a associativnaØ algebra L_T ØvlØetsØ obyqnym (s trivial~nym 2-kociklom) skrewennym proizvedeniem s netranzitivnym deæstviem. Pofftomu popolnenie fftoæ algebry imeet obxirnyæ centr.

3. Polnoe opisanie algebr Li i operatorov Kartana

3.1. Opisanie algebr Li obwego poloßeniØ.

V fftom punkte my opixem algebry Li tipa A, u kotoryh sistema prostyh korneæ est~ vewestvennaØ prØmaØ, a podalgebra Kartana – algebra C[h]. My sootnesem ih s algebrami, opredelennymi v paragrafe 2.

Napomnim kratko osnovnye opredeleniØ Z-graduirovannyh algebr Li s nepreryvnymi sistemami korneæ; imeetsØ neskol~ko shem opredeleniæ, my primem naibolee udobnu¸ dlØ naxih celeæ (sm. [1, 2, 10]).

Takße, kak i v teorii algebr Kaca–Mudi (sm. [11]) opredelim lokal~nu¸ algebru. Lokal~naØ algebra est~ summa treh vektornyh prostranstv,

A_{−1} ⊕ A_0 ⊕ A_{+1}.

Dopolnitel~noe uslovie, otsutstvu¸wee za nenadobnost~¸ v sluqae koneqnomernyh lokal~nyh algebr v tom, qto kaßdoe slagaemoe est~ gomomorfnyæ , v qastnom sluqae, izomorfnyæ, obraz nekotoroæ odnoæ i toæ ße kommutativnoæ associativnoæ algebry E. V naxem konkretnom sluqae – algebry polinomov ot odnoæ peremennoæ – C[h]. Takim obrazom, govorØ ob A_0, kak o kartanovskoæ podalgebre Li, my odnovremenno imeem v vidu ee strukturu kak associativnoæ kommutativnoæ algebry ili strukturu obraza takoæ algebry E.

Teper~ my moßem oboznaqat~ fflementy lokal~noæ algebry, t.e. podprostranstv

A_i, i = 0, ±1 sootvetstvenno qerez X_i(ϕ), i = 0, ±, gde ϕ ∈ E, v naxem sluqae ϕ ∈ C[h].

Skobki v lokal~noæ algebre opredelØ¸tsØ sledu¸wim obrazom:

[X_0(ϕ), X_0(ψ)] = 0, [X_0(ϕ), X_±(ψ)] = ±X_±(Kϕ · ψ), [X_{+1}(ϕ), X_{−1}(ψ)] = X_0(ϕ · ψ).

Umnoßenie ϕ·ψ – est~ umnoßenie v algebre C[h], a K – lineænyæ operator (operator Kartana) deæstvu¸wiæ v C[h], kotoryæ niße budet konkretizirovan. Lokal~naØ algebra ØvlØetsØ qastiqnoæ algebroæ Li, i korrektnost~ (toßdestvo ˚kobi, v teh sluqaØh, kogda ono imeet smysl) proverØetsØ neposredstvenno. Sistema korneæ est~ po opredeleni¸ spektr associativnoæ kommutativnoæ algebry E, v naxem sluqae – ffto C.

Global~naØ algebra stroitsØ po lokal~noæ algebre kanoniqeski, i postroenie polnost~¸ analogiqno tomu, kak ffto delaetsØ dlØ algebr Kaca–Mudi [11]: snaqala rassmatrivaetsØ svobodnaØ algebra Li, poroßdennaØ lokal~noæ algebroæ-F_{T,t}, a zatem ona faktorizuetsØ po maksimal~nomu nil~idealu nepreseka¸wemusØ s kartanovskoæ podalgebroæ. PoluqennaØ graduirovannaØ algebra Li A = ⊕_{i∈}Z A_i nazyvaetsØ global~noæ algebroæ v kanoniqeskoæ forme, poroßdennoæ lokal~noæ algebroæ.

Takim obrazom, algebra A polnost~¸ opredelØetsØ svoeæ podalgebroæ Kartana, toqnee, izomorfnym obrazom algebry E, kak associativnoæ kommutativnoæ algebry i operatorom Kartana, kak lineænym operatorom v neæ, t.e.

A = A( A_0, K).

�ta aksiomatika ohvatyvaet kak klassiqeskie prostye algebry Li, tak i algebry Kaca–Mudi. V poslednem sluqae my poluqaem central~noe rasxirenie algebry tokov. V fftih sluqaØh mul~tiplikativnaØ struktura algebry Kartana skryta v samom opredelenii (koneqnoæ) sistemy prostyh korneæ (matrice Kartana). V sluqae beskoneqnomernyh algebr Kartana, mul~tiplikativnaØ struktura uße neobhodima (sm. [1, 2, 10]).

Kak i v klassiqeskoæ teorii, i v teorii algebr Kaca–Mudi, trebovanie postoØnstva rosta algebry A, – A_i ∼= A_0 nalagaet sil~neæxie usloviØ na operator Kartana K.

Vot kakov operator Kartana v sluqae naxih algebr obwego poloßeniØ. Zafiksiruem t ∈ R, t ≠ 0, nenulevoæ polinom T ∈ C[h] i oboznaqim qerez M_T , operator umnoßeniØ na polinom T , a qerez D_t operator vtoroæ raznosti:

M_T : C[h] → C[h], (M_T r)(h) = T (h) · r(h)

D_t : C[h] → C[h], (D_tr)(h) = 2r(h) − r(h + t) − r(h − t)

zdes~ r ∈ C[h]. Opredelim operator Kartana K_{T,t} formuloæ K_{T,t} = D_t · M_T ,

t.e (K_{T,t}r)(h) = 2T (h)r(h) − T (h + t)r(h + t) − T (h − t)r(h − t). Global~nye algebry obwego poloßeniØ v izuqaemoæ problemy uße opisany v p. 1, v drugih terminah, a teper~ my dadim ih novoe opredelenie. OsnovnaØ teorema, sformulirovannaØ niße, utverßdaet izomorfizm konstrukciæ fftogo punkta i predyduwego punkta.

Teorema 3. a) Global~naØ algebra Li, A = A(C[h], K_{T,t}) est~ algebra postoØnnogo rosta s kartanovskoæ algebroæ C[h].

b) �ta algebra Li kanoniqeski izomorfna algebre Lie_{T,t} (p. 2). Pri fftom izomorfizme obrazu¸wim algebry e, h, f otveqa¸t sootvetstvenno fflementy X_−(bh) ∈ A_{−1}, X_0(bh) ∈ A_0, X_−(bh) ∈ A_{+1}, t.e. obrazy bh ∈ C[h]-obrazu¸weæ algebry C[h]: bh(h) = h.

Zametim, qto nekotorye algebry iz fftogo spiska izomorfny pri raznyh znaqeniØh parametra t.

Operator Kartana pozvolØet legko poluqit~ nekotorye svoæstva global~noæ algebry. A imenno:

Zameqanie 2. 1. Kak my otmeqali, esli deg T > 1, to kommutant algebry Lie T,t ne

sovpadaet s neæ samoæ, t.e. algebra v fftom sluqae ne prosta.

2. ˚dro operatora Kartana est~ centr algebry Lie_{T,t}. Pofftomu, esli T = const≠ 0, to algebra Lie_{T,t} imeet odnomernyæ centr – konstanty kartanovskoæ podalgebry, a pri deg T = 1 centr dvumeren. Odnako, kak pokazyva¸t sootnoxeniØ, centr ne est~ prØmoe slagaemoe, t.e. rasxirenie faktor-algebry – ne trivial~no.

3. DlØ kvadratiqnogo polinoma T operator Kartana obratim i centr algebry trivialen. Esli stepen~ deg T = n bol~xe dvuh, to obraz operator Kartana imeet v

C[h] korazmernost~ n − 2.

AnalogiØ meßdu algebrami Lie_{T,t} i ee kommutantom L_{T,t}, s odnoæ storony, i algebrami gl i sl s drugoæ – stanovitsØ bolee prozraqnoæ.

3.2. Predel~nye algebry.

Opisannye vyxe algebry ne isqerpyva¸t vsego spiska. Teper~ my rassmotrim predel~nye algebry. DlØ fftogo ispol~zuem parametr t.

Poloßim

K_{T,→0} = lim_{t→0} 1/t^2(K_{T,t})

(ne putat~ s K_{T,0}), t.e. operator Kartana deæstvuet kak differencial~nyæ operator vtorogo porØdka: (K_{T,→0}r)(h) = −d^2/dh^2(T (h)r(h)). Graduirovannymi algebrami Li tipa A po opredeleni¸ my nazyvaem te iz nih, kotorye associirovany s associativnymi algebrami i ih predely.

Teorema 4. Operatory Kartana graduirovannyh algebr Li tipa A s kartanovskoæ pod-

algebroæ C[h] isqerpyva¸tsØ operatorami (K_{T,t})r)(h) = 2T (h)r(h) − T (h + t)r(h + t) − T (h − t)r(h − t) i (K_{T,→0}r)(h) = −d^2/dh^2(T (h)r(h)).

Otmetim neskol~ko oqevidnyh svoæstv predel~nyh algebr.

Primer. Pust~ T (h) – kvadratiqnyæ polinom. Togda sootvetstvu¸waØ predel~-

naØ algebra realizuetsØ kak algebra funkciæ na dvumernom giperboloide so skobkoæ Puassona, poroßdennoæ standartnoæ simplektiqeskoæ strukturoæ (skobka Li– Berezina–Kirillova i dr.).

Predel~nye algebry uße ne associirovany s kakimi libo associativnymi algebrami, odnako, poskol~ku po opredeleni¸ (sm. p. .2) vse dopredel~nye algebry poluqa¸tsØ iz algebr U_{p,t}, i operator Kazimir (sm. p. 2.2) opredelØetsØ polinomom u, to i s predel~nymi algebrami svØzyvaetsØ “virtual~nyæ” operator Kazimira. V qastnosti, giperboloid v predyduwem primere poØvlØetsØ, kak liniØ urovnØ operatora Kazimira v Usl(2, C).

Operator Kazimira (sm. p. 2) dlØ l¸boæ predel~noæ algebry moßet rassmatrivat~sØ sluqae zadaetsØ toæ ße formuloæ Ω = ef + fe + u(h), no nahoßdenie polinoma u uprowaetsØ: u(.) est~ pervoobraznaØ polinoma p(h) =

T (h) − T (h + t). Pofftomu uravnenie simplektiqeskih listov kak podmnogoobraziæ v C^3 takovo:

2xy − u(z) = const.

Polinom u imeet tu ße stepen~, qto i T , i, esli ego stepen~ men~xe treh, to otyskanie simplektiqeskih listov trivial~no, no i v obwem sluqae ffto, povidimomu, konstruktivno rexaemaØ zadaqa. Zameqatel~no, qto skobka Puassona na nih – lokal~na (vypolneno pravilo Leæbnica), – ffto sleduet iz spravedlivosti teoremy Puankare–Birkgofa–Vitta dlØ predel~nyh algebr.

Vopros o tom, kak realizovat~ obwie predel~nye algebry, budet rassmotren osobo.

Literatura

[1] M. Saveliev and A. Vershik, — Comm. Math. 126 (1989), 367–378. [2] M. Saveliev and A. Vershik, — Phys. Lett. A 143 (3) (1990), 121–128. [3] A. Vershik, — SLNM 1510 (1992), 397.

[4] V. Kac and H. Radul, — Comm. Math. Phys. 157 (1993), 429–457. [5] B. Feigin, — Uspehi mat. nauk. 43 (2) (1998), 169–170. [6] B. Shoihet, — J. of Math. Sci. 92 (2) (1998), 3764–3806. [7] J. Dixmier, — J. of Algebra 24 (1973), 551–564. [8] A. Josef, — Isr. J. Math. 28 (3) (1997), 177–192. [9] P. Smith, — TAMS 322 (1) (1990), 285–314. [10] A. Vershik, — Algebra i analiz 4 (6) (1992), 103–113. [11] V. Kac, Infinite dimensionl Lie algebras. (1993).