POMI PREPRINT – 20/1999

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY, IH TEORI˚ I PRIMENENIE

A. A. Ivanov

RossiæskaØ AkademiØ Nauk Matematiqeskiæ institut im. V. A. Steklova Sankt-Peterburgskoe otdelenie ROSSI˚, 191011, S.-Peterburg nab. r.Fontanki, 27

NoØbr~ 1999

ABSTRACT

This preprint is a scheme of a book “Space structures, their theory and application,” which will be prepared for publication in Zap. Nauchn. Semin. POMI by the end of 2001.

1

NastoØwiæ preprint ØvlØetsØ proektom knigi “Prostranstvennye struktury, ih teoriØ i primenenie”, posvØwennoæ prostranstvennym strukturam teoretikomnoßestvennoæ topologii. PredpolagaetsØ, qto kniga budet podgotovlena v blißaæxie dva goda k izdani¸ v Zapiskah nauqnyh seminarov POMI. Original~nost~ knigi sostoit v tom, qto kl¸qevye momenty teorii prostranstvennyh struktur budut izloßeny v detalØh s maksimal~noæ obwnost~¸, mnogie ße vaßnye (daleko ne vse!), no qastnye rezul~taty budut tol~ko upomØnuty s sootvetstvu¸wimi ssylkami na literaturu. Krome togo, zdes~ budet sdelana popytka usoverxenstvovat~ sistemu ishodnyh ponØtiæ i terminov, vzglØnut~ na nih i na svØzi meßdu nimi s novoæ toqki zreniØ. Takov vybor avtora i on budet ves~ma priznatelen za vse zameqaniØ i predloßeniØ, otnosØwiesØ k fftomu proektu. Ih moßno vysylat~ libo po obyqnoæ poqte (Ivanovu A. A., POMI, Fontanka 27, 191011, S.-Peterburg) libo po fflektronnoæ poqte (aaivanov@pdmi.ras.ru). Tekst preprinta (v russkom i angliæskom variantah) moßno budet naæti v internet (http://www.pdmi.ras.ru/preprint/1999/index.html).

Struktura preprinta sootvetstvuet predpolagaemoæ strukture knigi – te ße tri glavy (klassiqeskie prostranstvennye struktury, struktury rasxireniæ, struktury topologiqeskogo tipa), razbitye na paragrafy, sostoØwie iz poimenovannyh razdelov. Odnako v processe raboty nad knigoæ, s uqetom poluqennyh avtorom zameqaniæ i predloßeniæ, vozmoßny nekotorye izmeneniØ i dopolneniØ.

Preprint ne soderßit dokazatel~stv. Otsutstvu¸wie v preprinte dokazatel~- stva budut, kak pravilo, privodit~sØ v samoæ knige.

Glava I

Klassiqeskie prostranstvennye struktury

�ta glava posvØwena prostranstvennym strukturam obweæ topologii, davno voxedxim v matematiqeskiæ obihod. S¸da otnosØtsØ, preßde vsego, topologiqeskie i ravnomernye struktury. Sobstvenno govorØ, fftim moßno bylo by ograniqit~sØ, odnako nekotorye soobraßeniØ zastavlØ¸t udelit~ takße vnimanie kvazitopologiqeskim i bitopologiqeskim v smysle Kelli prostranstvam. Delo v tom, qto kvazitopologiqeskie struktury prowe i udobnee, qem topologiqeskie, oni ime¸t bol~xie vozmoßnosti primeneniØ, no poqemu-to osta¸tsØ v teni. TeoriØ ße bitopologiqeskih v smysle Kelli prostranstv, imeØ obxirnu¸ literaturu, ØvlØetsØ, s odnoæ storony, estestvennym prodolßeniem teorii topologiqeskih prostranstv i, s drugoæ storony, vvedeniem v obwu¸ teori¸ bitopologiqeskih prostranstv.

§1. Metriki, struktury otkloneniØ

1. Metriqeskie struktury. RasstoØniØ meßdu toqkami sostavlØ¸t osnovu geometrii prØmoæ, ploskosti i prostranstva. Netrudno zametit~, qto rasstoØnie d(x, y), ØvlØ¸weesØ neotricatel~noæ funkcieæ toqek x, y, obladaet tam sledu¸wimi svoæstvami:

d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y – aksioma toßdestva,

d(x, y) = d(y, x) – aksioma simmetrii,

d(x, z) 6 d(x, y) + d(y, z) – aksioma treugol~nika.

Moßno rassmatrivat~ takie funkcii na X × X i dlØ proizvol~nyh mnoßestv X. Povidimomu vpervye oni byli opredeleny na mnoßestvah funkciæ (Frechet M. Rend. Cir-

colo Mat. Palermo, v. 22 (1906)). Neotricatel~naØ vewestvennaØ funkciØ d(x, y), x ∈ X, y ∈ X, udovletvorØ¸waØ vsem fftim usloviØm, nazyvaetsØ metrikoæ na X. Mnoßestvo

X, na kotorom fiksirovana nekotoraØ metrika d, nazyvaetsØ metriqeskim prostranstvom (X, d). Teorii metriqeskih prostranstv posvØwena obxirnaØ literatura, soderßawaØ mnogo razliqnyh napravleniæ. S¸da otnositsØ, preßde vsego, izuqenie svoæstv metriqeskih prostranstv, invariantnyh otnositel~no otobraßeniæ sohranØ¸wih rasstoØniØ, to est~ otnositel~no izometriæ. Zdes~ my nahodim i obwie ponØtiØ, takie, naprimer, kak polnota, ograniqennost~, vpolne ograniqennost~, mera kompaktnosti. . . , i konkretnye teorii, naprimer, vnutrennØØ geometriØ poverhnosteæ, i otdel~nye utverßdeniØ. K teorii metriqeskih prostranstv otnositsØ takße izuqenie svoæstv metriqeskih prostranstv, sohranØ¸wihsØ pri gomeomorfizmah, tak nazyvaemyh topologiqekih svoæstv. Ob fftih svoæstvah poædet req~ v sledu¸wem paragrafe. Sootvetstvu¸wie metriki igra¸t takße suwestvennu¸, no slußebu¸ rol~, pri izuqenii razliqnyh algebraiqeskih struktur. S drugoæ storony, vaßnu¸ rol~ igra¸t razliqnye teoremy o nepodvißnyh toqkah otobraßeniæ metriqeskih prostranstv. V knige budut detal~no rassmotrena teoriØ polnoty i popolneniØ metriqeskih prostranstv, a takße nekotorye teoremy o nepodvißnyh toqkah otobraßeniæ metriqeskih prostranstv.

2. Struktury otkloneniØ. Esli dlØ funkcii d(x, y) aksioma toßdestva zamenØetsØ bolee slabym usloviem x = y =⇒ d(x, y) = 0, a ostal~nye aksiomy vypolnØ¸tsØ, to ee nazyva¸t psevdometrikoæ.

Esli dlØ funkcii d(x, y) aksioma treugol~nika zamenØetsØ bolee slabym uslovi- em d(y, z) −→ 0 =⇒ d(x, y) −→ d(x, z), a ostal~nye aksiomy vypolnØ¸tsØ, to ee nazyva¸t slaboæ metrikoæ, esli dlØ funkcii d(x, y) aksioma simmetrii ne obØzatel~no vypolnØetsØ, to ee nazyva¸t kvazimetrikoæ,

esli dlØ funkcii d(x, y) aksioma treugol~nika ne obØzatel~no vypolnØetsØ, to ee nazyva¸t simmetrikoæ.

Neotricatel~nu¸ vewestvennu¸ funkci¸ d(x, y), x ∈ X, y ∈ X, udovletvorØ¸wu¸ edinstvennomu uslovi¸ x = y =⇒ d(x, y) = 0, nazyva¸t otkloneniem na X. Netrudno zametit~, qto l¸boe takoe otklonenie na X ØvlØetsØ vewestvennoæ funkcieæ na X × X, obrawa¸weæsØ v nol~ na diagonali

Δ = {(x, x)|x ∈ X} ⊂ X × X. Perehod ot metrik k otkloneniØm inogda uprowaet

terminy. Tak, naprimer, termin “psevdokvazisimmetrika” moßno zamenit~ terminom “otklonenie”.

Perehod ot metrik k otkloneniØm pozvolØet pereæti k dal~neæxemu obobweni¸ fftogo ponØtiØ. Pust~ Λ – proizvol~noe uporØdoqennoe mnoßestvo, ime¸wee minimal~nyæ fflement, kotoryæ my oboznaqim qerez 0, i X – proizvol~noe mnoßestvo. Togda moßno budet rassmatrivat~ proizvol~nye funkcii d : X × X −→ Λ, udovletvorØ¸wie edinstvennomu uslovi¸ x = y =⇒ d(x, y) = 0.

Taku¸ funkci¸ moßno nazyvat~ takße otkloneniem, �lement d(x, y) nazyvaetsØ otkloneniem y ot x.

§2. Topologiqeskie struktury

PonØtie topologiqeskogo prostranstva, s kotorogo naqinaetsØ obwaØ (teoretikomnoßestvennaØ) topologiØ, voshodit k Hausdorfu (F. Hausdorff, Grundzüge der Mengen-

lehre, Leipzig, 1914). Sovremennoe opredelenie topologiqeskoæ struktury moßno sfor-

mulirovat~ v razliqnyh variantah.

1. Topologiqeskie struktury otkrytyh (zamknutyh) mnoßestv. Topologiqeskoæ

strukturoæ otkrytyh mnoßestv na mnoßestve X nazyva¸t taku¸ proizvol~no fiksirovannu¸ sistemu τ mnoßestv G ⊂ X, qto 1. ∅ ∈ τ, X ∈ τ , 2. G_1 ∈ τ i G_2 ∈ τ =⇒ G_1 ∩ G_2 ∈ τ , 3. G_λ ∈ τ | λ ∈ Λ =⇒ ( ⋃ G_λ|λ ∈ Λ) ∈ τ . �lementy sistemy τ nazyva¸tsØ pri fftom otkrytymi mnoßestvami topologiqeskogo prostranstva (X, τ ). Takoe ponimanie topologiqeskogo prostranstva, kak pary (X, τ ), sostoØweæ iz nekotorogo mnoßestva X i nekotoroæ sovokupnosti τ ego podmnoßestv, rassmatrivaemyh kak otkrytye mnoßestva, ØvlØetsØ obweprinØtym v obweæ topologii. Moßno, odnako, rassmatrivat~ v kaqestve sistemy mnoßestv, zada¸wih topologi¸ na X, sootvetstvu¸wu¸ eæ sistemu Cτ = {X\G|G ∈ τ } dopolneniæ v X do otkrytyh mnoßestv. �ti dopolneniØ nazyva¸tsØ zamknutymi v X mnoßestva-

mi. TopologiqeskaØ struktura zamknutyh mnoßestv v (X, τ ) udovletvorØet, oqevidno, sledu¸wim usloviØm: 1. ∅ ∈ Cτ, X ∈ Cτ , 2. F_1 ∈ Cτ i F_2 ∈ Cτ =⇒ F_1 ∪ F_2 ∈ Cτ , 3. F_λ ∈ Cτ |λ ∈ Λ =⇒ ( ⋂ F_λ|λ ∈ Λ) ∈ Cτ . Topologiqeskie struktury otkrytyh mnoßestv i topologiqeskie struktury zamknutyh mnoßestv v opredelennom smysle dvoæstvenny drug drugu, a imenno otkrytye mnoßestva perehodØt v zamknutye mnoßestva i naoborot pri perehode ot mnoßestv A ⊂ X k ih dopolneniØm CA = X \ A.

Esli na mnoßestve X zadana nekotoraØ metrika d, to ffta metrika pozvolØet vvesti na X sootvetstvu¸wu¸ eæ topologiqesku¸ strukturu τ_d. TakaØ struktura opredelØetsØ sledu¸wim obrazom: mnoßestvo G prinadleßit fftoæ strukture otkrytyh mnoßestv, esli x ∈ X prinadleßit G togda i tol~ko togda, kogda v G soderßitsØ nekotoraØ ϵ-okrestnost~ O_ϵ = {y|d(x, y) < ϵ} fftoæ toqki.

Otobraßenie f : (X, τ ) −→ (X^′, τ^′) nazyva¸t nepreryvnym otobraßeniem, esli

f^{−1}(G^′) ∈ τ dlØ G^′ ∈ τ^′.

KategoriØ vseh topologiqeskih prostranstv i ih nepreryvnyh otobraßeniæ oboznaqaetsØ qerez Top ili T .

2. Struktury okrestnosteæ toqek. Pri perehode k topologiqeskoæ strukture metriqeskogo prostranstva my vospol~zovalis~ ϵ-okrestnostØmi toqek. S drugoæ storony, moßno vvesti ponØtie okrestnosti toqki dlØ proizvol~nogo topologiqeskogo prostranstva. Otkrytoæ okrestnost~¸ toqki x proizvol~nogo topologiqeskogo prostranstva (X, τ ) nazyva¸t l¸boe G ∈ τ , soderßawee fftu toqku, okrestnost~¸ fftoæ toqki v (X, τ ) nazyva¸t l¸boe mnoßestvo, soderßawee ee otkrytu¸ okrestnost~.

PonØtie okrestnosteæ toqek moßno sdelat~ ishodnym ponØtiem, rasxirØØ pri fftom samo ponØtie topologiqeskogo prostranstva.

Strukturoæ okrestnosteæ toqek na mnoßestve X nazyva¸t taku¸ proizvol~no fiksirovannu¸ sistemu O = (O_x|x ∈ X) sovokupnosteæ O_x nekotoryh mnoßestv O ⊂ X, x ∈ O, qto 1. O ∈ O_x, O ⊂ O^′ =⇒ O^′ ∈ O_x, 2. O_1 ∈ O_x i O_2 ∈ O_x =⇒ O_1 ∩ O_2 ∈ O_x.

Okrestnostnym prostranstvom nazyva¸t l¸bu¸ paru (X, O), sostoØwu¸ iz nekotorogo mnoßestva X i struktury okrestnosteæ O na X.

L¸baØ struktura okrestnosteæ O na proizvol~no fiksirovannom mnoßestve X estestvenno opredelØet na fftom mnoßestve topologiqesku¸ strukturu otkrytyh mnoßestv τ_O, dlØ kotoroæ

G ∈ τ_O ⇐⇒ G ∈ O_x dlØ kaßdoæ toqki x ∈ G

S drugoæ storony, kaßdaØ topologiqeskaØ struktura otkrytyh mnoßestv τ , zadannaØ na mnoßestve X, opredelØet na fftom mnoßestve sootvetstvu¸wu¸ strukturu O okrestnosteæ, dlØ kotoroæ O_x = {O|x ∈ G ∈ τ, G ⊂ O}. Zametim, qto okrestnosti toqek l¸bogo topologiqeskogo prostranstva (X, τ ) udovletvorØ¸t ewe odnomu dopolnitel~nomu uslovi¸

3. DlØ kaßdoæ okrestnosti O ∈ O_x suwestvuet takaØ okrestnost~ O^′ ∈ O_x, O^′ ⊂ O, qto y ∈ O^′ =⇒ O^′ ∈ O_y.

�to uslovie ne ØvlØetsØ sledstviem dvuh predyduwih usloviæ. Takim obrazom ponØtie struktury okrestnosteæ xire, qem ponØtie topologiqeskoæ struktury otkrytyh (zamknutyh) mnoßestv. Hotelos~ by otmetit~ sledu¸wee obstoØtel~stvo. Struktury okrestnosteæ v naxem ponimanii udobny tem, qto sovokupnost~ okrestnosteæ kaßdoæ toqki my moßem fiksirovat~ nezavisimo ot togo kakie okrestnosti vybrany dlØ drugih toqek.

Otobraßenie f : (X, O) −→ (X^′, O^′) nazyva¸t nepreryvnym otobraßeniem, esli

f^{−1}(O^′_{f (x)}) ∈ O_x dlØ l¸boæ toqki x ∈ X i l¸boæ okrestnosti O^′ ∈ O^′_{f (x)}.

Takim obrazom my moßem rassmatrivat~ kategori¸ Neib okrestnostnyh prostranstv i ih nepreryvnyh otobraßeniæ.

3. Struktury dalekih ot toqek mnoßestv. Podobno tomu kak dlØ topologiqeskih struktur otkrytyh mnoßestv suwestvu¸t dvoæstvennye im topologiqeskie struktury zamknutyh mnoßestv, struktury okrestnosteæ ime¸t dvoæstvennye im struktury dalekih mnoßestv. Strukturoæ dalekih ot toqek mnoßestv na mnoßestve X nazyva- ¸t taku¸ proizvol~no fiksirovannu¸ sistemu D = (D_x|x ∈ X) sovokupnosteæ nekotoryh mnoßestv D ⊂ X, x /∈ D, qto 1. D ∈ D_x, D^′ ⊂ D =⇒ D^′ ∈ D_x, 2. D_1 ∈ D_x i D_2 ∈ D_x =⇒ D_1 ∪ D_2 ∈ D_x.

L¸baØ struktura D dalekih mnoßestv vzaimno odnoznaqno opredelØet sootvetstvu¸wu¸ strukturu okrestnosteæ O, dlØ kotoroæ kaßdoe O_x = {X \ D|D ∈ D_x} i, naoborot, D_x = {X \ O|O ∈ O_x}. Tem samym l¸baØ struktura dalekih ot toqek mnoßestv na proizvol~no fiksirovannom mnoßestve X opredelØet topologiqesku¸ strukturu

τ_D otkrytyh mnoßestv, dlØ kotoroæ

G ∈ τ_D ⇐⇒ X \ G ∈ D_y dlØ kaßdoæ toqki y ∈ G .

S drugoæ storony, l¸baØ topologiqeskaØ struktura τ otkrytyh mnoßestv opredelØet sootvetstvu¸wu¸ strukturu D dalekih mnoßestv, dlØ kotoroæ D ∈ D_x, esli suwestvuet G ∈ τ, x ∈ G, soderßaweesØ v X \ D.

Zametim, qto dalekie mnoßestva l¸bogo topologiqeskogo prostranstva (X, τ ) udovletvorØ¸t ewe odnomu dopolnitel~nomu uslovi¸

3. DlØ kaßdogo D ∈ D_x suwestvuet takoe D^′, soderßawee D, qto D^′ ∈ D_y dlØ vseh y ∈ (X \ D^′). Struktury okrestnosteæ i struktury dalekih mnoßestv v opredelennom smysle dvoæstvenny drug drugu, a imenno okrestnosti toqek perehodØt v dalekie ot fftih toqek mnoßestva i naoborot pri perehode ot mnoßestv A ⊂ X k ih dopolneniØm CA = X \ A v X. Sootvetstvenno fftoæ dvoæstvennosti opredelØetsØ kategoriØ Dist prostranstv dalekih ot toqek mnoßestv i ih nepreryvnyh otobraßeniæ, izomorfnaØ kategorii

Neib. Pri fftom otobraßenie f : (X, D) −→ (X^′, D^′) budet nepreryvnym, esli mnoße-

stvo f^{−1}(D^′) daleko ot x dlØ l¸boæ toqki x ∈ X i l¸bogo dalekogo ot f(x) mnoßestva

D^′.

4. Struktury blizkih k toqkam mnoßestv. Strukturoæ blizkih k toqkam mno-

ßestv na mnoßestve X budem nazyvat~ taku¸ proizvol~no fiksirovannu¸ sistemu S = (C_x|x ∈ X) sovokupnosteæ C_x nekotoryh mnoßestv C ⊂ X, qto

1. C ∈ C_x i C ⊂ C^′ =⇒ C^′ ∈ C_x, 2. C_1 ∪ C_2 ∈ C_x =⇒ C_1 ∈ C_x ili C_2 ∈ C_x.

KaßdaØ struktura C blizkih mnoßestv opredelØet, v nekotorom smysle dvoæstvenu¸ eæ, strukturu D dalekih mnoßestv, dlØ kotoroæ A ∈ D_x ⇐⇒ A /∈ C_x, A ⊂ X i, sledovatel~no, opredelØet sootvetstvu¸wu¸ eæ topologiqesku¸ strukturu τ_C otkrytyh mnoßestv. S drugoæ storony, kaßdaØ topologiqeskaØ struktura τ otkrytyh mnoßestv opredelØet sootvetstvu¸wu¸ strukturu C blizkih k toqkam mnoßestv, dlØ kotoroæ A ∈ C_x ⇐⇒ (x ∈ G ∈ τ =⇒ A ∩ G ≠ ∅). Sootvetstvenno fftoæ dvoæstvennosti opredelØetsØ kategoriØ P rox_0 prostranstv blizkih k toqkam mnoßestv i ih nepreryvnyh otobraßeniæ izomorfnaØ kategorii

Dist. Pri fftom otobraßenie f : (X, S) −→ (X^′, S^′) budet nepreryvnym, esli mnoßestvo f(C) blizko k f(x) dlØ l¸boæ toqki x ∈ X i l¸bogo blizkogo k x mnoßestva C.

Zametim, qto struktury blizkih k toqkam mnoßestv, sootvetstvu¸wie topologiqeskim strukturam otkrytyh mnoßestv, udovletvorØ¸t ewe odnomu dopolnitel~nomu uslovi¸

3. DlØ kaßdogo A /∈ C_x suwestvuet takoe A^′, soderßawee A, qto A^′ /∈ C_y dlØ vseh y ∈ (X \ C^′). 5. OperaciØ zamykaniØ i operaciØ vnutrennosti. Klass topologiqeskih struktur otkrytyh mnoßestv (zamknutyh mnoßestv), rassmotrennyæ vyxe, dopuskaet znaqitel~noe rasxirenie. �to rasxirenie bylo osuwestvleno, v svoe vremØ, vvedeniem operacii zamykaniØ. GovorØt, qto na mnoßestve X opredelena operaciØ zamykaniØ cl, esli dlØ kaßdogo A ⊂ X odnoznaqno opredeleno mnoßestvo clA tak, qto 1. cl∅ = ∅, 2. A ⊂ clA, 3. cl(A ∪ B) = clA ∪ clB.

Zametim, qto iz usloviæ 1, 2, 3 ne sleduet ravenstvo cl(clA) = clA, esli ße ffto poslednee uslovie vypolneno, to, kak netrudno dokazat~, sistema τ = {X \ clA|A ⊂ X} ØvlØetsØ topologiqeskoæ strukturoæ otkrytyh mnoßestv.

Esli na nekotorom mnoßestve X opredelena kakaØ-nibud~ operaciØ zamykaniØ cl, to paru (X, cl), budem nazyvat~ prostranstvom zamykaniæ.

Primer. Pust~ X – proizvol~noe mnoßestvo i φ : X −→ X, poloßim clφA = A ∪ φ(A). UsloviØ 1–3 oqevidno vypolnØ¸tsØ, pofftomu ffto operaciØ zamykaniØ. Zamknutymi zdes~ budut vse mnoßestva A, dlØ kotoryh φ(A) ⊂ A. Esli, naprimer, X = N i φ(n) =

n + 1, to zamknutymi mnoßestvami budut mnoßestva N_k = {n|k 6 n}, v to vremØ kak cl_φ – dovol~no netrivial~naØ operaciØ.

Moßno vvesti takße operaci¸ vnutrennosti int , poloßiv int A = X \ cl(X \ A). Netrudno dokazat~, qto operaciØ vnutrennosti obladaet sledu¸wimi svoæstvami:

1. int X = X, 2. int A ⊂ A, 3. int (A ∩ B) = int A ∩ int B.

Zametim, qto iz usloviæ 1, 2, 3 ne sleduet ravenstvo int (int A) = int A, esli ße poslednee uslovie vypolneno, to, kak netrudno dokazat~, sistema τ = {int A|A ⊂ X} ØvlØetsØ topologiqeskoæ strukturoæ otkrytyh mnoßestv.

Esli na nekotorom mnoßestve X opredelena kakaØ-nibud~ operaciØ vnutrennosti int , to paru (X, int ) budem nazyvat~ prostranstvom vnutrennosteæ.

Netrudno zametit~, qto operacii zamykaniØ i operacii vnutrennosti v oqevidnom smysle dvoæstvenny drug drugu i obe operacii monotonny, to est~ esli A ⊂ B to int A ⊂ int B i clA ⊂ clB.

L¸baØ operaciØ zamykaniØ cl, zadannaØ na nekotorom mnoßestve X opredelØet na X sootvetstvu¸wu¸ strukturu okrestnosteæ O_{cl}, v kotoroæ O_x = {O | x ∈ cl(X \ O)}. S drugoæ storony, l¸baØ struktura okrestnosteæ O na X opredelØet operaci¸ zamykaniØ, dlØ kotoroæ clA = A ∪ {x|X \ A /∈ O_x}.

V sootvetstvii s fftim opredelØ¸tsØ kategorii Cl i Int prostranstv zamykaniæ i ih nepreryvnyh otobraßeniæ i, sootvetstvenno, prostranstv vnutrennosteæ i ih nepreryvnyh otobraßeniæ. Pri fftom otobraßenie f : (X, cl) −→ (X^′, cl^′) budet nepreryvnym, esli f(clA) ⊂ cl(f(A)) dlØ l¸bogo mnoßestva A ⊂ X. Otobraßenie

f : (X, int ) −→ (X^′, int^′) budet nepreryvnym, esli f^{−1}(int A^′) ⊂ int (f^{−1}(A^′)) dlØ l¸bogo

mnoßestva A^′ ⊂ X^′.

6. Struktury shodimosti. Qtoby sformulirovat~ ponØtie struktury shodimosti neobhodimo, preßde vsego, poznakomit~sØ s ponØtiem napravlennogo uporØdoqennogo mnoßestva. Mnoßestvo Λ nazyvaetsØ uporØdoqennym mnoßestvom, esli na nem fiksirovano nekotoroe otnoxenie porØdka, to est~ dlØ nekotoryh, ne obØzatel~no vseh, par toqek λ_1, λ_2 fftogo mnoßestva my imeem libo λ_1 ≤ λ_2, libo λ_1 ≥ λ_2, priqem vypolnØ¸tsØ sledu¸wie usloviØ:

1. λ ≤ λ dlØ kaßdogo λ ∈ Λ, 2. λ_1 ≤ λ_2 i λ_2 ≤ λ_3 =⇒ λ_1 ≤ λ_3.

UporØdoqennoe mnoßestvo Λ nazyvaetsØ napravlennym po vozrastani¸ (ubyvani¸) uporØdoqennym mnoßestvom, esli dlØ l¸byh ego fflementov λ_1, λ_2 naædetsØ fflement λ takoæ, qto λ_1 ≤ λ i λ_2 ≤ λ (λ_1 ≥ λ i λ_2 ≥ λ). Oqevidno, qto moßno ograniqit~sØ mnoßestvami, napravlennymi po vozrastani¸, k nim vsegda moßno pereæti obraweniem porØdka.

RassmatrivaØ podmnoßestva Λ^′ napravlennogo mnoßestva Λ my vsegda moßem sqitat~, qto porØdok na mnoßestvah Λ^′ inducirovan porØdkom na mnoßestve Λ. Pri fftom

Λ^′ my budem nazyvat~ konfinal~noæ qast~¸ mnoßestva Λ, esli dlØ l¸bogo λ ∈ Λ

naædetsØ λ^′ ∈ Λ^′ takoe, qto λ ≤ λ^′.

DlØ l¸bogo mnoßestva X moßno rassmatrivat~ napravlennye sistemy (x_λ|λ ∈ Λ) ego toqek, gde vse x_λ ∈ X, Λ – nekotoroe napravlennoe uporØdoqennoe mnoßestvo.

NapravlennaØ sistema (x_λ|λ ∈ Λ) nazyvaetsØ stacionarnoæ, esli naædetsØ takoe

λ_0 ∈ Λ i takaØ toqka x ∈ X, qto x_λ = x dlØ vseh λ ≥ λ_0.

Sistema (x_λ|λ ∈ Λ^′) nazyvaetsØ konfinal~noæ qast~¸ sistemy (x_λ|λ ∈ Λ), esli Λ^′ ØvlØetsØ konfinal~noæ qast~¸ uporØdoqennogo mnoßestva Λ.

Pust~ X – nekotoroe mnoßestvo. Strukturoæ shodimosti na X nazyvaetsØ proizvol~no fiksirovannoe mnoßestvo S par ((x_λ|λ ∈ Λ), x), sostoØwih iz napravlennyh sistem toqek mnoßestva X i toqek fftogo mnoßestva, udovletvorØ¸wee sledu¸wim usloviØm:

1. Esli napravlennaØ sistema (x_λ|λ ∈ Λ) stacionarna, to est~ naædetsØ takoe

λ_0 ∈ Λ, qto x_λ = x dlØ vseh λ ≥ λ_0, to ((x_λ|λ ∈ Λ), x) ∈ S.

2. Esli sistema (x_λ|λ ∈ Λ^′) ØvlØetsØ konfinal~noæ qast~¸ sistemy (x_λ|λ ∈ Λ) i ((x_λ|λ ∈ Λ), x) ∈ S, to ((x_λ|λ ∈ Λ^′), x) ∈ S. Zameqanie Esli ((xλ|λ ∈ Λ), x) ∈ S, to govorØt, qto sistema (xλ|λ ∈ Λ) shoditsØ k toqke x i pixut (x_λ|λ ∈ Λ) −→_S x.

Esli na nekotorom mnoßestve X opredelena kakaØ-nibud~ struktura shodimosti S, to paru (X, S) budem nazyvat~ prostranstvom shodimosti.

Rassmotrim nekotoru¸ operaci¸ zamykaniØ cl na proizvol~no fiksirovannom mnoßestve X. �ta operaciØ pozvolØet opredelit~ na X sootvetstvu¸wu¸ strukturu shodimosti. Pust~ x ∈ X, rassmotrim uporØdoqennoe po vkl¸qeni¸ mnoßestvo Λ_x, sostoØwee iz vseh podmnoßestv A mnoßestva X, dlØ kotoryh x /∈ clA. UporØdoqennoe mnoßestvo Λ_x budet dlØ vseh x napravlennym uporØdoqennym mnoßestvom. Pust~, teper~, x ∈ clB, togda dlØ kaßdogo A ∈ Λ_x mnoßestvo B \ A ≠ ∅. Vyberem dlØ kaßdogo

A ∈ Λ toqku x_A ∈ B \ A, obrazovav, tem samym, v mnoßestve B napravlennu¸ sistemu

toqek (x_A|A ∈ Λ_x), kotoru¸ my vkl¸qim v strukturu shodimosti S_{cl} vmeste so vsemi ee konfinal~nymi podsistemami i stacionarnymi sistemami. Netrudno zametit~, qto esli my postroim, teper~, po S_{cl} operaci¸ zamykaniØ cl^′, poloßiv cl^′B = B ∪

{x|(x_λ) −→_{Scl} x}, gde (x_λ) – napravlennye sistemy v B, to my poluqim ishodnu¸

operaci¸ zamykaniØ.

V sootvetstvii s fftim my moßem opredelit~ kategori¸ Conv prostranstv shodimosti i ih nepreryvnyh otobraßeniæ.

7. Aksioma kompozicii. Rassmotrim uporØdoqennoe mnoßestvo Ξ i uporØdoqennye mnoßestva Λ_ξ, opredelennye dlØ vseh ξ ∈ Ξ. Kompozicieæ fftih uporØdoqennyh mnoßestv budem nazyvat~ mnoßestvo M = {(ξ, λ)|ξ ∈ Ξ, λ ∈ Λ_ξ}, na kotorom opredeleno sledu¸wee otnoxenie porØdka: (ξ, λ) > (ξ^′, λ^′) ⇐⇒ ξ > ξ^′ ili ξ = ξ^′ i λ > λ^′. Netrudno ponØt~, qto esli vse ishodnye mnoßestva ØvlØ¸tsØ napravlennymi uporØdoqennymi mnoßestvami, to i ih kompoziciØ ØvlØetsØ napravlennym uporØdoqennym mnoßestvom. My moßem teper~ rassmatrivat~ kompozicii napravlennyh sistem toqek v proizvol~no fiksirovannom mnoßestve X i sformulirovat~ aksiomu kompozicii napravlennyh sistem toqek.

Opredelenie. Pust~ (xξ |ξ ∈ Ξ) i (xλ|λ ∈ Λξ), ξ ∈ Ξ – napravlennye sistemy toqek v

X, togda ih kompozicieæ budem nazyvat~ napravlennu¸ sistemu toqek (x_μ|μ ∈ M), gde μ = (ξ, λ), ξ ∈ Ξ, λ ∈ Λ_ξ, x_μ = x_λ. Aksioma kompozicii

Pust~ (x_ξ |ξ ∈ Ξ) −→_S x, (x_λ|λ ∈ Λ_ξ) −→_S x_ξ dlØ vseh ξ ∈ Ξ togda ih kompoziciØ (x_μ|μ ∈ M) −→_S x.

Netrudno dokaza~, qto operaciØ zamykaniØ cl_S , postroennaØ po strukture shodimosti S, udovletvorØ¸weæ aksiome kompozicii, idempotentna, to est~ cl_S (cl_S A) =

cl_S A dlØ vsØkogo mnoßestva A ⊂ X. Analogiqnoe utverßdenie spravedivo dlØ opera-

cii vnutrennosti. S drugoæ storony, struktura shodimosti estestvenno opredelØemaØ topologiqeskoæ strukturoæ otkrytyh mnoßestv udovletvorØet aksiome kompozicii.

8. Fil~try i kofil~try. NarØdu s apparatom shodimosteæ v topologii primenØetsØ kak apparat fil~trov, tak i apparat kofil~trov.

Fil~trom v mnoßestve X nazyva¸t l¸bu¸ nepustu¸ sistemu ω podmnoßestv fftogo mnoßestva, udovletvorØ¸wu¸ sledu¸wim usloviØm: 1. ∅ /∈ ω, 2. Esli G_1 ∈ ω i G_2 ∈ ω, to G_1 ∩ G_2 ∈ ω, 3. Esli G ∈ ω i G ⊂ G^′ to G^′ ∈ ω.

Kofil~trom v mnoßestve X nazyva¸t l¸bu¸ nepustu¸ sistemu γ, podmnoßestv fftogo mnoßestva, udovletvorØ¸wu¸ sledu¸wim usloviØm: 1. X ∈ γ, 2. Esli F_1 ∪ F_2 ∈ γ, to F_1 ∈ γ ili F_2 ∈ γ, 3. Esli F ∈ γ i F ⊂ F^′, to F^′ ∈ γ.

Netrudno zametit~, qto sistema O_x vseh okrestnosteæ toqki x ØvlØetsØ fil~- trom. OperaciØ zamykaniØ opredelØet kofil~try γ(x) = {F |x ∈ clF }, a operaciØ vnutrennosti opredelØet fil~try ω(x) = {G|x ∈ int G}. S drugoæ storony, l¸baØ sistema Ω = {ω(x)|x ∈ X} fil~trov v X proizvol~no sopostavlennyh toqkam fftogo mnoßestva opredelØet operaci¸ vnutrennosti, opredelØemu¸ sledu¸wim obrazom:

int A sostoit iz vseh toqek x ∈ X, dlØ kotoryh A ∈ ω(x). Analogiqno, l¸boæ sisteme γ = {γ(x)|x ∈ X} kofil~trov v X proizvol~no sopostavlennyh toqkam fftogo mno-

ßestva sootvetstvuet operaciØ zamykaniØ, opredelØemaØ sledu¸wim obrazom: clA sostoit iz vseh toqek x ∈ X, dlØ kotoryh A ∈ γ(x).

§3. Kvazitopologiqeskie struktury

V razdelah 2–6 predyduwego paragrafa byli rassmotreny razliqnye izomorfnye drug drugu kategorii. Vse ffti kategorii moßno rassmatrivat~, kak varianty nekotoroæ kategorii QTop , ime¸weæ retraktom kategori¸ Top ⊂ QTop . Na ob¨- ektah kategorii QTop , kotorye my budem nazyvat~ poka kvazitopologiqeskimi prostranstvami, moßno rassmatrivat~ okrestnosti toqek, dalekie ot toqek mnoßestva, blizkie k toqkam mnoßestva, operacii zamykaniØ i vnutrennosti, shodimosti napravlennyh sistem toqek, udovletvorØ¸wie bolee slabym, qem dlØ topologiqeskih prostranstv, usloviØm. V fftom paragrafe budut rassmotreny nekotorye fflementy teorii kvazitopologiqeskih prostranstv, priqem za obrazec izloßeniØ budet vzØta, za nekotorymi iskl¸qeniØmi, glava I “Topologiqeskie struktury ” knigi III “ObwaØ topologiØ” serii N. Burbaki “�lementy matematiki”.

1. Otkrytye mnoßestva, okrestnosti, zamknutye mnoßestva. Kvazitopologiqeskie prostranstva my budem, kak pravilo, oboznaqat~ zdes~ temi ße bukvami, qto i mnoßestva, na kotoryh opredeleny sootvetstvu¸wie struktury.

Pust~ X – nekotoroe kvazitopologiqeskoe prostranstvo. UslovimsØ sqitat~ pri fftom, qto na X opredeleny okrestnosti toqek, dalekie i blizkie k toqkam mnoßestva, operacii zamykaniØ i vnutrennosti, shodimost~ napravlennyh sistem toqek. Sovokupnost~ O = {O_x|x ∈ X}, budem rassmatrivat~ kak kvazitopologiqesku¸ strukturu fftogo prostranstva. Vse kvazitopologiqeskie ponØtiØ mogut byt~ vvedeny v terminah okrestnosteæ toqek.

Otkrytym mnoßestvom v X nazyvaetsØ kaßdoe mnoßestvo G = int G, zamknutym mnoßestvom nazyvaetsØ kaßdoe mnoßestvo F = clF . Sovokupnost~ vseh otkrytyh (zamknutyh) mnoßestv kvazitopologiqeskogo prostranstva ØvlØetsØ topologiqeskoæ strukturoæ otkrytyh (zamknutyh) mnoßestv. Takim obrazom kaßdomu kvazitopologiqeskomu prostranstvu X odnoznaqno sopostavlØetsØ topologiqeskoe prostranstvo PX. Svoæstva fftogo topologiqeskogo prostranstva ØvlØ¸tsØ, odnovremenno, svoæstvami ishodnogo kvazitopologiqeskogo prostranstva. Naprimer, my moßem rassmatrivat~ svoæstva otdelimosti otkrytymi mnoßestvami (strogaØ otdelimost~) i otdelimosti okrestnostØmi. Mnoßestvo O nazyvaetsØ okrestnost~¸ mnoßestva A, esli A ⊂ int O. Zametim, qto esli mnoßestvo O ØvlØetsØ okrestnost~¸ nekotorogo mnoßestva A, to int O moßet i ne byt~ okrestnost~¸ fftogo mnoßestva. Dve toqki x_1, x_2 kvazitopologiqeskogo prostranstva otdelimy, esli suwestvu¸t ih nepereseka¸wiesØ okrestnosti, i oni strogo otdelimy, esli ffti okrestnosti ØvlØ¸tsØ otkrytymi mnoßestvami. Kvazitopologiqeskoe prostranstvo nazyvaetsØ otdelimym, esli dve l¸bye ego razliqnye toqki otdelimy i ono nazyvaetsØ strogo otdelimym, esli oni otdelimy otkrytymi mnoßestvami.

2. Kvazitopologii na mnoßestve. Pust~ dany dva kvazitopologiqeskih prostranstva X i X^′, kvazitopologii kotoryh opredeleny, naprimer, sistemami O, O^′ okrestnosteæ toqek na odnom i tom ße mnoßestve. Esli O_x ⊂ O^′_x dlØ kaßdoæ toqki x ∈ X, to govorØt, qto kvazitopologiØ na X^′ ton~xe, qem kvazitopologiØ na X (kvazitopologiØ na X grubee, qem kvazitopologiØ na X^′). V fftom sluqae iz spravedlivosti sootnoxeniæ “A daleko ot x” i “x ∈ int A v X” sleduet ih spravedlivost~ v X^′ i, naoborot, iz spravedlivosti sootnoxeniæ “A blizko k x”, “x ∈ clA” i “(x_λ|λ ∈ Λ) −→ x v X^′” sleduet ih spravedlivost~ v X.

Estestvenno, v terminah okrestnosteæ opredelØ¸tsØ ob¨edineniØ i pereseqeniØ l¸byh sovokupnosteæ kvazitopologiæ, opredelennyh na odnom i tom ße mnoßestve i kvazitopologiæ, poroßdennyh proizvol~no fiksirovannymi sistemami okrestnosteæ toqek.

3. Inducirovannye kvazitopologiqeskie struktury. Pust~ X i X^′ – dva mnoßestva i f : X^′ −→ X. Togda l¸baØ kvazitopologiØ, opredelennaØ na X, moßet byt~ perenesena (inducirovana) otobraßeniem f na X^′, a l¸baØ kvazitopologiØ, opredelennaØ na X^′, moßet byt~ perenesena (inducirovanna) otobraßeniem f na X. V qastnosti, perenos struktury okrestnosteæ moßet byt~ osuwestvlen vloßeniem

i : X^′ −→ X dlØ X^′ ⊂ X. Pri fftom struktura O = {O_x|x ∈ X} okrestnosteæ toqek

v X pereædet v strukturu O^′ = {O^′_x|x ∈ X^′}, gde O^′_x = {O ∩ X^′|O ∈ O_x}. Mnoßestvo

X^′, nadelennoe takoæ strukturoæ nazyvaetsØ podprostranstvom kvazitopologiqeskogo prostranstva (X, O).

4. Nepreryvnye otobraßeniØ. OpredeleniØ nepreryvnosti otobraßeniæ kvazitopologiqeskih prostranstv v razliqnyh terminah byli dany ranee v §2. Nas interesovala tam nepreryvnost~ otobraßeniæ “v celom”, hotØ sama nepreryvnost~ imeet lokal~nyæ harakter nepreryvnosti “v toqke”. Netrudno dokazat~, qto dlØ kvazitopologiqeskih prostranstv spravedliva kak lokal~naØ, tak i global~naØ teorema o nepreryvnosti kompozicii nepreryvnyh otobraßeniæ. Ots¸da i iz nepreryvnosti vloßeniØ podprostranstv sleduet, qto ograniqenie na l¸boe podprostranstvo nepreryvnogo otobraßeniØ kvazitopologiqeskogo prostranstva ØvlØetsØ nepreryvnym otobraßeniem. S drugoæ storony, esli opredeleno nepreryvnoe otobraßenie podprostranstva kvazitopologiqeskogo prostranstva na kakoe-to kvazitopologiqeskoe prostranstvo, to, v obwem sluqae moßet i ne suwestvovat~ ego prodolßenie na vse prostranstvo. Voznikaet problema suwestvovaniØ i edinstvennosti takogo prodolßeniØ. Edinstvennost~ prosto dokazyvaetsØ dlØ otobraßeniØ vs¸du plotnogo podmnoßestva na otdelimoe kvazitopologiqeskoe prostranstvo.

5. Proizvedenie i summa kvazitopologiqeskih prostranstv. Pust~ dano semeæstvo (X_λ|λ ∈ Λ) kvazitopologiqeskih prostranstv. Obrazuem mnoßestvo X = ∏ X_λ = {(x_λ|λ ∈ Λ)| x_λ ∈ X_λ}. Pust~ x = (x_λ|λ ∈ Λ) ∈ X, O_λ – okrestnost~ toqki x_λ v X_λ,

priqem vse O_λ krome koneqnogo qisla sovpada¸t s X_λ. Togda mnoßestvo ∏ O_λ|λ ∈ Λ rassmatrivaetsØ, kak okrestnost~ toqki x v proizvedenii. Vse mnoßestva, soderßawie takie okrestnosti, obrazu¸t O_x. Struktura O = {O_x|x ∈ X} okrestnosteæ opredelØet kvazitopologiqeskoe prostranstvo (X, O), nazyvaemoe prØmym proizvedeniem prostranstv zadannogo semeæstva. Netrudno ponØt~, qto ffto strukturnoe opredelenie proizvedeniØ kvazitopologiqeskih prostranstv sootvetstvuet ego kategornomu opredeleni¸, a imenno obladaet sledu¸wim svoæstvom:

fiksiru¸tsØ otobraßeniØ π_λ : X −→ X_λ, π_λ(x) = x_λ, togda dlØ l¸bogo kvazitopologiqeskogo prostranstva Y i l¸byh otobraßeniæ f_λ : Y −→ X_λ, λ ∈ Λ suwestvuet takoe otobraßenie f : Y −→ X, qto f_λ = π_λf.

Zametim, qto operaciØ peremnoßeniØ kvazitopologiqeskih prostranstv associativna.

Opredelim, teper~, operaci¸ sloßeniØ kvazitopologiqeskih prostranstv. Pust~ dano semeæstvo (X_λ|λ ∈ Λ) kvazitopologiqeskih prostranstv, ne ime¸wih poparno obwih toqek. Obrazuem mnoßestvo X = ⋃ X_λ. Rassmotrim proizvol~nu¸ toq-

ku x ∈ X. Ona budet prinadleßat~ kakomu-to iz prostranstv X_λ i, sledovatel~no, budet opredelena ee sovokupnost~ O_x(X_λ) okrestnosteæ v fftom prostranstve. Opredelim teper~ O_x, kak sovokupnost~ mnoßestv, kaßdoe iz kotoryh soderßit kakoe-to mnoßestvo iz O_x(X_λ). Struktura O = {O_x|x ∈ X} okrestnosteæ opredelØet kvazitopologiqeskoe prostranstvo (X, O), nazyvaemoe svobodnym ob¨edineniem prostranstv zadannogo semeæstva. Netrudno ponØt~, qto ffto strukturnoe opredelenie svobodnogo ob¨edineniØ kvazitopologiqeskih prostranstv sootvetstvuet ego kategornomu opredeleni¸, a imenno obladaet sledu¸wim svoæstvom:

Fiksiru¸tsØ otobraßeniØ i_λ : X_λ −→ X, i_λ(x) = x, togda dlØ l¸bogo kvazitopologiqeskogo prostranstva Y i l¸byh otobraßeniæ f_λ : X_λ −→ Y, λ ∈ Λ suwestvuet takoe otobraßenie f : X −→ Y , qto f_λ = fi_λ.

Zametim, qto operaciØ summirovaniØ kvazitopologiqeskih prostranstv associativna.

6. Faktorprostranstva i podprostranstva. Pust~ X – nekotoroe kvazitopologiqeskoe prostranstvo, X^′ – mnoßestvo i h : X −→ X^′ – otobraßenie mnoßestva toqek prostranstva X na mnoßestvo X^′. Strukturu O okrestnosteæ moßno perenesti posredstvom otobraßeniØ h na mnoßestvo X^′, poloßiv O ∈ O^′_x0 ⇐⇒ h^{−1}(O) ∈ ∩O_x|h(x) = x^′. Kvazitopologiqeskoe prostranstvo (X^′, O^′) nazyvaetsØ h-faktorprostranstvom kvazitopologiqeskogo prostranstva X i oboznaqaetsØ qerez X/h. Moßno rassmatrivat~ takße R-faktorprostranstva X/R, gde R – otnoxenie ffkvivalentnosti, opredelennoe na X. V kaqestve mnoßestva X^′ beretsØ v fftom sluqae mnoßestvo vseh klassov R-ffkvivalentnosti, a otobraßenie h sopostavlØet kaßdoæ toqke x ∈ X klass ffkvivalentnosti, kotoromu ona prinadleßit.

PonØtie podprostranstva bylo opisano v razdele 3. Zametim tol~ko, qto moßno dat~ qisto kategornye opredeleniØ kak faktorprostranstva, tak i podprostranstva.

Rassmotrim nekotorye svoæstva faktorprostranstv. Pust~ f : X −→ Y – nepreryvnoe otobraßenie kvazitopologiqeskih prostranstv. X^′ = f(X), i : X^′ −→ Y – vloßenie mnoßestv, h : X −→ X/f. Imeem, oqevidno, f = ih i moßno dokazat~, qto nepreryvnost~ otobraßeniØ f vleqet nepreryvnost~ otobraßeniØ i i, naoborot, nepreryvnost~ i vleqet nepreryvnost~ f. Predstavlenie otobraßeniØ f v vide kompozicii f = ih nazyvaetsØ kanoniqeskim razloßeniem nepreryvnogo otobraßeniØ. PredstavlØet opredelennyæ interes izuqenie svØzi meßdu svoæstvami kvazitopologiqeskih prostranstv X, X/R i otnoxeniæ ffkvivalentnosti R.

7. Kompaktnost~ i lokal~naØ kompaktnost~. Tak kak struktura otkrytyh mnoßestv kvazitopologiqeskogo prostranstva ne opisyvaet ego kvazitopologiqesku¸ strukturu, opredelenie kompaktnosti i lokal~noæ kompaktnosti sleduet davat~ v terminah okrestnosteæ.

Opredelenie. Kvazitopologiqeskoe prostranstvo (X, O) nazyvaetsØ komaktnym, es-

li iz l¸bogo ego pokrytiØ (O_x|x ∈ X) okrestnostØmi toqek moßno vybrat~ koneqnoe pokrytie.

PonØtie kompaktnosti moßno, koneqno, sformulirovat~ v terminah zamykaniæ, vnutrennosteæ, dalekih ot toqek mnoßestv, blizkih k toqkam mnoßestv i shodimosteæ. Netrudno zametit~, qto v kompaktnom kvazitopologiqeskom prostranstve vsØkoe otkrytoe poerytie soderßit koneqnoe pokrytie.

Opredelenie. Otdelimoe kompaktnoe kvazitopologiqeskoe prostranstvo nazyvaet-

sØ kompaktom.

Opredelenie. Kvazitopologiqeskoe prostranstvo (X, O) nazyvaetsØ lokal~no ko-

maktnym, esli v l¸boæ okrestnosti l¸boæ ego toqki soderßitsØ ee okrestnost~ s kompaktnym zamykaniem.

TeoriØ kompaktnyh i lokal~no kompaktnyh kvazitopologiqeskih prostranstv v obwem analogiqna sootvetstvu¸weæ teorii topologiqeskih prostranstv. 8. SvØznost~ i lokal~naØ svØznost~. Estestvennym perenosom ponØtiØ svØznosti topologiqeskih prostranstv na kvazitopologiqeskie prostranstva ØvlØetsØ sledu¸- wee opredelenie.

Opredelenie. Kvazitopologiqeskoe prostranstvo nazyvaetsØ svØznym, esli v nem ne

suwestvuet sobstvennoe nepustoe mnoßestvo, zamykanie kotorogo sovpadaet s vnutrennost~¸.

Netrudno zametit~, odnako, qto esli clA = int A dlØ nekotorogo mnoßestva A kvazitopologiqeskogo prostranstva X, to A okazyvaetsØ odnovremeno otkrytym i zamknutym v X mnoßestvom. Takim obrazom ponØtie svØznosti kvazitopologiqeskogo prostranstva sovpadaet s ponØtiem svØznosti topologiqeskogo prostranstva. S drugoæ storony, ponØtie lokal~noæ svØznosti kvazitopologiqeskogo prostranstva ne sovpadaet s ponØtiem lokal~noæ svØznosti topologiqeskogo prostranstva.

Opredelenie. Kvazitopologiqeskoe prostranstvo nazyvaetsØ lokal~no svØznym, esli

v kaßdoæ okrestnosti l¸boæ toqki soderßitsØ ee svØznaØ okrestnost~.

�to uslovie sil~nee, qem obyqnoe uslovie lokal~noæ siØznosti.

9. Kvazitopologii i topologii. TeoriØ kvazitopologiqeskih prostranstv ØvlØetsØ bolee tonkoæ teorieæ, qem teoriØ topologiqeskih prostranstv, tak kak l¸baØ operaciØ kvazitopologiqeskogo zamykaniØ ton~xe, qem sootvetstvu¸waØ eæ operaciØ topologiqeskogo zamykaniØ. Vo mnogih sluqaØh v rezul~tate perehoda ot kvazitopologii k topologii my poluqaem trivial~noe topologiqeskoe prostranstvo. Rassmotrim, naprimer, mnoßestvo Zcelyh qisel i vpolne additivnu¸ operaci¸ zamykaniØ, dlØ kotoroæ cl{n} = {n−1, n, n+1}. Sootvetstvu¸waØ eæ topologiqeskaØ struktura trivial~na i potomu l¸boe otobraßenie f : Z−→ Zbudet nepreryvnym otnositel~no fftoæ struktury. S drugoæ storony, esli otobraßenie f – nepreryvno otnositel~no zadannoæ vyxe kvazitopologiqeskoæ struktury, to f(cl{n}) ⊂ clf(n) = {f(n)−1, f(n), f(n)+1} i pofftomu |f(n + 1) − f(n)| 6 1 – svoego roda “uslovie nepreryvnosti”. Moßet byt~ sleduet nazyvat~ kvazitopologiqeskie prostranstva prosto topologiqeskimi prostranstvami? Oni fftogo zaslußiva¸t!

§4. Ravnomernye struktury

1. Varianty ravnomernosti. Suwestvu¸t razliqnye podhody k ponØti¸ ravnomernoæ struktury (ravnomernogo prostranstva), hotØ vse oni ime¸t odin i tot ße istoqnik – ponØtie ravnomerno nepreryvnoæ funkcii. DlØ metriqeskih prostranstv ponØtie ravnomerno nepreryvnogo otobraßeniØ formuliruetsØ sledu¸wim obrazom.

Opredelenie. Otobraßenie f : (X, d) −→ (X^′, d^′) nazyvaetsØ ravnomerno nepreryv-

nym, esli dlØ kaßdogo ϵ > 0 naædetsØ takoe δ > 0, qto d(x, y) < δ =⇒ d^′(f(x), f(y)) < ϵ dlØ vseh par toqek x, y v X odnovremenno.

DlØ togo qtoby perenesti ponØtie ravnomerno nepreryvnogo otobraßeniØ s metriqeskih prostranstv na bolee obwie prostranstva nado bylo, preßde vsego, zamenit~ metriqeskoe uslovie ravnomernoæ nepreryvnosti na ffkvivalentnoe uslovie, v kotorom metriki Øvnym obrazom ne figuriru¸t. Okazalos~, qto taku¸ zamenu moßno osuwestvit~ razliqnymi sposobami.

Zametim, preßde vsego, qto usloviØ d(x, y) < δ i d^′(f(x), f(y)) < ϵ moßno zamenit~ usloviØmi y ∈ O_δ(x) i f(y) ∈ O_ϵ(f(x)), gde O_δ(x) i O_ϵ(f(x)), ØvlØ¸tsØ okrestnostØmi toqek x ∈ X i f(x) ∈ X^′, sootvetstvenno. �to pozvolØet pereæti v opredelenii ponØtiØ ravnomerno nepreryvnyh otobraßeniæ ot metrik k sovokupnostØm okrestnosteæ toqek i, tem samym, poluqit~ sootvetstvu¸wee ego obobwenie na bolee xirokiæ klass prostranstv. Qisla δ i ϵ zamenØ¸tsØ indeksami λ ∈ Λ i λ^′ ∈ Λ^′. KaßdaØ takaØ sovokupnost~ {O_λ(x)|x ∈ X}, {O_λ0 (x^′)|x^′ ∈ X^′} ØvlØetsØ pokrytiem sootvetstvu¸wego mnoßestva. Na fftom puti voznikaet odin iz variantov ponØtiØ ravnomernogo prostranstva, osnovannogo na ponØtii okrestnosteæ toqek.

PerehodØ ot pokrytiæ okrestnostØmi toqek k pokrytiØm otkrytymi mnoßestvami my moßem poluqit~ ewe odin variant ponØtiØ ravnomernogo prostranstva.

Zametim, nakonec, qto usloviØ d(x, y) < δ i d^′(f(x), f (y)) < ϵ moßno zamenit~ usloviØmi (x, y) ∈ O_δ = {(x, y)|d(x, y) < δ} i (f(x), f(y)) ∈ O^′_ϵ = {(x.y)|d^′(x, y) < ϵ}, gde O_δ i O^′_ϵ ØvlØ¸tsØ okrestnostØmi diagonaleæ Δ = {(x, x)|x ∈ X} ⊂ X × X i Δ^′ = {(x, x)|x ∈

X^′} ⊂ X^′ × X^′, sootvetstvenno.

Otobraßenie f : (X, d) −→ (X^′, d^′) budet teper~ sqitat~sØ ravnomerno nepreryvnym, esli dlØ vsØkogo ϵ > 0 naædetsØ δ takoe, qto f × f : X × X −→ X^′ × X^′ otobraßaet

O_δ v O^′_ϵ. Na fftom puti voznikaet ewe odin variant ponØtiØ ravnomernogo prostran-

stva.

Vse ffti tri varianta ponØtiØ ravnomernogo prostranstva budut rassmotreny v nastoØwem paragrafe.

2. Ravnomernye struktury okrestnosteæ. Budem govorit~, qto na mnoßestve X opredelena ravnomernaØ struktura okrestnosteæ O, esli fiksirovano nekotoroe mnoßestvo Λ i dlØ kaßdyh x ∈ X, λ ∈ Λ opredeleno mnoßestvo O_λ(x) tak, qto vypolnØ¸tsØ sledu¸wie usloviØ:

1. x ∈ O_λ(x) dlØ vseh x ∈ X i λ ∈ Λ.

2. DlØ l¸byh λ_1, λ_2 iz Λ naædetsØ takoe λ ∈ Λ, qto

O_λ(x) ⊂ O_{λ1} (x) ∩ O_{λ2} (x) dlØ vseh x ∈ X.

Paru (X, O) budem nazyvat~ ravnomernym prostranstvom okrestnosteæ, mnoßestvo Λ budem nazyvat~ mnoßestvom indeksov fftogo ravnomernogo prostranstva. Zameqanie. Na mnoßestve Λ indeksov ravnomernogo prostranstva moßno vvesti otnoxenie porØdka poloßiv

λ_1 ≤ λ_2 esli O_{λ1} (x) ⊂ O_{λ2} (x) dlØ kaßdogo x ∈ X.

Netrudno zametit~, qto s vvedeniem fftogo otnoxeniØ porØdka Λ stanovitsØ napravlennym po ubyvani¸ uporØdoqennym mnoßestvom.

Iz fftogo zameqaniØ sleduet, qto bez naruxeniØ obwnosti moßno sqitat~ Λ napravlennym uporØdoqennym mnoßestvom. Pri fftom dolßno budet vypolnØt~sØ ewe odno dopolnitel~noe uslovie

λ_1 ≤ λ_2 =⇒ O_{λ1} (x) ⊂ O_{λ2} (x) dlØ vseh x ∈ X.

Opredelenie. Pust~ (X, O) i (X^′, O^′)-ravnomernye prostranstva. Otobraßenie f :

(X, O) −→ (X^′, O^′) nazyvaetsØ ravnomerno nepreryvnym otobraßeniem, esli dlØ l¸bogo λ^′ ∈ Λ^′ naædetsØ takoe λ ∈ Λ, qto f(O_λ(x)) ⊂ O^′_λ0 (f(x)) dlØ vseh x ∈ X.

L¸baØ metrika d na X pozvolØet vvesti sootvetstvu¸wu¸ eæ ravnomernu¸ strukturu okrestnosteæ O, dlØ kotoroæ mnoßestvom indeksov Λ ØvlØetsØ mnoßestvo poloßitel~nyh vewestvennyh qisel s obyqnym otnoxeniem porØdka i okrestnostØmi ØvlØ¸tsØ obyqnye λ-okrestnosti O_λ(x) = {y|d(x, y) < λ}.

Zametim, qto l¸baØ ravnomernaØ struktura O okrestnosteæ na mnoßestve X opredelØet na nem sootvetstvu¸wu¸ strukturu zamykaniæ cl_O, a imenno x ∈ cl_OA ⇐⇒ (O ∈ O_x =⇒ O ∩ A ≠ ∅). 3. Ravnomernye struktury pokrytiæ. Budem govorit~, qto na mnoßestve X opredelena ravnomernaØ struktura ρ pokrytiæ s fftogo mnoßestva, esli ffta sovokupnost~ udovletvorØet sledu¸wim usloviØm:

1. Esli s_1 ∈ ρ i s_2 ∈ ρ to s_1 ∧ s_2 = {G_1 ∩ G_2|G_1 ∈ s_1, G_2 ∈ G_2} ∈ ρ. 2. Esli pokrytie s vpisano v pokrytie s^′, to est~ kaßdyæ fflement pokrytiØ s soderßitsØ v kakom-nibud~ fflemente pokrytiØ s^′, i s ∈ ρ to s^′ ∈ ρ. Zameqanie. Obyqno k fftim usloviØm dobavlØ¸t tak nazyvaemoe uslovie zvezdnoæ vpisannosti. Pust~ s i s^′ – nekotorye pokrytiØ mnoßestva X. GovorØt, qto s^′ – zvezdno vpisano v s, esli dlØ kaßdogo G_0 ∈ s^′ ego zvezda st_s0 G_0 = ∪G|G ∩ G_0 ≠ ∅ soderßitsØ v kakom-nibud~ fflemente pokrytiØ s. Uslovie zvezdnoæ vpisannosti dlØ ravnomernoæ struktury ρ imeet sledu¸wiæ vid:

3. v kaßdoe pokrytie s ∈ ρ zvezdno vpisano nekotoroe pokrytie s^′ ∈ ρ. Ravnomernu¸ strukturu pokrytiæ, udovletvorØ¸wu¸ usloviØm 1–3 budem nazyvat~ veælevskoæ ravnomernoæ strukturoæ.

Opredelenie. Podsistema ρ0 ravnomernoæ struktury ρ nazyvaetsØ ee bazoæ, esli v

l¸boe pokrytie s ∈ ρ vpisano kakoe-nibud~ pokrytie s_0 ∈ ρ_0.

L¸baØ metrika d na X pozvolØet vvesti sootvetstvu¸wu¸ eæ ravnomernu¸ strukturu pokrytiæ ρ_d, dlØ kotoroæ pokrytiØ O_ϵ = {O_ϵ(x)|x ∈ X} obrazu¸t bazu.

Opredelenie. Pust~ (X, ρ) i (X^′, ρ^′) – ravnomernye prostranstva (pokrytiæ). Oto-

braßenie f : (X, ρ) −→ (X^′, ρ^′) nazyvaetsØ ravnomerno nepreryvnym otobraßeniem, esli f^{−1} (s^′) = (f^{−1} (G^′)|G^′ ∈ s^′) ∈ ρ dlØ l¸bogo pokrytiØ s^′ ∈ ρ^′.

Zametim, qto l¸baØ ravnomernaØ struktura ρ pokrytiæ mnoßestva X opredelØet na nem sootvetstvu¸wu¸ strukturu zamykaniæ cl_ρ, a imenno x ∈ cl_ρA ⇐⇒ (x ∈ G ∈

s ∈ ρ =⇒ G ∩ A ≠ ∅). V fftom sluqae moßno govorit~, qto struktura ρ opredelena na kvazitopologiqeskom prostranstve (X, cl_ρ).

Sredi vseh ravnomernyh struktur pokrytiæ vydelØ¸tsØ tak nazyvaemye prekompaktnye ravnomernye struktury i binarnye ravnomernye struktury. RavnomernaØ struktura ρ nazyvaetsØ prekompaktnoæ ravnomernoæ strukturoæ, esli v l¸bom pokrytii s ∈ ρ moßno vybrat~ koneqnoe pokrytie s_0 ∈ ρ. RavnomernaØ struktura ρ nazyvaetsØ binarnoæ ravnomernoæ strukturoæ, esli v l¸boe ee pokrytie vpisano kakoenibud~ binarnoe pokrytie, to est~ pokrytie s_1 ∨ s_2 . . . ∨ s_n, gde s_1 ∈ ρ, s_2 ∈ ρ, . . . , s_n ∈ ρ – dvuhfflementnye pokrytiØ.

4. Ravnomernye struktury okrußeniæ. Pust~ X – proizvol~noe mnoßestvo. Rassmotrim mnoßestvo X×X i diagonal~ Δ = {(x, x)|x ∈ X}. L¸boe mnoßestvo U ⊂ X×X, soderßawee diagonal~, budem nazyvat~ ee okrußeniem. Ravnomernoæ strukturoæ okrußeniæ na X budem nazyvat~ l¸bu¸ sistemu U okrußeniæ U digonali v X × X, udovletvorØ¸wu¸ sledu¸wim usloviØm:

1. esli U_1 ∈ U i U_2 ∈ U, to U_1 ∩ U_2 ∈ U, 2. esli U ∈ U i U ⊂ U^′, to U^′ ∈ U.

Zameqanie. Obyqno k fftim usloviØm prisoedinØ¸t ewe dva usloviØ, a imenno:

3. esli U ∈ U, to U^{−1} = {(x, y)|(y, x) ∈ U} ∈ U, 4. esli U ∈ U, to V ∘ V ⊂ U dlØ nekotorogo V ∈ U. Zdes~ V ∘ V = {(x, z)|(x, y) ∈ V ,

(y, z) ∈ V dlØ nekotorogo y ∈ V }.

Tak kak teoriØ ravnomernyh struktur okrußeniæ dostatoqno predmetna i bez fftih dopolnitel~nyh usloviæ, to ih obØzatel~noe prisoedinenie k pervym dvum usloviØm ne ØvlØetsØ neobhodimost~¸.

L¸baØ metrika d na X pozvolØet vvesti sootvetstvu¸wu¸ eæ ravnomernu¸ strukturu okrußeniæ ρ_d = {U_ϵ|ϵ > 0}, dlØ kotoryh U_ϵ = {(x, y)|d(x, y) < ϵ}.

Opredelenie. Pust~ (X, U) i (X^′, U^′) – ravnomernye prostranstva. Otobraßenie

f : (X, U) −→ (X^′, U^′) nazyvaetsØ ravnomerno nepreryvnym otobraßeniem, esli (f × f)^{−1} (U^′) ∈ U dlØ l¸bogo okrußeniØ U^′ ∈ U^′, gde (f × f)(x, y) = (f(x), f(y)).

Zametim, qto l¸baØ ravnomernaØ struktura U okrußeniæ na mnoßestve X opredelØet na nem dve struktury okrestnosteæ, a imenno O i O^′. Sovokupnost~ okrestnosteæ O_x sostoit iz mnoßestv {y|(x, y) ∈ U}, beruwihsØ po vsem U ∈ U, sovokupnost~ okrestnosteæ O^′_x sostoit iz mnoßestv {y|(y, x) ∈ U}, beruwihsØ po vsem U ∈ U.

§5. OtnoxeniØ sosedstva, otnoxeniØ smeßnosti, otnoxeniØ blizosti

1. OtnoxeniØ sosedstva. Pust~ X – nekotoroe mnoßestvo i ν – otnoxenie dlØ proizvol~nyh sistem α podmnoßestv mnoßestva X, udovletvorØ¸wee sledu¸wim usloviØm: 1. ( ⋂ A|A ∈ α ≠ ∅ ) =⇒ ν(α), 2. esli kaßdyæ fflement sistemy α^′ soderßit kakoæ-nibud~ fflement sistemy α, to ν(α) =⇒ ν(α^′), 3. ν(α ∨ β) =⇒ ν(α) ili ν(β), zdes~ α ∨ β = (A ∪ B|A ∈ α, B ∈ β). Zdes~ zapis~ ν(α) oznaqaet, qto dlØ sistemy α imeet mesto otnoxenie ν. Takoe otnoxenie dlØ sistem podmnoßestv mnoßestva X budem nazyvat~ otnoxeniem sosedstva, a sistemy, dlØ kotoryh otnoxenie ν imeet mesto, nazyva¸tsØ sistemami ν-sosedstva. L¸baØ para (X, ν), gde ν ØvlØetsØ otnoxeniem sosedstva na mnoßestve X nazyvaetsØ prostranstvom sosedstva.

Zameqanie. Iz usloviØ 2 sleduet, v qastnosti, qto otnoxenie sosedstva ØvlØetsØ simmetriqnym otnoxeniem, to est~, naprimer, ν(A, B) ⇐⇒ ν(B, A).

Netrudno zametit~, qto meßdu otnoxeniØmi sosedstva i ravnomernymi strukturami imeetsØ vzaimno odnoznaqnoe sootvetstvie, pri kotorom ravnomernoæ strukture ρ na mnoßestve X sopostavlØetsØ takoe otnoxenie sosedstva ν, qto ν(α) ⇐⇒ Cα = /∈ ρ.

2. OtnoxeniØ smeßnosti. Pust~ X – nekotoroe mnoßestvo i σ – otnoxenie dlØ koneqnyh sistem podmnoßestv mnoßestva X, udovletvorØ¸wee sledu¸wim usloviØm: 1. ( ⋂ A|A ∈ α ≠ ∅ ) =⇒ σ(α), 2. esli kaßdyæ fflement sistemy α^′ soderßit kakoæ-nibud~ fflement sistemy α, to σ(α) =⇒ σ(α^′), 3. σ(α ∨ β) =⇒ σ(α) ili σ(β), zdes~ α ∨ β = {A ∪ B|A ∈ α, B ∈ β}. Zdes~ zapis~ σ(α) oznaqaet, qto dlØ sistemy α imeet mesto otnoxenie σ. Takoe otnoxenie dlØ koneqnyh sistem podmnoßestv mnoßestva X budem nazyvat~ otnoxeniem smeßnosti, a sistemy, dlØ kotoryh otnoxenie σ imeet mesto, nazyva¸tsØ sistemami σ-smeßnosti. L¸baØ para (X, σ), gde σ ØvlØetsØ otnoxeniem smeßnosti na mnoßestve X nazyvaetsØ prostranstvom smeßnosti.

Zameqanie. Ograniqenie l¸bogo otnoxeniØ sosedstva na koneqnye sistemy podmnoßestv ØvlØetsØ otnoxeniem smeßnosti. S drugoæ storony, l¸boe otnoxenie smeßnosti moßet byt~ poluqeno takim ograniqeniem sootvetstvu¸wego otnoxeniØ sosedstva. Ots¸da, v qastnosti, sleduet, qto zdes~ rassmatriva¸tsØ tol~ko simmetriqnye otnoxeniØ smeßnosti.

Meßdu otnoxeniØmi smeßnosti i ravnomernymi strukturami imeetsØ neposredstvennaØ svØz~. Rassmotrim, naprimer, proizvol~nu¸ ravnomernu¸ strukturu ρ, zadannu¸ na nekotorom mnoßestve X, i otnoxenie σ dlØ koneqnyh sistem α podmnoßestv mnoßestva X, opredelennoe sledu¸wim usloviem: σ(α) ⇐⇒ Cα = (X \ A|A ∈ α) /∈ ρ}. Netrudno zametit~, qto σ ØvlØetsØ otnoxeniem smeßnosti na X. S drugoæ storony, esli σ – otnoxenie smeßnosti na X, to moßno obrazovat~ sovokupnost~ ρ_c sistem podmnoßestv mnoßestva X, v kaßdu¸ iz kotoryh vpisana koneqnaØ sistema Cα, gde α ne ØvlØetsØ sistemoæ σ-smeßnosti. Netrudno ubedit~sØ v tom, qto ρ_c ØvlØetsØ ravnomernoæ strukturoæ na X. Takie struktury nazyva¸tsØ prekompaktnymi ravnomernymi strukturami. Meßdu otnoxeniØmi smeßnosti i prekompaktnymi ravnomernymi strukturami suwestvuet vzaimno odnoznaqnoe sootvetstvie.

3. OtnoxeniØ blizosti. Pust~ teper~ δ – otnoxenie dlØ par podmnoßestv mnoßestva X, udovletvorØ¸wee sledu¸wim usloviØm: 1. A ∩ B ≠ ∅ =⇒ δ(A, B), 2. esli kaßdyæ fflement pary A^′, B^′ soderßit kakoæ-nibud~ fflement pary A, B, to δ(A, B) =⇒ δ(A^′, B^′), 3. δ(A ∪ B, C) =⇒ δ(A, C) ili δ(B, C). Zameqanie. Esli σ ØvlØetsØ otnoxeniem smeßnosti na X, to ograniqenie ego na dvuhfflementnye sistemy ØvlØetsØ otnoxeniem blizosti na X, tak kak vypolnenie usloviæ 1–3 dlØ otnoxeniæ blizosti neposredstvenno sleduet iz vypolneniØ usloviæ 1–3 dlØ otnoxeniæ smeßnosti. V fftom sluqae budem govorit~, qto otnoxenie smeßnosti σ i otnoxenie blizosti δ soglasovany. V obwem sluqae suwestvu¸t razliqnye otnoxeniØ smeßnosti soglasovannye s dannym otnoxeniem blizosti. Ots¸da, v qastnosti, sleduet, qto zdes~ rassmatriva¸tsØ tol~ko simmetriqnye otnoxeniØ blizosti.

Fiksiruem nekotoroe mnoßestvo X i rassmotrim sovokupnost~ vseh otnoxeniæ smeßnosti na fftom mnoßestve. Poloßim σ ≤ σ^′, esli σ^′(α) =⇒ σ(α) dlØ kaßdoæ koneqnoæ sistemy α podmnoßestv mnoßestva X. Moßno dokazat~, qto v sovokupnosti vseh otnoxeniæ smeßnosti σ soglasovannyh s dannym otnoxeniem blizosti δ suwestvuet naibol~xiæ i naimen~xiæ fflementy. Naibol~xee otnoxenie smeßnosti nazyvaetsØ glavnym otnoxeniem smeßnosti. Meßdu glavnymi otnoxeniØmi smeßnosti i otnoxeniØmi blizosti suwestvuet vzaimno odnoznaqnoe sootvetstvie.

§5. Bitopologiqeskie prostranstva 1. Klassiqeskoe opredelenie. Troæku (X, τ1, τ2), gde τ1 i τ2 – topologiqeskie struktury na X, nazyva¸t bitopologiqeskim prostranstvom (v glave III budet rassmotreno bolee xirokoe ponØtie bitopologiqeskogo prostranstva). Otobraßenie f :

(X, τ_1, τ_2) −→ (X^′, τ^′_1, τ^′_2) nazyva¸t binepreryvnym otobraßeniem, esli otobraßeniØ f : (X, τ_1) −→ (X^′, τ^′_1) i f : (X, τ_2) −→ (X^′, τ^′_2) nepreryvny.

Sledu¸wiæ primer pozvolØet ponØt~ vozmoßnosti ispol~zovaniØ bitopologiqeskih prostranstv.

Primer. Pust~ X = {x|0 < x ≤ 1}, τ1 – obyqnaØ topologiqeskaØ struktra poluintervala (0, 1], τ_2 – obyqnaØ topologiqeskaØ struktura okrußnosti, poluqennoæ otoßdestvleniem koncov otrezka [0, 1]. Togda topologiqeskie prostranstva (X, τ_1) i

(X, τ_2) ne oblada¸t svoæstvom nepodvißnoæ toqki, to est~ suwestvu¸t ih nepreryv-

nye otobraßeniØ v sebØ, ne ime¸wie nepodvißnoæ toqki, a l¸boe binepreryvnoe otobraßenie bitopologiqeskogo prostranstva (X, τ_1, τ_2) v sebØ imeet nepodvißnu¸ toqku.

Prosteæximi ob¨ektami, estestvenno poroßda¸wimi bitopologiqeskie prostranstva, ØvlØ¸tsØ razliqnye nesimmetriqnye struktury. Pust~, naprimer, d – nesimmetriqnaØ metrika, zadannaØ na nekotorom mnoßestve X. �ta metrika opredelØet na X dve nesovpada¸wie sistemy okrestnosteæ toqek, a imenno: U_1(x, ϵ) = {y|d(y, x) < ϵ}, x ∈ X, ϵ > 0,

U_2(x, ϵ) = {y|d(x, y) < ϵ}, x ∈ X, ϵ > 0, opredelØ¸wie topologiqeskie struktury τ_1 i τ_2 i, sledovatel~no, bitopologiqeskoe prostranstvo (X, τ_1, τ_2).

Pary topologiqeskih struktur na mnoßestve X opredelØ¸tsØ takße otnoxeniØmi porØdka na X, strukturami distributivnyh rexetok, bimodal~nymi logikami i mnogimi drugimi strukturami.

2. KlassiqeskaØ teoriØ bitopologiqeskih prostranstv. Razvitie klassiqeskoæ teorii bitopologiqeskih prostranstv sostoØlo, glavnym obrazom, v obobwenii teorii topologiqeskih prostranstv. V kaqestve primera takih obobweniæ moßno privesti perenos opredeleniØ aksiomy otdelimosti T_2 na bitopologiqeskie prostranstva. TopologiqeskaØ aksioma T_2 formuliruetsØ sledu¸wim obrazom:

T_2. DlØ l¸byh nesovpada¸wih toqek x_1, x_2 topologiqeskogo prostranstva (X, τ ) naædutsØ takie mnoßestva G_1, G_2, qto

x_1 ∈ G_1 ∈ τ, x_2 ∈ G_2 ∈ τ, G_1 ∩ G_2 = ∅.

V bitopologiqeskoæ ße aksiome T_2 ffto uslovie zamenØetsØ na uslovie

x_1 ∈ G_1 ∈ τ_1, x_2 ∈ G_2 ∈ τ_2, G_1 ∩ G_2 = ∅.

Netrudno zametit~, qto bitopologiqeskaØ formulirovka otliqaetsØ ot topologiqeskoæ zamenoæ kaßdogo iz dvuh vhoßdeniæ v nee topologiqeskoæ struktury τ na vhoßdenie τ_1 ili τ_2. Analogiqnye zameny osuwestvlØ¸tsØ i v drugih formulirovkah teorii topologiqeskih prostranstv. OsnovnaØ trudnost~ sostoit v perehode ot τ -formulirovok k (τ_1, τ_2)-formulirovkam. �tot perehod ne odnoznaqen, perebor variantov i ih analiz trebuet, podqas, znaqitel~nyh issledovaniæ. Tem ne menee, poqti vse ponØtiØ i utverßdeniØ topologiqeskoæ teorii byli pereneseny s bol~xim ili men~xim uspehom v klassiqesku¸ bitopologiqesku¸ teori¸.

Glava II

Struktury rasxireniæ

Zdes~ budut rassmotreny i obobweny klassiqeskie rezul~taty po teorii rasxireniæ topologiqeskih i ravnomernyh prostranstv, a takße problema izuqeniØ i postroeniØ rasxireniæ v nekotoryh drugih kategoriØh. Pri fftom izloßenie osuwestvleno tak, qtoby ono bylo primenimo k kvazitopologiqeskim prstranstvam.

§1. RasxireniØ topologiqeskih prostranstv.

1. RegulØrnye rasxireniØ, pravil~nye rasxireniØ. Topologiqeskoe prostranstvo X^′ nazyvaetsØ rasxireniem topologiqeskogo prostranstva X, esli X ØvlØetsØ podprostranstvom prostranstva X^′ i cl_X 0 X = X^′. Mnoßestvo X^′ \ X nazyvaetsØ narostom fftogo rasxireniØ. Voobwe govorØ dlØ l¸bogo topologiqeskogo prostranstva X suwestvu¸t rasxireniØ skol~ ugodno bol~xoæ mownosti, odnako dlØ opisaniØ vseh rasxireniæ nekotorogo topologiqeskogo prostranstva X dostatoqno rassmotret~ tak nazyvaemye regulØrnye rasxireniØ, mownost~ kotoryh ograniqena.

GovorØt, qto nesovpada¸wie toqki x, y narosta rasxireniØ X^′ topologiqeskogo prostranstva X topologiqeski razliqimy iz X, esli naædetsØ takoe mnoßestvo A ⊂ X, qto cl_X 0 A soderßit odnu iz fftih toqek i ne soderßit drugu¸.

Rasxirenie X^′ topologiqeskogo prostranstva X nazyvaetsØ toqnym rasxireniem, esli l¸bye nesovpada¸wie toqki x, y narosta topologiqeski razliqimy iz X.

Rasxirenie X^′ topologiqeskogo prostranstva X nazyvaetsØ strogim po Stonu rasxireniem, esli mnoßestva cl_X 0 A, obrazovannye dlØ vseh A ⊂ X, obrazu¸t bazu zamknutyh v X^′ mnoßestv.

Zameqanie. PonØtie strogosti rasxireniØ kvazitopologiqeskogo prostranstva ne dolßno osnovyvat~sØ na ispol~zovanii tol~ko zamknutyh mnoßestv, pofftomu nado imet~ “v zapase” sootvetstvu¸wee kvazitopologiqeskoe opredelenie, naprimer v terminah zamykaniæ. Takoe opredelenie moßet zvuqat~ sledu¸wim obrazom:

Rasxirenie X^′ topologiqeskogo prostranstva X nazyvaetsØ strogim po Stonu rasxireniem, esli x /∈ cl_X 0 A^′ togda i tol~ko togda, kogda suwestvuet takoe mnoßestvo

A ⊂ X, qto A^′ ⊂ cl_X 0 A i x /∈ cl_X 0 (cl_X 0 A).

Toqnoe i strogoe rasxirenie X^′ topologiqeskogo prostranstva X nazyvaetsØ regulØrnym rasxireniem.

RegulØrnoe rasxirenie nazyvaetsØ pravil~nym rasxireniem, esli kaßdoe odnotoqeqnoe mnoßestvo narosta ØvlØetsØ zamknutym mnoßestvom.

L¸boe rasxirenie proizvol~nogo topologiqeskogo prostranstva X moßet byt~ poluqeno iz sootvetstvu¸wego regulØrnogo rasxireniØ. Perehod ot fftogo regulØrnogo rasxireniØ k dannomu rasxireni¸ moßet byt~ osuwestvlen v dva fftapa. Snaqala toqki narosta zamenØ¸tsØ mnoßestvami, obrazu¸wimi v sovokupnosti novyæ narost. Pri fftom vse toqki kaßdogo iz fftih mnoßestv vhodØt v zamykaniØ podmnoßestv mnoßestva X odnovremenno, esli v nih vhodila zamenØemaØ fftim mnoßestvom toqka. My poluqaem uße ne toqnoe no strogoe rasxirenie. OstaetsØ teper~ dobavit~ novye zamknutye mnoßestva, otliqa¸wiesØ ot uße ime¸wihsØ tol~ko na naroste. Obratnyæ perehod ot proizvol~nogo rasxireniØ X^′ k regulØrnomu takße osuwestvlØetsØ v dva fftapa. Snaqala my perehodim k strogomu rasxireni¸ X^′_s, ostavlØØ v kaqestve bazy zamknutyh mnoßestv tol~ko zamykaniØ podmnoßestv mnoßestva X. V poluqennom takim obrazom strogom rasxirenii my rassmatrivaem otnoxenie nerazliqimosti toqek narosta iz X, ØvlØ¸weesØ otnoxeniem ffkvivalentnosti. Vybrav proizvol~no v kaßdom klasse takoæ ffkvivalentnosti po toqke, my poluqim novyæ narost, prisoedinenie kotorogo k X daet nam novoe rasxirenie X^′_r , ØvlØ¸weesØ podprostranstvom rasxireniØ X^′_s. �to rasxirenie i budet regulØrnym rasxireniem prostranstva X, sootvetstvu¸wim rasxireni¸ X^′.

2. Sledy rasxireniæ. Pust~ X^′ ØvlØetsØ rasxireniem topologiqeskogo prostranstva X. Togda dlØ proizvol~noæ toqki x narosta fftogo rasxireniØ moßno opredelit~ ee sledy γ(x) i ω(x), poloßiv γ(x) = {A|x ∈ cl_X 0 A}, ω(x) = {X \ A|x /∈ cl_X 0 A}. Takim obrazom γ(x) sostoit iz podmnoßestv mnoßestva X, blizkih v X^′ k toqke x, a ω(x) sostoit iz pereseqeniæ s X okrestnosteæ toqki x v X^′. Sistema ω(x) ØvlØetsØ fil~- trom v X, sistema γ(x) ØvlØetsØ kofil~trom. Netrudno zametit~, qto rasxirenie X^′ ØvlØetsØ toqnym rasxireniem togda i tol~ko togda, kogda vse fil~try ω(x), x ∈ X, sootvetstvenno vse kofil~try γ(x), razliqny. Netrudno dokazat~ takße, qto l¸boe regulØrnoe rasxirenie odnoznaqno, s toqnost~¸ do ffkvivalentnosti rasxireniæ, opredelØetsØ mnoßestvom {ω(x)|x ∈ X^′ \ X} ili ße dvoæstvennym emu mnoßestvom

{γ(x)|x ∈ X^′ \ X}, nazyvaemyh sledami narosta. Bolee togo, l¸boe regulØrnoe rasxi-

renie ffkvivalentno rasxireni¸ ΩX, poluqaemomu prisoedineniem k X mnoßestva Ω fil~trov v X ili ße rasxireni¸ ΓX, poluqaemomu prisoedineniem dvoæstvennogo Ω mnoßestva Γ kofil~trov. Takoe prisoedinenie osuwestvlØetsØ sledu¸wim obrazom.

ObrazuetsØ mnoßestvo X^′ = ΩX = X ∪ Ω i na fftom mnoßestve opredelØetsØ operaciØ int_X 0 , dlØ kotoroæ int_X 0 A^′ = int_X A ∪ {ω|A ∈ ω}, gde A^′ – proizvol~noe podmnoßestvo v X^′ i A = A^′ ∩ X.

DvoæstvennaØ konstrukciØ vyglØdit sledu¸wim obrazom.

ObrazuetsØ mnoßestvo X^′ = ΓX = X ∪ Γ i na fftom mnoßestve opredelØetsØ operaciØ cl_X 0 .

Zameqanie. Moßno zametit~, qto kaßdoe regulØrnoe rasxirenie l¸bogo topologiqeskogo prostranstva X vloßimo v ego maksimal~noe rasxirenie, poluqaemoe prisoedineniem k X vseh ego fil~trov ili ße vseh ego kofil~trov.

3. Fil~try i kofil~try Koxi. Odnim iz sposobov vydeleniØ mnoßestv Γ fil~trov ili mnoßestv Ω kofil~trov, opredelØ¸wih sootvetstvu¸wie regulØrnye rasxireniØ, ØvlØetsØ obrazovanie tak nazyvaemyh fil~trov (kofil~trov) Koxi.

Pust~ ρ – proizvol~no fiksirovannaØ ravnomernaØ struktura, opredelennaØ na prostranstve zamykaniæ (X, cl). Fil~tr ω budem nazyvat~ ρ-fil~trom Koxi, esli v kaßdom pokrytii s ∈ ρ naædetsØ fflement prinadleßawiæ γ, kofil~tr γ budem nazyvat~ ρ-kofil~trom Koxi, esli Cγ = {X \ A|A ∈ γ} /∈ ρ. Pri perehode ot sistem α podmnoßestv mnoßestva X k sistemam Cα = {X \ A|A ∈ α}, ρ-fil~try perehodØt v ρkofil~try i naoborot – otnoxenie dvoæstvennosti meßdu fil~trami i kofil~trami Koxi. Rassmatriva¸tsØ minimal~nye ρ-fil~try Koxi i maksimal~nye ρ-kofil~try Koxi (oni takße dvoæstvenny drug drugu). DlØ l¸boæ toqki x ∈ X sistema ω(x) vseh okrestnosteæ toqki x ØvlØetsØ ne obØzatel~no minimal~nym ρ-fil~trom Koxi, sistema γ(x) vseh blizkih k x mnoßestv ØvlØetsØ ne obØzatel~no maksimal~nym ρkofil~trov. �ti fil~try i kofil~try budem nazyvat~ sobstvennymi.

4. RasxireniØ po ravnomernym strukturam. Oboznaqim qerez Ω(ρ) i Γ(ρ) mnoßestva vseh nesobstvennyh ρ-fil~trov Koxi i, sootvetstvenno, vseh nesobstvennyh ρ-kofil~trov Koxi. Prisoediniv k X l¸boe iz fftih mnoßestv, my poluqim tak nazyvaemoe ρ-rasxirenie ρX prostranstva X.

Esli ρ – prekompaktnaØ ravnomernaØ struktura, to ρX – kompaktnoe topologiqeskoe prostranstvo.

5. Ravnomernye struktury i otnoxeniØ smeßnosti. RavnomernaØ struktura ρ nazyvaetsØ prekompaktnoæ ravnomernoæ strukturoæ, esli v l¸bom pokrytii s ∈ ρ moßno vybrat~ prinadleßawee ρ koneqnoe pokrytie. V fftom sluqae dannaØ ravnomernaØ struktura odnoznaqno opredelØetsØ sovokupnost~¸ vseh ee koneqnyh pokrytiæ. S drugoæ storony, moßno rassmotret~ otnoxenie σ dlØ koneqnyh sistem α podmnoßestv mnoßestva X, dlØ kotorogo σ(α) =⇒ Cα = {X \ A|A ∈ α} /∈ ρ. �to otnoxenie ØvlØetsØ simmetriqnym otnoxeniem smeßnosti. Opredelennoe vyxe po ρ otnoxenie smeßnosti σ sqitaetsØ soglasovannym s ρ. Zdes~ ρ – prekompaktnaØ ravnomernaØ struktura pokrytiæ. Zametim, teper~, qto v l¸boæ ravnomernoæ strukture ρ moßno vydelit~ ee prekompaktnu¸ qast~ ρ_c, sostoØwu¸ iz vseh pokrytiæ s ∈ ρ, v kotorye vpisany koneqnye pokrytiØ s_0 ∈ ρ. Otnoxenie smeßnosti, soglasovannoe s ρ_c, budet sqitat~sØ soglasovannym i s ρ.

ImeØ delo s rasxireniØmi ρ_cX, predpoqtitel~nee pol~zovat~sØ ne prekompaktnymi ravnomernymi strukturami, a sootvetstvu¸wimi im otnoxeniØmi smeßnosti σ i imet~ delo sootvetstvenno, ne s maksimal~nymi ρ_c-kofil~trami, a s maksimal~nymi sistemami σ-smeßnosti. Pri fftom sistema γ nazyvaetsØ sistemoæ σ-smeßnosti, esli σ(α) imeet mesto dlØ l¸boæ ee koneqnoæ podsistemy α. Poluqennoe v fftom sluqae rasxirenie oboznaqaetsØ qerez σX. Prostranstvo σX ØvlØetsØ kompaktnym topologiqeskim prostranstvom.

6. UsloviØ reduktivnosti. Izvestno, qto v veælevskoæ situacii ρX ⊂ ρcX, odnako v obwem sluqae ffto vaßnoe vkl¸qenie ne imeet mesta. Bolee togo, daße v tom sluqae, kogda v neveælevskoæ situacii ρX ⊂ ρ_cX, ravnomernye struktury ^ρ i ^ρ_c na ρX mogut ne sovpadat~. V fftoæ situacii rabota¸t tak nazyvaemye usloviØ reduktivnosti.

Pust~ ρ – proizvol~naØ ravnomernaØ struktura pokrytiæ, zadannaØ na topologiqeskom prostranstve X. Rassmotrim nekotorye sistemy s_1 i s_2 podmnoßestv mnoßestva X, ne obØzatel~no ØvlØ¸wiesØ pokrytiØmi mnoßestva X. Budem govorit~, qto sistema s_2 ρ-maßoriruet sistemu s_1, zapisyvaØ s_1 ≤_ρ s_2, esli iz s_1 ∪ s ∈ ρ sleduet

s_2 ∪ s ∈ ρ dlØ l¸boæ sistemy s podmnoßestv mnoßestva X. Esli, naprimer, sistema s_1 soderßitsØ v sisteme s_2, to s_1 ≤_ρ s_2 dlØ l¸boæ ravnomernoæ struktury ρ na X.

Pust~ s_1 ≤_ρ s_2 i s_2 ∪ s^′ ∈ ρ. Voobwe govorØ, s_1 ∪ s^′ ne obØzatel~no prinadleßit ρ, no esli s_1 ∪ s^′ ∈ ρ, to budem govorit~, qto s_2 ∪ s^′ ρ-reduciruemo v s_1 ∪ s^′.

Budem govorit~, qto struktura ρ slabo reduktivna, esli kaßdoe pokrytie s_2 ∪ s^′ iz ρ, v kotorom s^′ = {G} – odnofflementnaØ sistema, ρ-reduciruemo v kakoe-nibud~ pokrytie 1_2 ∪ s^′, gde s_1 – odnofflementnaØ sistema.

Budem govorit~, qto struktura ρ reduktivna, esli kaßdoe pokrytie s_2 ∪ s^′ iz ρ budet ρ-reduciruemo v kakoe-nibud~ pokrytie s_1 ∪ s^′, gde s_1 – koneqnaØ sistema.

Budem govorit~, qto struktura ρ sil~no reduktivna, esli kaßdoe pokrytie s_2 ∪ s^′ iz ρ budet ρ-reduciruemo v kakoe-nibud~ pokrytie s_1 ∪ s^′, gde s_1 = {G} – odnofflementnaØ sistema.

Budem govorit~, qto struktura ρ binarno reduktivna, esli kaßdoe pokrytie s_2 ∪s^′ iz ρ, v kotorom s^′ = {G} – odnofflementnaØ sistema, ρ-reduciruemo v kakoe-nibud~ pokrytie s_1 ∪ s^′, gde s_1 = {G} – odnofflementnaØ sistema.

Vse klassy reduktivnosti nepusty i razliqny, l¸baØ veælevskaØ ravnomernaØ struktura sil~no reduktivna, l¸baØ prekompaktnaØ ravnomernaØ struktura reduktivna, ρX ⊂ ρ_cX dlØ slabo reduktivnoæ ravnomernoæ struktury, dlØ sil~no reduktivnoæ ravnomernoæ struktury ^ρ i ^ρ_c sovpada¸t.

7. Glavnye rasxireniØ. Pust~ δ – otnoxenie blizosti na topologiqeskom prostranstve X, σ – glavnoe otnoxenie smeßnosti, soglasovannoe s δ, σX – rasxirenie prostranstva X. V fftom sluqae ffto rasxirenie moßno oboznaqit~ i qerez δX. L¸- boe rasxirenie X^′ ffkvivalentnoe, kak rasxirenie, rasxireni¸ δX budem nazyvat~ glavnym rasxireniem prostranstva X. Glavnye rasxireniØ oblada¸t mnogimi interesnymi svoæstvami. Naprimer, glavnye rasxireniØ, ØvlØ¸wiesØ, koneqno, kompaktnymi prostranstvami, mogut byt~ opisany qisto topologiqeski, a imenno:

Pravil~noe kompaktnoe rasxirenie X^′ topologiqeskogo prostranstva X ØvlØetsØ glavnym rasxireniem togda i tol~ko togda, kogda otnoxenie smeßnosti po pereseqeniØm na X^′ est~ glavnoe otnoxenie smeßnosti.

Otmetim, qto pervye rezul~taty otnositel~no svØzi meßdu otnoxeniØmi blizosti v smysle Efremoviqa i hausdorfovymi kompaktnymi (oni nazyvalis~ togda bikompaktnymi) rasxireniØmi otnosilis~, v deæstvitel~nosti, k glavnym rasxireniØm.

§2. OtobraßeniØ rasxireniæ topologiqeskih prostranstv

1. Predvaritel~nye svedeniØ. ImeetsØ dovol~no obxirnaØ literatura, posvØwennaØ probleme prodolßeniæ nepreryvnyh otobraßeniæ f : X_1 −→ X_2 do nepreryvnyh otobraßeniæ f^′ : X^′_1 −→ X^′_2 pravil~nyh rasxireniæ fftih prostranstv pri teh ili inyh predpoloßeniØh otnositel~no f, X_1, X_2, X^′_1, X^′_2. �ta problema budet rassmotrena zdes~ i v posledu¸wih razdelah pri razliqnyh predpoloßeniØh otnositel~no ravnomernyh struktur, otnoxeniæ smeßnosti, otnoxeniæ blizosti, opredelØ¸wih ffti rasxireniØ. Izvestno, naprimer, sledu¸wee utverßdenie:

Teorema. Esli ρ1, ρ2– veælevskie ravnomernye struktury pokrytiæ na prostranstvah

X_1, X_2, opredelØ¸wie ih topologiqeskie struktury, f : X_1 −→ X_2 – nepreryvnoe otobraßenie i f^{−1} (ρ_2) ⊂ ρ_1, to suwestvuet prodolßenie f do nepreryvnogo otobraßeniØ g : ρ_1X_1 −→ ρ_2X_2.

V dokazatel~stve suwestvovaniØ prodolßeniØ nepreryvnogo otobraßeniØ f :

X_1 −→ X_2 do nepreryvnogo otobraßeniØ g : ρ_1X_1 −→ ρ_2X_2 estestvenno vydelØ¸tsØ

tri fftapa, priqem na vseh fftih fftapah vstreqa¸tsØ opredelennye trudnosti, real~- nost~ kotoryh moßno pokazat~ sootvetstvu¸wimi primerami.

V obwem sluqae, kogda ρ_1 i ρ_2 – proizvol~nye, ne obØzatel~no veælevskie, ravnomernye struktury, sootvetstvu¸waØ teorema neverna, odnako moßno ukazat~ drugie usloviØ, obespeqiva¸wie suwestvovanie nepreryvnogo prodolßeniØ. Naprimer, esli

ρ^∗ = f^{−1}(ρ_2), to nepreryvnoe prodolßenie g^∗ : ρ^∗X_1 −→ ρ_2X suwestvuet. V svØzi s

fftim, okazyvaetsØ vaßnym sluqaæ, v kotorom X_1 = X_2 = X, a f = i : X −→ X – toßdestvennoe otobraßenie. Esli budet dokazana prodolßimost~ otobraßeniØ i : X −→ X do nepreryvnogo otobraßeniØ i^∗ : ρ_1X −→ ρ^∗X, to, tem samym, budet dokazana prodolßimost~ f do nepreryvnogo otobraßeniØ g = g^∗i^∗. K soßaleni¸, iz nepreryvnosti otobraßeniØ g = g^∗i^∗ ne sleduet nepreryvnost~ i^∗.

2. Estestvennye otobraßeniØ rasxireniæ. Pust~ X^′_1, X^′_2 – nekotorye rasxireniØ topologiqeskih prostranstv X_1, X_2. Budem govorit~, qto g : X^′_1 −→ X^′_2 – estestvennoe prodolßenie otobraßeniØ f : X_1 −→ X_2, esli g(cl_X 0_1 A) ⊂ cl_X 0_2 f(A) dlØ l¸bogo A ⊂ X. Zametim, qto estestvennoe prodolßenie ne obØzano byt~ nepreryvnym otobraßeniem. Moßno sformulirovat~ nekotorye usloviØ obespeqiva¸wie suwestvovanie ne obØzatel~no nepreryvnogo prodolßeniØ toßdestvennogo otobraßeniØ i : X −→ X do estestvennogo otobraßeniØ i^∗ : ρ_1X −→ ρ^∗X.

3. Nepreryvnost~ estestvennyh otobraßeniæ. UsloviØ dostatoqnye dlØ suwestvovaniØ estestvennyh otobraßeniæ rasxireniæ mogut okazat~sØ nedostatoqnymi dlØ nepreryvnosti fftih otobraßeniæ. Moßno, odnako, sformulirovat~ nekotorye dostatoqnye i daße neobhodimye i dostatoqnye usloviØ nepreryvnosti estestvennyh otobraßeniæ rasxireniæ.

§3. RasxireniØ ravnomernyh prostranstv

1. RasxireniØ ravnomernyh prostranstv okrestnosteæ. Pust~ (X, O) – nekotoroe ravnomernoe prostranstvo okrestnosteæ s Λ, kak mnoßestvom indeksov. Fil~tr ω budem nazyvat~ vnutrennim fil~trom, esli int U ∩ int V ≠ ∅ dlØ l¸byh U, V iz ω. Vnutrenniæ fil~tr ω budem nazyvat~vnutrennim fil~trom Koxi, esli v l¸bom pokrytii {O_λ(x)}, sostoØwem iz λ-okrestnosteæ vseh toqek mnoßestva X pri fiksirovannom λ ∈ Λ, soderßitsØ fflement prinadleßawiæ ω. Fil~tr ω(x), bazoæ kotorogo ØvlØetsØ sistema {O_λ(x)}, sostoØwaØ iz vseh λ-okrestnosteæ toqki x, ØvlØetsØ vnutrennim fil~trom Koxi. Takie fil~try budem nazyvat~ sobstvennymi. K mnoßestvu X prisoedinim mnoßestvo Ω vseh minimal~nyh nesobstvennyh vnutrennih fil~trov

Koxi. Poloßim X^′ = X ∪ Ω i vvedem na fftom mnoßestve ravnomernu¸ strukturu okrestnosteæ O^′, poloßiv dlØ kaßdogo λ ∈ Λ, kaßdogo x ∈ X, kaßdogo ω ∈ Ω ^O_λ(x) = O_λ(x) ∪ {ω|int O_λ(x) ∈ ω} gde ^O_λ(ω) = ^O_λ(x) dlØ kakoæ-nibud~ toqki x ∈ X takoæ, qto int O_λ(x) ∈ ω.

Zametim, qto λ-okrestnost~ toqki ω opredelØetsØ neodnoznaqno.

2. RasxireniØ ravnomernyh prostranstv pokrytiæ. Pust~ X^′ ØvlØetsØ ρ-rasxi-reniem prostranstva X. Rassmotrim l¸boe pokrytie s ∈ ρ i obrazuem pokrytie ^s prostranstva X^′, fflementami kotorogo budut mnoßestva ^G = X^′ \ cl_X 0 (X \ G), vzØtye dlØ vseh G ∈ s. Sovokupnost~ pokrytiæ ^s, vzØtyh po vsem s ∈ ρ, moßno rassmatrivat~ kak bazu nekotoroæ ravnomernoæ struktury pokrytiæ ^ρ na X^′. Ravnomernoe prostranstvo (X^′, ^ρ) budem nazyvat~ popolneniem ravnomernogo prostranstva (X, ρ).

3. RasxireniØ ravnomernyh prostranstv okrußeniæ. S kaßdym ravnomernym prostranstvom okrußeniæ (X, U) svØzany dva kvazitopologiqeskih prostranstva

(X, O_1) i (X, O_2), gde O_1(x) = {U ∩ (X × {x})|U ∈ U} O_2(x) = {U ∩ ({x} × X)|U ∈ U}. Esli U – simmetriqnaØ struktura, to struktury O_1 i O_2 sovpada¸t i problema svoditsØ k postroeni¸ rasxireniæ kvazitopologiqeskogo prostranstv, v protivnom sluqae voznikaet problema postroeniØ rasxireniæ kvazibitopologiqeskih prostranstv v obwem analogiqnoæ probleme rasxireniæ bitopologiqeskih prostranstv.

§5. RasxireniØ bitopologiqeskih prostranstv

1. Tipy rasxireniæ. Sozdanie teorii rasxireniæ bitopologiqeskih v klassiqeskom smysle (Kelli) prostranstv potrebovalo preodoleniØ izvestnyh trudnosteæ uße na fftape formirovaniØ ee osnovnyh ponØtiæ, v tom qisle i samogo ponØtiØ rasxireniØ. Raznye avtory davali suwestvenno razliqnye opredeleniØ fftogo ponØtiØ, ishodØ iz obyqnogo ponØtiØ rasxireniØ topologiqeskogo prostranstva. Zdes~ budut rassmotreny tol~ko dva varianta.

Bitopologiqeskoe prostranstvo (X^′, τ^′_1, τ^′_2) nazyva¸t rasxirenim bitopologiqeskogo prostranstva (X, τ_1, τ_2), esli (X, τ_1, τ_2) ØvlØetsØ podprostranstvom prostranstva

(X^′, τ^′_1, τ^′_2), cl_τ 0_1 X = X^′, cl_τ 0_2 X = X^′.

Bitopologiqeskoe prostranstvo (X^′, τ^′_1, τ^′_2) nazyva¸t slabym rasxirenim bitopologiqeskogo prostranstva (X, τ_1, τ_2), esli (X, τ_1, τ_2) ØvlØetsØ podprostranstvom prostranstva (X^′, τ^′_1, τ^′_2) i cl_τ 0_1 X ∪ cl_τ 0_2 X = X^′.

PonØtie slabogo rasxireniØ v obwem sootvetstvuet idee vvedeniØ slabyh svoæstv bitopologiqeskih prostranstv, qto stanovitsØ osobenno Øsnym pri perehode ot neposredstvennogo rassmotreniØ zamykaniæ k rassmotreni¸ okrestnosteæ toqek.

Bitopologiqeskoe prostranstvo (X^′, τ^′_1, τ^′_2) budet rasxireniem bitopologiqeskogo prostranstva (X, τ_1, τ_2), esli dlØ l¸boæ toqki x ∈ X^′ l¸baØ ee τ^′_1-okrestnost~ i l¸- baØ ee τ^′_2-okrestnost~ imeet nepustoe pereseqenie s X, i budet slabym rasxireniem, esli dlØ l¸boæ toqki x ∈ X^′ l¸baØ ee τ^′_1-okrestnost~ ili l¸baØ ee τ^′_2-okrestnost~ imeet nepustoe pereseqenie s X.

2. RegulØrnye rasxireniØ bitopologiqeskih prostranstv. PonØtie regulØrnosti rasxireniæ i slabyh rasxireniæ bitopologiqeskih prostranstv vkl¸qaet v sebØ razliqnye varianty ponØtiØ strogogo rasxireniØ i ponØtiØ toqnogo rasxireniØ topologiqeskogo prostranstva.

(X^′, τ^′_1, τ^′_2) – strogoe rasxirenie, esli (X^′, τ^′_1) i (X^′, τ^′_2) – strogie rasxireniØ to-

pologiqeskih prostranstv (X, τ_1) i (X, τ_2), sootvetstvenno.

(X^′, τ^′_1, τ^′_2) – toqnoe rasxirenie, esli (X^′, τ^′_1) i (X^′, τ^′_2) – toqnye rasxireniØ topo-

logiqeskih prostranstv (X, τ_1) i (X, τ_2), sootvetstvenno.

(X^′, τ^′_1, τ^′_2) – slabo toqnoe rasxirenie, esli l¸bye dve razliqnye toqki narosta

bitopologiqeski razliqimy iz X, to est~ dlØ nih naædetsØ takoe mnoßestvo A ⊂ X, qto ego zamykanie v (X, τ_1) ili v (X, τ_2) soderßit odnu iz fftih toqek i ne soderßit drugu¸.

Strogoe i toqnoe rasxirenie bitopologiqeskogo prostranstva nazyvaetsØ ego regulØrnym rasxireniem, strogoe i slabo toqnoe rasxirenie – slabo regulØrnym.

DlØ slabyh rasxireniæ moßno sformulirovat~ sootvetstvu¸wie ponØtiØ, no zdes~ prihoditsØ uqityvat~ to, qto prostranstva (X^′, τ^′_1) i (X^′, τ^′_2) ne obØzatel~no ØvlØ¸tsØ rasxireniØmi prostranstv (X, τ_1) i (X, τ_2).

3. Sledy bitopologiqeskih rasxireniæ.

Esli bitopologiqeskoe prostranstvo (X^′, τ^′_1, τ^′_2) ØvlØetsØ regulØrnym rasxireniem bitopologiqeskogo prostranstva (X, τ_1, τ_2), to l¸baØ toqka x ∈ X^′ opredelØet fil~- try ω_1(x), ω_2(x) sledov v X ee τ_1-okrestnosteæ, sootvetstvenno τ_2-okrestnosteæ, i kofil~try γ_1(x), γ_2(x) τ_1 – blizkih, sootvetstvenno τ_2 – blizkih, k x podmnoßestv mnoßestva X. Mnoßestva Ω_1(X^′) = {ω_1(x)|x ∈ X^′ \ X} i Ω_2(X^′) = {ω_2(x)|x ∈ X^′ \ X} opredelØ¸t odnoznaqno s toqnost~¸ do gomeomorfizia nekotorye regulØrnye rasxireniØ sootvetstvu¸wih topologiqeskih prostranstv, odnako oni ne opredelØ¸t sootvetstvu¸wee rasxirenie (X^′, τ^′_1, τ^′_2). DlØ fftogo nado ewe znat~ opredelØemoe fftim rasxireniem vzaimno odnoznaqnoe sootvetstvie meßdu fflementami ω_1(x) mnoßestva

Ω_1(X^′) i fflementami ω_2(x) mnoßestva Ω_2(X^′).

4. Postroenie bitopologiqeskih rasxireniæ. Sledu¸waØ konstrukciØ vsegda daet regulØrnoe rasxirenie bitopologiqeskogo prostranstva.

Rassmatriva¸tsØ kakie-nibud~ mnoßestva Ω_1, Ω_2 nesobstvennyh fil~trov, ime¸- wih otkrytye bazy v (X, τ_1), sootvetstvenno v (X, τ_2) i nekotoroe vzaimno odnoznaqnoe sootvetstvie (sparivanie) φ : Ω_1 −→ Ω_2 meßdu nimi (moßno brat~ sootvetstvu¸wie im mnoßestva Γ_1, Γ_2 kofil~trov). K mnoßestvu X prisoedinØetsØ grafik Γ_φ fftogo sootvetstviØ. Polagaem X^′ = X ∪ Γ_φ i vvodim na X^′ dve topologiqeskie struktury τ^′_1 i τ^′_2. �ti topologiqeskie struktury opredelØ¸tsØ otkrytymi bazami, sostoØwimi iz mnoßestv vida

G_1 ∪ {(ω_1, ω_2)|ω_2 = φ(ω_1), G_1 ∈ ω_1 ∈ Ω_1},

i, sootvetstvenno,

G_2 ∪ {(ω_1, ω_2)|ω_2 = φ(ω_1), G_2 ∈ ω_2 ∈ Ω_2},

Zameqanie. Sleduet imet~ v vidu, qto dlØ regulØrnogo rasxireniØ (X^′, τ^′_1, τ^′_2) bitopologiqeskogo prostranstva (X, τ_1, τ_2) iz τ_1 = τ_2 ne sleduet τ^′_1 = τ^′_2 daße v tom sluqae, kogda Ω_1 = Ω_2. �to budet tak, esli φ : Ω_1 −→ Ω_2 – toßdestvennoe otobraßenie. 5. Sledy slabyh rasxireniæ. Esli bitopologiqeskoe prostranstvo (X^′, τ^′_1, τ^′_2) ØvlØetsØ slabym rasxireniem bitopologiqeskogo prostranstva (X, τ_1, τ_2), to l¸baØ toqka x ∈ X^′ opredelØet libo fil~tr ω_1(x), libo fil~tr ω_2(x) libo oba fil~tra sledov v X ee τ^′_1-okrestnosteæ, sootvetstvenno τ^′_2-okrestnosteæ, i analogiqnye kofil~try

γ_1(x) τ^′_1 – blizkih, sootvetstvenno γ_2(x) τ^′_2 – blizkih k x podmnoßestv mnoßestva X.

Rassmotrim mnoßestva Ω_1(X^′) = {ω_1(x)|x ∈ cl_τ 0_1 X \ X} i Ω_2(X^′) = {ω_2(x)|x ∈ cl_τ 0_2 X \ X}. Ukazannoe sootvetstvie meßdu toqkami i fil~trami daet qastiqnoe, v obwem sluqae mnogoznaqnoe, otobraßenie φ : Ω_1(X^′) −→ Ω_2(X^′).

6. Postroenie slabyh rasxireniæ. Sledu¸waØ konstrukciØ vsegda daet slabo regulØrnye slabye rasxireniØ bitopologiqeskih prostranstv. V ideænom plane ona analogiqna konstrukcii razdela 4, no dlØ slabyh rasxireniæ ispol~zovanie zamknutyh kofil~trov predpoqtitel~nee.

Pust~ Γ_1 i Γ_2 – kakie-to mnoßestva nesobstvennyh kofil~trov topologiqeskih prostranstv (X, τ_1) i (X, τ_2), sootvetstvenno, i φ : Γ_1 −→ Γ_2 – qastiqnoe mnogoznaqnoe otobraßenie, Γ_φ – grafik fftogo otobraßeniØ. K mnoßestvu X prisoedinim Γ_φ, to est~ obrazuem mnoßestvo X^′ = X ∪ Γ_φ, i vvedem na fftom mnoßestve topologiqeskie struktury τ^′_1 i τ^′_2, opredelennye zamknutymi bazisami, sostoØwimi, sootvetstvenno, iz mnoßestv vida

F_1 ∪ {γ_1, (γ_1, γ_2)|γ_1 ∈ Γ_φ, (γ_1, γ_2) ∈ Γ_φ, F_1 ∈ γ_1},

i iz mnoßestv vida

F_2 ∪ {γ_2, (γ_1, γ_2)|γ_2 ∈ Γ_φ, (γ_1, γ_2) ∈ Γ_φ, F_2 ∈ γ_2}.

Bitopologiqeskoe prostranstvo (X^′, τ^′_1, τ^′_2) budet togda slabym rasxireniem bitopologiqeskogo prostranstva (X, τ_1, τ_2) s dannoæ sistemoæ sledov.

Glava III

Struktury topologiqeskogo tipa

§1. Predvaritel~nye svedeniØ 1. Xkala mnoßestv i struktury. Pust~ X – nekotoroe mnoßestvo. NaqinaØ s fftogo mnoßestva, moßno obrazovyvat~ novye mnoßestva, primenØØ operaci¸ × umnoßeniØ dvuh mnoßestv i perehoda P ot mnoßestva k mnoßestvu vseh ego podmnoßestv. Tak my moßem pereæti ot X (nol~ operaciæ) k X × X i k P X (po odnoæ operacii), zatem k X × X × X, X × P X, P X × X, P (P X), P (X × X) (po dve operacii), i tak dalee. Tak obrazovannye mnoßestva sostavlØ¸t xkalu mnoßestv nad X. Moßno sqitat~, odnako, qto xkala mnoßestv sostoit tol~ko iz mnoßestv P^m(X^n): mnoßestvo X poluqaem pri m = 0, n = 1, mnoßestva X × X i P X poluqaem pri m = 0, n = 2 i m = 1, n = 1, mnoßestvo X × X × X poluqaem pri m = 0, n = 3, mnoßestva X × P X i P X × X moßno rassmatrivat~, kak podmnoßestva mnoßestva P (X ×X), poluqaemoe pri m = 1, n = 2, i tak dalee. Strukturoæ na mnoßestve X nazyva¸t l¸bu¸ toqku l¸bogo iz mnoßestv xkaly nad X. Naprimer, l¸baØ topologiqeskaØ struktura na X est~ sootvetstvu¸- waØ toqka iz P^2X. L¸boe mnoßestvo xkaly mnoßestv nad X moßet, v svo¸ oqered~, poroßdat~ xkalu mnoßestv. Moßno rassmatrivat~ struktury na mnoßestvah fftoæ novoæ xkaly. No toqki mnoßestv fftoæ novoæ xkaly budut toqkami mnoßestv ishodnoæ xkaly. Naprimer, l¸baØ topologiqeskaØ struktura, opredelennaØ na mnoßestve

P^mX^n, ØvlØetsØ odnovremenno strukturoæ na X, taku¸ strukturu nazyva¸t struktu-

roæ topologiqeskogo tipa na X. Prosteæximi iz takih struktur ØvlØ¸tsØ, koneqno, topologiqeskie struktury na X, zatem idut topologiqeskie struktury na mnoßestve

X ×X, nazyvaemye bitopologiqeskimi strukturami na X, topologiqeskie struktury

na P X, nazyvaemye settopologiqeskmi strukturami na X, topologiqeskie struktury na P (X × X), nazyvaemye meptopologiqeskimi strukturami na X, i tak dalee.

2. Bitopologiqeskie prostranstva. PonØtie bitopologiqeskogo prostranstva, kak pary (X, β), gde β – bitopologiqeskaØ struktura na X (topologiqeskaØ struktura na

X × X), ØvlØetsØ estestvennym obobweniem klassiqeskogo ponØtiØ bitopologiqesko-

go prostranstva, kak troæki (X, τ_1, τ_2). Deæstvitel~no, zadanie dvuh topologiqeskih struktur na mnoßestve X ffkvivalentno zadani¸ ih proizvedeniØ τ_1 × τ_2 na mnoßestve X × X, to est~ zadani¸ bitopologiqeskoæ struktury β = τ_1 × τ_2 ves~ma qastnogo vida. �to obstoØtel~stvo pozvolØet rassmatrivat~ kategori¸ KT (Ktop) bitopologiqeskih v smysle Kelli prostranstv i ih otobraßeniæ, kak podkategori¸ kategorii

BT (Bitop) bitopologiqeskih prostranstv i ih otobraßeniæ. S drugoæ storony, kate-

gori¸ T (Top ) topologiqeskih prostranstv i ih otobraßeniæ moßno rassmatrivat~, kak podkategori¸ kategorii KT pri otoßdestvlenii (X, τ ) s (X, τ, τ ). Odnako obwaØ teoriØ bitopologiqeskih prostranstv ne ØvlØetsØ prostym obobweniem klassiqeskoæ teorii. U nee est~ i svoØ tematika i svoØ sistema ponØtiæ, ne ime¸waØ analogov v klassiqeskoæ teorii topologiqeskih i bitopologiqeskih prostranstv.

3. Settopologiqeskie prostranstva. SettopologiqeskaØ struktura na X est~, po opredeleni¸, topologiqeskaØ struktura na P X. Topologiqeskim strukturam na nekotoryh podmnoßestvah mnoßestva P X posvØwena dovol~no obxirnaØ literatura. Odnako v fftoæ literature rassmatrivalis~ tol~ko prostranstva (P X, ζ), gde ζ – topologiqeskaØ struktura na P X. Prostranstva (X, ζ), gde ζ – settopologiqeskaØ struktura na X ne rassmatrivalis~. Daße opublikovannaØ v 1969 godu stat~Ø, v kotoroæ soderßalos~ predstavlenie diferenciruemyh funkciæ sootvetstvu¸weæ settopologiqeskoæ strukturoæ, nazyvannoæ tam bitopologiqeskoæ, ne izmenilo situacii. V deæstvitel~nosti settopologiqeskie struktury mogut stat~ perspektivnym ob¨ektom issledovaniæ.

4. Meptopologiqeskie prostranstva. MeptopologiqeskaØ struktura na X est~, po opredeleni¸, topologiqeskaØ struktura na P (X × X). Toqkami mnoßestva P (X × X) ØvlØ¸tsØ podmnoßestva mnoßestva X×X, a l¸boe takoe podmnoßestvo moßno rassmatrivat~, kak grafik qastiqnogo mnogoznaqnogo otobraßeniØ f : X −→ X. Takim obrazom meptopologiqeskie struktury moßno rassmatrivat~, kak topologiqeskie struktury na mnoßestvah otobraßeniæ (ots¸da i nazvanie takih struktur). Prostranstva odnoznaqnyh otobraßeniæ f : X −→ X, ØvlØ¸tsØ klassiqeskim ob¨ektom izuqeniØ, no kak i prostranstva podmnoßestv, ih topologiqeskie struktury ne rassmatrivalis~, kak struktury, opredelennye na ishodnom mnoßestve X.

§2. Nekotorye bitopologiqeskie opredeleniØ i konstrukcii

�tot i posledu¸wie paragrafy, otnosØwiesØ k bitopologiqeskim prostranstvam soderßat kratkoe izloßenie glav 2–4 knigi “Bitopologiqeskie prostranstva” (Zapiski nauqnyh seminarov POMI, t. 242).

1. Invariantnost~ klassov otnositel~no operaciæ. Ranee byli rassmotreny vloßeniØ T ⊂ KT ⊂ BT,

voznika¸wie pri otoßdestvlenii topologiqeskogo prostranstva (X, τ ) s bitopologiqeskim v smysle Kelli prostranstvom (X, τ, τ ) i bitopologiqeskogo v smysle Kelli prostranstva (X, τ_1, τ_2) s bitopolotiqeskim prostranstvom (X, τ_1 × τ_2). Rassmotrim kaku¸-nibud~ operaci¸ postroeniØ bitopologiqeskogo prostranstva po odnomu ili neskol~kim bitopologiqeskim prostranstvam. Moßet sluqit~sØ, qto ffta operaciØ vyvodit nas iz klassa T ili (i) iz klassa KT . Tak, naprimer, lokalizaciØ bitopologiqeskogo prostranstva, to est~ prisoedinenie k β vseh mnoßestv, soderßawihsØ v X × X \ Δ, vyvodit iz klassa T i iz klassa KT . S drugoæ storony, perehod ot bitopologiqeskogo prostranstva k trivial~nomu ne vyvodit ni iz klassa T ni iz klassa BT . Tem ße svoæstvom oblada¸t operacii perehoda k podprostranstvu, faktorprostranstvu, prØmomu proizvedeni¸, no svobodnoe ob¨edinenie fftim svoæstvom ne obladaet.

2. OslableniØ. Pust~ (X, β) – nekotoroe bitopologiqeskoe prostranstvo i A – kakaØ-nibud~ sistema podmnoßestv mnoßestva X × X. Struktura β, kak topologiqeskaØ struktura na X × X induciruet na kaßdom mnoßestve A ∈ A topologiqesku¸ strukturu β|A. Rassmotrim na X × X topologiqesku¸ strukturu β|A, sostoØwu¸ iz vseh mnoßestv U, dlØ kotoryh U ∩ A ∈ β|A dlØ vseh A ∈ A. Struktura β|A nazyvaetsØ oslableniem struktury β po sisteme A. ˚sno, qto β ⊂ β|A. Esli A = {X × X}, to β|A = β, esli ße A = ∅, to β|A – diskretnaØ struktura. OkazyvaetsØ netrivial~noæ

problema nasledstvennosti oslableniØ.

3. Soglasovanie, refleksivnost~, simmetriqnost~, tranzitivnost~. Esli bitopologiqeskaØ struktura β i topologiqeskaØ struktura τ opredeleny na odnom i tom ße mnoßestve X, to β soglasovana s τ , esli β ton~xe, qem τ × τ , τ soglasovana s β, esli τ × τ ton~xe, qem β. Esli soglasovanie imeet mesto v obe storony, to β = τ × τ .

BitopologiqeskaØ struktura β na X refleksivna, esli β|Δ – trivial~naØ topologiqeskaØ struktura, simmetriqna, esli otobraßenie s : (X × X, β) −→ (X ×

X, β), s(x, y) = (y, x) ØvlØetsØ gomeomorfizmom, tranzitivna, esli dlØ l¸byh to-

qek x, y, z iz X i l¸boæ okrestnosti W toqki (x, z) naædutsØ takie okrestnosti U i V toqek (x, y) i (y, z), sootvetstvenno, qto U ∘ V ⊂ W (zdes~ U ∘ V =

{(x, z)| suwestvuet takoe y, qto (x, y) ∈ U, (y, z) ∈ V }), vpolne tranzitivna, esli β

– tranzitiva i mnoßestva U ∘ V , gde U i V okrestnosti toqek (x, y) i (y, z), sostavlØ- ¸t bazu okrestnosteæ toqki (x, z). UsloviØ refleksivnosti, simmetriqnosti, tranzitivnosti, vpolne tranzitivnosti, estestvenno formuliru¸tsØ v terminah shodimosti napravlennyh sistem toqek i v terminah perenosa takih sistem. Estestvenno stroitsØ tranzitivnoe ob¨edinenie tranzitivnyh bitopologiqeskih struktur.

§3. Lokal~no razloßimye bitopologiqeskie prostranstva

1. Lokal~naØ razloßimost~. Bitopologiqeskoe prostranstvo (X, β) nazyvaetsØ lo-

kal~no razloßimym, esli shodimost~ napravlennyh sistem toqek v topologiqeskom prostranstve (X × X, β) obladaet sledu¸wim svoæstvom: ((x_λ, y_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (x, y) ⇐⇒ { ((x_λ, y)|λ ∈ Λ) −→_β (x, y) ((x, y_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (x, y). L¸boe razloßimoe bitopologiqeskoe prostranstvo lokal~no razloßimo. Teorema (lokal~noæ razloßimosti). Bitopologiqeskoe prostranstvo (X, β) lokal~no

razloßimo togda i tol~ko togda, kogda kaßdaØ toqka topologiqeskogo prostranstva (X × X) imeet bazu okrestnosteæ, sostoØwu¸ iz prØmougol~nyh mnoßestv.

PrØmougol~nye okrestnosti, to est~ okrestnosti vida A × B, figuriru¸wie v fftoæ teoreme, nel~zØ zamenit~ v obwem sluqae na prØmougol~nye otkrytye mnoßestva.

2. Sledy bitopologiqeskoæ struktury. L¸baØ lokal~no razloßimaØ bitopologiqeskaØ struktura β odnoznaqno opredelØetsØ po topologiqeskim strukturam, inducirovannym na vseh gorizontal~nyh i vertikal~nyh mnoßestvah, to est~ na mnoßestvah

X × {y} i {x} × X – sledami β. Esli zadat~ proizvol~no nekotorye topologiqeskie

struktury na vseh gorizontal~nyh i vertikal~nyh mnoßestvah, to, v obwem sluqae, oni ne induciru¸tsØ nikakoæ lokal~no razloßimoæ strukturoæ. DlØ togo, qtoby takaØ struktura suwestvovala neobhodimo i dostatoqna tak nazyvaemaØ nepreryvnost~ sledov. Moßno sformulirovat~ kriteriæ nepreryvnomti sistemy sledov i izuqit~ bitopologiqeskie struktury s odinakovymi sledami.

§4. Lokal~nye bitopologiqeskie prostranstva

1. OsobaØ rol~ diagonali v X × X. Diagonal~ Δ ⊂ X × X igraet osobu¸ rol~ v teorii bitopologiqeskih prostranstv. Sredi vloßeniæ X v X × X vydelØetsØ, naprimer, vloßenie j : X −→ X × X, dlØ kotorogo j(x) = (x, x) ∈ Δ, pozvolØ¸wee perenesti strukturu β|Δ na X. S diagonal~¸ svØzan celyæ rØd ponØtiæ, kak to Δ – normal~nost¨, Δ – delimost~, Δ – tranzitivnost~¨, lokal~naØ tranzitivnost~ i lokal~nost~.

Bitopologiqeskoe prostranstvo (X, β) nazyvaetsØ lokal~nym, esli G ∩ Δ = ∅ =⇒

G ∈ β. L¸bu¸ bitopologiqesku¸ strukturu moßno lokalizovat~, ostaviv tol~ko

shodimosti k toqkam diagonali.

Bitopologiqeskoe prostranstvo (X, β) nazyvaetsØ distal~nym, esli G ⊂ Δ =⇒

G ∈ β. L¸bu¸ bitologiqesku¸ strukturu moßno distalizovat~, ostaviv tol~ko sho-

dimosti k toqkam vne diagonali.

LokalizaciØ β daet loc β – lokal~nu¸ qast~, distalizaciØ β daet dist β – distal~- nu¸ qast~. Meßdu nimi imeetsØ opredelennaØ svØz~, ih nel~zØ zadat~ proizvol~no.

2. Lokal~nye ob¨edineniØ. RassmatrivaØ ob¨edineniØ bitopologiqeskih prostranstv, my vidim, qto v obwem sluqae oni opredeleny ne odnoznaqno. Odnoznaqnost~ imela mesto v klasse tranzitivnyh bitopologiqeskih prostranstv. V klasse lokal~nyh bitopologiqeskih prostranstv odnoznaqnost~ ob¨edineniæ takße imeet mesto.

§5. Δ-ravnomernye bitopologiqeskie prostranstva

1. KategoriØ ΔUnif. Ravnomernu¸ strukturu U okrußeniæ diagonali budem nazyvat~ takße Δ-ravnomernoæ strukturoæ. Kategori¸ vseh Δ-ravnomernyh prostranstv i ih ravnomernyh otobraßeniæ oboznaqim qerez ΔUnif ili ΔU. Suwestvuet vloßenie

β_0 fftoæ kategorii v kategori¸ BT , pri kotorom k kaßdoæ Δ-ravnomernoæ struktu-

re prisoedinØetsØ v kaqestve fflementa pustoe mnoßestvo. Drugoe vloßenie β_l moßno poluqit~ lokalizacieæ kaßdoæ bitopologiqeskoæ struktury. Moßno opredelit~ i proekci¸ Δ kategorii BT na kategori¸ ΔU. Pri fftoæ proekcii Δβ sostoit iz vseh okrestnosteæ diagonali v prostranstve (X × X, β). Struktury β i Δβ, kak i sootvetstvu¸wie im bitopologiqeskie prostranstva budem sqitat~ soglasovannymi. Funktory Δ i β_0 ØvlØ¸tsØ estestvennoæ osnovoæ sovmestnogo izuqeniØ bitopologiqeskih i Δ-ravnomernyh prostranstv. PredstavlØ¸t interes i nekotorye qastiqnye vloßeniØ kategorii ΔU v kategori¸ BT .

2. Δ-rassloenie kategorii BT . Funktor Δ opredelØet rassloenie kategorii BT na mnoßestva vseh bitopologiqeskih prostranstv, soglasovannyh s nekotorym Δravnomernym prostranstvom. Na kaßdom sloe moßno vvesti otnoxenie porØdka, pri kotorom (X, β^′) 6 (X, β), esli β^′ ⊂ β. V obwem sluqae sloæ ne imeet ni naibol~xego ni naimen~xego fflementa.

§6. RasxireniØ bitopologiqeskih prostranstv

1. RasxireniØ, slabye rasxireniØ. Bitopologiqeskoe prostranstvo (X^′, β^′) nazyvaetsØ rasxireniem bitopologiqeskogo prostranstva (X, β), esli (X × X, β) ØvlØetsØ podprostranstvom topologiqeskogo prostranstva (X^′ × X^′, β^′) i cl_β0 (X × X) = X^′ × X^′.

Bitopologiqeskoe prostranstvo (X^′, β^′) nazyvaetsØ slabym rasxireniem bitopologiqeskogo prostranstva (X, β), esli (X × X, β) ØvlØetsØ podprostranstvom topologiqeskogo prostranstva (X^′ × X^′, β^′) i dlØ kaßdoæ toqki x ∈ X^′ suwestvuet takaØ toqka y ∈ X^′, qto (x, y) ili (y, x) prinadleßit cl_β0 (X × X).

Netrudno zametit~, qto ffti opredeleniØ ØvlØ¸tsØ neposredstvennymi obobweni- Ømi sootvetstvu¸wih opredeleniæ dlØ razloßimyh bitopologiqeskih prostranstv. 2. Konstrukcii rasxireniæ. Moßno predloßit~ neskol~ko variantov postroeniØ rasxireniæ (slabyh rasxireniæ) bitopologiqeskih prostranstv. S¸da otnositsØ trivial~naØ konstrukciØ, diagonal~naØ konstrukciØ, krest konstrukciØ, ramoqnaØ konstrukciØ.

§7. KategoriØ bitopologiqeskih prostranstv i ih otobraßeniæ

1. Osnovnye podkategorii. Krome kategorii T i kategorii KT predstavlØ¸t interes i drugie podkategorii kategorii BT , a imenno:

ΔU – kategoriØ vseh Δ-ravnomernyh prostranstv i ih otobraßeniæ,

ldBT – kategoriØ vseh lokal~no razloßimyh bitopologiqeskih prostranstv i ih

otobraßeniæ,

lBT – kategoriØ vseh lokal~nyh bitopologiqeskih prostranstv i ih otobraßeniæ,

rfBT – kategoriØ vseh refleksivnyh bitopologiqeskih prostranstv i ih oto-

braßeniæ,

sBT – kategoriØ vseh simmetriqnyh bitopologiqeskih prostranstv i ih otobraßeniæ,

trBT – kategoriØ vseh tranzitivnyh bitopologiqeskih prostranstv i ih otobra-

ßeniæ.

Meßdu fftimi podkategoriØmi ime¸tsØ opredelennye sootnoxeniØ vkl¸qeniØ. 2. Retrakcii. Suwestvu¸t razliqnye retrakcii kategorii BT na ee podkategorii i razliqnye sposoby konstruirovaniØ takih retrakciæ. V obwem sluqae ta ili inaØ podkategoriØ kategorii BT moßet i ne byt~ polnoæ podkategorieæ ili ße ee raspoloßenie v BT moßet okazat~sØ neudaqnym. Moßno sformulirovat~ nekotorye aksiomy, obespeqiva¸wie dostatoqno horoxee vloßenie, naprimer, invariantnost~ prØmyh proizvedeniæ ili svobodnyh ob¨edineniæ.

§8. Bitopologiqeskie predstavleniØ

Budem govorit~, qto nekotoryæ klass F nepreryvnyh otobraßeniæ topologiqeskih prostranstv imeet bitopologiqeskoe predstavlenie klassom B bitopologiqeskih struktur, esli F sovpadaet s klassom vseh binepreryvnyh otobraßeniæ

f : (X, β) −→ (X^′, β^′) dlØ vsevozmoßnyh bitopologiqeskih struktur β, β^′ iz B. Zdes~

budut rassmotreny nekotorye bitopologiqeskie predstavleniØ.

1. Bitopologiqeskie prostranstva grafikov. Pust~ X – nekotoroe mnoßestvo, τ – topologiqeskaØ struktura na X, φ – nepreryvnoe otobraßenie (X, τ ) v sebØ, Γ_φ – grafik otobraßeniØ φ. Opredelim bitopologiqesku¸ strukturu β_φ na X, udovletvorØ¸wu¸ sledu¸wim usloviØm:

β_φ – diskretnaØ topologiØ na (X × X) \ (Γ_φ ∪ Δ), β_φ – sovpadaet s τ × τ na Γ_φ ∪ Δ, Γ_φ ∪ Δ – otkrytoe i odnovremenno zamknutoe v (X × X, β_φ) mnoßestvo.

BitopologiqeskaØ struktura β_φ nazyvaetsØ bitopologiqeskoæ strukturoæ grafika otobraßeniØ φ, a (X, β_φ) – bitopologiqeskim prostranstvom grafika otobraßeniØ φ.

V bolee obweæ situacii rassmatrivaetsØ nekotoroe mnoßestvo Φ nepreryvnyh otobraßeniæ (X, τ ) v sebØ. V fftom sluqae na X opredelØetsØ bitopologiqeskaØ struktura β_Φ = {G|G ∩ Γ_φ ∈ β_φ dlØ vseh φ ∈ Φ}.

BitopologiqeskaØ struktura β_Φ nazvaetsØ bitopologiqeskoæ strukturoæ grafikov otobraßeniæ iz Φ, a (X, β_Φ ) – bitopologiqeskim prostranstvom grafikov otobraßeniæ iz Φ. Takie struktury moßno ispol~zovat~ dlØ poluqeniØ nekotoryh bitopologiqeskih predstavleniæ.

2. Bitopologiqeskie predstavleniØ otobraßeniæ metriqeskih prostranstv. DlØ metriqeskih prostranstv moßno vvesti ponØtiØ kasaniØ mnoßestva C ⊂ X × X losledovatel~nost~¸ ((x_k, x^′_k)|k ∈ N) i kasaniØ drug s drugom dvuh posledovatel~nosteæ (x_k|k ∈ N), (x^′_k|k ∈ N), shodØwihsØ k nekotoroæ toqke x_0 ∈ X. �ti ponØtiØ moßno ispol~zovat~ dlØ poluqeniØ nekotoryh bitopologiqeskih predstavleniæ.

§9. Bistrukturnye prostranstva

IdeØ bitopologiqeskogo prostranstva, osnovannaØ na formule “mnoßestvo X + topologiØ na X × X” moßet byt~ rasprostranena na drugie struktury, naprimer “mnoßestvo X + metrika na X × X” ili “mnoßestvo X + ravnomernost~ na X × X” i tak dalee. V rezul~tate my poluqaem bimetriqeskie prostranstva, biravnomernye prostranstva i rØd drugih bistrukturnyh prostranstv.

1. Bimetriki. Bimetrikoæ na X nazyva¸t metriku d na mnoßestve X × X, paru

(X, d) nazyva¸t bimetriqeskim prostranstvom. V obwem sluqae bimetrika d nikak

ne svØzana s razloßimost~¸ prostranstva, na kotorom ona opredelena, v proizvedenie X ×X. VvodØ razliqnye dopolnitel~nye usloviØ moßno obespeqit~ bolee tesnu¸ svØz~ bimetriki s razloßeniem X × X. Imeet mesto, naprimer, sledu¸wee utverßdenie:

Teorema. Pust~ (X, d) – polnoe bimetriqeskoe prostranstvo s ravnomerno skoxennoæ

bimetrikoæ i f : (X, d) −→ (X, d) – vertikal~no i gorizontal~no sßima¸wee otobraßenie. Togda f imeet edinstvennu¸ nepodvißnu¸ toqku.

2. Δ-biravnomernye prostranstva. Δ – biravnomernoæ strukturoæ, opredelennoæ na X nazyva¸t Δ – ravnomernu¸ strukturu, opredelennu¸ na X × X. Pri izuqenii Δ – biravnomernyh struktur nado uqityvat~ ih osobennosti. Naprimer, diagonal~ v (X × X) × (X × X) ne sovpadaet s Δ × Δ, gde Δ – diagonal~ v X × X. Esli ΔbiravnomernaØ struktura razloßima, to est~ (X × X, U) = (X, U_1 ) × (X, U_2), gde U_1 i

U_2 – Δ-ravnomernye struktury na X, to ots¸da ewe ne sleduet, qto U = U_1 × U_2. Tem

ne menee moßno dokazat~, qto esli Δ-ravnomernye struktury U_1 i U_2 simmetriqny, to i Δ-biravnomernaØ struktura U takße simmetriqna. Analogiqnye utverßdeniØ ime¸t mesto dlØ Δ-otdelimyh i dlØ veælevskih struktur.

§ 10. Bitopologiqeskie mnogoobraziØ

Prosteæximi topologiqeskimi mnogoobraziØmi ØvlØ¸tsØ evklidovy prostranstva R^n s obyqnoæ topologiqeskoæ strukturoæ. K tomu ße oni ØvlØ¸tsØ fftalonnymi mnogoobraziØmi, na nih osnovano samo ponØtie topologiqeskogo mnogoobraziØ. Pofftomu izuqenie bitopologiqeskih mnogoobraziæ sleduet naqinat~ imenno s postroeniØ i izuqeniØ bitopologiqeskih struktur na R^n, to est~ s postroeniØ i izuqeniØ topologiqeskih struktur na R^{2n}. Odnim iz perspektivnyh puteæ obrazovaniØ razliqnyh bitopologiqeskih struktur na R^n ØvlØetsØ oslablenie obyqnoæ topologiqeskoæ struktury na R^{2n} po toæ ili inoæ sistemy podmnoßestv.

1. Bitopologiqeskie struktury na R. OslablØØ obyqnu¸ topologiqesku¸ strukturu qislovoæ ploskosti R × R po toæ ili inoæ sisteme prØmyh moßno poluqit~ razliqnye bitopologiqeskie struktury na R.

Primer 1. Pust~ β poluqena oslableniem obyqnoæ topologiqeskoæ struktury na R^2 po sisteme vseh prØmyh y − a = λ(x − a) dlØ vseh a ∈ R i vseh λ > 0. Moßno dokazat~, qto l¸boe otobraßenie f : (X, β) −→ (X, β) binepreryvno togda i tol~ko togda, kogda ono kusoqno lineæno.

Primer 2. Pust~ β poluqena oslableniem obyqnoæ topologiqeskoæ struktury na R^2 po sisteme vseh prØmyh y − a = λ(x − a) dlØ vseh a ∈ R i vseh λ. Moßno dokazat~, qto l¸boe otobraßenie f : (X, β) −→ (X, β) binepreryvno togda i tol~ko togda, kogda ono kusoqno lineæno.

Primer 3. Pust~ β poluqena oslableniem obyqnoæ topologiqeskoæ struktury na

R^2 po sisteme vseh prØmyh v R^2 Moßno dokazat~, qto suwestvuet otobraßenie f :

(X, β) −→ (X, β) binepreryvnoe, no ne kusoqno lineænoe.

Primer 4. Pust~ β poluqena oslableniem obyqnoæ topologiqeskoæ struktury na R^2 po sisteme vseh prØmyh y − a = λ(x − a) dlØ vseh a ∈ R i vseh λ < 0. Moßno dokazat~, qto l¸boe otobraßenie f : (X, β) −→ (X, β) binepreryvno togda i tol~ko togda, kogda ono kusoqno lineæno i libo strogo monotonno libo postoØnno.

Primer 5. Pust~ β0 poluqena lokalizacieæ bitopologiqeskoæ struktury primera 2. Moßno dokazat~, qto i v fftom sluqae l¸boe otobraßenie f : (X, β_0) −→ (X, β_0) binepreryvno togda i tol~ko togda, kogda ono kusoqno lineæno. Odnako, esli do lokalizacii bitopologiqeskaØ struktura byla sekvencial~noæ, to posle lokalizacii ona ne budet sekvencial~noæ.

2. Bitopologiqeskie struktury na R^n, n > 1. Cel~ fftogo paragrafa – rassmotret~ nepreryvnye otobraßeniØ R^n v sebØ i, v kakoæ-to stepeni, ocenit~ vozmoßnost~ vydeleniØ togo ili inogo klassa takih otobraßeniæ fiksacieæ na R^n sootvetstvu¸wih bitopologiqeskih struktur. Snaqala privodØtsØ tri bitopologiqeskie struktury, opredelØ¸wie, sootvetstvenno, izometrii, podobiØ i lineænye otobraßeniØ. Zatem, kak v predyduwem razdele, rassmatriva¸tsØ razliqnye bitopologiqeskie struktury, opredelØ¸wie kusoqno lineænye otobraßeniØ.

3. Inicial~nye bitopologii. RassmatrivaetsØ sledu¸waØ konstrukciØ, da¸waØ xirokiæ klass bitopologiqeskih mnogoobraziæ. Preßde vsego, fiksiruetsØ na R^n nekotoraØ bitopologiqeskaØ struktura β_{in}, nazyvaemaØ v dal~neæxem inicial~noæ. Pust~ M – proizvol~noe topologiqeskoe mnogoobrazie razmernosti n i s = (U_λ|λ ∈ Λ) – nekotoroe ego otkrytoe pokrytie, priqem vse U_λ gomeomorfny prostranstvu R^n. Fiksiruem nekotoryæ gomeomorfizm φ_λ : U_λ −→ R^n dlØ kaßdogo U_λ iz s. Togda na kaßdom U_λ budet opredelena bitopologiqeskaØ struktura β_λ = (φ_λ)^{−1}(β_{in}), ØvlØ¸waØsØ topologiqeskoæ strukturoæ na U_λ × U_λ. DlØ l¸byh U_λ, U_μ iz s rassmatrivpetsØ ih pereseqenie U_{λμ} i bitopologiqeskaØ struktura β_{λμ} = β_λ|U_{λμ}. Esli β_{λμ} = β_{μλ} ⊂ β_λ, dlØ vseh λ ∈ Λ, μ ∈ Λ, to budem govorit~, qto sistema ((U_λ, ϕ_λ)|λ ∈ Λ soglasovana, imeet tip β_{in} i opredelena na topologiqeskom mnogoobrazii M . Zadanie na M takoæ sistemy pozvolØet vvodit~ na nem razliqnye bitopologiqeskie struktury, poluqaemye sootvetstvu¸wim ob¨edineniem ee struktur. S¸da otnosØtsØ, preßde vsego, lokal~nye ob¨edineniØ i tranzitivnye ob¨edineniØ. PredstavlØ¸t opredelennyæ interes izuqenie svoæstv kak ob¨edineniæ, tak i samih inicial~nyh bitopologiæ. 4. Infinitezimal~nye struktury na R^n. Topologiqeskoe prostranstvo R^n moßno rasxirit~ v ramkah nestandartnogo analiza do (R^∗)^n, prisoediniv k nemu vse toqki beskoneqno blizkie k ego toqkam. Infinitezimal~nym luqom budem nazyvat~ l¸boe mnoßestvo {λx + a|λ ∈ R, λ > 0}, gde x – proizvol~no fiksirovannaØ nenulevaØ toqka beskoneqno blizkaØ k 0 v (R^∗)^n, a ∈ R^n – proizvol~no fiksirovannaØ toqka. Sovokupnost~ vseh takih infinitezimal~nyh luqeæ budem nazyvat~ standartnoæ infinitezimal~noæ strukturoæ na R^n.

Budem govorit~, qto otobraßenie f : R^n −→ R^n sohranØet infinitezimal~nu¸ strukturu, esli ego estestvennoe prodolßenie f^∗ : (R^∗)^n −→ (R^∗)^n perevodit infinitezimal~nye luqi v infinitezimal~nye luqi. OkazyvaetsØ spravedlivym sledu¸wee utverßdenie.

Teorema. L¸boe otobraßenie f : R^n −→ R^n ØvlØetsØ kusoqno lineænym otobraßeni-

em togda i tol~ko togda, kogda ono sohranØet infinitezimal~nye luqi.

Moßno, teper~, vvesti ponØtie infinitezimal~noæ struktury na l¸bom topologiqeskom mnogoobrazii i sformulirovat~ analog predyduweæ teoremy.

§11. Bitopologiqeskie gruppy 1. Problema bitopologizacii grupp. V processe sozdaniØ teorii bitopologiqeskih grupp predlagalis~ razliqnye varianty samogo ponØtiØ bitopologiqeskoæ gruppy. Odnako ni odin iz fftih variantov ne stal obwepriznannoæ osnovoæ sootvetstvu¸weæ teorii. Ne podoxli ni troæki (G, τ_1, τ_2), udovletvorØ¸wie tem ili inym gruppovym usloviØm, ni troæki (G, β, τ ), gde β – bitopologiqeskaØ struktura na G. Byl predloßen takße qisto bitopologiqeskiæ variant, v kotorom bitopologiqeskoæ gruppoæ nazyvalos~ bitopologiqeskoe prostranstvo (X, β), udovletvorØ¸wee sledu- ¸wim usloviØm:

– otobraßenie m : (G × G, β) −→ (G × G, β), m(x, y) = (xy, y^{−1}x) – nepreryvno, – otobraßenie n : (G × G, β) −→ (G × G, β), n(x, y) = (x^{−1}, y^{−1}) – nepreryvno. �tot variant takße okazalsØ neudaqnym. Svobodnym ot nedostatkov predloßennyh ranee variantov okazalsØ sledu¸wiæ variant, kotoryæ moßno priznat~ korrektnym.

Bitopologiqeskoæ gruppoæ budem nazyvat~ paru (G, β), gde G – nekotoraØ gruppa, β – bitopologiqeskaØ struktura na G takie, qto otobraßeniØ p : (G, β) × (G, β) −→ (G, β), p(x, y) = xy, q : (G, β) −→ (G, β), q(x) = x^{−1} binepreryvny.

2. PrØmye i kosye bitopologiqeskie gruppy. Predloßennoe vyxe ponØtie bitopologiqeskoæ gruppy predstavlØetsØ, na pervyæ vzgld, edinstvenno vozmoßnym, odnako imeetsØ i suwestvenno drugoe, ravnocennoe opredelenie.

Kosoæ bitopologiqeskoæ gruppoæ budem nazyvat~ paru (G, β), gde G – nekotoraØ gruppa, β – bitopologiqeskaØ struktura na G takie, qto otobraßeniØ p : (G, β) × (G, β) −→ (G, β), p(x, y) = xy, q : (G, β) −→ (G, β^{−1}), q(x) = x^{−1} binepreryvny.

Primerom kosoæ bitopologiqeskoæ gruppy ØvlØetsØ bitopologiqeskaØ prØmaØ (R, τr × τl), gde_{τr = {∅,} R, (x, ∞)|x ∈ R}, τ_l = {∅, R, (−∞, x)|x ∈ R}. Pervyæ variant moßno nazyvat~ prØmoæ bitopologiqeskoæ gruppoæ. Moßno dokazat~, qto drugih variantov net.

Estestvenno opredelØ¸tsØ ponØtiØ podgruppy, faktorgruppy, prØmogo proizvedeniØ, diagonal~noæ topologiqeskoæ gruppy.

3. Koneqnye bitopologiqeskie gruppy. Sledu¸wie dva utverßdeniØ da¸t opisanie vseh koneqnyh bitopologiqeskih grupp, prØmyh i kosyh.

Teorema. Pust~ G – koneqnaØ gruppa. Suwestvuet vzaimno odnoznaqnoe sootvetstvie

meßdu vsemi normal~nymi delitelØmi gruppy G × G i vsemi prØmymi bitopologiqeskimi gruppami (G, β).

Teorema. Pust~ G – koneqnaØ gruppa. Suwestvuet vzaimno odnoznaqnoe sootvetstvie

meßdu vsemi normal~nymi delitelØmi gruppy G i vsemi kosymi bitopologiqeskimi gruppami (G, β).

§12. Settopologiqeskie prostranstva

TeoriØ settopologiqeskih prostranstv ewe tol~ko naqinaetsØ, poka ime¸tsØ lix~ otdel~nye rezul~taty. Osobenno interesny svØzi settopologiqeskih struktur s kusoqno lineænymi i gladkimi strukturami.

1. Settopologiqeskie struktury. Pust~ ζ – settopologiqeskaØ struktura na mnoßestve X, to est~ topologiqeskaØ struktura na mnoßestve P X vseh podmnoßestv mnoßestva X. V deæstvitel~nosti nas mogut interesovat~ ne vse podmnoßestva, a lix~ nekotoraØ ih special~naØ sovokupnost~ P_{sp}X, naprimer, sovokupnost~ P_{fin}X vseh koneqnyh podmnoßestv ili, naoborot, sovokupnost~ P_{inf} X vseh beskoneqnyh podmnoßestv. V fftom sluqae nekotoraØ topologiqeskaØ struktura na P_{sp}X prodolßaetsØ na vse P X kakim-nibud~ zaranee ogovorennym sposobom, naprimer diskretno ili trivial~no. Takim obrazom moßno vsegda sqitat~, qto struktura ζ zadana na vsem mnoßestve P X. Vozmoßny dva varianta ponØtiØ setnepreryvnogo otobraßeniØ. Delo v tom, qto dlØ l¸bogo otobraßeniØ f : X −→ X^′ opredeleno kak otobraßenie P f : P X −→ P X^′, P f(A) = f(A), tak i otobraßenie P^{−1}f : P X^′ −→ P X,

P^{−1}f(A) = f^{−1} (A). Esli ne ogovoreno, kakaØ nepreryvnost~ imeetsØ v vidu, to pred-

polagaetsØ nepreryvnost~ otobraßeniØ P f.

Zadanie na X nekotoroæ settopologiqeskoæ struktury ζ pozvolØet vvesti na X i drugie struktury. Naprimer, kanoniqeskoe vloßenie i : X −→ P X, i(x) = {x}, pozvolØet opredelit~ na X topologiqesku¸ strukturu i^{−1}(ζ). Moßno rassmotret~ i drugie vloßeniØ mnoßestva X v mnoßestvo P X, poluqaØ razliqnye topologiqeskie struktury na X, inducirovannye settopologiqeskoæ strukturoæ ζ. Ime¸tsØ takße interesnye svØzi settopologiqeskih struktur s drugogo tipa strukturami – strukturami blizosti, strukturami smeßnosti, ravnomernymi strukturami.

2. Settopologiqeskie i gladkie struktury. Osobyæ interes imeet svØz~ meßdu settopologiqeskimi i kusoqno lineænymi strukturami, a takße meßdu settopologiqeskimi i gladkimi strukturami. Kaßdoæ kusoqno lineænoæ strukture na l¸bom topologiqeskom mnogoobrazii M moßno sopostavit~ taku¸ settopologiqesku¸ strukturu, qto kusoqno lineænym otobraßeniØm budut sootvetstvovat~ setnepreryvnye otobraßeniØ. Analogiqno, kaßdoæ gladkoæ (klassa C^1) strukture na l¸bom topologiqeskom mnogoobrazii M moßno sopostavit~ taku¸ settopologiqesku¸ strukturu, qto gladkim otobraßeniØm budut sootvetstvovat~ setnepreryvnye otobraßeniØ.

§13. Meptopologiqeskie prostranstva

1. Meptopologiqeskie struktury. Pust~ μ – meptopologiqeskaØ struktura, to est~ topologiqeskaØ struktura na mnoßestve P (X ×X) vseh podmnoßestv mnoßestva X ×X. V deæstvitel~nosti, nas mogut interesovat~ ne vse podmnoßestva a nekotoraØ ih special~naØ sovokupnost~ P_{sp}(X × X). V fftom sluqae postupa¸t takße, kak s settopologiqeskimi strukturami. DlØ meptopologiqeskih prostranstv takße, kak i dlØ settopologiqeskih prostranstv, ime¸tsØ dva tipa mepnepreryvnyh otobraßeniæ, priqem, esli ne ogovoreno protivnoe, nepreryvnym sqitaetsØ otobraßenie f, dlØ kotorogo otobraßenie P (f × f), P (f × f)(A) = {(f(x), f(y))|(x, y) ∈ A} – nepreryvno.

Zadanie na X nekotoroæ meptopologiqeskoæ struktury μ pozvolØet vvesti na X i drugie struktury. Naprimer, kanoniqeskie vloßeniØ pi : X −→ P (X × X), pi(x) = {(x, x)}, p(i × i) : X × X −→ P (X × X), p(i × i)(x, y) = {(x, y)}, i p : P X −→ P (X × X), p(A) = {(x, x)|x ∈ A}, pozvolØ¸t opredelit~ na X topologiqesku¸ strukturu

pi^{−1}(μ), bitopologiqesku¸ strukturu p(i × i)^{−1}(μ) i settopologiqesku¸ strukturu p^{−1}(μ), sootvetstvenno.

2. Dvoæstvennost~. Rassmotrim mnoßestva X, Y , Z i otobraßeniØ, vozmoßno qastiqnye i mnogoznaqnye, F : X × Y −→ Z, G : X −→ P (Y × Z), svØzannye sootnoxeniem Γ_F = Γ_G, v kotorom my ispol~zuem associativnost~ umnoßeniØ mnoßestv (X × Y ) × Z = X × (Y × Z). Zdes~ budut rassmatrivat~sØ tol~ko takie pary otobraßeniæ F, G. Pust~ na mnoßestvah X, Y.Z fiksirovany kakie-nibud~ topologiqeskie struktury, ffti mnoßestva s takimi strukturami budem oboznaqat~ opØt~ qerez X, Y, Z. Pust~, dalee, dlØ qastiqnyh mnogoznaqnyh otobraßeniæ opredeleno ponØtie nepreryvnosti, to est~ sformulirovan nekotoryæ kriteriæ, po kotoromu ustanavlivaetsØ nepreryvnost~ dannogo otobraßeniØ.

V fftoæ situacii, dlØ fiksirovannogo klassa A topologiqeskih prostranstv i nekotoryh fiksirovannyh topologiqeskih struktur na mnoßestvah X × Y, X ∈ A, topologiqeskaØ struktura τ na P (Y × Z) nazyvaetsØ A-rasweplØ¸weæ, esli dlØ kaßdogo topologiqeskogo prostranstva X ∈ A nepreryvnost~ otobraßeniØ F vleqet nepreryvnost~ otobraßeniØ G : X −→ (P (Y × Z), τ ).

Esli, naoborot, fiksirovany nekotorye topologiqeskie struktury na P (Y × Z),

Z ∈ A, topologiqeskaØ struktura τ na X × Y nazyvaetsØ A – sovmestno nepreryvnoæ,

esli dlØ kaßdogo topologiqeskogo prostranstva Z ∈ A nepreryvnost~ otobraßeniØ G vleqet nepreryvnost~ otobraßeniØ F : (X × Y, τ ) −→ Z.

Rassmatriva¸tsØ maksimal~nye A-rasweplØ¸wie topologiqeskie struktury na

P (Y × Z) i minimal~nye A – sovmestno nepreryvnye struktury na X × Y . Na ih

osnove moßno postroit~ teori¸ dvoæstvennosti meßdu topologiqeskimi strukturami na X × Y i topologiqeskimi strukturami na P (Y × Z).

Esli X = Y = Z, to ffta dvoæstvennost~ perehodit v dvoæstvennost~ meßdu bitopologiqeskimi i meptopologiqeskimi strukturami.