POMI PREPRINT — 04/1999

RAVNOMERNA˚ APPROKSIMACI˚ GARMONIQESKIMI DIFFERENCIAL^NYMI FORMAMI NA KOMPAKTNYH PODMNOȷESTVAH RIMANOVA MNOGOOBRAZI˚

E. V. Malinnikova

RossiæskaØ AkademiØ Nauk Matematiqeskiæ institut im. V. A. Steklova Sankt-Peterburgskoe otdelenie ROSSI˚, 191011, S.-Peterburg nab. r.Fontanki, 27

16 noØbrØ 1998

Rabota posvØwena obobweni¸ teorem Runge i Gartogsa–RozentalØ o ravnomernoæ approksimacii racional~nymi drobØmi. Vmesto kompleksnoæ ploskosti my rassmatrivaem rimanovo mnogoobrazie, vmesto analitiqeskih funkciæ kompleksnoæ peremennoæ – garmoniqeskie differencial~nye formy. Rol~ racional~nyh drobeæ igra- ¸t lineænye kombinacii fflementarnyh garmoniqeskih form – tak nazyvaemyh form Kulona i Bio–Savara.

garmoniqeskaØ differencial~naØ forma, teorema Runge, teorema Hodßa.

1 Rabota vypolnena pri podderßke RFFI (grant 96-01-00541) i NSERC (grant OGPO 170258). 1

Vvedenie

Pust~ M – rimanovo n-mernoe mnogoobrazie klassa C^∞, svØznoe i orientirovannoe. My izuqaem ravnomernoe priblißenie garmoniqeskimi differencial~nymi formami na M. �ta rabota prodolßaet raboty [1] i [2], v kotoryh M bylo evklidovym prostranstvom. Otmetim, qto priblißenie garmoniqeskimi funkciØmi na rimanovyh mnogoobraziØh izuqalos~ v [3]. Perehod k estestvennoæ dlØ garmoniqeskih form srede obitaniØ – rimanovu mnogoobrazi¸ – potreboval po-novomu osmyslit~ osnovnye ponØtiØ i sredstva, primenØvxiesØ v [1, 2]. Prixlos~ otkazat~sØ ot ispol~- zovaniØ n~¸tonovskogo potenciala i fundamental~nogo rexeniØ operatora Laplasa. Qastiqnoæ zamenoæ operatora U (sm. [1]) stal operator Grina na kompaktnom mnogoobrazii. Rol~ formuly Koxi–Grina c_nT = dδU^T + δdU^T perexla k formule Hodßa– VeælØ–De Rama–Kodairy, osuwestvlØ¸weæ razloßenie potoka s kompaktnym nositelem na toqnu¸, kotoqnu¸ i garmoniqesku¸ sostavlØ¸wie (poslednØØ otsutstvuet v sluqae M = R^n). VozmoßnaØ netrivial~nost~ gomologiæ mnogoobraziØ M zastavlØet po-inomu opredelit~ fflementarnye formy. Tak, esli r-forma Bio–Savara BS^γ (sm. [1, s. 124]) poroßdalas~ koneqnym (n − r − 1)-ciklom γ, to teper~ nam prihoditsØ sqitat~, qto r-forma Φ(c) igra¸waØ analogiqnu¸ rol~ na M, poroßdena nekotoroæ koneqnoæ (n − r)-cep~¸ c, priqem Φ(c) okazyvaetsØ garmoniqeskoæ vne granicy bc cepi c; formy Φ(c), Φ(c^′), otveqa¸wie cepØm s obweæ graniceæ bc = bc^′, voobwe govorØ, razliqny. Analogiqnyh izmeneniæ trebuet i opredelenie form Kulona.

Dokazatel~stva teoremy Runge, dannye v [1, 2], suwestvenno ispol~zovali dvoæstvennost~ Aleksandera–PontrØgina prostranstv kompaktnyh singulØrnyh gomologiæ H_r(K) i H_{n−r−1}(R^n \ K), gde K ⊂ R^n – pravil~nyæ kompakt. Na mnogoobrazii my vynußdeny ograniqit~sØ izomorfizmom prostranstv H_{n−r}(M, M \ K) (otnositel~- nyh (n − r)-mernyh kompaktnyh singulØrnyh gomologiæ pary (M, M \ K)) i H^r(K) (r-mernyh kogomologiæ De Rama kompakta K).

Kak i v rabotah [1, 4], naxi approksimacionnye teoremy vyvodØtsØ s pomow~¸ teoremy Hana–Banaha iz nekotoryh teorem edinstvennosti. No na fftot raz teorema edinstvennosti, sootvetstvu¸waØ teoreme Runge, est~ oqen~ glubokiæ rezul~tat ob isqeznovenii garmoniqeskoæ formy s nulem beskoneqnogo porØdka [5]. Po fftoæ priqine skol~ko-nibud~ Øvnoe postroenie priblißa¸wih form v teoreme Runge (kak, naprimer, v rabote [2]) stanovitsØ ves~ma zatrudnitel~nym. Takoe postroenie, povidimomu, privelo by k principial~no novomu dokazatel~stvu upomØnutoæ teoremy edinstvennosti.

IzmenØetsØ po sravneni¸ s rabotoæ [1] i dokazatel~stvo teoremy Gartogsa– RozentalØ. Teper~ bol~xu¸ rol~ v dokazatel~stve igraet svoæstvo (sd_p), opredelennoe dlØ M = R^n v rabote [2]. Pri obobwenii fftogo svoæstva v oqerednoæ raz prihoditsØ uqityvat~ vozmoßnu¸ netrivial~nost~ prostranstv gomologiæ dannogo mnogoobraziØ. Otdel~nyæ punkt posvØwen dokazatel~stvu togo, qto vnexniæ differencial potenciala polivektornogo zarØda predstavim lokal~no summiruemoæ formoæ. �tot fakt soverxenno oqeviden, esli M = R^n.

Otstutstvie Øvnyh formul v teoreme razloßeniØ vynußdaet nas ispol~zovat~ indeks Kronekera par potokov (vmesto integral~nyh formul). �tot instrument okazyvaetsØ oqen~ udobnym i pozvolØet pridat~ smysl nekotorym integralam, kotorye v klassiqeskom smysle ne suwestvu¸t daße v R^n.

Stat~Ø sostoit iz pØti paragrafov. Pervye dva soderßat podgotovitel~nye svedeniØ. Naxa cel~ zdes~ – opredelit~ fflementarnye garmoniqeskie formy (§1) i ustanovit~ nekotorye izomorfizmy prostranstv (ko)gomologiæ, ispol~zuØ udobnyæ dlØ nas Øzyk potokov i differencial~nyh form, (§2). Fakty, soobwaemye v §§1,2, v osnovnom izvestny.

Osnovnye rezul~taty raboty soderßatsØ v §3 (teorema Runge) i §4 (teorema Gartogsa–RozentalØ). Teorema Runge dokazyvaetsØ v treh variantah: v pervom ustanavlivaetsØ principial~naØ vozmoßnost~ priblizit~ formu, garmoniqesku¸ vblizi kompakta, fflementarnymi formami; vo vtorom dokazano, qto (posle vyqitaniØ nekotoryh periodov i koperiodov) osobennosti priblißa¸wih fflementarnyh form moßno pomestit~ v proizvol~no malye okrestnosti nekotoryh zaranee predpisannyh toqek (vyvod pol¸sov); nakonec, v tret~em req~ idet ob approksimacionnyh svoæstvah garmoniqeskih form s qisto toqeqnymi osobennostØmi. Dokazannye nami varianty teoremy Runge obobwa¸t teoremy Runge dlØ garmoniqeskih form v R^n (sm. [1, 2, 4]). No v otliqii ot rabot [1, 2, 4], gde fflementarnye (prosteæxie, [4]) formy opredelØlis~ s pomow~¸ Øvnyh formul, v fftoæ stat~e ih opredelenie osnovano na nekonstruktivnoæ teoreme suwestvovaniØ.

V qetvertom paragrafe obsußdaetsØ vopros o ravnomernom priblißenii nepreryvnyh form garmoniqeskimi na dannom kompaktnom podmnoßestve K mnogoobraziØ M. V qastnosti, sformulirovano geometriqeskoe uslovie dlØ mnoßestva K, pri kotorom approksimaciØ vozmoßna. DokazannaØ v p. 4.3 teorema obobwaet klassiqesku¸ teoremu Gartogsa–RozentalØ o priblißenii nepreryvnyh funkciæ analitiqeskimi na kompaktnom mnoßestve nulevoæ mery Lebega.

ZameqaniØ ob ffffektivnom postroenii Øder, uqastvu¸wih v opredelenii fflementarnyh garmoniqeskih form, sobrany v zakl¸qitel~nom (pØtom) paragrafe. Tam ße ewe raz obsußda¸tsØ osobennosti opredeleniØ form Bio–Savara i Kulona na mnogoobraziØh.

˚ iskrenne priznatel~na V. P. Havinu za postoØnnoe nauqnoe rukovodstvo, postanovku zadaq i mnogoqislennye obsußdeniØ dannoæ raboty. �ta rabota byla podgotovlena k peqati vo vremØ moego prebyvaniØ na matematiqeskom fakul~tete universiteta v Tronheæme; mne priØtno poblagodarit~ fakul~tet za gostepriimstvo.

§1. Predvaritel~nye svedeniØ 1.1. Garmoniqeskie differencial~nye formy. Vs¸du v dal~neæxem M budet oboznaqat~ n-mernoe (n ¿ 3) svØznoe orientirovannoe rimanovo mnogoobrazie klassa C^∞. DlØ otkrytogo podmnoßestva O mnogoobraziØ M i celogo qisla p, 0 6 p 6 n, oboznaqim qerez E_p(O) prostranstvo beskoneqno differenciruemyh na O differencial~nyh form stepeni p (p-form), a qerez D_p(O) – podprostranstvo v E_p(O), sostoØwee iz form s kompaktnymi nositelØmi. V prostranstvah E_p(O) i D_p(O) zadany obyqnye semeæstva polunorm [6]. My polagaem D_p := D_p(M) i E_p := E_p(M).

Operator vnexnego differencirovaniØ d sopostavlØet p-forme klassa C^1 formu stepeni p + 1. Na rimanovom mnogoobrazii M deæstvuet operator Hodßa. On perevodit p-formu φ v (n − p)-formu, oboznaqaemu¸ ∗φ, priqem ∗(∗φ) = (−1)^{p(n−p)}φ. Kodifferencial δp-formy φ klassa C^1 opredelØetsØ sledu¸wim obrazom: δφ = (−1)^{np+n+1} ∗ d ∗ φ. Operator Δ := −(δd + dδ) nazyvaetsØ operatorom Laplasa–Bel~trami na M. Netrudno proverit~, qto operator Δ kommutiruet s operatorami d, ∗ i δ. Forma φ ∈ E_p(O) nazyvaetsØ garmoniqeskoæ v otkrytom mnoßestve O ⊂ M, esli dφ = 0 i δφ = 0 v O. ˚sno, qto esli φ garmoniqeskaØ v O forma, to Δφ = 0 v O.

1.2. Potoki. My budem ispol~zovat~ ponØtiØ i rezul~taty izloßennoæ v knige

De Rama [6] teorii potokov. Pust~ O – otkrytoe podmnoßestvo mnogoobraziØ M. Prostranstvo p-mernyh potokov v O (t.e. lineænyh nepreryvnyh funkcionalov na D_p(O)) oboznaqaetsØ qerez D^′_p(O); prostranstvo E^′_p(O) sostoit iz potokov s kompakt-

nymi nositelØmi v O.

Gladkoe otobraßenie mnogoobraziæ f: U → V estestvennym obrazom induciruet otobraßeniØ f^∗: E_p(V ) → E_p(U) i f_∗: E^′_p(U) → D^′_p(V ). Esli otobraßenie f sobstvennoe, to f_∗ opredeleno na D^′_p(U).

Kaßdoæ (n − p)-forme ψ, lokal~no summiruemoæ v otkrytom mnoßestve O ⊂ M, sootvetstvuet potok T_ψ ∈ D^′_p(O), deæstvu¸wiæ sledu¸wim obrazom:

T_ψ[φ] := ∫ M ψ ∧ φ = ∫ O ψ ∧ φ, φ ∈ D_p(O). Mnoßestva p-mernyh cepeæ v O i koneqnyh p-mernyh cepeæ v O oboznaqim qerez

Ch_p(O) i Ch^f_p (O) sootvetstvenno; Ch_p := Ch_p(M) i Ch^f_p := Ch^f_p (M). Kaßdoæ cepi c ∈ Ch_p(O) sopostavim potok iz D^′_p(O), oboznaqaemyæ c̃,

c̃[φ] := ∫ c φ, φ ∈ D_p(O). Esli c ∈ Ch^f_p (O), to c̃ ∈ E^′_p(O).

Borelevskoe podmnoßestvo A mnogoobraziØ M poroßdaet n-mernyæ potok I_A, opredelØemyæ ravenstvom

I_A[φ] := ∫ M χ_Aφ = ∫ A φ, φ ∈ D_n. Pust~ T ∈ D^′_p(O), a W – otkrytoe podmnoßestvo v O; sußenie T na W oboznaqaetsØ T | W , T | W ∈ D^′_p(W ). Proizvedenie potoka T ∈ D^′_p(O) na formu α ∈ E_q (O), q 6 p, opredelØetsØ kak potok razmernosti p − q, deæstvu¸wiæ po pravilu: (T ∧ α)[φ] := T [α ∧ φ], φ ∈ D_{p−q}(O). DlØ kaßdogo potoka T ∈ D^′_p(O) estestvennym obrazom opredeleny potoki dT ∈

D^′_{p−1}(O), ∗T ∈ D^′_{n−p}(O), δT ∈ D^′_{p+1}(O) i ΔT ∈ D^′_p(O), a imenno: dT [φ] := (−1)^{n+p+1}T [dφ], φ ∈ D_{p−1}(O); ∗T [φ] := (−1)^{p(n−p)}T [∗φ], φ ∈ D_{n−p}(O); δT := (−1)^{np+1} ∗ d ∗ T i ΔT := −(δd + dδ)T. Netrudno proverit~, qto dlØ potokov, sootvetstvu¸wih differencial~nym formam, spravedlivy ravenstva LT_ψ = T_{Lψ}, gde L ∈ {d, ∗, δ, Δ}.

Pust~ c ∈ Ch_p, togda dlØ l¸boæ formy φ ∈ D_{p−1} dc̃[φ] = (−1)^{n−p+1}c̃[dφ] = (−1)^{n−p+1} ~bc[φ] (poslednee ravenstvo sleduet iz formuly Stoksa), t.e. dc̃ = (−1)^{n−p+1} ~bc. Cepi iz Ch_p s nulevoæ graniceæ budem nazyvat~ ciklami; mnoßestvo vseh p-mernyh ciklov budem oboznaqat~ qerez Z_p; Z^f_p := Z_p ∩ Ch^f_p budet oboznaqat~ mnoßestvo vseh koneqnyh ciklov. DlØ otkrytogo podmnoßestva O mnogoobraziØ M poloßim Z_p(O) := Z_p ∩ Ch_p(O) i Z^f_p(O) := Z_p ∩ Ch^f_p (O).

Pust~ T ∈ D^′_p, O ⊂ M – otkrytoe podmnoßestvo. Budem govorit~, qto T ∈ C^∞(O), esli suwestvuet forma ψ ∈ E_{n−p}(O), dlØ kotoroæ T = T_ψ v O. SingulØrnym nositelem potoka T , singspt T , budem nazyvat~ dopolnenie naibol~xego otkrytogo mnoßestva

O ⊂ M, dlØ kotorogo T ∈ C^∞(O). Horoxo izvestna sledu¸waØ lemma VeælØ o glad-

kosti (sm., naprimer, [6]):*** Lemma. Esli T ∈ D^′_p i ΔT = 0 v O, to T ∈ C^∞(O).

1.3. Indeks Kronekera par potokov. Na nekotoryh parah potokov s summoæ razmernosteæ n opredelena funkciØ {·, ·}, kotoru¸ my budem nazyvat~ indeksom Kronekera. Ona obladaet sledu¸wimi svoæstvami (sm. [6, §20]):

1) indeks Kronekera lineen po kaßdomu argumentu;

2) esli S ∈ E^′_p, ψ ∈ E_p (ili esli S ∈ D^′_p, ψ ∈ D_p), to indeks Kronekera {S, T_ψ} opredelen, i {S, T_ψ} = S[ψ];

3) esli spt S ∩ spt T = ?, to {S, T } = 0;

4) esli odno iz mnoßestv spt S i spt T kompaktno, i singspt S ∩ singspt T = ?, to indeks Kronekera {S, T } opredelen;

5) esli S ∈ D^′_{p+1}, T ∈ D^′_{n−p}, odin iz potokov S i T imeet kompaktnyæ nositel~, i opredelen indeks Kronekera {S, dT }, to opredelen i indeks Kronekera {dS, T }, priqem {dS, T } = (−1)^{n−p}{S, dT }; 6) esli singspt T ∩ spt dS = ?, singspt S ∩ spt dT = ?, i odin iz potokov S i T imeet kompaktnyæ nositel~, to indeks Kronekera {S, T } opredelen.

Otmetim, takße, qto iz opredeleniØ indeksa Kronekera (sm. [6]) sleduet, qto esli

f: U → V – diffeomorfizm gladkih mnogoobraziæ i dlØ potokov T ∈ E^′_p(U), S ∈ D^′_{n−p}(U) opredelen indeks Kronekera {T, S}_U , to opredelen i indeks Kronekera {f_∗(T ), f_∗(S)}_V , priqem {f_∗(T ), f_∗(S)}_V = {T, S}_U . (Znaqki U i V ukazyva¸t v kakom mnogo-

obrazii rassmatriva¸tsØ potoki i vyqislØetsØ indeks Kronekera.)

Indeks Kronekera koneqnogo cikla i cepi imeet prostoæ geometriqeskiæ smysl: on raven tak nazyvaemomu indeksu pereseqeniØ cikla i cepi (sm. [6]). 1.4. Razloßenie Hodßa–VeælØ–Kodairy–De Rama. Rassmotrim prostranstvo CL^2_p vseh gladkih p-form, summiruemyh s kvadratom, 0 6 p 6 n,

CL^2_p := { φ ∈ E_p : Q(φ) := ∫ M φ ∧ ∗φ < ∞ } . Opredelim prostranstvo F_p ⊂ D^′_p sledu¸wim obrazom:

T ∈ F_p, esli dlØ kaßdogo mnoßestva form Φ ⊂ D_p, ograniqennogo v E_p, i takogo, qto sup{Q(φ) : φ ∈ Φ} < ∞, mnoßestvo {T [φ] : φ ∈ Φ} ograniqeno.

Oqevidno, qto E^′_p ⊂ F_p. Potoki iz F_p moßno primenØt~ k formam iz CL^2_p. Budem govorit~, qto potok R ∈ F_p ortogonalen forme ω ∈ CL^2_p, esli R[ω] = 0. Pust~ h_p oboznaqaet podprostranstvo v CL^2_p, sostoØwee iz garmoniqeskih form. V knige [6] dokazana sledu¸waØ teorema o razloßenii:

Teorema (Veæl~, Hodß, Kodaira, De Ram). Suwestvu¸t lineænye otobraßeniØ

H_1, H_2: F_p → F_p i H_3: F_p → h_p takie, qto dlØ l¸bogo S ∈ F_p potoki H_1S i H_2S ortogonal~ny h_p, potok H_1S gomologiqen nul¸, potok H_2S kogomologiqen nul¸, i vypolneno ravenstvo:

S = H_1S + H_2S + T_{H3S} . (1)

Potok T_{H3S} my takße budem oboznaqat~ qerez HS. Iz razloßeniØ (1) sleduet, qto

ΔH_1S = dδS i ΔH_2S = δdS. Togda po lemme VeælØ (p. 2)

singspt H_1S ⊂ spt dδS ⊂ spt S,

singspt H_2S ⊂ spt δdS ⊂ spt S. (2)

OtobraßeniØ H_1 i H_2 perevodØt potoki, sootvetstvu¸wie formam iz CL^2_{n−p}, v takie ße potoki (sm. [6]). My oboznaqaem temi ße bukvami H_1, H_2 i H otobraßeniØ iz

CL^2_{n−p} v CL^2_{n−p}, dlØ kotoryh LT_ψ = T_{Lψ} , gde L ∈ {H_1, H_2, H}, a ψ ∈ CL^2_{n−p}. Esli S ∈ F_q

i φ ∈ CL^2_q, to HS[φ] = S[Hφ], H_1S[φ] = S[H_2φ] i H_2S[φ] = S[H_1φ]. Poslednee ravenstvo moßno perepisat~ takim obrazom: {H_2S, T_φ} = {S, H_1T_φ}. (3) Dokaßem, qto dlØ potokov S ∈ E^′_q, T ∈ E^′_{n−q} s nepereseka¸wimisØ nositelØmi vypolneno ravenstvo {H_2S, T } = {S, H_1T }. (4) Indeksy Kronekera {H_2, T } i {S, H_1T } opredeleny v silu (2) i svoæstva 6 p. 1.3). Qtoby dokazat~ ravenstvo (4), vyberem posledovatel~nost~ form {φ_m} iz CL^2_q, dlØ kotoroæ posledovatel~nost~ potokov T_m = T_φm shoditsØ k T v E^′_{n−q}, i suwestvuet takaØ okrestnost~ U mnoßestva spt S, qto formy H_1φ_m, shodØtsØ v U k forme, sootvetstvu¸weæ H_1T , po norme L^2. My takße moßem sqitat~, qto spt φ_m ∩ U = ? dlØ l¸bogo m ¿ 1. OstaetsØ vospol~zovat~sØ ravenstvom (3), zametiv, qto H_2S ∈ C^∞ v okrestnosti spt T ∪ ⋃ m spt T_m.

1.5. Formy Bio-Savara i Kulona. Pri rabote s garmoniqeskimi differencial~- nymi formami v R^n zametnu¸ rol~ igra¸t tak nazyvaemye potoki (i formy) Bio– Savara i Kulona. Rassmotrim (n − r)-mernyæ potok Bio–Savara, otveqa¸wiæ potoku T ∈ E^′_{n−r−1}(R^n): BS^T := c^{−1}_n δU^T ,

gde U^T – n~¸tonovskiæ potencial potoka T [ ]1, s. 123. Potok BS^T moßno opredelit~ kak kozamknutoe rexenie X uravneniØ dX = T , ograniqennoe (ili kvadratiqno summiruemoe) v okrestnosti beskoneqnosti. �to uravnenie (vmeste s uravneniem δX = 0 i lemmoæ VeælØ) obespeqiva¸t gladkost~ potoka X = BS^T vne spt T , tak qto BS^T okazyvaetsØ garmoniqeskoæ r-formoæ v R^n \ spt T .

Qtoby estestvennym obrazom obobwit~ ponØtie potokov Bio–Savara na sluqaæ rimanova mnogoobraziØ M, my rassmotrim uravnenie dX = S, gde S ∈ D^′_q , 0 6 q 6 n. Esli ono razreximo v F_{q+1}, to rexenie X moßno vybrat~ kozamknutym v M.

Deæstvitel~no, pust~ d ~X = S, dlØ nekotorogo potoka ~X ∈ F_{q+1}. Poloßim X :=

H_2 ~X + H ~X = ~X − H_1 ~X. Togda δX = 0 (t.k. δH_2 ~X = δH ~X = 0), i dX = d ~X − dH_1 ~X = d ~X = S. Opredelennyæ takim obrazom potok X ØvlØetsØ garmoniqeskim v M \ spt S.

Rassmotrim qastnyæ sluqaæ S = dc̃, gde c ∈ Ch^f_{q+1} (tak qto c̃ ∈ F_{q+1}). Potok β(c) :=

c̃ − H_1c̃ sootvetstvuet vne spt dc̃ = spt bc garmoniqeskoæ forme, kotoru¸ my budem

oboznaqat~ qerez Φ(c) i nazyvat~ formoæ Bio–Savara, otveqa¸weæ cepi c.

V p. 5.2 my obsußdaem nekotorye podrobnosti, svØzannye s formami Φ(c) i, v qastnosti, ob¨ØsnØem, qem vyzvany razliqiØ meßdu opredeleniØmi form Bio–Savara v

R^n i na rimanovom mnogoobrazii. Seæqas my otmetim lix~, qto v sluqae M = R^n (v

oboznaqeniØh raboty [1]) Φ(c) = (−1)^{n−q}BS^{bc} v R^n \ spt bc.

DlØ otkrytogo podmnoßestva O mnogoobraziØ M opredelim mnoßestvo p-form Bio- Savara v O

BS_p(O) := {Φ(c) : c ∈ Ch^f_{n−p}, spt bc ∩ O = ?}.

Analogiqno obobwaetsØ ponØtie potokov i form Kulona. Rassmotrim uravnenie

δY = T , T ∈ D^′_{n−p}. Esli ono razreximo v F_{n−q−1}, to v kaqestve rexeniØ moßno vybrat~ potok, zamknutyæ v M. Pust~ δ ~Y = T , ~Y ∈ F_{n−q−1}; poloßim Y := ~Y −H_2 ~Y = H_1 ~Y +H ~Y . Potok Y zamknut v M, δY = δ ~Y = T , i, sledovatel~no, vne spt T potok Y zadaetsØ nekotoroæ garmoniqeskoæ formoæ. Pust~ e ∈ Ch^f_{q+1}. Togda ∗ẽ ∈ F_{n−q−1}. Potok γ(e) :=

∗ẽ−H_2(∗ẽ) sootvetstvuet v M \spt be garmoniqeskoæ forme, kotoru¸ my budem nazyvat~ formoæ Kulona, otveqa¸weæ cepi e, i oboznaqat~ simvolom Ψ(e). Otmetim, qto Ψ(e) = ∗Φ(e). Mnoßestvo p-form Kulona v O opredelim sledu¸wim obrazom:

Coul_p(O) := {Ψ(e) : e ∈ Ch^f_p , spt be ∩ O = ?}.

Formy Bio–Savara i Kulona budem nazyvat~ fflementarnymi garmoniqeskimi formami.

1.6. Teorema razloßeniØ na kompaktnom mnogoobrazii. Na protØßenii fftogo punkta budem sqitat~, qto M – kompaktnoe mnogoobrazie. Togda E_p = D_p, i vse formy iz E_p summiruemy s kvadratom. Prostranstvo F_p sovpadaet s D^′_p, a prostranstvo

h_p koneqnomerno (sm. [6, 7, 8]). Teorema VeælØ–Hodßa–Kodairy–De Rama v sluqae

kompaktnogo mnogoobraziØ dopuskaet sledu¸wee utoqnenie:

suwestvuet lineænyæ operator G_p: D^′_{n−p} → D^′_{n−p}, perestanovoqnyæ s operatorami d, δ, ∗, i H, i takoæ, qto H_1T = dδG_pT , H_2T = δdG_pT dlØ l¸bogo T ∈ D^′_{n−p}. Operator G_p nazyvaetsØ operatorom Grina. On perevodit potok, sootvetstvu¸wiæ gladkoæ differencial~noæ forme, v takoæ ße potok. My sohranim oboznaqenie G_p za operatorom, deæstvu¸wim iz D_p v D_p, dlØ kotorogo

G_pT_ψ = T_Gp_ψ, pri ψ ∈ D_p.

Operator G_p – integral~nyæ operator s nekotorym Ødrom g_p. �to oznaqaet sledu¸- wee. Vne diagonali mnogoobraziØ M × M opredelena dvoænaØ forma g_p(x, y) klassa

C^∞. Stepen~ formy po kaßdoæ peremennoæ ravna p. DlØ l¸boæ φ ∈ D_p

(G_pφ) (y) = ∫ M ∗_xg(x, y) ∧ φ(x). Esli T ∈ D^′_{n−p}, to vne mnoßestva spt T potok G_pT sootvetstvuet p-forme ψ(y) =

T_x [∗_xg(x, y)] (indeks x zdes~ oboznaqaet, qto potok T primenØetsØ po peremennoæ x).

Nekotorye izvestnye nam svedeniØ ob operatorah G_p i H na konkretnyh mnogoobraziØh sobrany v p. 5.1.

§2. Izomorfizm nekotoryh prostranstv gomologiæ i kogomologiæ na rimanovom mnogoobrazii 2.1. SingulØrnye otnositel~nye gomologii i otnositel~nye gomologii De Rama. Rassmotrim mnogoobrazie V klassa C^∞ i ego otkrytoe podmnoßestvo U. DlØ pary (V, U) opredeleny prostranstva H^s_p (V, U) otnositel~nyh (kompaktnyh) p-mernyh singulØrnyh gomologiæ (sm., naprimer, [9]). Napomnim, qto H^s_p (V, U) = Z^s_p(V, U)/B^s_p(V, U), gde Z^s_p(V, U) = {c ∈ Ch^f_p (V ) : spt bc ⊂ U}, a

B^s_p(V, U) = {c ∈ Ch^f_p (V ) : ∃c_1 ∈ Ch^f_p(U), c_2 ∈ Ch^f_{p+1}(V ): c = c_1 + bc_2}.

Prostranstva H^s_p (V, U) vmeste s prostranstvami singulØrnyh gomologiæ mnoßestv V i U obrazu¸t toqnu¸ posledovatel~nost~ pary (V, U): . . . → H^s_p (U)^ip−→ H^s_p (V )^jp−→ H^s_p(V, U)^bp−→ H^s_{p−1}(U)^ip�^1−−−→ H^s_{p−1}(V ) → . . . Gomomorfizm i_q inducirovan vloßeniem U → V ; gomomorfizm j_q perevodit klass v

H^s_q (V ), soderßawiæ cikl c ∈ Z^f_q (V ) ⊂ Z^f_q (V, U), v klass v H^s_q (V, U), soderßawiæ c; b_q –

operator vzØtiØ granicy.

NarØdu s cepnymi prostranstvami H^s_q (V, U) nam ponadobØtsØ ih potokovye analogi

H_p(V, U), opredelØemye sledu¸wim obrazom. Poloßim Z_p(V, U) := {T ∈ E^′_p(V ) : spt dT ⊂ U}, B_p(V, U) := {T ∈ E^′_p(V ) : ∃T_1 ∈ E^′_p(U), T_2 ∈ E^′_{p+1}(V ): T = T_1 + dT_2}.

Drugimi slovami, prostranstvo Z_p(V, U) sostoit iz potokov s kompaktnymi nositelØmi, kotorye zamknuty vblizi V \ U. Potok s kompaktnym nositelem prinadleßit prostranstvu B_p(V, U), esli v nekotoroæ okrestnosti mnoßestva V \ U on sovpadaet s potokom, kompaktno gomologiqnym nul¸. Oqevidno, qto B_p(V, U) – lineænoe podprostranstvo v Z_p(V, U), tak qto opredeleno faktor prostranstvo H_p(V, U) := Z_p(V, U)/B_p(V, U). Opredelenie otnositel~nyh kompaktnyh gomologiæ s pomow~¸ prostranstv potokov v namnogo bolee obweæ situacii soderßitsØ v knige Federera ([10, s. 491]). Neposredstvenno iz opredeleniØ prostranstv H_p(V, U) sleduet, qto posledovatel~nost~ . . . → H_p(U)^ip−→ H_p(V )^jp−→ H_p(V, U)^bp−→ H_{p−1}(U)^ip�^1−−−→ H_{p−1}(V ) → . . . toqna. Zdes~ operator b_p sootvetstvuet operatoru vzØtiØ granicy potoka, bT =

(−1)^{n−p+1}dT , T ∈ E^′_p. Estestvennoe vloßenie Ch^f_p → E^′_p, c → c̃, induciruet otobra-

ßeniØ J_p prostranstv (otnositel~nyh) gomologiæ. Pri fftom diagramma

H^s_p (U)^ip−→ H^s_p (V )^jp−→ H^s_p(V, U)^bp−→ H^s_{p−1}(U)^ip�^1−−−→ H^s_{p−1}(V ) JpJpJpJp�1Jp�1 H_p(U)^ip−→ H_p(V )^jp−→ H_p(V, U)^bp−→ H_{p−1}(U)^ip�^1−−−→ H_{p−1}(V )

kommutativna. Po teoreme De Rama otobraßeniØ

J_q: H^s_q (U) → H_q (U) i J_q: H^s_q (V ) → H_q (V )

ØvlØ¸tsØ izomorfizmami dlØ l¸bogo q, 0 6 q 6 n. Sledovatel~no, otobraßenie J_p osuwestvlØet izomorfizm prostranstva H^s_p (V, U) na prostranstvo H_p(V, U).

2.2. Kogomologii De Rama kompaktnogo podmnoßestva. Pust~, kak i ran~xe, V – mnogoobrazie klassa C^∞. Opredelim prostranstva kogomologiæ De Rama kompaktnogo podmnoßestva K mnogoobraziØ V . DlØ kaßdogo celogo q, 0 6 q 6 n = dim V , Z^q(K) est~ prostranstvo ⋃ K⊂O {φ ∈ E_q(O): dφ = 0} (ob¨edinenie beretsØ po vsem otkrytym

mnoßestvam O, soderßawim K), profaktorizovannoe po otnoxeni¸ ffkvivalentnosti:

φ_1 ∼ φ_2, esli suwestvuet okrestnost~ O mnoßestva K, dlØ kotoroæ φ_1 i φ_2 oprede-

leny i ravny v O. �lement prostranstva Z^q(K), sootvetstvu¸wiæ forme φ, budem oboznaqat~ qerez {φ}. Dalee, pust~ B^q(K) – podprostranstvo v Z^q(K), sostoØwee iz klassov ffkvivalentnosti, ime¸wih toqnogo predstavitelØ: B^q(K) := {β ∈ Z^q(K) : ∃φ ∈ E_{q−1}(O), K ⊂ O, {dφ} = β}. Togda

H^q(K) := Z^q(K)/B^q(K).

Prostranstvo H^q(K) est~ ne qto inoe, kak induktivnyæ predel prostranstv H^q (O) po napravleni¸, obrazovannomu otkrytymi mnoßestvami, soderßawimi K.

2.3. Izomorfizm Hn−q (M, M \ K) ≃ H^q(K). Pust~ M – rimanovo mnogoobrazie, K – ego kompaktnoe podmnoßestvo. My postroim izomorfizm meßdu prostranstvami

H_{n−q}(M, M \K) i H^q(K). Podobnyæ izomorfizm ustanovlen, naprimer, v [ ]11. Odnako

nam ponadobitsØ ØvnaØ formula dlØ otobraßeniØ H_{n−q} (M, M \ K) → H^q(K) na Øzyke potokov i differencial~nyh form. Opredelim snaqala otobraßenie A_q: H^q(K) →

H_{n−q}(M, M \ K). My budem ispol~zovat~ kvadratnye skobki dlØ oboznaqeniØ klassov

ffkvivalentnosti v prostranstvah gomologiæ i kogomologiæ. Pust~ {φ} ∈ Z^q(K), qforma φ zamknuta v nekotoroæ okrestnosti U mnoßestva K. Rassmotrim potok I_U ∧ φ (sm. oboznaqeniØ v p. 1.2). ˚sno, qto d(I_U ∧ φ) = dI_U ∧ φ + I_U ∧ dφ, tak qto spt d(I_U ∧ φ) ⊂ M \ K i I_U ∧ φ ∈ Z_{n−q}(M, M \ K). Poloßim A_q{φ} := [I_U ∧ φ] ∈ H_{n−q} (M, M \ K). Opredelenie ne zavisit ot zameny φ na ffkvivalentnu¸ i ot izmeneniØ okrestnosti W mnoßestva K. Esli φ ∈ B^q(K), φ toqna v U_1 ⊂ clos U, to I_U ∧ φ = I_U ∧ dφ_1 = d(I_U ∧ φ_1) − dI_U ∧ φ_1 ∈ B_{n−q}(M, M \ K). Takim obrazom, opredeleno otobraßenie A_q : H^q(K) → H_{n−q} (M, M \ K), A_q [ {φ} ] = [I_U ∧ φ]. Opixem otobraßenie B_q: H_{n−q}(M, M \ K) → H^q(K). DlØ kaßdogo potoka T ∈

Z_{n−q}(M, M \ K) rassmotrim potok H_2T + HT . On garmoniqen v nekotoroæ okrest-

nosti U mnoßestva K (deæstvitel~no, δ(H_2T + HT ) = 0, d(H_2T + HT ) = dT , a

spt dT ⊂ M \ K). Sledovatel~no, suwestvuet garmoniqeskaØ v U forma ψ, dlØ ko-

toroæ H_2T + HT = T_ψ v U. Poloßim B_q[T ] = [ {ψ} ] . Proverim korrektnost~ takogo opredeleniØ. Esli T ∈ B_{n−q}(M, M \ K), to T = T_1 + dT_2, gde spt T_1 ⊂ M \ K. Togda verno ravenstvo H_2T + HT = T_1 + dT_2 − H_1T , i vblizi K potok H_2T + HT sovpadaet s gomologiqnym nul¸ potokom dT_2 − H_1T . Sledovatel~no, po teoreme De Rama forma ψ gomologiqna nul¸ vblizi K, i {ψ} ∈ B_q(K).

Lemma. OtobraßeniØ Aq i Bq – vzaimno obratnye izomorfizmy.

Dokazatel~stvo. Pust~ [T ] ∈ Hn−q (M, M \ K) i H2T + HT = Tψ vblizi K. Togda

A_q ∘ B_q[T ] = [I_U ∧ φ], gde U – nekotoraØ okrestnost~ mnoßestva K. Vblizi K verno

ravenstvo I_U ∧ψ = T_ψ = T −H_1T . Sledovatel~no, [I_U ∧ψ] = [T ], tak kak potok H_1T gomologiqen nul¸ (Øsno, qto vblizi K potok, gomologiqnyæ nul¸, sovpadaet s potokom, kompaktno gomologiqnym nul¸). Itak, otobraßenie A_q ∘ B_q toßdestvennoe.

Obratno, pust~ [ {φ} ] ∈ H^q(K), i B_q ∘ A_q [ {φ} ] = [ {ψ} ] . Togda potok T_ψ vblizi K sovpadaet s potokom I_U ∧ φ − H_1(I_U ∧ φ), gde U – nekotoraØ okrestnost~ mnoßestva K. Sledovatel~no, potok T_φ − T_ψ sovpadaet vblizi K s potokom, gomologiqnym nul¸. Iz teoremy De Rama sleduet, qto forma ψ − φ sovpadaet vblizi K s nekotoroæ toqnoæ formoæ, i [ {φ} ] = [ {ψ} ] . • 2.4. Dva zameqaniØ. Iz rezul~tatov, izloßennyh v p. 2.1–2.3, sleduet, qto otobraßenie B_q ∘ J_{n−q}: H^s_{n−q}(M, M \ K) → H^q(K) est~ izomorfizm. V qastnosti, verno sledu¸wee utverßdenie, kotoroe my budem ispol~zovat~ pri dokazatel~stve teoremy Runge.

Esli q-forma φ zamknuta v nekotoroæ okrestnosti mnoßestva K, to suwestvuet c ∈ Ch^f_{n−q}(M), dlØ kotoroæ spt bc ⊂ M \ K, i vblizi K verno ravenstvo φ = Φ(c) + dψ, gde ψ ∈ D_{q−1}.

Deæstvitel~no, pust~ c = (B_q ∘ J_{n−q})^{−1} [{φ}]. Togda spt bc ⊂ M \ K, i iz opredeleniØ operatora B_q sleduet, qto B_q ∘ J_{n−q}[c] = [{Φ(c)}]. Takim obrazom, raznost~ φ − Φ(c) toqna vblizi K.

Otmetim, qto v sluqae, kogda V = R^n, a K – pravil~noe kompaktnoe podmnoßestvo

v R^n (sm. [2]), H^q(K) ≃ H^q(int K) ≃ H^s_q (int K). Pri fftom graniqnyæ gomomorfizm b_{n−q}: H^s_{n−q}(R^n, R^n \ K) → H^s_{n−q−1}(R^n \ K) ØvlØetsØ izomorfizmom (ffto srazu sleduet iz rassmotreniØ toqnoæ posledovatel~nosti pary (R^n, R^n \ K) i trivial~nosti gomologiæ prostranstva R^n). Takim obrazom,

H^s_q (int K) ≃ H^q(K) ≃ H^s_{n−q} (R^n, R^n \ K) ≃ H^s_{n−q−1}(R^n \ K).

My poluqili dvoæstvennost~ Aleksandera–PontrØgina.

Rol~, kotoru¸ igraet dvoæstvennost~ Aleksandera–PontrØgina v dokazatel~stve teoremy Runge dlØ garmoniqeskih form v R^n (sm. [1, 2]), v sluqae rimanova mnogoobraziØ vypolnØet izomorfizm prostranstv H^s_{n−q}(M, M \ K) i H^q(K).

§3. Teorema Runge dlØ garmoniqeskih differencial~nyh form

3.1. Priblißenie fflementarnymi garmoniqeskimi formami. Pust~ K – kompaktnoe podmnoßestvo v M, K ≠ M. Opredelim sledu¸wie mnoßestva p-form

(1 6 p 6 n), zadannyh na K. Poloßim BSp(K) :=^⋃_{K⊂O} BSp(O) | K – mnoßestvo

sledov na K form klassov BS_p(O), otveqa¸wih vsevozmoßnym otkrytym O ⊃ K;

Coul_p(K) := ⋃ K⊂O Coul_p(O) | K. �lementy prostranstva BS_p(K) + Coul_p(K) budem na-

zyvat~ fflementarnymi garmoniqeskimi p-formami s osobennostØmi vne K.

Teorema. L¸bu¸ p-formu, garmoniqesku¸ vblizi K, moßno ravnomerno na K pribli-

zit~ fflementarnymi garmoniqeskimi p-formami s osobennostØmi vne K.

Dokazatel~stvo. Pust~ T ∈ E^′_p, spt T ⊂ K, i T ortogonalen vsem fflementarnym garmoniqeskim p-formam s osobennostØmi vne K. Togda, v qastnosti, T [ Φ(c) ] = 0 dlØ l¸boæ cepi c ∈ Ch^f_{n−p}(M \ K). Sledovatel~no, 0 = {T, c̃} = {T, H_1c̃ + (H_2c̃ + Hc̃)} = {T, H_1c̃} = {H_2T, c̃}. Pervoe ravenstvo sleduet iz togo, qto nositeli T i c̃ ne pereseka¸tsØ, a poslednee dokazano v p. 1.4, (4). Potok H_2T prinadleßit klassu C^∞ v M \ K, i tot fakt, qto

{H_2T, c̃} = 0 dlØ l¸boæ cepi c ∈ Ch^f_{n−p}(M \ K), oznaqaet, qto spt(H_2T ) ⊂ K. Analo-

giqno, ispol~zuØ ravenstvo T [ Ψ(e) ] = 0, vypolnennoe dlØ l¸boæ cepi e ∈ Ch^f_p (M \ K), poluqim, qto 0 = {T, ∗ẽ} = {T, H_2(∗ẽ)} = {H_1T, ∗ẽ}, i spt(H_1T ) ⊂ K. Takim obrazom, potok HT = T −H_1T −H_2T sosredotoqen na K, t.e. garmoniqeskaØ na vsem mnogoobrazii forma H_3T ravna nul¸ v M \ K. Iz teoremy edinstvennosti dlØ garmoniqeskih differencial~nyh form na rimanovyh mnogoobraziØh [5] sleduet, qto H_3T ≡ 0.

UbedimsØ v tom, qto T [φ] = 0 dlØ l¸boæ p-formy φ, garmoniqeskoæ vblizi K (tem samym, dokazatel~stvo budet zaverxeno). Moßno sqitat~, qto φ ∈ D_p. Napixem razloßenie (1) dlØ potoka T ,

T [φ] = H_1T [φ] + H_2T [φ] + HT [φ]. (5)

Poslednee slagaemoe ravno nul¸, tak kak HT = 0. Dokaßem, qto vtoroe slagaemoe ravno nul¸. Forma ∗φ zamknuta vblizi K. Sledovatel~no (sm. p. 2.4), suwestvuet cep~ e ∈ Ch^f_p (M), dlØ kotoroæ spt be ⊂ M \ K, i forma ∗φ − Φ(e) toqna vblizi K. Drugimi slovami, v nekotoroæ okrestnosti mnoßestva K verno ravenstvo

(−1)^{p(n−p)}φ−Ψ(e) = δφ_1, gde φ_1 ∈ D_{p+1}. (My vospol~zovalis~ ravenstvom ∗Φ(e) = Ψ(e)).

Kak bylo dokazano vyxe, spt H_2T ⊂ K. Togda

H_2T [φ] = (−1)^{p(n−p)}H_2T [ Ψ(e) ] − (−1)^{p(n−p)}H_2T [δφ_1].

Iz kozamknutosti potoka H_2T nemedlenno sleduet, qto H_2T [δφ_1] = 0. Proverim, qto

H_2T [ Φ(e) ] = 0. Deæstvitel~no, spt H_1T ⊂ K, i pofftomu

H_2T [ Φ(e) ] = T [ Φ(e) ] − H_1T [ Φ(e) ] = −H_1T [ Φ(e) ] = − {H_1T, H_1(∗ẽ) + H(∗ẽ)} = − {H_1T, H_1(∗ẽ)} = 0.

Poslednee ravenstvo sleduet iz svoæstva 5 p. 1.3), tak kak potok H_1T zamknut i imeet kompaktnyæ nositel~, a potok H_1 ∗ ẽ gomologiqen nul¸.

Analogiqno dokazyvaetsØ, qto pervoe slagaemoe v pravoæ qasti ravenstva (5) ravno nul¸. Vblizi K forma φ predstavima v vide φ = Φ(c) + dφ_2, gde c ∈ Ch^f_{n−p}(M),

spt bc ⊂ M \ K, φ_2 ∈ D_{p−1}. Togda

H_1T [φ] = H_1T [ Φ(c) ] = − {H_2T, H_2c̃} = 0.

Itak, kaßdyæ potok s nositelem v K, ortogonal~nyæ fflementarnym garmoniqeskim p-formam s osobennostØmi vne K, obrawaetsØ v nul~ na forme φ. PrimenØØ teoremu Hana–Banaha, poluqaem utverßdenie teoremy. •

3.2. Vyvod pol¸sov. Teper~ my utoqnim dokazannu¸ v predyduwem punkte teoremu Runge, opisav raspoloßenie osobennosteæ priblißa¸wih form.

Kompaktnoe mnoßestvo K my budem nazyvat~ pravil~nym, esli dlØ kaßdogo q, 0 6

q 6 n, dim H^q(K) < ∞. Primerom pravil~nogo kompaktnogo mnoßestva slußit gladkoe

n-mernoe podmnogoobrazie s kraem. V qastnosti, dlØ l¸bogo kompaktnogo mnoßestva K i l¸boæ ego okrestnosti O naædetsØ pravil~noe kompaktnoe mnoßestvo K_1, K ⊂

K_1 ⊂ O. Iz izloßennyh v §2 rezul~tatov sleduet, qto prostranstva H_q(M, M \ K), 0 6

q 6 n, koneqnomerny, esli K – pravil~noe kompaktnoe podmnoßestvo mnogoobraziØ M. Pust~ U – otkrytoe podmnoßestvo mnogoobraziØ M. Vvedem oboznaqeniØ dlØ prostranstv p-form Bio–Savara i Kulona s osobennostØmi, gomologiqnymi nul¸ v U:

bs_p(M \ U) := {Φ(c) : c ∈ Ch^f_{n−p}(U)},

coul_p(M \ U) := {Ψ(e) : e ∈ Ch^f_p (U)}.

Teorema. Pust~ K – pravil~noe kompaktnoe podmnoßestvo mnogoobraziØ M, 1 6 p 6

n − 1, c_1, . . . , c_L – p-cepi, klassy ffkvivalentnosti kotoryh obrazu¸t bazis v H^s_p (M, M \ K), e_1, . . . , e_N – (n − p)-cepi, klassy kotoryh obrazu¸t bazis v H^s_{n−p}(M, M \ K). Pust~ U ⊂ M \ K – otkrytoe mnoßestvo, pereseka¸weesØ s kaßdoæ komponentoæ svØznosti mnoßestva M \ K. Togda dlØ l¸boæ p-formy φ, garmoniqeskoæ vblizi K, suwestvu¸t qisla a_1, . . . , a_L i b_1, . . . , b_N , takie qto formu

φ_0 := φ − L∑ j=1 a_j Φ(c_j ) − N∑ k=1 b_kΨ(e_k) (6)

moßno priblizit~ formami iz prostranstva bs_p(M \U)+coul_p(M \U) ravnomerno na K.

Dokazatel~stvo. Pust~ T ∈ E^′_p, spt T ⊂ K, i T ortogonalen vsem formam iz bsp(M \

U)+coul_p(M \U). Togda, rassußdaØ tak ße, kak v dokazatel~stve predyduweæ teoremy,

poluqim ravenstva H_2T = 0 v U i H_1T = 0 v U. Potoki H_2T i H_1T garmoniqny v otkrytom mnoßestve M \ K, a U peresekaetsØ s kaßdoæ komponentoæ svØznosti M \ K. Sledovatel~no, po teoreme edinstvennosti [5], spt H_2T ⊂ K i spt H_1T ⊂ K. Kak i v p. 3.1, zakl¸qaem, qto HT = 0.

Dalee, suwestvu¸t cepi c = ∑_L j=1 a_j c_j i e = ∑_N k=1 b_ke_k, dlØ kotoryh forma φ − Φ(c)

gomologiqna, a forma φ − Ψ(e) kogomologiqna nul¸ vblizi K (sm. p. 2.4). Poloßim

φ_0 := φ−Φ(c)−Ψ(e). Togda v nekotoroæ okrestnosti mnoßestva K vypolneny ravenstva φ_0 = dφ_1 −Ψ(e) i φ_0 = δφ_2 −Φ(c), gde φ_1 ∈ D_{p−1}, φ_2 ∈ D_{p+1}. Proverim, qto T [φ_0] = 0. �to

sleduet iz togo, qto H_1T [φ_0] = 0 i H_2T [φ_0] = 0. Dokaßem, naprimer, pervoe ravenstvo:

H_1T [φ_0] = H_1T [dφ_1] − H_1T [Ψ(e)] = −H_1T [Ψ(e)]

= − {H_1T, H_1(∗ẽ) + H(∗ẽ)} = − {H_1T, H_1(∗ẽ)} = 0.

Teorema dokazana. •

Zametim, qto prostranstvo bs_p(M \U)+coul_p(M \U) v formulirovke teoremy moßno zamenit~ na prostranstvo bs_p(M \ U) + h_p ili coul_p(M \ U) + h_p.

3.3. Priblißenie formy φ0 garmoniqeskimi formami s toqeqnymi osobennostØmi. Otkazavxis~ ot priblißeniØ fflementarnymi (v opredelennom nami smysle) garmoniqeskimi formami, my moßem priblizit~ formu φ_0, opredelennu¸ v (6), garmoniqeskimi formami s toqeqnymi osobennostØmi. V evklidovom prostransve priblißeniØ prosteæximi garmoniqeskimi formami s toqeqnymi osobennostØmi izuqalos~ v rabote [4].

Nam ponadobitsØ sledu¸wiæ variant teoremy edinstvennosti dlØ garmoniqeskih differencial~nyh form, kotoryæ vse ewe ØvlØetsØ qastnym sluqaem dokazannogo v [5] rezul~tata:

Esli O – otkrytoe svØznoe podmnoßestvo mnogoobraziØ M, x ∈ O, i garmoniqeskaØ v O forma φ imeet v toqke x nul~ beskoneqnogo porØdka, to φ ≡ 0 v O. GovorØt, qto forma φ, zadannaØ na mnogoobrazii M, imeet v toqke x nul~ beskoneqnogo porØdka, esli dlØ l¸boæ karty π: R^n → U ∋ x vse kofffficienty formy π^∗φ i vse ih qastnye proizvodnye vseh porØdkov obrawa¸tsØ v nul~ v toqke π^{−1}(x). Ispol~zuØ sformulirovannu¸ teoremu edinstvennosti, my dokaßem sledu¸wee utverßdenie. Pust~ K – pravil~noe kompaktnoe podmnoßestvo mnogoobraziØ M, a mnoßestvo X ⊂ M \ K peresekaetsØ s kaßdoæ komponentoæ svØznosti M \ K (naprimer, X soderßit

po odnoæ toqke kaßdoæ komponenty), togda v usloviØh teoremy p. 3.2 formu φ_0 moßno ravnomerno na K priblizit~ formami, garmoniqeskimi v M \ X.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim potok T ∈ E^′_p, spt T ⊂ K, kotoryæ obrawaetsØ v nul~ na vseh formah garmoniqeskih v M \ X. My dokaßem, qto T [φ_0] = 0. Vo-pervyh, zametim, qto T [Hψ] = 0 dlØ l¸boæ formy ψ ∈ D_p, poskol~ku forma Hψ garmoniqna na M. Sledovatel~no, HT ≡ 0. Dalee, esli S ∈ E^′_{n−p}, i spt S ⊂ X, to potok H_1S sootvetstvuet v M \X garmoniqeskoæ forme. Takim obrazom (sm. p. 3.4, (3)), {H_2T, S} = {T, H_1S} = 0.

Vyberem nekotoru¸ komponentu svØznosti W mnoßestva M \ K. Na mnoßestve W potok H_2T zadaetsØ nekotoroæ garmoniqeskoæ formoæ ψ. Pust~ x ∈ X ∩ W . Tot fakt, qto dlØ l¸bogo potoka S, sosredotoqennogo v toqke x, vypolneno ravenstvo {H_2T, S} = 0, oznaqaet, qto forma ψ imeet v toqke x nul~ beskoneqnogo porØdka. Togda iz teoremy edinstvennosti sleduet, qto ψ ≡ 0 v W . PostupaØ takim ße obrazom s ostal~nymi komponentami svØznosti M \K, poluqim, qto spt H_2T ⊂ K. Teper~ my moßem zakonqit~ dokazatel~stvo tak ße, kak v predyduwem punkte. •

§4. Teorema Gartogsa–RozentalØ dlØ garmoniqeskih differencial~nyh form

V fftom paragrafe my dokaßem teoremu Gartogsa–RozentalØ. Budet opisan nekotoryæ klass kompaktnyh podmnoßestv mnogoobraziØ M, na kotoryh l¸bu¸ nepreryvnu¸ formu moßno ravnomerno priblizit~ garmoniqeskimi. V dokazatel~stvah budut ispol~zovany idei i rezul~taty rabot [1, §7] i [2, §4.4].

4.1. Svoæstvo (dp). Pust~ 0 6 p < n. Budem govorit~, qto kompaktnoe mnoßestvo

K ⊂ M obladaet svoæstvom (d_p), esli dlØ l¸boæ lokal~no summiruemoæ p-formy ψ

i l¸bogo otkrytogo mnoßestva O, soderßawego K, iz togo, qto ψ ∈ C^∞(O \ K) i ψ toqna v O \ K, sleduet, qto dT_ψ = 0 v O.

Teorema. Predpoloßim, qto kompaktnoe podmnoßestvo K mnogoobraziØ M obladaet

svoæstvom (d_p). Togda l¸bu¸ (p + 1)-formu, zamknutu¸ vblizi K, moßno ravnomerno na K priblizit~ formami, garmoniqeskimi vblizi K.

Dokazatel~stvo. Pust~ O – otnositel~no kompaktnaØ okrestnost~ mnoßestva K. Suwestvuet kompaktnoe rimanovo mnogoobrazie M_1, dlØ kotorogo O s metrikoæ iz M ØvlØetsØ rimanovym podmnogoobraziem.

Rassmotrim (n − p − 1)-kovektornyæ zarØd μ, ortogonal~nyæ vsem (p + 1)-formam, garmoniqeskim vblizi K, spt μ ⊂ K. My dokaßem, qto μ ortoganalen vsem formam, zamknutym vblizi K. Na mnogoobrazii M_1 potok, poroßdaemyæ μ, imeet vid μ =

dδGμ + δdGμ + Hμ. ˚sno, qto Hμ[φ] = μ[Hφ] = 0 dlØ l¸boæ formy φ ∈ D_{p+1}(M_1) (tak

kak forma Hφ garmoniqna vblizi K). Sledovatel~no, Hμ = 0. Rassmotrim potok

∗dGμ. Kak budet dokazano v p. 4.4, on sootvetstvuet nekotoroæ p-forme ψ klassa L^1.

Pri fftom dlØ y /∈ spt μ imeem (sm. p. 1.6) ψ(y) = ∗d ∫ K ∗_xg_{n−p−1}(x, y) ∧ dμ(x). Vne mnoßestva K forma ψ beskoneqno differenciruema. Proverim, qto ona toqna v

O \ K. Po teoreme de Rama dlØ fftogo dostatoqno dokazat~, qto ∫ e ψ = 0 dlØ l¸bogo e ∈ Z^f_p(O \ K). Zapixem fftot integral v sledu¸wem vide: ∫ e ψ(y) = ∫ e ∫ K ∗_yd_y ∗_x g_{n−p−1}(x, y) ∧ dμ(x)

= ∫ K ( ∫ e ∗_yd_y ∗_x g_{n−p−1}(x, y) ) ∧ dμ(x) = ∫ K ω(x) ∧ dμ(x) = μ[ω]. (7) Forma ω opredelena ravenstvom ω(x) = ∫ e ∗_yd_y ∗_x g_{n−p−1}(x, y) vne spt e. Iz raven-

stva Gdφ = dGφ, vypolnennogo dlØ l¸boæ formy φ ∈ D_{n−p−1}(M_1), sleduet, qto

∗_xd_yg_{n−p−1}(x, y) = (−1)^{p+1}d_x ∗_x g_{n−p}(x, y). Ispol~zuØ ffto ravenstvo, my moßem pere-

pisat~ ω(x) sledu¸wim obrazom:

ω(x) = (−1)^{p+1} ∫ e ∗_yd_x ∗_x g_{n−p}(x, y) = (−1)^{p+1}d ∗ Ge(x), x ∈ M_1 \ spt e. ˚sno, qto dω = 0 i δω = 0 v M_1 \ spt e. V qastnosti, ω garmoniqna vblizi K, i iz ravenstva (7) sleduet, qto ∫ e ψ(y) = μ[ω] = 0. Itak, forma ψ toqna v O \ K. Togda, v silu

svoæstva (d_p), imeem d(∗dGμ) = dT_ψ = 0 v O, t.e. δdGμ = 0 v O, i μ = dδGμ v O. Pust~

φ ∈ D_{p+1}(O) i dφ = 0 vblizi K. Togda μ[φ] = dδGμ[φ] = (−1)^{np+p+1}μ[δdGφ]. Forma δdGφ garmoniqna vblizi K, tak kak d(δdGφ) = dφ, pofftomu μ[φ] = 0. Dokazatel~stvo

zakonqeno. • 4.2. Svoæstvo (sdp). NarØdu so svoæstvom (dp) my rassmotrim bolee sil~noe svoæstvo

(sd_p). Budet opisana nekotoraØ geometriqeskaØ harakteristika kompaktnogo mnoße-

stva, dostatoqnaØ dlØ vypolneniØ usloviØ (sd_p).

Pust~ 0 6 p < n, U ⊂ M – otkrytoe podmnoßestvo. Rassmotrim gomologiqnye nul¸ (v M) cepi, leßawie v U; poloßim R_p(U) = {bc : c ∈ Ch^f_{p+1}(M), spt bc ⊂ U}. Budem govorit~, qto kompaktnoe mnoßestvo K ⊂ M obladaet svoæstvom (sd_p), esli dlØ l¸boæ lokal~no summiruemoæ p-formy ψ i l¸bogo otkrytogo mnoßestva G ⊂ M iz usloviæ:

1) T_ψ zamknut v G \ K, 2) {ẽ, T_ψ} = 0 dlØ l¸bogo e ∈ R_p(G \ K) sleduet, qto T_ψ zamknut v G, i {ẽ, T_ψ} = 0 dlØ l¸bogo e ∈ R_p(G).

Otmetim, qto esli dT_ψ = 0 v U, i e ∈ R_p(U), to indeks Kronekera {ẽ, T_ψ } opredelen (sm. svoæstvo 6 p. 1.3). Krome fftogo, Øsno, qto R_p(U) ⊂ Z^f_p (U), i esli mnoßestvo K obladaet svoæstvom (sd_p), to ono obladaet svoæstvom (d_p).

Napomnim, qto mnoßestvo K ∈ R^n nazyvaetsØ r-nevidimym (v standartnom bazise), esli proekciØ K na l¸bu¸ r-mernu¸ koordinatnu¸ ploskost~ imeet nulevu¸ r-mernu¸ meru Lebega (sm. [1]). My budem vse vremØ sqitat~, qto bazis v R^n fiksirovan. Qerez B^n my oboznaqaem ediniqnyæ xar v prostranstve R^n i polagaem B^n_δ := {x ∈ R^n: |x| 6 δ}. Lemma 1. Pust~ π: U → B^n – karta na M, U ⊂ M. Esli k ⊂ U – kompaktnoe mnoße-

stvo, obraz kotorogo (n − p)-nevidim, to k obladaet svoæstvom (sd_p).

Dokazatel~stvo. Pust~ ψ ∈ L^1_{loc} – p-forma na M, G – otkrytoe podmnoßestvo M, dlØ kotoryh vypolneny usloviØ 1) i 2). Dokaßem snaqala, qto potok T_ψ zamknut v G. Rassmotrim v B^n lokal~no summiruemu¸ formu (π^{−1})^∗ψ i oboznaqim qerez T sootvetstvu¸wiæ eæ potok. DlØ l¸bogo cikla c ∈ Z^f_p (π(G ∩ U) \ π(k)) naædetsØ cep~

c_1 ∈ Ch^f_{p+1}(B^n), takaØ qto c = bc_1 (tak kak l¸boæ cikl v B^n gomologiqen nul¸). Togda {c̃, T } = { ~bc_1, T } = {π^{−1}_∗ ( ~bc_1), T_ψ } = { ~bg, T_ψ} = 0, gde g = π^{−1}_∗ c_1, (sm. p. 1.3). Sledovatel~no, forma (π^{−1})^∗ψ toqna v π(G ∩ U) \ π(k). Iz

(n − p)-nevidimosti mnoßestva π(k) sleduet, qto potok T zamknut v π(G ∩ U) (sm. [2,

§4.4V])). Znaqit, dT_ψ = 0 v G ∩ U, i potok T_ψ zamknut v G (v G \ k on zamknut po uslovi¸).

Rassmotrim nekotoryæ cikl c ∈ R_p(G). Esli my dokaßem, qto suwestvuet kompaktno gomologiqnyæ emu v G cikl e ∈ R_p(G \ k), to iz zamknutosti potoka T_ψ v G budet sledovat~, qto {c̃, T_ψ } = {ẽ, T_ψ } = 0.

Vyberem otkrytye mnoßestva U_1 i G_1, kompaktno soderßawiesØ v U i G sotvetstvenno, i takie, qto k ⊂ U_1, spt c ⊂ G_1. Rassmotrim dostatoqno melkoe poliffdral~noe razbienie F otkrytogo mnoßestva π(G ∩ U) na poliffdry s rebrami, parallel~nymi koordinatnym osØm. Diffeomorfizm π^{−1} perevodit ffto razbienie v poliffdral~noe razbienie F_1 mnoßestva G ∩ U. Esli razbienie F bylo dostatoqno melkim, to suwestvuet razbienie E mnoßestva G, sovpada¸wee s F_1 vblizi mnoßestva G_1 ∩U_1 (sm. [12, s. 354–356]). Krome togo, my moßem sqitat~, qto vse kletki razbieniØ E, pereseka- ¸wiesØ s spt c, soderßatsØ v G_1. Togda po teoreme De Rama (sm. [6, s. 157]) cikl c kompaktno gomologiqen v G nekotoromu ciklu e_1 razbieniØ E, priqem spt e_1 ⊂ G_1.

Dalee, suwestvu¸t δ > 0 i otobraßenie s: B^n_δ × M → M klassa C^∞ takoe, qto 1) s(0, x) = x, 2) s(η, y) = π^{−1}(π(y) + η), pri y ∈ U_1, i 3) s(η, y) = y v nekotoroæ okrestnosti mnoßestva M \ U.

Pri fftom dlØ l¸bogo η ∈ B^n_δ otobraßenie s_η = s(η, ·): M → M ØvlØetsØ diffeomorfizmom. (KonstrukciØ otobraßeniØ s soderßitsØ v knige De Rama, [6, §15].) Iz formuly gomotopii (sm. [6, 10]) srazu sleduet, qto cikl s_η(e_1) kompaktno gomologiqen ciklu e_1 v G pri dostatoqno malen~kom |η| (takom, qto s(B^n_{|η|} × G_1) ⊂ G). Krome togo, pri dostatoqno malen~kom |η| verno vkl¸qenie s^{−1}_η (k) ⊂ U_1, i π (s_η(e_1) ∩ k) =

π (s_η(e_1) ∩ U_1) ∩ π(k) = (π(e_1 ∩ U_1) + η) ∩ π(k). No iz (n − p)-nevidimosti mnoßestva π(k)

i iz vybora poliffdral~nogo razbieniØ sleduet, qto (π(e_1 ∩ U_1) + η) ∩ π(k) = ? dlØ poqti vseh η ∈ B^n_δ . Sledovatel~no, suwestvuet η ∈ B^n_δ , dlØ kotorogo s_η(e_1) ∩ k = ?. Poloßim e := s_η(e_1). Dokazatel~stvo lemmy zakonqeno. •

Lemma 2. Ob¨edinenie koneqnogo qisla kompaktnyh mnoßestv, oblada¸wih svoæ-

stvom (sd_p), obladaet fftim svoæstvom.

Dokazatel~stvo. Pust~ K1 i K2 oblada¸t svoæstvom (sdp). Pust~ G ⊂ M – otkrytoe mnoßestvo, i ψ ∈ L^1_{loc} – p-forma. ZnaØ, qto potok T_ψ zamknut v G \ K_1 ∪ K_2, {ẽ, T_ψ} = 0 dlØ l¸bogo e ∈ R_p(G \ K_1 ∪ K_2), i ispol~zuØ svoæstvo (sd_p) mnoßestva K_2, zakl¸qaem, qto potok T_ψ zamknut v G \ K_1, a {ẽ, T_ψ} = 0 dlØ l¸bogo e ∈ R_p(G \ K_1). OstaetsØ vospol~zovat~sØ svoæstvom (sd_p) dlØ mnoßestva K_1. •

4.3. Teorema Gartogsa–RozentalØ. Nazovem kompaktnoe podmnoßestvo K mnogoobraziØ M r-poqti nevidimym, esli K predstavimo v vide koneqnogo ob¨edineniØ kompaktnyh mnoßestv, soderßawihsØ v nositelØh kart i ime¸wih r-nevidimyæ v R^n obraz.

Teorema. Pust~ 0 < r < n, r^′ = min{r + 1, n − r + 1}, K – r^′-poqti nevidimoe kompakt-

noe podmnoßestvo mnogoobraziØ M. Togda l¸bu¸ r-formu, nepreryvnu¸ na K, moßno ravnomerno na K priblizit~ formami, garmoniqeskimi vblizi K.

Dokazatel~stvo. Pust~ zadana r-forma, nepreryvnaØ na K. Ee moßno ravnomerno na K priblizit~ formoæ φ ∈ D_r(M). Rassmotrim razloßenie fftoæ formy φ =

H_1φ + H_2φ + Hφ. Forma Hφ garmoniqna na vsem mnogoobrazii. Forma H_1φ zamknuta,

a mnoßestvo K po lemmam 1 i 2 udovletvorØet uslovi¸ (sd_{r−1}), pofftomu iz p. 4.1 sleduet, qto H_1φ moßno ravnomerno na K priblizit~ formami, garmoniqeskimi vblizi K. Analogiqno iz usloviØ (sd_{n−r−1}), vypolnennogo dlØ mnoßestva K, sleduet, qto zamknutu¸ formu ∗H_2φ moßno ravnomerno na K priblizit~ garmoniqeskimi. •

4.4. Ob operatore dG. Pust~ M – kompaktnoe rimanovo mnogoobrazie. V p. 4.1 my vospol~zovalis~ sledu¸wim utverßdeniem:

Esli μ – koneqnyæ q-kovektornyæ zarØd na M, (μ ∈ D^′_{n−q}), to suwestvuet (q + 1)- forma φ ∈ L^1, dlØ kotoroæ dGμ = T_φ.

Operator G ØvlØetsØ klassiqeskim psevdodifferencial~nym operatorom na M porØdka −2 (sm., naprimer, [8, 13]). Sledovatel~no, dG – psevdodifferencial~nyæ operator porØdka −1. Dostatoqno dokazat~ sformulirovannoe utverßdenie dlØ zarØda μ, sosredotoqennogo v nekotoroæ koordinatnoæ oblasti U na M. Pust~ π: R^n → U – diffeomorfizm, opredelim operator A: D^′_{n−q} (R^n) → D^′_{n−q} (R^n) ravenstvom A(T ) =

π^{−1} (dG(πT )). �to psevdodifferencial~nyæ operator v R^n porØdka −1. Oboznaqim

ego Ødro qerez a(x, y). Togda |a(x, y)| 6 C|x − y|^{−n+1}, x, y ∈ R^n, x ≠ y (sm. [14, ss. 49, 326]). Sledovatel~no, kovektornyæ zarØd π^{−1}(μ) perevoditsØ operatorom A v potok, predstavimyæ formoæ klassa L^1_{loc}(R^n). Zametim, qto dGμ = π ( A ( π^{−1}(μ) )) v U. Takim obrazom, v U potok dGμ predstavim formoæ klassa L^1_{loc}, no vne spt μ potok dGμ sootvetstvuet C^∞-forme. Utverßdenie dokazano.

§5. Zakl¸qitel~nye zameqaniØ 5.1. Operatory G i H. VernemsØ k teoreme razloßeniØ na kompaktnom mnogoobrazii M (p. 1.6). Operator H proektiruet p-formu (potok) v prostranstvo garmoniqeskih p-form h_p. Prostranstvo h_p koneqnomerno; poloßim s = dim h_p. Rassmotrim operator Laplasa–Bel~trami Δ, deæstvu¸wiæ na p-formy (sm., naprimer, [7]). On imeet diskretnyæ spektr 0 = λ_1 = . . . = λ_s > λ_{s+1} ¿ λ_{s+2} ¿ . . . V prostranstve kvadratiqno summiruemyh p-form moßno vybrat~ ortonormal~nyæ bazis {β_k}^∞_{k=1}, sostoØwiæ iz sobstvennyh form operatora Δ. My sqitaem, qto Δβ_k = λ_kβ_k. Takim obrazom, {β_k}^s_{k=1} – bazis prostranstva h_p. ˚dro h(x, y) operatora H est~ dvoænaØ forma na M × M, opredelennaØ ravenstvom h(x, y) = ∑_s k=1 β_k(x)β_k (y). Rassmotrim formu ψ ∈ L^2_p i ee

razloßenie v dannom bazise, ψ = ∑_∞ k=1 a_kβ_k. Togda estestvenno Hψ = s∑ k=1 a_kβ_k, Gψ = ∞∑ k=s+1 −(a_k)/(λ_k)β_k. (Forma Gψ opredelena, kogda posledniæ rØd shoditsØ.)

Otmetim, takße, qto L^2_p = h_p + h^1_p + h^2_p, gde h^1_p i h^2_p – zamykaniØ v L^2_p prostranstv toqnyh i kotoqnyh form sootvetstvenno. Slagaemye v fftom razloßenii poparno ortogonal~ny i ØvlØ¸tsØ invariantnymi podprostranstvami operatora Δ. Esli {α_j}^∞_{j=1} i {γ_l}^∞_{l=1} – ortogonal~nye bazisy iz sobstvennyh form operatora Δ v h^1_p i h^2_p, to

{∗α_j }^∞_{j=1} i {∗γ_l}^∞_{l=1} – ortogonal~nye bazisy v h^2_{n−p} i h^1_{n−p} sootvetstvenno. Krome togo, {δα_j }^∞_{j=1} – ortogonal~nyæ bazis v h^2_{p−1}, a {dγ_l}^∞_{l=1} – ortogonal~nyæ bazis v h^1_{p+1}.

Operator Grina suwestvuet i na nekotoryh nekompaktnyh mnogoobraziØh. Naprimer, v sluqae M = R^n rol~ operatora G vypolnØet n~¸tonovskiæ potencial. Prostranstvo h_p (0 < p < n) trivial~no, i razloßenie Hodßa–VeælØ–Kodairy–De Rama prevrawaetsØ v formulu Koxi–Grina c_nS = dδU^S + δdU^S (sm. [1]). Vopros o naliqii operatora Grina na dannom nekompaktnom mnogoobrazii, po-vidimomu, ØvlØetsØ dostatoqno sloßnym.

O spektral~nom razloßenii operatora Laplasa–Bel~trami na p-formah na nmernoæ sfere izvestno sledu¸wee. Vyqisleny sobstvennye qisla i ih kratnosti (sm., naprimer, [15]). Nekotoroe opisanie sobstvennyh form soderßitsØ v rabote [16]. V kaqestve drugogo primera rassmotrim n-mernyæ tor. Vvedem na tore obyqnu¸ sistemu koordinat. Operator Laplasa–Bel~trami deæstvuet na formy pokofffficientno. Prostranstvo h_p sostoit iz form s postoØnnymi kofffficientami, dim h_p = C^p_n. Sobstvennye qisla operatora −Δ – kvadraty dlin vektorov v Z^n. Operator Grina tak ße, kak v prostranstve R^n, poroßdaetsØ svertkoæ s nekotorym Ødrom g(x). FunkciØ g(x) opredelØetsØ svoim rØdom Fur~e ∑ |m|>0 |m| −2e^{2πim·x}. O voprosah shodimosti

i svoæstvah Ødra g(x) sm. [17, VII, §3].

5.2. O formah Bio–Savara. Napomnim, qto kaßdoæ cepi c ∈ Ch^f_{n−q} my sopostavili potok β(c) = c̃ − H_1c̃ (sm. p. 1.5), kotoryæ vne spt bc sootvetstvuet garmoniqeskoæ qforme Φ(c). Takim obrazom, forma Bio–Savara stepeni q opredelØetsØ (n − q)-cep~¸, a ee osobennosti zakl¸qeny v granice fftoæ cepi. Mnoßestvo osobennosteæ opredelØet formu Bio–Savara, voobwe govorØ, neodnoznaqno. Netrudno videt~, qto ravenstvo

β(c) = β(c_1) ravnosil~no ravenstvu c − c_1 = be, e ∈ Ch^f_{n−q+1}. Iz sovpadeniØ granic bc

i bc_1 sleduet lix~, qto β(c) = β(c_1) + φ, gde φ ∈ h_q. V sluqae, kogda prostranstvo h_q trivial~no, kak, naprimer, v sluqae M = R^n, forma Bio–Savara polnost~¸ opredelØetsØ mnoßestvom svoih osobennosteæ. Esli pri fftom na mnogoobrazii opredelen operator Grina, to Φ(c) = H_2c̃ = δdG(c) = (−1)^{q+1}δG(bc). Takim obrazom, v fftom sluqae q-forma Bio–Savara sopostavlØetsØ (n − q − 1)-ciklu. V oboznaqeniØh raboty [1] dlØ M = R^n my poluqaem

Φ(c) = (−1)^{q+1} BS^{bc}, gde c ∈ Ch^f_{n−q} .

Dokaßem, qto opredelennye nami formy sohranØ¸t sledu¸wee svoæstvo form Bio–Savara v R^n (sm. [1, s. 125]).

Esli c ∈ Ch^f_{n−q}, e ∈ Z^f_q i spt e ∩ spt bc = ?, to ∫ e Φ(c) = {ẽ, c̃}. Dokazatel~stvo. Indeks Kronekera {ẽ, c̃} opredelen, tak kak be = 0 i spt e ∩ spt bc = ? (sm. svoæstvo 6 p. 1.3)). Potok H_2c̃ + Hc̃ prinadleßit klassu C^∞ v okrestnosti spt e, tak qto opredelen indeks Kronekera pary potokov ẽ i H_2c̃+ Hc̃, {ẽ, H_2c̃+ Hc̃} = ∫ e Φ(c).

Sledovatel~no, {ẽ, c̃} − ∫ e Φ(c) = {ẽ, c̃ − H_2c̃ − Hc̃} = {ẽ, H_1c̃}. Potok H_1c̃ gomologiqen nul¸, a potok ẽ imeet kompaktyæ nositel~ i zamknut. Takim obrazom, indeks Kronekera fftoæ pary potokov raven nul¸, i trebuemoe ravenstvo dokazano. •

ZnaØ Ødra g_p i h operatorov G i H, my bez truda poluqim sledu¸wie formuly dlØ form Bio–Savara i Kulona. Esli c ∈ Ch^f_{n−p}, e ∈ Ch^f_p , to

Φ(c)(y) = ∫ bc δ_x ∗_x g_p(x, y) + ∫ c ∗_xh(x, y), y /∈ spt bc;

Ψ(e)(y) = ∫ be ∗_xd_x ∗_x g_p(x, y) + ∫ e h(x, y), y /∈ spt be. Literatura

[1] Sage A. Presa, V. P. Havin, Ravnomernoe priblißenie garmoniqeskimi differencial~nymi formami v evklidovom prostranstve, Algebra i analiz, 7, No. 6, 104–152 (1995).

[2] E. V. Malinnikova, V. P. Havin, Ravnomernoe priblißenie garmoniqeskimi differencial~nymi formami. Konstruktivnyæ podhod, Algebra i analiz, 9, No. 6, 156–196 (1997).

[3] T. Bagby and P. Blanchet, Uniform harmonic approximation on Riemannian manifolds, J. Anal. Math., 6, 47–76 (1994).

[4] S. A. Dager, S. A. Presa, Ob odnom analoge teoremy Runge dlØ garmoniqeskih differencial~nyh form, Zap. nauq. semin. POMI, 232, 109–117 (1996).

[5] N. Aronszajn, A. Krzywicki, and J. Szarski, A unique continuation theorem for exterior differential forms on Riemannian manifolds, Ark. Mat., 4, 417–453 (1962).

[6] ȷ. de Ram, Differenciruemye mnogoobraziØ, IL, M. (1956).

[7] F. Warner, Foundations of Differentiable Manifolds and Lie Groups, Springer-Verlag, Berlin (1983). [8] R. Ufflls, Differencial~noe isqislenie na kompleksnyh mnogoobraziØh, Mir, M. (1976). [9] A. T. Fomenko, D. B. Fuks, Kurs gomotopiqeskoæ topologii, Nauka, M. (1989). [10] G. Federer, GeometriqeskaØ teoriØ mery, Nauka, M. (1987). [11] D. H~¸zmoller, Rassloennye prostranstva, Mir, M. (1970).

[12] Dß. Mankrs, �lementarnaØ differencial~naØ topologiØ, v knige: Harakteristiqeskie klassy, eds. Dß. Milnor, Dß. Staxev Mir, M., 1979 cc. 270–358.

[13] F. Trev, Vvedenie v teori¸ psevdodifferencial~nyh operatorov i integral~nyh operatorov Fur~e.

t. 2, Mir, M. (1984).

[14] M. Teælor, Psevdodifferencial~nye operatory, Mir, M. (1985).

[15] I. Iwasake, K. Katase, On the spectra of Laplace operator on Λ^�(Sn), Proc. Jap. Acad. Ser. A Math. Sci., 55, No. 4, 141–145 (1979).

[16] L. Paquet, Méthode de séparation des variables et calcul du spectre d’opérateurs sur les formes différentielles, Bull. Sci. Math. (2), 105, No. 1, 85–112 (1981).

[17] I. Steæn, G. Veæs, Vvedenie v garmoniqeskiæ analiz na evklidovyh prostranstvah, Mir, M. (1974).