POMI PREPRINT – 10/1998

VYSXIE PRE-BLOCH GRUPPY I IH PRILOȷENIE K IZUQENIı GOMOLOGI` GRUPPY GLn

S. A. ˚GUNOV

RossiæskaØ AkademiØ Nauk Sankt-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova Fontanka 27, Sankt-Peterburg 191011, RossiØ

Mart 1998

1. Vvedenie NastoØwiæ preprint posvØwœn priloßeni¸ spektral~noæ posledovatel~nosti, poluqennoæ nami v rabote [7], k izuqeni¸ otnositel~nyh gomologiæ polnoæ lineænoæ gruppy GL_n po modul¸ monomial~noæ gruppy GM_n. Osnovnym rezul~tatom raboty [7] ØvlØetsØ sledu¸waØ teorema.

Teorema 1.1. Predpoloßim, qto bazovoe pole F beskoneqno i n! obratimo v kol~ce

kofffficientov A . Togda suwestvuet estestvenno opredelœnnaØ spektral~naØ posledovatel~nost~ pervoæ qetverti, shodØwaØsØ k

E^∞_p = H_{p+1}(GL_n, GM_n; A )

i ime¸waØ qlen E^1 sledu¸wego vida.

Pri p > 0:

E^1_{p,q} = { H_{p+1}(GL_{n−q−1} × (F^∗)^{q+1}, GM_{n−q−1} × (F^∗)^{q+1}; A ) q < n − 2 0 inaqe.

(1.1)

Bolee togo,

E^2_{0,q} = { 0 pri q < n ℘^n(F ) pri q = n.

Poskol~ku konstrukciØ moduleæ ℘^n(F ) ponadobitsØ nam v dal~neæxem, ostanovimsØ, vkratce, na metode ih postroeniØ. Vse opuwennye dokazatel~stva mogut byt~ naædeny v [7].

Zafiksiruem natural~noe qislo n. My budem nazyvat~ n-stolbec s fflementami iz F monomial~nym, esli on imeet v toqnosti odin nenulevoæ fflement i affinnym, esli vse ego fflementy – nenulevye.

Opredelenie 1.2. My takße govorim, qto nekaØ matrica udovletvorØet uslovi¸ (∗),

esli l¸boæ eœ minor l¸bogo razmera – nenulevoæ.

Oboznaqim qerez D̃^n_m mnoßestvo vseh n × (m + 1)-matric vida

(v_0, v_1, . . . , v_j , w_{j+1}, . . . , w_m), (1.2)

gde stolbcy v_i – monomial~ny i ime¸t nenulevye fflementy v poparno razliqnyh poziciØh, stolbcy w_j – affinny, a podmatrica (w_{j+1}, . . . , w_m) udovletvorØet uslovi¸ (∗).

Pozicii, zanimaemye nenulevymi fflementami v monomial~noæ qasti matricy iz D̃n_∗ odnoznaqno opredelØ¸t uporØdoqennoe podmnoßestvo v mnoßestve {1 . . . n}. Dve matricy iz D̃^n_m my nazyvaem proektivno-ffkvivalentnymi, esli oni ime¸t sovpada¸- wie affinnye qasti i im sootvetstvu¸t odinakovye uporØdoqennye podmnoßestva. Qerez D^n_m my oboznaqim svobodnyæ A -modul~, poroßdœnnyæ vsemi klassami proektivnoæ ffkvivalentnosti matric iz D̃^n_m. Opredelim differencial~nyæ operator d : D^n_m → D^n_{m−1} kak al~ternirovannu¸ summu operatorov graneæ d_i, vybrasyva¸wih i-æ stolbec matricy. Legko videt~, qto graduirovannyæ differencial~nyæ A -modul~ D^n_∗ acikliqen v poloßitel~nyh razmernostØh. Estestvennoe deæstvie gruppy GM_n na n-stolbcah nadelØet kompleks D^n_∗ strukturoæ GM_n-modulØ. Imeet mesto sledu¸wiæ rezul~tat.

Predloßenie 1.3.

H_i((D^n_∗ )_{GMn} , A ) =

{ A pri i = 0

0 pri 0 < i < n + 1 i suwestvuet estestvennyæ ffpimorfizm

A ⊗ (F^∗)^{[n/2]} ↠ Hn+1((D^n_∗ )GM_n , A ).

ObratimsØ, teper~, k drugoæ konstrukcii. Naqnœm so sledu¸wego opredeleniØ.

Opredelenie 1.4. My budem govorit~, qto (n × k)-matrica M imeet stolbcy v ob-

wem poloßenii, esli libo rank M = k dlØ k ⩽ n, libo l¸boæ n-minor matricy M – nenulevoæ.

Rassmotrim kompleks C̃^n_0 ← C̃^n_1 ← · · · , ime¸wiæ v razmernosti m svobodnyæ A - modul~, poroßdœnnyæ n × (m + 1)-matricami so stolbcami v obwem poloßenii. Differencial d zadadim formuloæ

d(a_0, a_1, . . . , a_q) = q∑ i=0 (−1)^i(a_0, a_1, . . . , â_i, . . . , a_q) (1.3)

Oboznaqim qerez C^{n;p}_∗ podkompleks v C̃^n_∗ , poroßdœnnyæ v razmernosti m fflementami

(x_0, x_1, · · · , x_p, x_{p+1}, · · · , x_m) − (α_0x_0, α_1x_1, · · · , α_px_p, x_{p+1}, · · · , x_m) (1.4)

esli m > p ili (x_0, x_1, · · · , x_m) − (α_0x_0, α_1x_1, · · · , α_mx_m) (1.5) v protivnom sluqae. Kofffficienty α_i vyxe – proizvol~nye fflementy iz F^∗.

Poloßim, C^n_∗ = C̃^n_∗ /C^{n;n−1}_∗ . Legko proverit~, qto kompleks C^n_∗ ne imeet netrivial~nyh gomologiæ v poloßitel~nyh razmernostØh. Takße nesloßno pokazat~, qto kompleks (C^n_∗ )_{GLn} acikliqen v poloßitel~nyh razmernostØh vplot~ do razmernosti n, a ego pervaØ netrivial~naØ gruppa gomologiæ H_{n+1} moßet byt~ zadana obrazu¸wimi i sootnoxeniØmi.

Dva vvedœnnyh kompleksa svØzany sledu¸wim rezul~tatom. Rassmotrim GL_nkompleks, poluqennyæ iz D^n_∗ posredstvom rasxireniØ skalØrov. Imeet mesto sledu¸waØ lemma.

Lemma 1.5. Otobraßenie φ : Ind^{GLn}_{GMn} D^n_∗ → C^n_∗ takoe, qto φ(a ⊗ g) = ag, ØvlØetsØ

ffpimorfizmom kompleksov.

Opredelim, teper~, moduli ℘^n(F ), kak koØdro otobraßeniØ, inducirovannogo na gomologiØh v mladxeæ netrivial~noæ razmernosti. Imenno, poloßim:

Opredelenie 1.6.

℘^n(F ) = Coker ((H_{n+1}(D^n_∗ )_{GMn} −→ H_{n+1}(C^n_∗ )_{GLn} ) .

V qœtnyh razmernostØh rassmatrivaemyæ modul~ moßet byt~ poroßdœn simvolami (a_1, . . . , a_n), gde a_i ∈ F^∗ i a_i ≠ a_j dlØ i ≠ j. V neqœtnyh razmernostØh on poroßdœn lineænymi kombinaciØmi takih simvolov, leßawimi v Ødre otobraßeniØ augmentacii.

V zakl¸qenie, privedœm takße odno soglaxenie ob oboznaqeniØh, ispol~zuemoe v [7]. Qerez e_i my oboznaqaem i-yæ standartnyæ bazisnyæ stolbec vysoty n. Simvol E budet oboznaqat~ n-stolbec (1, 1, . . . , 1)^T . Vse gruppy gomologiæ ime¸t, po umolqani¸, kofffficienty v kommutativnom kol~ce s ediniceæ A . My predpolagaem, qto v fftom kol~ce obratim fflement n!, gde n opredelØetsØ osobo v kaßdom konkretnom sluqae.

2. Osnovnoæ rezul~tat

Gipoteza 2.1. Pust~ pole F beskoneqno, n > 1 celoe qislo i n! obratimo v kol~ce

kofffficientov A . Togda imeet mesto sledu¸wiæ estestvennyæ izomorfizm:

℘^n_A (F ) = ⨁ i¿0^{Hn+1−2i(GLn−2i(F ), {GMn−2i(F ), GLn−2i−1(F )};} A )ind ,

gde “_{ind}” oboznaqaet nerazloßimu¸ qast~ gruppy gomologiæ.

My dokaßem fftu gipotezu v sluqae n < 5. (DlØ n = 4 my budem vynußdeny dopolnitel~no predpoloßit~, qto bazovoe pole F algebraiqeski zamknuto.)

Preßde vsego, sdelaem nekotorye zameqaniØ, kasa¸wiesØ opredeleniØ proizvedeniØ v gomologiØh i “nerazloßimoæ qasti gomologiæ”, poØvlØ¸weæsØ v formulirovke gipotezy.

Vo-pervyh, dlØ celyh i, j > 0 my opredelØem ∪-umnoßenie

H_i(GL_n, GM_n) ⊗ H_j (F^∗)^∪−→ H_{i+j} (GL_{n+1}, GM_{n+1}) (2.1)

kak kompozici¸ vnexnego gomologiqeskogo umnoßeniØ i estestvennogo otobraßeniØ, inducirovannogo vkl¸qeniem F^∗ × GL_n → ( F^∗ 0 0 GL_n ) ⊂ GL_{n+1}. (2.2)

Legko proverit~, qto ffto umnoßenie korrektno opredeleno. AnalogiqnaØ konstrukciØ zadaœt proizvedenie i na dvaßdy otnositel~nyh gruppah gomologiæ H_i(GL_n, {GM_n, GL_{n−1}}) ⊗ H_j (F^∗)^∪−→ H_{i+j} (GL_{n+1}, {GM_{n+1}, GL_n}). (2.3) My opredelØem nerazloßimu¸ qast~ gruppy H_k(GL_n, {GM_n, GL_{n−1}})_{ind} kak faktorgruppu:

H_k(GL_n, {GM_n, GL_{n−1}})/ ∐ i+j=k H_i(GL_{n−1}, {GM_{n−1}, GL_n}) ∪ H_j (F^∗) (2.4)

V mladxih razmernostØh bol~xinstvo iz vvedœnnyh proizvedenyæ trivial~no.

Lemma 2.2. V sledu¸wih trœh sluqaØh vse rassmatrivaemye proizvedeniØ trivial~ny.

a) n = 2;

b) n = 3 i i + j < 4; c) n = 4 i i + j < 5.

Dokazatel~stvo.

a) Oqevidno.

b) Sleduet iz Teoremy 3.1 niße.

c) Iz toqnoæ posledovatel~nosti (4.2) niße, my moßem videt~, qto inducirovannoe otobraßenie H_3(GL_2, GM_2) → H_3(GL_3, GM_3) ØvlØetsØ ffpimorfizmom i H_i(GL_2, GM_2) = H_i(GL_3, GM_3) = 0 dlØ i < 3. Sledovatel~no, H_i(GL_3, {GM_3, GL_2}) = 0 dlØ i < 4.

Iz predyduweæ lemmy legko videt~, qto v sluqaØh n = 3, i + j = 4 i n = 4, i + j = 5 proizvedenie netrivial~no tol~ko pri j = 1.

Poskol~ku GL_1 ⊂ GM_2, oqevidno, qto sledu¸waØ diagramma kommutativna.

H_i(GL_2, GM_2) ⊗ H_j (F^∗)^∪−−−−→ H_{i+j} (GL_3, GM_3) ‖ ‖ ‖^j H_i(GL_2, {GM_2, GL_1}) ⊗ H_j (F^∗)^∪−−−−→ H_{i+j} (GL_3, {GM_3, GL_2}) (2.5)

Zdes~ j oboznaqaet estestvennoe otobraßenie v dlinnoæ toqnoæ posledovatel~nosti triady.

ZaæmœmsØ issledovaniem spektral~noæ posledovatel~nosti (1.1) v malyh razmernostØh.

3. Sluqaæ n = 2 Teorema 1.1 nemedlenno vleqœt sledu¸wiæ fakt.

Teorema 3.1.

H_i(GL_2, GM_2) = { 0 pri i < 3 ℘^2(F ) pri i = 3.

Dokazatel~stvo. V samom dele, esli n = 2, qlen E^1 spektral~noæ posledovatel~no-

sti (1.1) ne imeet nenulevyh fflementov pomimo 0-æ stroki.

Sledovatel~no, pri n = 2 Gipoteza 2.1 dokazana.

4. Sluqaæ n = 3 V fftom sluqae qlen E^1 spektral~noæ posledovatel~nosti (1.1) transgressiven.

Teorema 3.1 i otnositel~naØ formula K¸nneta [5] pozvolØ¸t nam vypisat~ E^2-qlen v spektral~noæ posledovatel~nosti (1.1) v terminah otnositel~nyh grupp gomologiæ

H_4(GL_2, GM_2) ⊕ ℘^2 ⊗ F^∗ ℘^2 N O L^ 0 0 0 0 0 ℘^3 · · ·

(4.1)

�to vleqœt sledu¸wu¸ dlinnu¸ toqnu¸ posledovatel~nost~:

· · · −→ E^2_{0,q}^{d(q)}−→ H_q((GL_2 × F^∗, GM_2 × F^∗) −→ H_q (GL_3, GM_3) −→ · · · (4.2)

Utverßdenie Gipotezy 2.1 vyglØdit pri n = 3 sledu¸wim obrazom.

Teorema 4.1. ℘^3(F ) = H4(GL3, {GM3, GL2})ind.

Dokazatel~stvo. My hotim postroit~ sledu¸wu¸ kommutativnu¸ diagrammu, le-

vyæ stolbec v kotoroæ predstavlØet soboæ fragment dlinnoæ toqnoæ posledovatel~- nosti triady, a pravyæ – final~nye qleny v 4.2. Takim obrazom, stolbcy fftoæ diagrammy – toqny.

H_4(GL_2, GM_2) −−−−→ H_4(GL_2, GM_2) ⊕ (℘^2 ⊗ F^∗)

H_4(GL_3, GM_3) H_4(GL_3, GM_3)

H_4(GL_3, {GM_3, GL_2}) −−−−→ ℘^3(F )

H_3(GL_2, GM_2)^∼−−−−→ ℘^2(F )

H_3(GL_3, GM_3) H_3(GL_3, GM_3)

0 0

(4.3)

Oboznaqim qerez K̃^n Ødro otobraßeniØ Ind^{GLn}_{GMn} A → A , a qerez K^n_0 – Ødro otobraßeniØ Ind^{GLn}_{GMn} D^n_0 → C^n_0 .

Rassmotrim diagrammu: 0 0

Ind^{GL3}_{GL2} K̃^2 K^3_0

Ind^{GL3}_{GL2} Ind^{GL2}_{GM2} A^φ−−−−→ Ind^{GL3}_{GM3} D^3_0

Ind^{GL3}_{GL2} A^ψ−−−−→ C^3_0

(4.4)

gde φ(g_1 ⊗ g_2 ⊗ 1) = g_1i(g_2) ⊗ e_1 i ψ(g ⊗ 1) = g ⊗ e_1.

Poskol~ku deæstvie obraza gruppy GL_2 v GL_3 na 3-stolbcah ostavlØet vektor e_1 nepodvißnym, legko proverit~, qto privedœnnye vyxe otobraßeniØ korrektno opredeleny i diagramma (4.4) kommutativna. OtobraßeniØ φ i ψ induciru¸t otobraßeniØ Øder Ind^{GL3}_{GL2} K̃^{2 ξ}→ K^3_0 .

Otobraßenie ξ (i toßdestvennoe otobraßenie v mladxeæ razmernosti) induciruet otobraßenie dvuqlennyh kompleksov:

(K̃^3 ←−−−− Ind^{GL3}_{GL2} K̃_2) ‖ ‖ ‖^ξ�

(K̃^3 ←−−−− K^3_0 ).

(4.5)

Rassmotrim gipergomologii H_∗(GL_3, (K̃^3 ← Ind^{GL3}_{GL2} K̃_2)) Ispol~zuØ metody, opisannye v dokazatel~stve PredloßeniØ 2.7. [7], my legko moßem proverit~, qto sootvetstvu¸- waØ spektral~naØ posledovatel~nost~ gipergomologiæ shoditsØ k H_∗(GL_3, {GM_3, GL_2}). E^1-qlen odnoæ iz associirovannyh s dannym dvuqlennym kompleksom spektral~nyh posledovatel~nosteæ gipergomologiæ sostoit iz dvuh netrivial~nyh strok i imeet gruppy H_∗(GL_3, GM_3) v 0-oæ stroke i H_∗(GL_2, GM_2) v pervoæ.

Obratim teper~ svoœ vnimanie na spektral~nu¸ posledovatel~nost~ gipergomologiæ GL_3 s kofffficientami v komplekse (K̃^3 ← K^3_0 ). Otobraßenie K^3_0 → K̃^3 – ffpimorfizm. Rassmotrim sledu¸wu¸ GL_3-rezol~ventu Ker(K^3_0 → K̃^3): K^3_1 ← K^3_2 ← · · · Poskol~ku H_i(GL_3, K^3_q ) = 0 pri i > 0, q > 0, my imeem:

H_q (GL_3, (K̃^3 ←− K^3_0 )) ≃ H_0(GL_3, K^3_{q−1}). (4.6)

Qlen E^1 drugoæ spektral~noæ posledovatel~nosti, associirovannoæ s fftim dvuqlennym kompleksom, imeet dve nenulevyh stroki · · · H_∗((GL_2, GM_2) × F^∗) · · · · · · H_∗((GL_3, GM_3)) · · · (4.7)

Oqevidno, inducirovannoe ξ otobraßenie sootvetstvu¸wih spektral~nyh posledovatel~nosteæ ØvlØetsØ kanoniqeskim izomorfizmom v nulevyh strokah i inducirovano vkl¸qeniem (GL_2, GM_2) → ((GL_2, GM_2) × F^∗) v pervyh. Takim obrazom, my postroili vse otobraßeniØ v Diagramme (4.3) i neobhodimye svoæstva sledu¸t teper~ iz funktorial~nosti.

Standartnyæ diagramnyæ poisk v (4.3) daœt nam toqnu¸ posledovatel~nost~

℘^2 ⊗ F^∗ −→ γH_4(GL_3, {GM_3, GL_2}) −→ ℘^3(F ) −→ 0. (4.8)

Teper~ nam nado proverit~, qto γ zadaœtsØ umnoßeniem. Gomomorfizm γ inducirovan otobraßeniem K^3_0 → K̃^3, perevodØwim vsØkiæ 3-stolbec v 1. Legko proverit~, qto ffto otobraßenie opredelØet morfizm stabilizatorov

Stab_{GL3} e_1 = F^∗ × GL_2 −→ Stab_{GL3} 1 = GL_3, (4.9)

zadannyæ sledu¸wim obrazom: F^∗ × GL_2 → ( F^∗ 0 0 GL_2 ) . (4.10)

Posledniæ morfizm induciruet ßelaemoe umnoßenie v gomologiØh. Dannyæ fakt, vmeste s Diagrammoæ (2.5), zakanqivaet dokazatel~stvo Teoremy 4.1. □

Preßde, qem pereæti k rassmotreni¸ sluqaØ n = 4, dokaßem sledu¸wu¸ teoremu.

Teorema 4.2. Predpoloßim, qto 3! obratimo v kol~ce kofffficientov. Togda este-

stvennoe vloßenie (GL_2, GM_2) → (GL_3, GM_3) induciruet izomorfizm H_3(GL_2, GM_2) ≃ H_3(GL_3, GM_3).

Dokazatel~stvo. Posmotrim na poslednie qleny toqnoæ posledovatel~nosti (4.2).

℘^{3 d}−→ H_3(GL_2, GM_2) −→ H_3(GL_3, GM_3) −→ 0. (4.11)

�to, oqevidno, dokazyvaet, qto rassmatrivaemoe otobraßenie – ffpimorfizm. Dokazatel~stvo monomorfnosti trebuet bol~xe raboty. My provedœm ego, pokazav qto otobraßenie d – nulevoe. Vo-pervyh, vvedœm novyæ kompleks C^{n|1}_∗ , opredelœnnyæ sledu¸wim obrazom. My polagaem C^{n|1}q = C^n_q i

d(a_0|a_1, . . . , a_q ) = q∑ i=1 (−1)^i(a_0|a_1, . . . , â_i, . . . , a_q). (4.12)

(Qtoby podqerknut~, qto differencial v postroennom komplekse ne zatragivaet nulevoæ stolbec, my budem qasto otdelØt~ ego znakom “ | ”.) Opredelim takße kompleks D̄^{n|1}_∗ , kak sledu¸wu¸ modifikaci¸ Dn_∗ . Pust~ gruppa D̄^{n|1}_k oboznaqaet svobodnyæ A - modul~, poroßdœnnyæ klassami proektivnoæ ffkvivalentnosti matric maksimal~nogo ranga, q~Ø maksimal~naØ “affinnaØ” podmatrica udovletvorØet uslovi¸ (∗) i ime- ¸wih sledu¸wiæ vid: (∗| m, . . . , m p raz , a, . . . , a q raz ) Zdes~ p i q – natural~nye qisla, p + q = k; simvol “m” oboznaqaet monomial~nyæ stolbec, a simol “a” – affinnyæ; zvœzdoqka oboznaqaet stolbec l¸bogo iz fftih dvuh tipov.

My rassmotrim takße podkompleks v D̄^{n|1}_∗ , oboznaqaemyæ qerez D^{n|1}_∗ . DlØ l¸bogo k, my poloßim D^{n|1}_k = D^n_k /F_0D^n_k . Menee formal~no, obrazu¸wimi v D^{n|1}_∗ ØvlØ¸tsØ te obrazu¸wie v D̄^{n|1}_∗ , kotorye ime¸t vid (m|m, . . . , m, a, . . . , a). Differencial vo vseh vyxeprivedœnnyh kompleksah zadan Formuloæ (4.12). Ispol~- zuØ metody iz [7], my moßem legko proverit~ sledu¸wiæ spisok svoæstv kompleksov C^{n|1}_∗ , D̄^{n|1}_∗ i D^{n|1}_∗ :

a) Kompleksy C^{n|1}_∗ , D̄^{n|1}_∗ i D^{n|1}_∗ acikliqny.

b) �ti kompleks ime¸t kanoniqesku¸ strukturu GL_n- (sootv. GM_n-) moduleæ. c) AssociirovannaØ spektral~naØ posledovatel~nost~ gipergomologiæ shoditsØ k 0 i imeet qlen E^1, sovpada¸wiæ s E^1-qlenom spektral~noæ posledovatel~nosti, associirovannoæ s kompleksom C^n_∗ (sootv. D^n_∗ ).

d) Suwestvuet estestvennyæ ffpimorfizm φ : Ind^{GLn}_{GMn} D^{n|1}_∗ ↠ C^{n|1}_∗ . e) Otobraßenie ψ, zadannoe formuloæ

ψ(a_0, a_1, . . . , a_q) = q∑ i=0 (−1)^i(a_i|a_0, a_1, . . . , â_i, . . . , a_q) (4.13)

induciruet morfizmy kompleksov C^n_∗ → C^{n|1}_∗ i D^n_∗ → D̄^{n|1}_∗ .

f) Diagramma Ind^{GLn}_{GMn} D^n_∗^φ−−−−→ C^n_∗ −−−−→ 0 1⊗ψ ψ Ind^{GLn}_{GMn} D̄^{n|1}_∗^φ−−−−→ C^{n|1}_∗ −−−−→ 0 (4.14)

kommutativna.

Poslednee svoæstvo pokazyvaet, qto φ opredelØet morfizm konusov

Cone(D^n_∗ , C^n_∗ )^φ−→ Cone(D̄^{n|1}_∗ , C^{n|1}_∗ ). (4.15)

(My oboznaqaem qerez Cone(D^n_∗ , C^n_∗ ) konus morfizma Ind^{GLn}_{GMn} D^n_∗ −→ C^n_∗ .) Legko takße pokazat~, qto “s gomologiqeskoæ toqki zreniØ” ne suwestvuet raznicy meßdu kompleksami (D^{n|1}_∗ )_{GMn} i (D̄^{n|1}_∗ )_{GMn} .

Lemma 4.3. Esli n! obratimo v kol~ce kofffficientov, estestvennoe vloßenie

(D^{n|1}_∗ )_{GMn} → (D̄^{n|1}_∗ )_{GMn} induciruet izomorfizm (D̄^{n|1}_∗ )_{GMn} ≃ (D^{n|1}_∗ )_{GMn} ⊕ Q_∗, gde kompleks Q_∗ stØgivaemyæ.

Dokazatel~stvo. Kompleks Q∗ poroßdaetsØ GMn-orbitami matric vida (a|m, . . . , m, a, . . . , a), kotorye, oqevidno, vydelØ¸tsØ prØmym slagaemym. My ostavlØem postroenie sootvetstvu¸weæ stØgiva¸weæ gomotopii qitatel¸. □

Rassmotrim spektral~nu¸ posledovatel~nost~ gipergomologiæ GL_3 s kofffficientami v Cone(D̄^{3|1}, C^{3|1}). Qlen E^2 fftoæ spektral~noæ posledovatel~nosti imeet sledu- ¸wiæ vid:

H_3(GL_2, GM_2) 0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 ℘^{3|1} · · ·

(4.16)

(My oboznaqaem qerez ℘^{n|1} analog gruppy ℘^n, poØvlØ¸wiæsØ v sluqae n|1-kompleksov.)

Poskol~ku rassmatrivaemaØ spektral~naØ posledovatel~nost~ shoditsØ k nul¸, my poluqaem izomorfizm d^{3|1}_3 : ℘^{3|1 ≃}→ H_3(GL_2, GM_2). Morfizm ψ daœt nam morfizm E^2-qlenov sootvetstvu¸wih spektral~nyh posledovatel~nosteæ gipergomologiæ, kotoryæ ØvlØetsØ toßdestvennym otobraßeniem na pervom stolbce. Takim obrazom, my imeem sledu¸wu¸ kommutativnu¸ diagrammu: ℘^{3 d}−−−−→ H_3(GL_2, GM_2) −−−−→ H_3(GL_3, GM_3) −−−−→ 0 ψ� ‖ ‖ ℘^{3|1 d} 3j1_3 −−−−→_≃ H_3(GL_2, GM_2) (4.17)

My sobiraemsØ rasxirit~ fftu diagrammu do sledu¸weæ: ℘^{3 d}−−−−→ H_3(GL_2, GM_2) −−−−→ H_3(GL_3, GM_3) −−−−→ 0 ψ� ‖ ‖ ‖ ℘^{3|1 d} 3j1_3 −−−−→_≃ H_3(GL_2, GM_2) π� ‖ ‖ ‖ ℘^{2 ≃}−−−−→ H_3(GL_2, GM_2)

(4.18) i pokazat~, qto kompoziciØ levyh vertikal~nyh strelok ℘^3 → ℘^{3|1} → ℘^2 ØvlØetsØ nulevym otobraßeniem. Zadadim, snaqala, otobraßenie π_∗.

�to otobraßenie inducirovano morfizmom proekcii P^2(F )^π→ P^1(F ) s centrom v toqke e_3. GovorØ bolee akkuratno, v l¸bom klasse GL_3-ffkvivalentnosti my vsegda moßem naæti matricu A vida:

A = 0 | | | | w^{11} · · · w^{1k} 0 | | | | w^{21} · · · w^{2k} 1 | | | | w^{31} · · · w^{3k} (4.19)

Poloßim: π(A) = ( w_{11} · · · w_{1k} w_{21} · · · w_{2k} ) (4.20)

Ta ße konstrukciØ rabotaet i dlØ qlenov kompleksa (D^{3|1}_∗ )_{GM3} . Legko proverit~, qto postroennoe nami otobraßenie korrektno opredeleno. �to otobraßenie daœt nam morfizm bikompleksov: D^{3|1}_1 ←− D^{3|1}_2 ←− · · · ↓ ↓ C^{3|1}_1 ←− C^{3|1}_2 ←− · · · ⇓ π D^2_0 ←− D^2_1 ←− · · · ↓ ↓ C^2_0 ←− C^2_1 ←− · · ·

(4.21)

SravnivaØ E^2-qleny v sootvetstvu¸wih spektral~nyh posledovatel~nostØh gipergomologiæ, my moßem legko videt~, qto nißniæ kvadrat v Diagramme (4.18) kommutativen.

Lemma 4.4. Otobraßenie ℘^{3 ψ}→ ℘^{3|1 π�}→ ℘^2 nulevoe.

Dokazatel~stvo. My moßem vypisat~ ffto otobraßenie Øvno. Pust~ c oboznaqaet

nekiæ 2-stolbec. OboznaqaØ obrazu¸wu¸ (e_1, e_2, E, c) v ℘^2(F ) qerez (c)^∗, my imeem π_∗ψ 1 0 0 1 a_1 0 1 0 1 a_2 0 0 1 1 a_3 = ( a_2 a_3 )_∗ − ( a_1 a_3 )_∗ + ( a_1 a_2 )_∗

− ( a_3 − a_1 a_3 − a_2 )_∗ + ( a^{−1}_3 − a^{−1}_1 a^{−1}_3 − a^{−1}_2 )_∗ . (4.22)

S drugoæ storony, my imeem: ∂ ( 1 0 1 a^{−1}_3 − a^{−1}_1 a_3 − a_1 0 1 1 a^{−1}_3 − a^{−1}_2 a_3 − a_2 ) = ( −a_1a_2 −a_1a_3 )_∗ − ( −a_1a_2 −a_2a_3 )_∗

+ ( −a_1a_3 −a_2a_3 )_∗ − ( a_3 − a_1 a_3 − a_2 )_∗ + ( a^{−1}_3 − a^{−1}_1 a^{−1}_3 − a^{−1}_2 )_∗ . (4.23)

V rabote [6] pokazano, qto v module ℘^2(F ) vypolnØetsØ sootnoxenie ( x y )_∗ = ( ax ay )_∗ . (4.24)

Sledovatel~no, obraz π_∗ψ ØvlØetsØ graniceæ. Dannoe nabl¸denie zakanqivaet dokazatel~stvo lemmy i, takße, dokazatel~stvo Teoremy 4.2. □

V kaqestve neposredstvennogo sledstviØ dokazannoæ teoremy my poluqaem rezul~- tat, dokazannyæ v [4] inym sposobom v sluqae Z-kofffficientov.

Sledstvie 4.5. ˚dro gomomorfizma H3(GL2) → H3(GL3) leßit v H3(GM2). Dokazatel~stvo. �to oqevidno iz rassmotreniØ sledu¸weæ kommutativnoæ diagram-

my s toqnymi strokami.

H_3(GM_2) −−−−→ H_3(GL_2) −−−−→ H_3(GL_2, GM_2) ≃ H_3(GM_3) −−−−→ H_3(GL_3) −−−−→ H_3(GL_3, GM_3). □ (4.25)

Po-vidimomu, poslednim sluqaem, kogda my moßem provesti neposredstvennye vyqisleniØ, ØvlØetsØ sluqaæ n = 4.

5. Sluqaæ n = 4 Vs¸du v dannom razdele my predpolagaem, dopolnitel~no, qto bazovoe pole F algebraiqeski zamknuto. Ispol~zuØ Teoremu 1.1 i otnositel~nu¸ formulu K¸nneta, my moßem vypisat~ interesu¸wie nas gruppy v qlene E^1- Spektral~noæ posledovatel~nosti (1.1) v sluqae n = 4.

(DlØ kratkosti, my qasto budem oboznaqat~ H_m(GL_n, GM_n) qerez H_m(n).) ⨁ i+j=5 (H_i(3) ⊗ H_j (F^∗)) ⨁ i+j+k=5 (H_i(3) ⊗ H_j (F^∗) ⊗ H_k(F^∗))

H_4(3) ⊕ F^∗ ⊗ H_3(3) H_4(2) ⊕ (F^∗ × F^∗) ⊗ H_3(2) H_3(3) H_3(2) N O L^ 0 0 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ (5.1)

(My poluqaem E^1_{p,q} = 0 dlØ p > 0 i q > 1.)

Zameqanie 5.1. Vse Tor-slagaemye, poØvlØ¸wiesØ v formule K¸nneta, ØvlØ¸t-

sØ nulevymi v rassmatrivaemyh razmernostØh. �to obuslovleno tem, qto gruppy H_m(GL_n, GM_n) nulevye dlØ m < 3 i odnoznaqnoæ delimost~¸ gruppy

H_3(GL_3, GM_3) ≃ H_3(GL_2, GM_2) = ℘^2(F ) (Sm. [4] i, takße [2]+[3].)

Legko proverit~, qto differencial d_1 : E^1_{21} → E^1_{20} ( H_3(2) → H_3(3) ) nulevoæ. DlØ issledovaniØ proqih gomomorfizmov my ispol~zuem sledu¸wu¸ konstrukci¸. Rassmotrim kompleks C^{4|2}_∗ , ime¸wiæ te ße obrazu¸wie, qto i C^4_∗ i differencial, zadannyæ formuloæ:

d(a_0, a_1|a_2, . . . , a_q ) = q∑ i=2 (−1)^i(a_0, a_1|a_2, . . . , â_i, . . . , a_q). (5.2)

My moßem opredelit~ kompleks D^{4|2}_∗ , polagaØ D^{4|2}q = D^4_q /F_1D^4_q (Sm. opredelenie fil~- tracii F v [7]) i s differencialom, takße zadannym Formuloæ (5.2). Menee formal~no, kompleks D^{4|2}_∗ dolßen imet~ v razmernosti q gruppu, poroßdœnnu¸ vsemi n × (q + 1)-matricami, udovletvorØ¸wimi izvestnym usloviØm obwego poloßeniØ i s dvumØ vydelennymi monomial~nymi stolbcami. Takim ße obrazom, kak i ranee, my opredelØem ConeD^{4|2}_∗ C^{4|2}_∗ . My stroim takße gomomorfizmy C^{4|2}_∗^φ→ C^4_∗ i D^{4|2}_∗^φ→ D^4_∗, zadannye formuloæ

φ : (a_0, a_1|a_2, . . . , a_q) = (a_0, a_1, a_2, . . . , a_q ) + (a_1, a_0, a_2, . . . , a_q ), (5.3)

kotorye induciru¸t morfizm konusov

Cone(D^{4|2}_∗ , C^{4|2}_∗ )^φ−→ Cone(D^4_∗, C^4_∗ ).

Qlen E^1 spektral~noæ posledovatel~nosti gipergomologiæ GL_4 s kofffficientami v konuse ConeD^{4|2}_∗ C^{4|2}_∗ vyglØdit sledu¸wim obrazom:

E^1_{p,q} = {~ E^1_{p,q+1} pri q > 0 0 pri q = 0

Zdes~ Ẽ^1 oboznaqaet qlen E^1 spektral~noæ posledovatel~nosti (5.1), associirovannoæ so sluqaem n = 4.

Legko proverit~, qto spektral~naØ posledovatel~nost~ E shoditsØ k nul¸ i ne imeet netrivial~nyh differencialov, krome ishodØwih iz 0-oæ stroki. Takim obrazom, vse differencialy v (5.1) obnulØ¸tsØ na obraze φ_∗. My moßem takße zakl¸- qit~, qto vsØkiæ fflement, leßawiæ v obraze φ_∗, prinadleßit obrazu sootvetstvu- ¸wego differenciala (iz 0-oæ stroki) i, takim obrazom, perehodit v nol~ v E^∞_{∗,∗}. Gomomorfizm φ_∗ deæstvuet na gruppah ⨁ i+j+k=N (H_i(GL_3, GM_3) ⊗ H_j (F^∗) ⊗ H_k(F^∗))

kak ffndomorfizm id +s, gde s perestavlØet dve kopii F^∗.

Primenim teper~ provedœnnye rassußdeniØ k vyqisleni¸ differencialov v Spektral~noæ Posledovatel~nosti (5.1).

Lemma 5.2. Pust~ 3! obratimo v kol~ce kofffficientov. Togda gruppa ℘^2 = H3(GL2, GM2)

ØvlØetsØ prØmym slagaemym v ℘^4.

Dokazatel~stvo. Poskol~ku ℘^2 = H3(GL2, GM2) = E^2_{,1} ⊂ Im φ∗, ne suwestvuet netri-

vial~nyh differencialov, vyhodØwih iz fftoæ gruppy i otobraßenie

℘^4 = E^3_{0,4} −→ d_3E^3_{2,1} = E^1_{2,1} = H_3(GL_2, GM_2) = ℘^2

– ffpimorfizm. Legko proverit~, qto otobraßenie

H_3(GL_2, GM_2)^{φ�}−→ H_3(GL_2, GM_2)

ØvlØetsØ umnoßeniem na 2. (Gruppa sleva ØvlØetsØ fflementom spektral~noæ posledovatel~nosti, sootvetstvu¸weæ sluqa¸ {4|2}, a sprava – sootvetstvu¸wim fflementom v (5.1).

Takim obrazom, my imeem sledu¸wu¸ kommutativnu¸ diagrammu ℘^{4|2 ≃}−−−−→ H_3(GL_2, GM_2) φ� ×2 ℘^{4 d3}−−−−→ H_3(GL_2, GM_2), kotoraØ daœt nam seqenie differenciala d_3. □

Lemma 5.3. Otobraßenie

H_4(GL_2, GM_2) ⊕ (F^∗ × F^∗) ⊗ H_3(GL_2, GM_2) d1−→ H_4(GL_3, GM_3) ⊕ F^∗ ⊗ H_3(GL_3, GM_3) ØvlØetsØ nulevym na prØmom slagaemom H_4(GL_2, GM_2). Na drugom prØmom slagaemom (F^∗ × F^∗) ⊗ H_3(GL_2, GM_2) ffto otobraßenie imeet koØdro H_4(GL_3, GM_3) i Ødro Im φ_∗.

Dokazatel~stvo. Legko proverit~, qto otobraßenie

d_1 : ⨁ i+j+k=N H_i(F^∗) ⊗ H_j (F^∗) ⊗ H_k(2) −→ ⨁ l+m=N H_l(F^∗) ⊗ H_m(3) (5.4)

vyglØdit sledu¸wim obrazom: d_1(f ⊗ g ⊗ h) = f ⊗ (g ∪ h) − g ⊗ (f ∪ h). (5.5) �to nemedlenno pokazyvaet, qto d_1 obrawaetsØ v nol~ na H_4(GL_2, GM_2).

Poskol~ku i_∗ : H_3(GL_2, GM_2) → H_3(GL_3, GM_3) – izomorfizm (Sm. Teoremu 4.2), kaßdyæ iz qlenov F^∗ ⊗ H_3(GL_2, GM_2) otobraßaetsØ izomorfno na F^∗ ⊗ H_3(3). (�ti otobraßeniØ otliqa¸tsØ znakami.) Sledovatel~no, koØdro d_1 sovpadaet s H_4(GL_3, GM_3). Otobraßenie (F^∗ × F^∗) ⊗ H_3(GL_2, GM_2)/ Im φ −→ F^∗ ⊗ H_3(GL_3, GM_3) – izomorfizm. �to vleqœt sovpadenie Ker d_1 i Im φ_∗. □

Sledstvie 5.4. Tak kak Ker(E^1_{,3}^{d1}→ E^1_{0,3}) ⊂ Im φ, otobraßenie estestvennoæ proekcii

E^2_{1,3} → E^∞_{1,3} nulevoe.

Teper~ my moßem vypisat~ qlen E^4 v spektral~noæ posledovatel~nosti, sootvetstvu¸weæ sluqa¸ n = 4. ⨁ i+j=5 H_i(3) ⊗ H_j (F^∗)/ Im d_1 ∗

H_4(3) 0 N O L^ H_3(3) 0 . . 0 0 0 0 · · · 0 0 0 0 ℘^4/℘^2 . . .

(5.6)

My nemedlenno poluqaem dva sledstviØ.

Sledstvie 5.5. StabilizaciØ v gomologiØh pary:

H_3(GL_2, GM_2) ≃ H_3(GL_3, GM_3) ≃ · · · ≃ H_3(GL, GM)

Sledstvie 5.6. Sledu¸waØ posledovatel~nost~ toqna. ⨁ i+j=5 H_i(3) ⊗ H_j (F^∗) −→ H_5(4) −→ ℘^4/℘^2 −→ H_4(3) −→ H_4(4) −→ 0

My moßem, nakonec, polnost~¸ dokazat~ osnovnu¸ teoremy dannogo paragrafa.

Teorema 5.7. Predpoloßim, qto 3! obratimo v kol~ce kofffficientov. Togda grup-

pa ℘^4(F ) ØvlØetsØ prØmoæ summoæ gruppy H_3(GL_2, GM_2) i nerazloßimoæ komponenty H_5(GL_4, {GL_3, GM_4})_{ind}.

Dokazatel~stvo. My uße ustanovili, qto gruppa H3(GL2, GM2) ≃ ℘^2(F ) soderßitsØ

v ℘^4(F ) kak prØmoe slagaemoe.

Ispol~zuØ tehniku, podobnu¸ razvitoæ v dokazatel~stve sluqaØ n = 3, my moßem pokazat~, qto sledu¸waØ diagramma kommutativna, imeet toqnye stolbcy i otobraßenie μ sovpadaet s ∪-umnoßeniem na otnositel~nyh gruppah gomologiæ. H_5(GL_3, GM_3) −−−−→ ⨁ i+j=5 H_i(GL_3, GM_3) ⊗ H_j (F^∗) μ H_5(GL_4, GM_4) H_5(GL_4, GM_4)

H_5(GL_4, {GM_4, GL_3}) −−−−→ ℘^4(F )/H_3(GL_2, GM_2)

H_4(GL_3, GM_3) H_4(GL_3, GM_3)

H_4(GL_4, GM_4) H_4(GL_4, GM_4)

0 0 Standartnyæ diagrammnyæ poisk daœt nam sledu¸wu¸ toqnu¸ posledovatel~nost~. ⨁ i+j=5 j>0 H_i(GL_3, GM_3) ⊗ H_j (F^∗)^η−→ H_5(GL_4, {GM_4, GL_3}) −→ ℘^4/℘^2 −→ 0. (5.7)

(Zdes~ otobraßenie η poluqeno kak kompoziciØ μ i otobraßeniØ proekcii iz dlinnoæ toqnoæ posledovatel~nosti gomologiæ. My dolßny proverit~, qto obraz fftogo otobraßeniØ sovpadaet s obrazom ∪-umnoßeniØ na dvaßdy-otnositel~nyh gruppah gomologiæ. Rassmotrim sledu¸wu¸ kommutativnu¸ diagrammu, levyæ vertikal~nyæ stolbec v kotoroæ toqen:

H_4(GL_2, GM_2) ⊗ H_1(F^∗)

H_4(GL_3, GM_3) ⊗ H_1(F^∗)^μ−−−−→ H_5(GL_4, GM_4) j⊗1 H_4(GL_3, {GM_3, GL_2}) ⊗ H_1(F^∗)^∪−−−−→ H_5(GL_4, {GM_4, GL_3})

0

(5.8)

Poskol~ku otobraßenie j ⊗ 1 v fftoæ diagramme ØvlØetsØ ffpimorfizmom i fflementy, prihodØwie s H_4(GL_2, GM_2) ⊗ H_1(F^∗) perehodØt v nol~ v gruppe H_5(GL_4, {GM_4, GL_3}), my poluqaem ßelaemyæ rezul~tat. □

Literatura

[1] K. Brown, Cohomology of Groups. Springer-Verlag New York, Heidelberg, Berlin, 1982. [2] J. L. Dupont and C.-H. Sah, Scissors congruences II. — J. Pure Appl. Algebra 25 (1982), 159–195. [3] J. L. Dupont and E. T. Poulsen, Generation of C (x) by a restricted set of operations. — J. Pure App. Algebra 25 (1982), 155–157.

[4] A. A. Suslin, K3 of field and the Bloch group. — Proc. Steklov Inst. Math. No. 3 (1991), 217–239. [5] R. M. Switzer, Algebraic Topology – Homotopy and Homology. Springer-Verlag Berlin, New York, Heidelberg, 1975.

[6] S. Yagunov, Geometrically Originated Complexes and the Homology of the Pair (GLn, GMn). Ph. D. Thesis, Northwestern University, 1997.

[7] S. A. ˚gunov, Ob odnoæ spektral~noæ posledovatel~nosti, shodØweæsØ k gomologiØm GLn otnositel~no GMn. Preprint POMI RAN ˝8, 1998.