POMI PREPRINT – 8/1998

OB ODNO` SPEKTRAL^NO` POSLEDOVATEL^NOSTI, SHOD˚WE`S˚ K GOMOLOGI˚M GLn OTNOSITEL^NO GMn

S. A. ˚GUNOV

RossiæskaØ AkademiØ Nauk Sankt-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova Fontanka 27, Sankt-Peterburg 191011, RossiØ

Fevral~ 1998

Cel~¸ nastoØwego preprinta ØvlØetsØ dokazatel~stvo sledu¸weæ teoremy: Teorema 0.1. Predpoloßim, qto bazovoe pole F beskoneqno i n! obratimo v kol~ce

kofffficientov A . Togda suwestvuet estestvenno opredelœnnaØ spektral~naØ posledovatel~nost~ pervoæ qetverti, shodØwaØsØ k

E^∞_p = H_{p+1}(GL_n, GM_n)

i ime¸waØ qlen E^1 sledu¸wego vida.

Pri p > 0:

E^1_{p,q} = { H_{p+1}(GL_{n−q−1} × (F^∗)^{q+1}, GM_{n−q−1} × (F^∗)^{q+1}) esli q < n − 2

0 inaqe.

(0.1)

Bolee togo,

E^2_{0,q} = { 0 pri q < n

℘^n(F ) pri q = n

Napomnim, qto GM_n oboznaqaet gruppu nevyroßdennyh monomial~nyh n × nmatric. (Polu-prØmoe proizvedenie grupp nevyroßdennyh diagonal~nyh i perestanovoqnyh matric.)

PoØvlØ¸wiesØ v formulirovke teoremy A -moduli ℘^n(F ) budut opredeleny niße. My budem takße priderßivat~sØ sledu¸wih soglaxeniæ. Qerez e_i my oboznaqaem i-yæ standartnyæ bazisnyæ stolbec vysoty n. Simvol E budet oboznaqat~ n-stolbec

(1, 1, . . . , 1)^T .

Osnovnoe pole F vs¸du predpolagaetsØ beskoneqnym. Vse gruppy gomologiæ ime- ¸t, po umolqani¸, kofffficienty v kommutativnom kol~ce s ediniceæ A . My predpolagaem, qto v fftom kol~ce obratim fflement n!, gde n opredelØetsØ osobo v kaßdom konkretnom sluqae.

Vse inducirovannye moduli takße predpolaga¸tsØ postroennymi nad kol~com A . Imenno, esli H ⊂ G para grupp, to

Ind^G_H M^{def}= A [G] ⊗_{A[H]} M.

ObsußdaemaØ teorema obobwaet na vysxie razmernosti ustanovlennyæ v rabotah [4, 5] izomorfizm ℘(F ) = H_3(GL_2, GM_2), gde gruppa ℘(F ) — pre-Bloch gruppa (Sm. [1, 5]). Nesloßno pokazat~, qto ℘(F ) = ℘^2(F ) (Sm. [6]). K soßaleni¸, voznika¸wie po hodu dokazatel~stva tehniqeskie trudnosti zastavili nas ograniqit~sØ dokazatel~- stvom teoremy v usloviØh obratimosti n! v kol~ce kofffficientov.

1. Kompleks, postroennyæ po monomial~noæ gruppe

My naqnœm s postroeniØ kompleksa special~nogo vida takogo, qto spektral~naØ posledovatel~nost~ gipergomologiæ GM_n s kofffficientami v fftom komplekse budet imet~ neobhodimu¸ dlØ dal~neæxih postroeniæ formu. Zafiksiruem natural~noe qislo n. My budem nazyvat~ n-stolbec monomial~nym, esli on imeet v toqnosti odin nenulevoæ fflement i affinnym, esli vse ego fflementy — nenulevye. Opredelenie 1.1. My takße govorim, qto nekaØ matrica udovletvorØet uslovi¸ (∗),

esli l¸boæ eœ minor l¸bogo razmera — nenulevoæ.

Oboznaqim qerez D̃^n_m mnoßestvo vseh n × (m + 1)-matric vida

(v_0, v_1, . . . , v_j , w_{j+1}, . . . , w_m), (1.1)

gde stolbcy v_i — monomial~ny i ime¸t nenulevye fflementy v poparno razliqnyh poziciØh, stolbcy w_j — affinny, i podmatrica (w_{j+1}, . . . , w_m) udovletvorØet uslovi¸ (∗). (My dopuskaem sluqaæ, kogda odna iz podmatric v_∗ ili w_∗ — pustaØ.)

Pozicii, zanimaemye nenulevymi fflementami v monomial~noæ qasti matricy iz

D̃n_∗ odnoznaqno opredelØ¸t uporØdoqennoe podmnoßestvo v mnoßestve {1 . . . n}. Dve

matricy iz D̃^n_m my nazyvaem proektivno-ffkvivalentnymi, esli oni ime¸t sovpada¸wie affinnye qasti i im sootvetstvu¸t odinakovye uporØdoqennye podmnoßestva. Qerez D^n_m my oboznaqim svobodnyæ A -modul~, poroßdœnnyæ vsemi klassami proektivnoæ ffkvivalentnosti matric iz D̃^n_m. Opredelim differencial~nyæ operator

d : D^n_m → D^n_{m−1} kak al~ternirovannu¸ summu operatorov graneæ d_i, vybrasyva¸wih i-

æ stolbec matricy. Legko videt~, qto graduirovannyæ differencial~nyæ A -modul~

D^n_∗ acikliqen v poloßitel~nyh razmernostØh. Estestvennoe deæstvie gruppy GM_n

na n-stolbcah nadelØet kompleks D^n_∗ strukturoæ GM_n-modulØ. ZaæmœmsØ nahoßdeniem gipergomologiæ gruppy GM_n s kofffficientami v komplekse D^n_∗ . Vo-pervyh, my vyqislim gomologii kompleksa koinvariantov (D^n_∗ )_{GMn} .

Predloßenie 1.2. Pust~ n! obratimo v kol~ce kofffficientov A . Togda

H_i((D^n_∗ )_{GMn} ) =

{ A pri i = 0

0 pri 0 < i < n + 1

Bolee togo, suwestvuet estestvennyæ ffpimorfizm

A ⊗ (F^∗)^{[n/2]} ↠ Hn+1((D^n_∗ )GM_n ).

Preßde qem pristupit~ k dokazatel~stvu predloßeniØ, my dolßny bolee twatel~- no issledovat~ strukturu kompleksa (D^n_∗ )_{GMn} . Rassmotrim sledu¸wu¸ fil~traci¸ na fftom komplekse:

0 = F_{−1} ⊂ F_0 ⊂ · · · ⊂ F_n = D^n_∗ , (1.2)

gde F_kD^n_∗ oboznaqaet podmodul~ D^n_∗ , poroßdœnnyæ matricami, ime¸wimi ne bolee qem k monomial~nyh stolbcov. Poskol~ku deæstvie gruppy GM_n ne izmenØet koliqestva monomial~nyh stolbcov, vvedennaØ fil~traciØ induciruet fil~traci¸ na komplekse koinvariantov (D^n_∗ )_{GMn} . Rassmotrim spektral~nu¸ posledovatel~nost~, associirovannu¸ s inducirovannoæ fil~tracieæ. My imeem: E^1_{p,q} = H_{p+q}(F_{q/q−1}((D^n_∗ )_{GMn} )). Zametim, qto dlØ p ⩾ 0 l¸baØ obrazu¸waØ gruppy F_{q/q−1}((D^n_{p+q})_{GMn} ) moßet byt~ odnoznaqno predstavlena klassom matric vida:

1 w_{11} w_{12} · · · w_{1,p} e_1 e_2 · · · e_q 1 w_{21} w_{22} · · · w_{2,p} . . . . . . . . 1 w_{n1} w_{n2} · · · w_{n,p} Σ_{n−q} (1.3)

gde gruppa Σ_{n−q} deæstvuet na matrice, perestavlØØ eœ poslednie n − q strok. DlØ

p = −1 (t.e. v naimen~xeæ netrivial~noæ razmernosti q − 1) sootvetstvu¸wiæ qlen

kompleksa raven A . Rassmotrim sledu¸wu¸ konstrukci¸.

Simvol [k] budet dalee vs¸du oboznaqat~ standartnyæ k-ordinal {1 < 2 < . . . < k}. Qerez S(N) my oboznaqim mnoßestvo vseh lineæno-uporØdoqennyh podmnoßestv koneqnogo mnoßestva N. (PorØdok na podmnoßestve ne obØzatel~no induciruetsØ porØdkom na N.) Oboznaqim qerez C svobodnyæ A -modul~ A [S([n])]. �tot modul~ imeet estestvennu¸ graduirovku dlinoæ obrazu¸wih. My govorim, qto x ∈ C ØvlØetsØ podnorodnym, esli on moßet byt~ zapisan kak A -lineænaØ kombinaciØ obrazu¸wih, sootvetstvu¸wih podmnoßestvam mownosti p. Pust~ C_p oboznaqaet A -modul~, poroßdœnnyæ p-odnorodnymi fflementami. Opredelim differencial~nyæ operator, zada- ¸wiæ na module C strukturu kompleksa. d : C_k −→ C_{k−1} d = k∑ i=1 (−1)^{i+1}d_i, gde d_i(a_1, . . . , a_k) = (a_1, . . . , â_i, . . . , a_k). Na komplekse C opredeleno estestvennoe deæstvie simmetriqeskoæ gruppy Σ_n. Imenno, dlØ σ ∈ Σ_n i (a_1, . . . , a_p) ∈ C_p poloßim:

σ(a_1, . . . , a_p) = (σ^{−1}(a_1), . . . , σ^{−1}(a_p)).

Nazovœm gomomorfizm moduleæ ψ : C_p → C_q Σ-invariantnym, esli σψ = ψσ dlØ l¸bogo σ ∈ Σ_n.

Rassmotrim teper~ bi-graduirovannyæ modul~: C = ⨁ k¿0 ⨁ α∈I_k C^α_∗ [0, −k], gde C^α_∗ = C_∗, a mnoßestvo indeksov I_k sostoit iz vseh neuporØdoqennyh naborov strok dliny k + 2 s pervym fflementom 1, udovletvorØ¸wih, v sovokupnosti, uslovi¸ (∗).

Vybor porØdkov na vseh naborah iz vseh I_k zadaœt gomomorfizm bi-graduirovannyh moduleæ: Φ : C −→ ⨁ 06p6n, 0<q^{Fp/p−1(D} n q )_{GMn} [0, p], ØvlØ¸wiæsØ porazmernostnym izomorfizmom na prØmoe slagaemoe. Podrobnee, pust~

(a_1, . . . , a_p) ∈ C^α_p , a φ_α — funkciØ, sopostavlØ¸waØ celomu qislu iz intervala 1 . . . n

stroku dliny k + 2 iz n-nabora strok, sootvetstvu¸wego indeksu α. Togda, poloßim

Φ(a_1, . . . a_p) = φ_α(a_1) . . e_1 . . . e_p φ_α(a_p) φ_α(b_1) . . φ_α(b_{n−p}) Σ_{n−p}

,

gde {b_1, . . . , b_{n−p}} = [n] \ {a_1, . . . , a_p}. Pust~ ψ : C_p → C_q – gomomorfizm. On induciruet gomomorfizmy

Ψ^k = Φ ( ⨁ α∈I_k ψ_α ) Φ^{−1} : F_{p/p−1}(D^n_{p+k})_{GMn} −→ F_{q/q−1}(D^n_{q+k})_{GMn} . Netrudno proverit~ sledu¸wu¸ lemmu.

Lemma 1.3. Esli gomomorfizm ψ — Σ-invariantnyæ, sledu¸waØ diagramma kommuta-

tivna. F_{p/p−1}(D^n_{p+k})_{GMn}^{Ψk}−−−−→ F_{q/q−1}(D^n_{q+k} )_{GMn} d^p0 d^q0 F_{p/p−1}(D^n_{p+k−1})_{GMn}^{Ψk−1}−−−−→ F_{q/q−1}(D^n_{q+k−1})_{GMn} (Zdes~ d^p_0 i d^q_0 – differencialy v sootvetstvu¸wih faktor-kompleksah.)

Takim obrazom, kaßdyæ Σ – invariantnyæ gomomorfizm induciruet gomomorfizm v gomologiØh faktor-kompleksov H_∗(F_{p/p−1}(D^n_k )_{GMn} ) −→ H_∗(F_{q/q−1}(D^n_k )_{GMn} )[q − p]. VernœmsØ, teper~, k spektral~noæ posledovatel~nosti, associirovannoæ s fil~- tracieæ F , i rassmotrim j-æ stolbec qlena E^1. E^1_{0,j}^{d1}←−−−− E^1_{,j}^{d21}←−−−− · · ·^{dn1}←−−−− E^1_{n,j} (1.4) Netrudno proverit~, qto otobraßeniØ d^i_1 inducirovany, v smysle, obsußdavxemsØ vyxe, differencialami v komplekse C. Predloßenie A.2, dokazannoe nami v dopolnenii A, pokazyvaet, qto vypisannyæ vyxe kompleks stØgivaem vplot~ do razmernosti n − 1. Takim obrazom, my dokazali sledu¸wee predloßenie.

Predloßenie 1.4. E^∞_{p,q} = E^2_{p,q} = { Ker(H_{p+n}F_{n/n−1}^{d1}−→ H_{p+n−1}F_{n−1/n−2}) esli q = n 0 inaqe.

Vyqislim, teper~, ffti Ødra. Rassmotrim kompleks A -moduleæ

A [F0] ←− A [F1 ] ←− · · · (1.5)

gde F_i – mnoßestvo vseh n × (i + 1)-matric, udovletvorØ¸wih uslovi¸ (∗) i differencial opredelœn standartnym obrazom. �tot kompleks ØvlØetsØ svobodnoæ (F^∗)^nrezol~ventoæ A . Legko proverit~, qto

F_{n/n−1}(D^n_∗ )_{GMn} [n] ≃ F_{n−1/n−2}(D^n_∗ )_{GMn} [n − 1] ≃ A [F_∗ ]_{(F} ∗_)n , (1.6)

gde posledniæ qlen ØvlØetsØ kompleksom (F^∗)^n-koinvariantov A [F_∗ ]. Iz fftih izomorfizmov sleduet, qto H_{p+n}F_{n/n−1} ≃ H_{p+n−1}F_{n−1/n−2} ≃ H_1 (A [F∗ ]_{(F} ∗_)n^) ≃ H1((F^∗)^n, A ) ≃ A ⊗ (F^∗)^n. (1.7)

Otobraßenie d_1 : A ⊗ (F^∗)^n → A ⊗ (F^∗)^n zapisyvaetsØ teper~ takim obrazom:

d_1 (1 ⊗ (a_1, a_2, . . . , a_n)) = 1 ⊗ ( a_2 a_1 , 1, a_4 a_3 , 1, . . . , a_n a_{n−1} , 1 ) , (1.8)

esli n qetno i

d_1 (1 ⊗ (a_1, a_2, . . . , a_n)) = 1 ⊗ ( a_2, a_2, a_4, a_4, . . . , a_{(n−1)/2}, a_{(n−1)/2}, n∏ i=1 a^{(−1)i+1} i ) , (1.9) esli n neqetno. Sledovatel~no, iskomye Ødra poroßdeny fflementami vida ( x_1, x_1, x_2, x_2, . . . , x_{n/2}, x_{n/2} ) (1.10)

dlØ qetnyh n i x_1, 1, x_2, 1, . . . , x_{(n−1)/2}, 1, (n−1)/2 ∏ i=1 x^{−1}_i (1.11)

dlØ neqetnyh.

V oboih sluqaØh, gruppa (F^∗)^{[n/2]} nakryvaet sootvetstvu¸wee Ødro, qto polnost~¸ dokazyvaet Predloßenie 1.2. • Vyqislim teper~ gomologii gruppy GM_n s kofffficientami v D^n_m.

Predloßenie 1.5. Pust~ p > 0 i n! obratimo v kol~ce kofffficientov. Togda

H_p(GM_n, D^n_q ) = { H_p((F^∗)^{q+1} × GM_{n−q−1}) esli 0 ⩽ q ⩽ n − 1

0 inaqe.

Dokazatel~stvo. Deæstvie gruppy GMn na module D^n_q razbivaet modul~ na orbity trœh tipov. K pervomu tipu otnositsØ orbita, predstavlennaØ matriceæ bez affinnoæ qasti. Orbita fftogo tipa voznikaet lix~ pri q < n i stabilizatorom vydelennoæ obrazu¸weæ (e_1, . . . , e_{q+1}) ØvlØetsØ gruppa (F^∗)^{q+1} × GM_{n−q−1}.

Vtoroæ tip predstavlen matricami, ime¸wimi rovno odin affinnyæ stolbec. Suwestvuet takße ne bolee odnoæ orbity takogo tipa, kotoraØ moßet byt~ predstavlena matriceæ (e_1, . . . , e_q, E). Stabilizatorom fftoæ matricy ØvlØetsØ gruppa Σ_{n−q}. Mnoßestvo orbit vtorogo tipa nepusto esli, i tol~ko esli, q ⩽ n. Poskol~ku n! obratim v kol~ce kofffficientov, my imeem ( Sm. [2], Teorema III.10.2) H_p(Σ_{n−q}) = 0 pri p > 0.

Tretiæ tip vkl¸qaet vse orbity, obrazovannye matricami s bolee qem odnim stolbcom v affinnoæ qasti. Legko videt~, qto stabilizator takoæ matricy trivialen.

Lemma Xapiro [2] zakanqivaet dokazatel~stvo predloßeniØ.

2. KonstrukciØ spektral~noæ posledovatel~nosti

Naqnœm so sledu¸wego opredeleniØ.

Opredelenie 2.1. My budem govorit~, qto (n × k)-matrica M imeet stolbcy v ob-

wem poloßenii, esli libo rank M = k dlØ k ⩽ n, libo l¸boæ n-minor matricy M – nenulevoæ.

Rassmotrim kompleks C̃^n_0 ← C̃^n_1 ← · · · , ime¸wiæ v razmernosti m svobodnyæ A - modul~, poroßdœnnyæ n × (m + 1)-matricami so stolbcami v obwem poloßenii. Differencial d zadadim formuloæ

d(a_0, a_1, . . . , a_q) = q∑ i=0 (−1)^i(a_0, a_1, . . . , â_i, . . . , a_q) (2.1)

Oboznaqim qerez C^{n;p}_∗ podkompleks v C̃^n_∗ , poroßdœnnyæ v razmernosti m fflementami

(x_0, x_1, · · · , x_p, x_{p+1}, · · · , x_m) − (α_0x_0, α_1x_1, · · · , α_px_p, x_{p+1}, · · · , x_m) (2.2)

esli m > p ili

(x_0, x_1, · · · , x_m) − (α_0x_0, α_1x_1, · · · , α_mx_m) (2.3)

v protivnom sluqae. Kofffficienty α_i vyxe – proizvol~nye fflementy iz F^∗.

Poloßim, C^n_∗ = C̃^n_∗ /C^{n;n−1}_∗ . Imeet mesto sledu¸waØ lemma.

Lemma 2.2. Kompleks C^n_∗ ne imeet netrivial~nyh gomologiæ v poloßitel~nyh raz-

mernostØh.

Dokazatel~stvo. NesloßnaØ proverka. • Rassmotrim teper~ spektral~nu¸ posledovatel~nost~ gipergomologiæ GL_n s kofffficientami v C^n_∗ . Gruppa GL_n deæstvuet na C^n_m tranzitivno dlØ m < n i svobodno dlØ m ⩾ n. KanoniqeskaØ obrazu¸waØ v razmernosti m imeet sledu¸wiæ vid:

(e_1, e_2, . . . , e_{m+1}), esli m < n i (e_1, e_2, . . . , e_n, E) pri m = n. Eœ stabilizator – affinnaØ

gruppa Aff_{n−m−1,m+1} = F^∗ 0 ... ∗ 0 F^∗ N O L ^ GL_{n−m−1} (2.4)

pri m < n i trivialen pri m ⩾ n.

Teper~ my moßem vyqislit~ qlen E^1 rassmatrivaemoæ spektral~noæ posledovatel~nosti. Lemma Xapiro vmeste s nesloßnoæ modifikacieæ Teoremy 1.11. [3] da¸t nam sledu¸wu¸ lemmu. Lemma 2.3.

E^1_{p,q} = H_p(GL_n, C^n_q ) = { H_p((F^∗)^{q+1} × GL_{n−q−1}) esli q < n 0 inaqe. • Vyqislim takße nekotorye gruppy v nulevoæ stroke E^2-qlena. My imeem E^2_{0,q} =

H_q((C^n_∗ )_{GLn} ). Poskol~ku GL_n deæstvuet tranzitivno v mladxih razmernostØh, soot-

vetstvu¸wie gruppy koinvariantov sovpada¸t s A i differencialy budut poperemenno trivial~nymi i toßdestvennymi.

Lemma 2.4. Kompleks (C^n_∗ )GL_n acikliqen v poloßitel~nyh razmernostØh vplot~ do

razmernosti n. Sledovatel~no:

E^2_{0,q} =

{ A pri q = 0

0 pri 0 < q ⩽ n. • Rassmotrim GL_n-kompleks, poluqennyæ iz D^n_∗ posredstvom rasxireniØ skalØrov.

Imeet mesto sledu¸waØ lemma.

Lemma 2.5. Otobraßenie φ : Ind^{GLn}_{GMn} D^n_∗ → C^n_∗ , takoe, qto φ(a ⊗ g) = ag ØvlØetsØ

ffpimorfizmom kompleksov.

Dokazatel~stvo. DlØ vsØkoæ (n × q)-matricy B so stolbcami v obwem poloßenii my moßem naæti taku¸ matricu G ∈ GL_n, qto GB = (e_1, e_2, . . . , e_n, b_1, b_2, . . . , b_{q−n}).

(Esli q < n, matrica, vypisannaØ vyxe, dolßna byt~ obrezana v stolbce e_q .) Zametim teper~, qto podmatrica (b_1, b_2, . . . , b_{q−n}) dolßna udovletvorØt~ uslovi¸ (∗) t.e. matrica GB prinadleßit D̃^n_∗ . Sledovatel~no, B = φ(G^{−1} ⊗ GB).

Oboznaqim Ødro vvedœnnogo otobraßeniØ φ qerez K^n_∗ . My hotim vyqislit~ gipergomologii GL_n s kofffficientami v K^n_∗ . �ta spektral~naØ posledovatel~nost~ gipergomologiæ i budet spektral~noæ posledovatel~nost~¸, figuriru¸weæ v formulirovke osnovnoæ teoremy. Predloßenie 2.6. Hp(GLn, K^n_∗ ) = Hp+1(GLn, GMn). Dokazatel~stvo. Rassmotrim ffpimorfizm GLn-moduleæ Ind^{GLn}_{GMn} A → A , gde GLn deæstvuet na A trivial~no. Oboznaqim Ødro fftogo ffpimorfizma qerez K̃^n. Poskol~ku kompleksy Ind^{GLn}_{GMn} D^n_∗ i C^n_∗ ØvlØ¸tsØ GL_n-rezol~ventami moduleæ Ind^{GLn}_{GMn} A i A , sootvetstvenno, kompleks K^n_∗ budet ØvlØtsØ GL_n-rezol~ventoæ modulØ K̃^n. Sledovatel~- no, H_∗(GL_n, K^n_∗ ) = H_∗(GL_n, K̃^n). ȷelaemyæ rezul~tat moßet byt~ poluqen, teper~, iz estestvennogo izomorfizma H_∗(GL_n, K̃^n) = H_∗(GL_n, GM_n)[1], kotoryæ legko dokazat~ standartnymi sredstvami gomologiqeskoæ algebry.

Teper~ my moßem naæti qlen E^1 rassmatrivaemoæ spektral~noæ posledovatel~nosti gipergomologiæ GL_n s kofffficientami v K^n_∗ .

Predloßenie 2.7. Pri p > 0

E^1_{p,q} = H_p(GL_n, K^n_q ) = H_{p+1}(GL_{n−q−1} × (F^∗)^{q+1}, GM_{n−q−1} × (F^∗)^{q+1}).

Dokazatel~stvo. Rassmotrim korotku¸ toqnu¸ posledovatel~nost~ kofffficientov 0 −→ K^n_q −→ Ind^{GLn}_{GMn} D^n_q −→ C^n_q −→ 0 (2.5) Gomologii GL_n s kofffficientami v Ind^{GLn}_{GMn} D^n_q i C^n_q nam uße izvestny. Dokazatel~- stvo sovpadeniØ H_p(GL_n, K^n_q ) s sootvetstvu¸weæ otnositel~noæ gruppoæ gomologiæ ne predstavlØet bol~xogo truda i ostavlØetsØ qitatel¸.

Rassmotrim korotku¸ toqnu¸ posledovatel~nost~ kofffficientov, vypisannu¸ vyxe. Ona daœt nam dlinnu¸ toqnu¸ posledovatel~nost~ grupp gomologiæ GL_n s sootvetstvu¸wimi kofffficientami. Rassmotrim eœ poslednie qleny. Poskol~ku otobraßenie H_1(GM_{n−q} × (F^∗)^q) → H_1(GL_{n−q} × (F^∗)^q ) ØvlØetsØ ffpimorfizmom dlØ l¸bogo q, my imeem sledu¸wu¸ korotku¸ toqnu¸ posledovatel~nost~.

0 −→ H_0(GL_n, K^n_q ) −→ (D^n_q )_{GMn} −→ (C^n_q )_{GLn} −→ 0. (2.6)

SobiraØ vmeste takie korotkie toqnye posledovatel~nosti dlØ vseh q, my poluqim korotku¸ toqnu¸ posledovatel~nost~ kompleksov.

0 −→ H_0(GL_n, K^n_∗ ) −→ (D^n_∗ )_{GMn} −→ (C^n_∗ )_{GLn} −→ 0. (2.7)

DlinnaØ toqnaØ posledovatel~nost~ gomologiæ, sootvetstvu¸waØ fftoæ korotkoæ toqnoæ posledovatel~nosti kompleksov, Lemma 2.4 i Predloßenie 1.4 dokazyva¸t sledu¸wu¸ lemmu.

Lemma 2.8.

E^2_{0,q} = H_0(GL_n, K^n_q ) = { 0 pri q < n

Coker(H_{n+1}(D^n_∗ )_{GMn} → H_{n+1}(C^n_∗ )_{GLn} ) pri q = n. • Opredelenie 2.9. My opredelØem A -modul~ ℘^n(F ) (ili, dlØ kratkosti, ℘^n) kak

Coker ((H_{n+1}(D^n_∗ )_{GMn} −→ H_{n+1}(C^n_∗ )_{GLn} ) .

Zametim, qto v qœtnyh razmernostØh rassmatrivaemyæ modul~ poroßdœn simvolami (a_1, . . . , a_n), gde a_i ∈ F^∗ i a_i ≠ a_j dlØ i ≠ j. V neqœtnyh razmernostØh on poroßdœn lineænymi kombinaciØmi takih simvolov, leßawimi v Ødre otobraßeniØ augmentacii.

Teper~ my moßem zakonqit~ dokazatel~stvo Teoremy 0.1. Legko videt~, qto poqti vse utverßdeniØ teoremy sledu¸t iz Predloßeniæ 2.6, 2.7 i Lemmy 2.8. Po-suti, nam ostalos~ lix~ proverit~, qto qlen E^1 imeet nulevye gruppy v stolbcah n−1 i n. No v fftih stolbcah E^1 dolßny stoØt~ gruppy gomologiæ par (GL_1 ×(F^∗)^{n−1}, GM_1 ×(F^∗)^{n−1}) i (GL_0 × (F^∗)^n, GM_0 × (F^∗)^n), kotorye, oqevidno, trivial~ny.

Priloßenie A. Odna kombinatornaØ lemma OboznaqeniØ [k], S(N) i C_p niße, budut imet~ tot ße smysl, qto i v paragrafe 1.

Pust~ s = (s_1, . . . , s_k) ∈ S(N) i x ∉ s. My budem oboznaqat~ (s_1, . . . , s_{i−1}, x, s_{i+1}, . . . , s_k) qerez s ∐ (x, i). Esli mnoßestvo N uporØdoqeno, my moßem opredelit~ sledu¸wie funkcii na S(N). Poloßim: ψ : S(N) −→ N, ψ(s_1, . . . , s_k) = min{k, {i : s_i >_N s_{i+1}}}. (V sluqae, kogda σ ∈ Σ_k ØvlØetsØ perestanovkoæ, my, dopuskaØ nekotoru¸ vol~nost~ v oboznaqeniØh, budem pisat~ ψ(σ) vmesto ψ(σ([n])).) DlØ s_1, . . . , s_k ∈ N my polagaem:

sgn(s_1, s_2) =

{ −1 pri s_1 > N s_2,

+1 pri s_2 >_N s_1.

(A.1) i sgn(s_1, s_2, . . . , s_k) = k−1∏ i=1 ∏ j>i sgn(s_i, s_j ). (A.2)

(Zametim, qto esli N = [n], privedœnnoe opredelenie sovpadaet s klassiqeskim i my budem ispol~zovat~ v fftom sluqae standartnoe oboznaqenie sgn(σ) vmesto sgn(σ[n]).) Dalee nam ponadobitsØ sledu¸waØ lemma.

Lemma A.1. Pust~ N — koneqnoe uporØdoqennoe mnoßestvo, s = (s1, . . . , sk) ∈ S(N), i x ∈ N \ ⋃ i{s_i}. Togda mnoßestvo natural~nyh qisel {ψ(s ∐ (x, i))^{k+1}_{i=1} } biektivno mnoßestvu {1, 2, . . . , ψ(s), ψ(s), . . . , ψ(s) k+1−ψ(s) raz , ψ(s) + 1}. Dokazatel~stvo. NeposredstvennaØ proverka.

Sformuliruem teper~ osnovnoe utverßdenie dannogo paragrafa.

Predloßenie A.2. Predpoloßim, qto n! obratimo v A . Togda kompleks C_n^d−→ C_{n−1}^d−→ · · ·^d−→ C_1^d−→ C_0 = A −→ 0 stØgivaem vplot~ do razmernosti n − 1. Bolee togo, operatory gomotopii moßno vybrat~ Σ-invariantnymi.

Pered tem, kak dokazyvat~ dannoe predloßenie, vvedœm nekotorye dopolnitel~nye oboznaqeniØ. Poloßim:

(a_1, . . . , a_k, ∗)^{def}= ∑ x∈[n]\{a1,...,a_k} (a_1, . . . , a_k, x). (A.3)

Zametim, takße, qto d(x_1, . . . , x_{m−1}, ∗) = m−1∑ i=1 (−1)^{i+1} ((x_1, . . . , x̂_i, . . . , x_{m−1}, ∗) − (x_1, . . . , x̂_i, . . . , x_{m−1}, x_i)) + (−1)^m(n − m + 1)(x_1, . . . , x_i, . . . , x_{m−1}). (A.4)

My opredelØem nevyroßdennoe bilineænoe sparivanie C × C^{<,>}−→ A , polagaØ na obrazu¸wih a, b ∈ C ⟨a, b⟩ = 1, esli a = b i 0 v protivnom sluqae. Dokazatel~stao. Teper~ my gotovy postroit~ trebuemye operatory gomotopii. Poloßim:

h_0(1) = R_0(∗) (A.5)

h_k(a_1, . . . , a_k) = R_k ∑ σ∈Σ_k sgn(σ)P_{ψk (σ)}(a_σ−1_{(1)}, . . . , a_σ−1_{(k)}, ∗). (A.6)

(Zdes~ R_k i P_k ØvlØ¸tsØ zavisØwimi ot n kofffficientami, znaqeniØ kotoryh budut opredeleny v processe dokazatel~stva.) Zametim, qto Σ-invariantnost~ postroennyh operatorov oqevidna iz opredeleniØ ih formulami (A.5) i (A.6). Ne ograniqivaØ obwnosti, provedœm postroenie iskomyh operatorov v sluqae (a_1, . . . , a_k) = [k].

V dal~neæxem my budem ispol~zovat~ znak “?”, qtoby oboznaqat~ nekotoryæ fflement, ne prinadleßawiæ {a_1, . . . , a_k}. Qtoby ubedit~sØ, qto postroennyæ operator zadaœt stØgiva¸wu¸ gomotopi¸, dostatoqno proverit~ sledu¸wie ravenstva:

⟨σ([k]), (dh + hd)[k]⟩ = 0, 1 ≠ σ ∈ Σ_k (A.7) ⟨[k], (dh + hd)[k]⟩ = 1, (A.8) i dlØ vsØkogo 1 ⩽ j ⩽ k ⟨i(σ([k − 1])) ∐ (?, k), (dh + hd)[k]⟩ = 0, σ ∈ Σ_{k−1}, (A.9) gde i : [k − 1] → [k] – edinstvennaØ strogo monotonnaØ funkciØ takaØ, qto j ∉ Im i.

(DlØ drugih obrazu¸wih ravenstvo ⟨−, (dh + hd)[k]⟩ = 0 vypolneno trivial~no, poskol~ku tol~ko obrazu¸wie pereqislennyh vyxe trœh tipov mogut poØvitsØ v rezul~tate primeneniØ dh ili hd k [k].)

Naqnœm s dokazatel~stva pervogo ravenstva. Tak kak fflement σ([k]) moßet poØvlØt~- sØ v dh[k] tol~ko kak d_{k+1}(σ([k]) ∐ (?, k + 1)), legko videt~, qto

⟨σ([k]), dh[k]⟩ = (−1)^{k+1}(n − k)R_k sgn(σ)P_{ψ(σ)}. (A.10)

Qerez σ^′ oboznaqim taku¸ (k − 1)-perestanovku, qto σ([k]) = i(σ^′([k − 1])) ∐ (σ^{−1}(k), k), gde i : [k − 1] → [k] ØvlØetsØ, kak i ranee, strogo vozrasta¸weæ funkcieæ, kotoraØ ne prinimaet znaqeniØ σ^{−1}(k). My vidim, qto

⟨σ([k]), hd[k]⟩ = (−1)^{σ−1(k)}R_{k−1} sgn(σ^′)P_{ψ(σ}′_).

Tak kak σ ≠ id, ψ(σ) = ψ(σ^′). Legko takße proverit~, qto

sgn(σ) = (−1)^{k−σ−1(k)} sgn(σ^′).

Ob¨edinØØ ffti fakty, my poluqaem sootnoxenie

R_{k−1} = (n − k)R_k, dlØ k > 1 (A.11)

Vtoroæ sluqaæ otliqaetsØ ot pervogo tol~ko tem, qto dlØ σ = id my imeem ψ(σ) =

ψ(σ^′)+1, tak qto, ispol~zuØ sootnoxenie (A.11) my poluqaem sledu¸wu¸ zavisimost~

meßdu kofffficientami R_∗ i P_∗:

R_{k−1}(P_k − P_{k−1}) = (−1)^k, dlØ k > 1. (A.12)

Dokazatel~stvo poslednego sluqaØ nemnogo sloßnee. Ne ograniqivaØ obwnosti, my moßem predpoloßit~, qto i(m) = m i j = k. Togda my poluqim ⟨σ([k − 1]) ∐ (?, k), dh[k]⟩ = ⟨σ([k − 1]) ∐ (?, k), (R_k k∑ i=1 (−1)^{i+1}d_i sgn({i})P_{ψ({i})}{i} ∐ (?, k))⟩ (A.13)

(My oboznaqaem σ([k − 1]) ∐ (k, i) qerez {i}.)

Legko proverit~, qto (−1)^{i+1} sgn({i}) = const = (−1)^{k+1} sgn(σ[k − 1]). Dannoe nabl¸- denie, vmeste s Lemmoæ A.1, pokazyvaet, qto vyraßenie (A.13) ravno

(−1)^{k+1} sgn(σ[k − 1])R_k( ψ(σ)+1 ∑ i=1 P_i + (k − ψ(σ) − 1)P_{ψ(σ)}). (A.14)

S drugoæ storony, my moßem videt~, qto ⟨σ([k − 1]) ∐ (?, k), hd[k]⟩ = ⟨σ([k − 1]) ∐ (?, k), (−1)^{k+1}hd_k[k]⟩ = (−1)^{k+1} sgn(σ[k − 1])R_{k−1}P_{ψ(σ)}.

(A.15)

Sledovatel~no, nam nußno, qtoby dlØ kofffficientov vypolnØlos~ sootnoxenie

R_k( ψ(σ)+1 ∑ i=1 P_i + (k − ψ(σ) − 1)P_{ψ(σ)}) + R_{k−1}P_{ψ(σ)} = 0. (A.16)

Ispol~zuØ sootnoxenie (A.11), dannoe sootnoxenie moßet byt~ perepisano sledu¸- wim obrazom:

P_{ψ(σ)+1} + ψ(σ)−1 ∑ i=1 P_i + (n − ψ(σ))P_{ψ(σ)} = 0 (A.17)

Teper~ my dolßny lix~ opredelit~ qislennye znaqeniØ kofffficientov R_k i P_k. My moßem poloßit~

P_0 = 0, (A.18)

P_1 = 1, (A.19) P_k = (k − n)P_{k−1} − k−2∑ i=1 P_i, (A.20) i R_0 = 1 n , (A.21)

R_1 = − 1 n , (A.22)

R_k = 1 n − k R_{k−1} dlØ k > 1. (A.23)

SootnoxeniØ (A.11), (A.17) legko poluqa¸tsØ iz opredeleniæ. Qtoby proverit~ (A.12), dostatoqno zametit~, qto P_k − P_{k−1} = (k − n)(P_{k−1} − P_{k−2}) i provesti oqevidnu¸ indukci¸ po k, qto zakanqivaet dokazatel~stvo PredloßeniØ A.2.

Literatura

1. S. Bloch, Higher regulators, algebraic K-theory, and zeta functions of elliptic curves. Lecture Notes, Univ. of California, Irvine, Calif., 1978.

2. K. Brown, Cohomology of groups. Springer-Verlag New York, Heidelberg, Berlin, 1982. 3. Yu. P. Nesterenko and A. A. Suslin, Homology of the full linear group over a local ring and Milnor’s K-theory.

Math. USSR Izvestija 34, No. 1 (1990), 121–145.

4. C. H. Sah, Homology of classical Lie groups made descrete III. Jour. Pure and Applied Algebra. 56 (1989), 269–312.

5. A. A. Suslin, K3 of a field and the Bloch group. Proc. Steklov Inst. Math. No. 3 (1991), 217–239. 6. S. Yagunov, Geometrically originated complexes and the homology of the pair (GLn, GMn). Ph. D. Thesis, Northwestern University, (1997).