POMI PREPRINT – 7/1998

ZAMETKI O DZETA–FUNKCII

IHARA–SEL^BERGA

A. M. Nikitin

RossiæskaØ AkademiØ Nauk Matematiqeskiæ institut im.V. A. Steklova

191011, Sankt-Peterburg, nab.r. Fontanki, 27 ˚nvar~ 1998 g.

E-mail: nikit@pdmi.ras.ru

Dan obzor nedavnih rezul~tatov Bassa i Haximoto, svØzannyh s obobweniØmi teorii Ihara–Sel~berga dlØ sluqaØ proizvol~nyh koneqnyh svØznyh grafov s metkami. Rassmotreny nekotorye priloßeniØ k kombinatorike grafov s metkami, a takße k simvoliqeskoæ dinamike. Oqerqen krug teoretiko–qislovyh analogiæ dlØ L–funkciæ grafov s metkami v ramkah rassmatrivaemyh obobweniæ. BibliografiØ–93 nazv.

Kl¸qevye slova: L–funkciØ grafa s metkami, formula sleda Sel~berga, L–funkciØ tipa Artina dlØ grafa.

* Avtor vyraßaet svo¸ blagodarnost~ Rossiæskomu Fondu Fundamental~nyh Issledovaniæ za finansovu¸ podderßku v hode vypolneniØ dannoæ raboty ( RFFI grant 95 − 01 − 01613).

SODERȷANIE

VVEDENIE.

GLAVA I. OsnovaniØ Teorii Sel~berga dlØ Grafov. 1.1.GeometriØ DeæstviØ Svobodnoæ Gruppy na Dereve. 1.2.Spektral~nyæ Analiz Operatora Smeßnosti na RegulØrnom Dereve. 1.3.Formula Sleda Sel~berga dlØ RegulØrnogo Grafa i Dzeta-FunkciØ Ihara. 1.4.Analogi Formul Faktorizacii Venkova-Zografa. 1.5.Podhod k Formule Sleda qerez Dzeta-Funkci¸ Ihara.

GLAVA II. AbstraktnaØ Dzeta FunkciØ dlØ Grafov i SvØzi s Simvoliqeskoæ Dinamikoæ.

2.1.Sledy i Determinanty.

2.2.Abstraktnye Operatory Gekke dlØ Grafov.

2.3.Dzeta FunkciØ dlØ Ravnomernoæ Drevesnoæ Rexetki:Opredelenie i Svoæstva. 2.4.�kvivariantnaØ VersiØ Dzeta-Funkcii. 2.5.SvØzi s Simvoliqeskoæ Dinamikoæ.

GLAVA III. Analogi meßdu Dzeta-Funkcii Grafov i Teoretiko-Qislovymi Dzeta- FunkciØmi.

3.1.Svoæstvo Funktorial~nosti.

3.2.Dzeta-Funkcii Koneqnyh Grafov: Al~ternativnyæ Podhod. 3.3.Formula Kratnosti (1 − u)(1 − u)(1 − u) dlØ L–Funkcii. 3.4.Formula Vyqeta dlØ Dzeta-Funkcii i Sloßnost~ Grafa. 3.5.L–FunkciØ Tipa Artina dlØ Koneqnogo Grafa. ZAKLıQITEL^NYE ZAMEQANI˚. SPISOK LITERATURY.

VVEDENIE

Glavnoæ cel~¸ fftih obzornyh zametok ØvlØetsØ opisanie nekotoryh nedavnih dostißeniæ v teorii Sel~berga, ime¸wih priloßeniØ k teorii grafov, kombinatorike i dinamiqeskim sistemam. Osnovnym principom teorii Sel~berga (sm. [Sel][Sel][Sel]) ØvlØetsØ sil~naØ vzaimosvØz~ meßdu geometriqeskim spektrom lokal~no simmetriqeskogo prostranstva M, t.e., spektrom primitivnyh zamknutyh geodeziqeskih v M, i spektrom, v smysle teorii operatorov, avtomorfnogo (ili tvistovannogo) Laplasiana, deæstvu¸wego na nekotorom gil~bertovom prostranstve seqeniæ unitarnogo ploskogo rassloeniØ nad M. Formula sleda Sel~berga (sm.[Sel][Sel][Sel]), kotoraØ vyraßaet fftu vzaimosvØz~ v matematiqeskih terminah, ØvlØetsØ mownym sredstvom v razliqnyh oblastØh matematiki i teoretiqeskoæ fiziki, takih, kak teoriØ avtomorfnyh funkciæ, teoriØ predstavleniæ, kvantovaØ teoriØ polØ, i t.d.

Zameqatel~no, teoriØ Sel~berga imeet svoæ grafiqeskiæ analog, i ffto moßet rassmatrivt~sØ, kak central~naØ tema fftih obzornyh zametok. �to oznaqaet, qto vzaimosvØz~ meßdu spektrom lokal~no-simmetriqeskogo prostranstva i spektrom avtomorfnogo Laplasiana suwestvuet ne tol~ko dlØ ”obyqnyh” lokal~no-simmetriqeskih prostranstv (takih, kak kompaktnye rimanovy poverhnosti postoØnnoæ otricatel~noæ krivizny), no takße i dlØ koneqnyh grafov.

Analog dzeta-funkcii Sel~berga dlØ diskretnyh grupp, deæstvu¸wih svobodno na regulØrnom dereve Br¸a-Titsa, associirovannym s P GL(2, Q_p) (gde Q_p–ffto pole p– adiqeskih qisel) s koneqnym faktorom, a imenno – dzeta-funkciØ Ihara (sm.[I − 1][I − 1][I − 1],

[I − 2]

[I − 2])– imeet meromorfnoe prodolßenie na vs¸ kompleksnu¸ ploskost~ i analiti-

qeski vyraßaetsØ qerez determinant nekotorogo avtomorfnogo kombinatornogo Laplasiana.

Osnovnymi ingredientami podhoda Ihara ØvlØ¸tsØ kombinatorika diskretnyh grupp, deæstvu¸wih svobodno na regulØrnyh derev~Øh, soedinennaØ s tehnikoæ teorii predstavleniæ dlØ P GL(2, Q_p) s ispol~zovaniem metodov [GGP S][GGP S][GGP S]. Pozdnee, v rabote [A][A][A], formula racional~nosti dlØ dzeta-funkcii Ihara byla vyvedena qisto kombinatornym sposobom: determinantnoe predstavlenie dlØ dzeta-funkcii Ihara bylo naædeno, kak sledstvie formuly sleda Sel~berga dlØ regulØrnyh grafov, predloßennoæ v [A][A][A]. Okonqatel~no, nedavnie obobweniØ (sm.[B − 3][B − 3][B − 3],[H − 2][H − 2][H − 2]) dzeta-funkcii Ihara byli dany v rabotah [B − 3][B − 3][B − 3] i [H − 2][H − 2][H − 2] dlØ sluqaØ proizvol~nyh koneqnyh grafov i ravnomernyh drevesnyh rexetok; my dadim obzor fftih rezul~tatov i ih svØzeæ s simvoliqeskoæ dinamikoæ i kombinatorikoæ v Glavah II i III.

�ti ”Zametki” organizovany sledu¸wim obrazom.

Glava I soderßit neobhodimyæ geometriqeskiæ i analitiqeskiæ vvodnyæ material v teori¸ Sel~berga dlØ grafov. My Øvno opisyvaem geometri¸ deæstviØ svobodnoæ gruppy na derev~Øh (sm.[Ser − 2][Ser − 2][Ser − 2]) i daem kratkoe izloßenie sferiqeskogo analiza operatora smeßnosti na regulØrnom dereve (sm.[Su − 2][Su − 2][Su − 2], a takße [Su − 1][Su − 1][Su − 1]). Ispol~zuØ ffti fakty, orbital~nye integraly v pravoæ qasti formuly sleda Sel~berga mogut byt~ podsqitany Øvno. �ta versiØ formuly sleda Sel~berga dlØ regulØrnyh derev~ev (sm.[A][A][A], a takße [AS][AS][AS]) moßet byt~ ispol~zovana, qtoby vyrazit~ dzeta-funkci¸ Ihara (analog dzeta-funkcii Sel~berga dlØ regulØrnyh grafov) qerez funkcional~- nyæ determinant. My obsußdaem princip funktorial~nosti dlØ dzeta-funkcii Ihara (analog formuly faktorizacii Venkova-Zografa) i podhod k formule sleda qerez dzeta-funkci¸ Ihara (sm.[N − 1][N − 1][N − 1], [N − 2][N − 2][N − 2]).

Glava II soderßit rezul~taty Bassa (sm.[B − 3][B − 3][B − 3]) i Haximoto (sm.[H − 2][H − 2][H − 2]), svØzannye s dzeta-funkcieæ Ihara dlØ drevesnyh rexetok, i ih priloßeniØ dlØ grafov. My sleduem Bassu (sm.[B − 3][B − 3][B − 3]) v opisanii formalizma, neobhodimogo v konstrukcii dzeta-funkcii Ihara-Sel~berga dlØ drevesnyh rexetkok, daem, vsled za [B − 3][B − 3][B − 3], vyvod formuly racional~nosti dlØ takih dzeta–funkciæ, i opisyvaem svØz~ ffkvivariantnoæ versii dzeta–funkcii s nekotoroæ estestvennoæ simvoliqeskoæ dinamikoæ, associirovannoæ s koneqnym grafom (sm.[N − 3][N − 3][N − 3]).

V Glave III my opisyvaem rezul~taty Haximoto (sm.[H − 2][H − 2][H − 2], [H − 3][H − 3][H − 3], [H − 4][H − 4][H − 4], a takße [HH][HH][HH]), svØzannye s analogiØmi meßdu dzeta–funkciØmi koneqnyh grafov i teoretiko-qislovymi dzeta–funkciØmi. My obsußdaem svoæstvo funktorial~nosti dlØ koneqnyh grafov (sm.[H − 3][H − 3][H − 3]) i daem vyvod formuly kratnosti dlØ L-funkcii dlØ koneqnyh grafov, sleduØ [H − 3][H − 3][H − 3]. My privodim kratkoe izloßenie vyvoda formuly vyqeta, kotoraØ svØzyvaet dzeta-funkci¸ koneqnogo regulØrnogo grafa s ego sloßnost~¸ (t.e., s qislom maksimal~nyh derev~ev v takom grafe), i daem obzor svoæstv L-funkcii tipa Artina dlØ koneqnogo grafa, sleduØ [H − 4][H − 4][H − 4].

V ”Zakl¸qitel~nyh ZameqaniØh” otmeqeny kak nekotorye vozmoßnye napravleniØ dal~neæxego priloßeniØ metodov, opisannyh v Glavah I, II, i III, tak i podhodØwaØ literatura.

Osnovnye OboznaqeniØ:

C–pole kompleksnyh qisel, R–pole vewestvennyh qisel,

Q_p–pole p–adiqeskih qisel (gde p–prostoe qislo),

Q–pole racional~nyh qisel,

F_p–koneqnoe pole iz p fflementov,

Z–kol~co celyh qisel, N–natural~nye qisla.

Konec dokazatel~stva oboznaqaetsØ znakom ♣.

Blagodarnosti.

Avtor hotel by vyrazit~ svo¸ blagodarnost~ professoram H. Bassu, K. Haximoto, R. Fillipsu i A. Terras za prislannye ottiski svoih stateæ, a takße professoru L. O. Qehovu– za ottiski svoih stateæ i cennye konsul~tacii.

Avtor priznatelen professoram A. B. Venkovu i P. P. Kulixu za poleznye diskussii.

GLAVA I. OSNOVANI˚ TEORII SEL^BERGA DL˚ GRAFOV.

1.1. GeometriØ DeæstviØ Svobodnoæ Gruppy na RegulØrnom Dereve. �tot Podrazdel vvodnyæ. Cel~ Podrazdela 1.1 – dat~ nekotorye rezul~taty v geometrii deæstviØ grupp na derev~Øh i nekotorye drugie rezul~taty grafiqeskoæ geometrii (sm.[Ser − 2] [Ser − 2] [Ser − 2], [HH][HH][HH], [H − 2][H − 2][H − 2], [B − 3][B − 3][B − 3]), neobhodimye dlØ posledu¸wego obsu-

ßdeniØ.

Preßde vsego, my napomnim ponØtie grafa. Opredelenie 1.1.1 (sm.[H − 2][H − 2][H − 2]).

Kak graf X, my ponimaem troæku (V X, EX, ς), sostoØwu¸ iz dvuh mnoßestv V X, EX, q~i fflementy nazyva¸tsØ verxinami i rebrami grafa X, sootvetstvenno, i otobraßeniØ incidentnosti: ς : EX−→V X×V X EX∋ς(y) = (o(y), t(y)), o(y), t(y) ∈ V X Verxina o(y) (sootvetstvenno, t(y)) nazyvaetsØ naqalom (sootvetstvenno,koncom) rebra y ∈ EX.

Graf X takße snabßen invol¸cieæ ı_X : EX−→EX ı_X : y−→y^{−1} (y≠y^{−1}), udovletvorØ¸weæ uslovi¸

o(y^{−1}) = t(y), t(y^{−1}) = o(y).

Dve verxiny v, v^′ nazyva¸tsØ soedinennymi, esli suwestvuet rebro y ∈ EX, takoe, qto ς(y) = (v, v^′ ). �ti verxiny nazyva¸tsØ kraØmi rebra y ∈ EX.

Esli dlØ nekotorogo y ∈ EX vypolneno sootnoxenie ς(y) = (v, v), to ffto rebro nazyvaetsØ petleæ; govorØt, qto X imeet kratnoe rebro, esli suwestvuet semeæstvo

S ∈ EX, ime¸wee bolee, qem odin fflement, i para v, v^′ ∈ V X, takaØ, qto ς(y) = (v, v^′ ),

dlØ l¸bogo y ∈ S.

Graf X nazyvaetsØ kombinatornym, esli X ne imeet petel~ i kratnyh reber. Zameqanie. V topologiqeskom smysle, graf X moßet rassmatrivat~sØ, kak odnomer-

nyæ CW -kompleks.

Napomnim nekotorye fakty, svØzannye s putØmi i ciklami v grafe X. Opredelenie 1.1.2 (sm.[H − 2][H − 2][H − 2]).

My govorim, qto posledovatel~nost~ reber C = (y_1, ..., y_n) opredelØet put~ dliny n ∈ N, esli t(y_i) = o(y_{i+1}), dlØ l¸bogo 1≤i≤n.

My skaßem, qto fftot put~ C = (y_1, ..., y_n) reducirovan (ili ne imeet vozvraweniæ), esli y_i≠y_{i+1}, dlØ l¸bogo 1≤i≤n.

Opredelenie 1.1.3 (sm.[H − 2][H − 2][H − 2]).

My govorim, qto put~ C = (y_1, ...y_n) zamknut, esli t(y_n) = o(y_1). My govorim, qto zamknutyæ reducirovannyæ put~ C = (y_1, ..., y_n) sut~ cikliqeskiæ, esli, libo n = 1, libo y_1 ≠ y^{−1}_n . �kvivalentno, my govorim, qto zamknutyæ reducirovannyæ put~ C sut~ cikliqeskiæ, esli i tol~ko esli, C i C∘C = C^2 oba reducirovannye puti.

DlØ l¸bogo n ∈ N opredelim dva mnoßestva:

Ξ_n(Y ) = (C : C = zamknutyæ reducirovannyæ put~; dlina(C) = n),

Ξ^{cycl}_n (Y ) = (C : C ∈ Ξ_n(Y ) : C = cikliqeskiæ)

S l¸bym zamknutym reducirovannym putem C ∈ Ξ_n my associiruem edinstvennyæ cikliqeskiæ put~ C^⋆ ∈ Ξ^{cycl}_{n−2k}(Y ), poluqennyæ iskl¸qeniem reber (y_1, y_n), (y_2, y_{n−1}), ...., (y_k, y_{n−2k}), gde y^{−1}_i = y_{n−i+1},(1≤i≤k) i y_{k+1}≠y^{−1}_{n−k}. �tot perehod ill¸striruetsØ Risunkom 1 (sm.[H − 2][H − 2][H − 2]). Risunok 1.

Esli C ∈ Ξ^{cycl}_n (Y ) cikliqeskiæ, togda dlØ l¸bogo k(1≤k≤n − 1), zamknutyæ put~ σ^k(C) = (y_{k+1}, y_{k+2}, ..., y_n, ...y_k) takße cikliqeskiæ.

Deæstvie cikliqeskoæ gruppy porØdka n na Ξ^{cycl}_n (Y ) ØvlØetsØ horoxo opredelennym, i orbity fftogo deæstviØ nazyva¸tsØ ciklami v Y dliny n ∈ N.

Mnoßestvo ciklov v Y dliny n ∈ N oboznaqaetsØ qerez Cycl_n(Y ). Esli C ∈ Ξ^{cycl}_n (Y ), togda obraz C otnositel~no deæstviØ cikliqeskoæ gruppy porØdka n oboznaqaetsØ qerez [C] ∈ Cycl_n(Y ).

Opredelenie 1.1.4 (sm.[H − 2][H − 2][H − 2]). My govorim, qto cikliqeskiæ put~ C ∈ Ξ^{cycl}_n (Y ), ili

cikl [C] ∈ Cycl_n(Y ), primitiven, esli i tol~ko esli on ne imeet vid C = D^m s m ≥ 1, dlØ nekotorogo cikliqeskogo puti D ∈ Ξ^{cycl}_r (Y ), r/m.

Mnoßestvo vseh primitivnyh cikliqeskih puteæ v Y dliny n ∈ N oboznaqaetsØ qerez Ξ^{cycl,prim} n (Y ). Netrudno videt~, qto my imeem razloßenie: Ξ^{cycl}_n = ⋃ d/n (Ξ^{cycl,prim} d )^{n/d} (ob¨edinenie diz¨¸nktnoe).

Napomnim ponØtie pervoæ fundamental~noæ gruppy grafa. DlØ grafa X s otmeqennoæ bazisnoæ toqkoæ v_0 ∈ V X pervaØ fundamental~naØ gruppa π_1(X, v_0) X s otmeqennoæ toqkoæ v_0 ∈ V X opredelena, kak gruppa klassov gomotopii < C > zamknutyh puteæ C v X, takih, qto o(C) = t(C) = v_0, i umnoßenie v π_1(X, v_0) inducirovano kompozicieæ puteæ.

PervaØ fundamental~naØ gruppa π_1(X, v_0) deæstvuet na nakryva¸wem dereve ~X svobodno (sm.[Ser − 2] [Ser − 2] [Ser − 2]). �to oznaqaet, qto

(1) gruppa Γ≡π_1(X, v_0) deæstvuet na nakryva¸wem dereve bez inversiæ, t.e., Γ·y≠Γ·y^{−1}, dlØ vseh y ∈ EX, (2) stabilizator l¸boæ v ∈ V X v gruppe Γ sostoit tol~ko iz ediniqnogo fflementa dlØ vseh verxin X: Γ_v≡{γ ∈ Γ : γv = v} = {id}, dlØ l¸boæ v ∈ V X.

Iz Risunka 1 Øsno, qto l¸boæ zamknutyæ put~ C grafa X opredelØet cikl [C^⋆] reducirovannogo puti C^⋆, gomotopnogo C. Po konstrukcii fundamental~noæ gruppy

π_1(X, v_0), otobraßenie < C > −→[C^⋆] induciruet estestvennu¸ biekci¸:

(soprØßennye klassy v π_1(X, v_0) ≃ (cikly v X).

Esli mnoßestvo primitivnyh soprØßennyh klassov Γ≡π_1(X, v_0) oboznaqit~ qerez

Θ_Γ, togda legko videt~, qto

Θ_Γ≃ (primitivnye cikly v Y )

(1-1 sootvetstvie) i Π_Γ(d)≃P rim_Y (d), d ∈ N, (1-1 sootvetstvie) gde Π_Γ(d) = ((P ) ∈ Θ_Γ : degP = d), i

P rim_Y (d) = (primitivnye cikly v Y dliny d) , d ∈ N

(sm.[H − 2]

[H − 2] [H − 2], dlØ podrobnosteæ).

Teper~ my v sostoØnii opredelit~ rang grafa X (sm.[B − 3][B − 3][B − 3]). OrientaciØ X est~, po opredeleni¸, podmnoßestvo E^+X v X, takoe, qto EX≡E^+X ∐¯ E^+X. Togda ots¸da

sleduet, qto |EX| = 2|E^+X|. Esli my poloßim C^+_1 ≡C^{(E+X)}, togda vypolnena sledu¸- waØ toqnaØ posledovatel~nost~:

0−→H_1(X, C)−→C^+_1^{∂0−∂1}−→ C_0−→H_0(X, C)−→0.

Qisla Betti, pripisyvaemye grafu X, opredeleny po obyqnoæ procedure:

h_j (X)≡dim_CH_j (X, C) est~ j^{th} qislo Betti,

i dlØ ffælerovoæ harakteristiki X my imeem χ(X)≡h_0(X) − h_1(X) = |V X| − 1 2 |EX|. Rang X opredelen posredstvom formuly: rank(X)≡h_1(X) = h_0(X) − χ(X). Legko videt~, qto h_0(X) ravno qislu svØznyh komponent X. Sledovatel~no, esli X est~ svØznyæ graf, togda rank(X) = 1 − χ(X) = rang svobodnoæ gruppy π_1(X) = dim_CH_1(X, C)

(gde my opuskaem zavisimost~ π_1(X) ot bazisnoæ toqki, (sm.[H − 2][H − 2][H − 2])). Po opredeleni¸, formula dlØ ranga X (ili, dlØ ranga sootvetstvu¸weæ pervoæ fundamental~noæ gruppy X) moßet byt~ perepisana sledu¸wim obrazom: rank(X) = ♯GEX − ♯V X + 1, gde ♯GEX oboznaqaet qislo geometriqeskih reber v X. DlØ svØznogo (q + 1)– regulØrnogo grafa X, qislo geometriqeskih reber v X moßet byt~ podsqitano sledu¸wim obrazom: 1 2 ♯EX = ♯GEX = (q + 1) 2 ♯V X, i rang svobodnoæ gruppy π_1(X) raven r = q − 1 2 ♯V X + 1. Pust~ ~X est~ nakryva¸wee derevo X, snabßennoe svobodnym deæstviem svobodnoæ gruppy Γ≡π_1(X), takim, qto faktor fftogo deæstviØ kanoniqeski izomorfen X. Nam neobhodimo bolee detal~noe opisanie deæstviØ Γ na ~X.

Opredelenie 1.1.5. (sm.[Ser − 2][Ser − 2][Ser − 2]). Geodeziqeskim v dereve^~X nazyvaetsØ put~ bez voz-

vraweniæ.

Teorema 1.1.1. (sm.[Ser − 2][Ser − 2][Ser − 2]). Pust~ v, v^′ ∈ V^~X est~ dve verxiny dereva^~X. Togda su-

westvuet edinstvennyæ geodeziqeskiæ put~ P iz v v v^′ , i fftot put~ in~ektiven.

Dokazatel~stvo. My sleduem dokazatel~stvu, dannomu v [Ser − 2][Ser − 2][Ser − 2].

Suwestvovanie geodeziqeskogo puti meßdu l¸boæ paroæ verxin dereva ~X sleduet iz svØznosti dereva ~X.

In¨ektivnost~. Pust~ P = {v_0, v_1, ..., v_n} est~ geodeziqeskiæ put~ iz v_0≡v v v_n≡v^′ . Dostatoqno pokazat~, qto verxiny v_0, v_1, ..., v_n vse otliqny drug ot druga (esli my prepolagaem, qto n>0). Put~ P opredelen posledovatel~nost~¸ reber (y_1, ...y_n). Esli verxiny ne ØvlØ¸tsØ otliqnymi drug ot druga, togda pust~ j − i est~ naimen~xee qislo, takoe, qto v_i = v_j . Togda (y_i, ..., y_j ) est~ cikl, qto protivoreqit predpoloßeni¸ dlØ ~X byt~ derevom.

Edinstvennost~. My moßem predpolagat~, qto v≠v^′ , poskol~ku v sluqae v = v^′ geodeziqeskiæ put~ dliny >0, buduqi in¨ektivnym, opredelØet cikl (qto protivoreqit predpoloßeni¸ dlØ ~X byt~ derevom). Pust~ (y_1, ...y_n) i (y^′_1, ..., y^′_m) est~ dva geodeziqeskih puti iz v v v^′ . Togda my imeem y_n = y^′_m, poskol~ku v inom sluqae my moßem obrazovat~ geodeziqeskiæ put~ nenulevoæ dliny (y_1, ..., y_n, y^{′ −1}_m , ..., y^{′ −1}_1 ) iz v v v. Indukcieæ po dline geodeziqeskogo puti ots¸da sleduet, qto geodeziqeskie puti

(y_1, ..., y_{n−1}) i (y_1, ..., y_{m−1}), ime¸wie odinakovye koncy, sovpada¸t drug s drugom. ♣

Nakryva¸wee derevo ~X snabßeno metrikoæ, opredelennoæ qerez funkci¸ rassto- ØniØ d(·, ·), sledu¸wim obrazom. My govorim, qto dlina geodeziqeskogo puti iz v v

v^′ (prinima¸waØ znaqeniØ v N∪{0}) nazyvaetsØ (geodeziqeskim) rasstoØniem meßdu

dvumØ verxinami v, v^′ dereva ~X. RasstoØnie meßdu v i v^′ budet oboznaqat~sØ qerez

d(v, v^′ ). Oqevidno, qto d(v, v^′ ) = 0, esli i tol~ko esli v = v^′ , i d(v, v^′ ) = 1, esli i

tol~ko esli verxiny v, v^′ ØvlØ¸tsØ kraØmi nekotorogo rebra v dereve ~X.

Pust~ q est~ celoe qislo, q≥2.

Opredelenie 1.1.6. Derevo^~X nazyvaetsØ (q + 1)–regulØrnym, esli i tol~ko esli ka-

ßdaØ verxina v ∈ V ~X soedinena s q + 1 verxinami ~X.

Zameqanie. Nakryva¸wee derevo dlØ koneqnogo (q + 1)–regulØrnogo grafa est~ (q + 1)–

regulØrnoe derevo.

Derevo Br¸a-Titsa, associirovannoe s gruppoæ P GL(2, Q_q) (gde Q_q est~ pole q– adiqeskih qisel, q–prostoe qislo) daet primer (q + 1)–regulØrnogo dereva. My otsylaem qitatelØ k [Ser − 2] [Ser − 2] [Ser − 2], [BT ][BT ][BT ] dlØ bolee detal~nogo izuqeniØ fftoæ temy.

Opredelenie 1.1.7, (sm.[Ser − 2][Ser − 2][Ser − 2]). Pust~^~X est~ beskoneqnoe derevo, i pust~ γ est~

avtomorfizm ~X, deæstvu¸wiæ bez inversiæ. My govorim,qto γ giperboliqeskiæ togda i tol~ko togda, kogda γ deæstvuet bez nepodvißnyh verxin.

Pust~ X est~ koneqnyæ svØznyæ graf. Pust~ Γ≡π_1(X) est~ gruppa, deæstvu¸waØ svobodno na nakryva¸wem dereve ~X. Iz OpredeleniØ 1.1.7 Øsno, qto Γ ffto giperboliqeskaØ gruppa izometriæ ~X.

Giperboliqeskie avtomorfizmy dereva ~X harakterizu¸tsØ sledu¸weæ teoremoæ. Teorema 1.1.2 (Tits, sm.[Ser − 2][Ser − 2][Ser − 2]). Pust~ γ est~ giperboliqeskiæ avtomorfizm dereva

~X. Poloßim: degγ≡Min_{v∈V ~X} d(v, γv), P^{(γ)}_∞ ≡{v ∈ V ~X: d(v, γv) = degγ} Togda

(1) P^{(γ)}∞ –ffto mnoßestvo verxin nekotorogo beskoneqnogo puti v ~X. (2) γ induciruet na P^{(γ)}∞ sdvig na rasstoØnie degγ.

(3) L¸boe podderevo, kotoroe invariantno otnositel~no deæstviØ γ, soderßit P^{(γ)}∞ . (4) Esli rasstoØnie meßdu verxinoæ v^′ dereva ~X i P^{(γ)}∞ ravno d (gde d ∈ N∪{0}), togda d(v^′ , γv^′ ) = degγ + 2d (sm. Risunok 2).

Risunok 2.

Dokazatel~stvo. My posleduem dokazatel~stvu, opisannomu v [Ser − 2][Ser − 2][Ser − 2].

Pust~ v, v^′ – ffto dve verxiny v dereve ~X, i pust~ P (v, v^′ )–ffto kratqaæxiæ put~ iz v v v^′ . Oboznaqim degγ = m ∈ N, dlØ kratkosti. Predpoloßim, qto v ∈ P^{(γ)}∞ , i pust~ v_0≡v, v_1, ..., v_m≡γv est~ verxiny puti P ≡P (v, γv). Puti P i γ·P , buduqi rassmotrennymi vmeste, obrazu¸t put~ bez vozvraweniæ v dereve ~X. V drugom sluqae my mogli by imet~, qto v_{m−1} = γv_1, qto nevozmoßno pri m = 1, poskol~ku γ deæstvuet bez inversiæ, i nevozmoßno pri m≥2, poskol~ku v fftom sluqae rasstoØnie d(v_1, γv_1) budet ravno m − 2<m. PovtorØØ ffto rassmotrenie, my poluqaem nemedlenno,qto puti

γ^nP (n ∈ Z) obrazu¸t beskoneqnyæ put~ P^{(v)}_∞ , kotoryæ invarianten otnositel~no γ

(sm. Risunok 3). Risunok 3.

Predyduwee diskussiØ pokazyvaet, qto γ deæstvuet, kak sdvig na rasstoØnie m na beskoneqnom puti P^{(v)}∞ .

Teper~ pust~ v^′ est~ nekotoraØ verxina dereva ~X, kotoraØ nahoditsØ na rassto- Ønii d ot P^{(v)}∞ , i pust~ v^{′′} ∈ V ~X est~ nekotoraØ verxina v P^{(v)}∞ , kotoraØ ØvlØetsØ blißaæxim sosedom verxiny v^′, leßaweæ na fftom puti. Togda put~, sostavlennyæ iz geodeziqeskih puteæ P (v^′, v^{′′} ),P (v^{′′} , γv^{′′} ), P (γv^{′′} , γv^′ ne imeet vozvraweniæ. Ots¸da sleduet, qto

d(v^′ , v^{′′} ) = d + m + d = m + 2d.

V qastnosti, ravenstvo d(v^′ , γv^′ ) = m budet vozmoßno togda i tol~ko togda, kogda

d = 0. Ots¸da sleduet, qto P^{(γ)}∞ = P^{(v)}∞ , qto dokazyvaet (1),(2) i (4). S drugoæ storony,

esli podderevo ~X^′ v ~X invariantno otnositel~no deæstviØ γ, to dlØ l¸boæ verxiny

v^′ ∈ V ~X^′ geodeziqeskiæ put~ P (v^′ , γv^′ ) prinadleßit ~X^′ , kak celoe.To ße verno i dlØ P (v^′ , γv^′ ) (gde my ispol~zuem te ße oboznaqeniØ,qto i vyxe). Sledovatel~no, put~

P^{(γ)}∞ prinadleßit ~X^′ , kak celoe, poskol~ku on sostoit iz obrazov geodeziqeskih puteæ P (v^{′′} , γv^{′′} ). ♣ Zameqanie. Obratnoe utverßdenie takße verno: l¸boæ avtomorfizm dereva, deæ-

stvu¸wiæ, kak netrivial~nyæ sdvig na nekotorom beskoneqnom puti, est~ giperboliqeskiæ avtomorfizm. Sleduet zametit~, qto gruppa < γ >, poroßdennaØ giperboliqeskim avtomorfizmom γ, deæstvuet na dereve ~X svobodno, i faktorgraf < γ >\X soderßit edinstvennyæ cikl < γ >\P^{(γ)}∞ , i stepen~ fftogo cikla (ego dlina) ravna degγ.

Pust~ Γ≡π_1(X) deæstvuet svobodno na ~X s koneqnym faktorom X. Pust~ γ ∈ Γ est~ nekotoryæ fflement Γ, otliqnyæ ot ediniqnogo fflementa. Togda, kak sledstvie

Aut ~X–invariantnosti funkcii rasstoØniØ d(·, ·), vypolneno sledu¸wee svoæstvo: degγ = degαγα^{−1} = deg{γ}_Γ, dlØ vseh α, γ ∈ Γ, γ≠{id}, t.e. deg–ffto funkciØ klassov. Vypolneny sledu¸wie svoæ- stva deg: (1) degγ^m = m·degγ, m ∈ N, (2) degγ^{−1} = degγ, poskol~ku deæstvie γ^{−1}– ffto sdvig na P^{(γ)}∞ v napravlenii, protivopoloßnom napravleni¸ deæstviØ γ.

�ti fakty o geometrii svobodnogo gruppovogo deæstviØ na dereve budut polezny dlØ posledu¸weæ diskussii o formule sleda Sel~berga dlØ regulØrnogo dereva, a takße i dlØ bolee obweæ diskussii ob L-funkciØh koneqnyh svØznyh grafov s metkami.

1.2. Spektral~nyæ Analiz Operatora Smeßnosti na RegulØrnom Dereve.

V Podrazdele 1.2 my sobrali nekotorye osnovnye fakty ob operatore smeßnosti na regulØrnom dereve, neobhodimye dlØ dal~neæxego opisaniØ. My opredelØem algebru Gekke operatorov usredneniØ dlØ beskoneqnogo lokal~no–koneqnogo dereva (sm.[B − 3]

[B − 3] [B − 3], [C − 1]

[C − 1] [C − 1], [C − 2]

[C − 2] [C − 2], [Ser − 2] [Ser − 2] [Ser − 2], [A][A][A]) i izuqaem svoæstva takoæ algebry v sluqae

regulØrnogo dereva.

Opredelenie 1.2.1 (sm.[Ser − 2][Ser − 2][Ser − 2]).

Sootvetstviem Θ na mnoßestve V X nazyvaetsØ l¸boæ ffndomorfizm svobodnogo Z– modulØ s bazoæ V X.

Qtoby zadat~ Θ, dostatoqno ukazat~ ego znaqeniØ na fflementah v ∈ V X:

Θ(v) = ∑ v^′ ∈V X n_{vv}′ v^′ gde n_{vv}′ ∈ Z, i tol~ko koneqnoe qislo n_{vv}′ (s dannoæ v ∈ V X) ne ravny nul¸.

Na urovne sootvetstviæ moßno opredelit~ semeæstvo operatorov: { δ_m }_∞ m=0 s pomow~¸ formul:

δ_m = ∑ (y1,...y_m)_{red},∂0y1=v ∂_1y_m,

gde summirovanie v pravoæ qasti beretsØ po vsem reducirovannym putØm dliny m≥0 s naqal~noæ toqkoæ v ∈ V X. Otmetim, qto δ_0 = I (ediniqnyæ operator). My opredelØem operatory: Q(v) = q(v)v gde d(v) = q(v) + 1–ffto stepen~ dereva X pri verxine v ∈ V X. Sledu¸wie svoæstva umnoßeniØ mogut byt~ legko vyvedeny iz opredeleniæ { δ_m } i Q:

δ^2 = δ_2 + Q + I, δδ_m = δ_{m+1} + Qδ_{m−1}, (m≥2), (1.2.1)

gde δ≡δ_1.

Zameqanie, sm.[B − 3][B − 3][B − 3].

Kak otmeqeno v [B − 3][B − 3][B − 3], pravila umnoßeniØ dlØ { δ_m } mogut byt~ zakodirovany v odnom toßdestve: △(u) (_∞ ∑ m=0 δ_mu^m ) = (1 − u^2)I, (1.2.2) gde △(u) = I − δu + Qu^2 sut~ funkcional~nyæ Laplasian (u–ffto formal~naØ peremennaØ).

Esli X –ffto (q + 1)-regulØrnoe derevo, to ffti pravila umnoßeniØ suwestvenno uprowa¸tsØ:

δ^2 = δ_2 + q + I, δδ_m = δ_{m+1} + qδ_{m−1}, (m≥2), (1.2.3)

i formula (1.2.2) moßet byt~ perepisana, kak ∞∑ m=0 δ_mu^m =

(1 − u^2)I I − δu + qu^2 (1.2.4)

Opredelenie 1.2.2.

Algebra nad polem C, poroßdennaØ operatorami { δ_m } , nazyvaetsØ algebroæ Gekke nad V X, ili prosto, algebroæ Gekke, i oboznaqaetsØ H(V X, C).

Po opredeleni¸, l¸boæ fflement K ∈ H(V X, C) moßet byt~ zapisan tak: K = ∞∑ m=0 k(m)δ_m, dlØ nekotoroæ posledovatel~nosti kompleksnyh qisel { k(m) }_∞ m=0 . Pust~ V est~ nekotoryæ koneqnomernyæ C–modul~, togda my opredelØem modul~ funkcionalov s kompaktnym nositelem: H_X (V ) = Hom(V X, V ). Deæstvie algebry Gekke H(V X, C) na H_X (V ) opredeleno po dual~nosti. Imenno, my imeem:

(δ_mf)(v) = ∑ v^′ ∈V X,d(v,v^′ )=m f(v^′ ), dlØ l¸bogo neotricatel~nogo celogo m≥0, l¸bogo f ∈ H_X (V ). DlØ proizvol~nogo fflementa K ∈ H(V X, C) deæstvie opredeleno po lineænosti posredstvom vyxeukazannyh formul.

Rassmotrim strukturu algebry Gekke v sluqae regulØrnogo dereva. Teorema 1.2.1.

Esli X regulØrnoe derevo, to algebra Gekke H(V X, C) kommutativna, i suwestvuet izomorfizm meßdu H(V X, C) i polinomial~noæ algebroæ C[δ] formal~noæ peremennoæ δ nad polem C.

Dokazatel~stvo.

Iz rekurrentnyh pravil umnoßeniØ operatorov { δ_m } sleduet, qto δ_m = P_m(δ), gde

P_m(λ) est~ polinom stepeni m. �to zaverxaet dokazatel~stvo Teoremy 1.2.1. ♣

Zameqanie. Otmetim, qto, esli derevo X ne ØvlØetsØ regulØrnym, to iz pravil

umnoßeniØ operatorov { δ_m } sleduet, qto algebra Gekke H(V X, C) ne ØvlØetsØ kommutativnoæ.

Pust~ X est~ regulØrnoe derevo. Togda, esli V est~ nekotoryæ koneqnomernyæ C-modul~ ranga r, to my imeem izomorfizm: H_X (V )≡H_X (C)⊕...⊕H_X (C), i ffto razloßenie invariantno otnositel~no deæstviØ operatorov iz H(V X, C).

Ots¸da sleduet, qto dostatoqno izuqit~ deæstvie H(V X, C) tol~ko na H_X (C). Opredelim vnutrennee proizvedenie na H_X (C) sledu¸wim obrazom:

(f_1, f_2)≡ ∑ v∈V X f_1(v)f̄_2(v),

gde massa l¸boæ verxiny sqitaetsØ ravnoæ edinice. RØd v pravoæ qasti shoditsØ, poskol~ku f_1, f_2 ∈ H_X (C) ØvlØ¸tsØ funkciØmi s kompaktnym nositelem. Rassmotrim gil~bertovo prostranstvo L^2_X (C) otnositel~no fftogo vnutrennego proizvedeniØ. Poskol~ku matrica operatora δ v estestvennom bazise, svØzannym s V X, sostoit iz nuleæ i edinic i simmetriqna, to operator δ imeet tol~ko vewestvennyæ spektr. V stat~e [Su − 2] [Su − 2] [Su − 2] strogo dokazano, qto spektr operatora δ, deæstvu¸wego v L^2_X (C), od-

nolistno pokryvaet interval [−2√q, 2√q], i my otsylaem qitatelØ k stat~e [Su − 2][Su − 2][Su − 2] za dal~neæximi detalØmi.

Zameqanie.. Nekotorye aspekty integral~noæ geometrii na dereve osveweny v rabote [BT CP ] [BT CP ], a v rabote [BF P ][BF P ][BF P ] Øvno opisano obratnoe preobrazovanie Radona na (regulØrnyh) derev~Øh.

My budem traktovat~ spektr δ s toqki zreniØ ”formal~nyh voln na dereve”. S fftoæ toqki zreniØ ”sobstvennye funkcii nepreryvnogo spektra” operatora δ mogut byt~ zapisany sledu¸wim obrazom: (sm.[F P ][F P ][F P ]): Φ(v, s) = c(s)q^{−sd(v,v0)} + c(1 − s)q^{(s−1)d(v,v0)}, gde (1) c(s) = 1 q + 1 q^{1−s} − q^{s−1} q^{−s} − q^{s−1} , s ∈ C, (2) v_0 ∈ V X est~ bazisnaØ toqka dereva X.

Moßno videt~, qto vypolneno sledu¸wee ravenstvo: δΦ(v, s) = √ q(q^{s− 12} + q^{12 −s})Φ(v, s), (1.2.5)

dlØ l¸boæ v ∈ V X, s ∈ C. Zameqanie.

Sledovatel~no, my vidim, qto ”sobstvennye funkcii nepreryvnogo spektra” Φ(v, s) igra¸t tu ße rol~ dlØ regulØrnogo dereva X, qto i ”sobstvennye funkcii nepreryvnogo spektra” y^s dlØ verhneæ poluploskosti Puankare.

Budet polezno perepisat~ predyduwu¸ formulu tak: δΦ(v, s) = √ q(z + z^{−1})Φ(v, s) (1.2.6,)

gde z = q^{s− 1}2 ∈ C. Operatory { δ_m } ØvlØ¸tsØ simmetriqnymi operatorami v L^2_X (C),

poskol~ku oni svØzany s δ posredstvom uravneniØ: δ_m = P_m(δ), (m≥1) i P_m(λ) est~ polinom s vewestvennymi kofffficientami. Sledu¸waØ ocenka norm deæstviØ opera-

torov { δ_m } v L^2_X (C) oqevidna: ||δ_m||≤(q + 1)q^{m−1} m≥1, m ∈ Z.

V dal~neæxem izloßenii my budem oboznaqat~ qerez H(V X, C) algebru operatorov H(V X, C) ∋ K =^{∞∑}_{m=0} k(m)δm, esli vypolneno uslovie na posledovatel~nost~ kompleksnyh qisel { k(m) }_∞ m=0 : ∞∑ m=1 |k(m)|(q + 1)q^{m−1}<∞. (1.2.7)

Zameqanie. Otmetim, qto ocenka dlØ norm deæstviØ operatorov { δ_m }_∞ m=1 takße vypolnena i dlØ L_∞(V X, V ), gde V –ffto koneqnomernyæ C–modul~. V l¸bom sluqae, uslovie (1.2.7) oznaqaet, qto my rassmatrivaem tol~ko ograniqennye operatory v L^2_X (V ) (ili v L_∞(V X, V )).

Poskol~ku algebra Gekke H(V X, C) kommutativna v sluqae regulØrnogo dereva, to l¸boæ fflement K ∈ H(V X, C) est~ polinom (voobwe govorØ, beskoneqnoæ stepeni) ot odnogo generatora, a imenno, ot operatora δ: K = ∞∑ m=0 k(m)δ_m = Λ_k(δ),

gde Λ_k(λ) est~ polinom (voobwe govorØ, beskoneqnoæ stepeni) ot peremennoæ λ. Kak obsußdalos~ vyxe, budet udobno zapisat~: λ = √ q(z + z^{−1}), (1.2.8)

i opredelit~ qetnyæ rØd Lorana:

ĥ(z) = ∑ n∈Z h(n)z^n = Λ_k(λ), (1.2.9)

gde sootnoxenie meßdu λ i z dano posredstvom (1.2.8). Otmetim, qto vypolneno sledu¸wee svoæstvo:

h(n) = h(−n), dlØ l¸bogo n ∈ Z.

Lineænoe preobrazovanie { k(m) }_∞ m=0 −→ĥ(z), opredelennoe vyxe, nazyvaetsØ prØmym preobrazovaniem Sel~berga.

Lineænoe preobrazovanie ĥ(z)−→ { k(m) }_∞ m=0 nazyvaetsØ obratnym preobrazovaniem Sel~berga.

PreobrazovaniØ Sel~berga mogut byt~ opisany Øvno.

Teorema 1.2.2,(sm. [A][A][A]).

Pust~ { k(m) }_∞ m=0 est~ C–znaqnaØ posledovatel~nost~, udovletvorØ¸waØ sledu¸wemu uslovi¸:_∞ ∑ m=1 |k(m)|(q + 1)q^{m−1}<∞. (1.2.10) Togda prØmoe preobrazovanie Sel~berga opisyvaetsØ posredstvom formul: h(n) = q^{|n|/2} { k(|n|) + (q − 1) ∞∑ j=1 q^{j−1}k(|n| + 2j) } , (1.2.11)

dlØ n ∈ Z, ĥ(z) = ∑ n∈Z h(n)z^n, Λ_k(λ) = ĥ(z), (1.2.12)

gde sootnoxenie meßdu λ i z dano posredstvom (1.2.8).

Pust~ { h(n) } n∈Z est~ qetnaØ C–znaqnaØ posledovatel~nost~, udovletvorØ¸waØ uslovi¸: ∑ n∈Z |h(n)|q^{|n|/2}<∞ (1.2.13) Togda obratnoe preobrazovanie Sel~berga opisyvaetsØ posredstvom formul: h(n) = 1 2πı ∮ |z|=1 ĥ(z)z^{−n} dz z , (1.2.14)

dlØ n ∈ Z, k(|n|) = q^{−|n|/2} { h(|n|) − (q − 1) ∞∑ j=1 q^{−j} h(|n| + 2j) } , (1.2.15)

dlØ n ∈ Z.

Nabrosok Dokazatel~stva.

Shodimost~ rØdov v formulah (1.2.11) i (1.2.15) obespeqivaetsØ usloviØmi (1.2.10) i (1.2.13) dlØ posledovatel~nosteæ { k(m) }_∞ m=0 i { h(n) } n∈Z , sootvetstvenno. Poskol~ku algebra Gekke H(V X, C) kommutativna (v sluqae regulØrnogo dereva), to ”sobstvennaØ funkciØ nepreryvnogo spektra” Φ(v, s) operatora δ≡δ_1 ØvlØetsØ obweæ sobstvennoæ funkcieæ vseh operatorov iz H(V X, C), t.e.:

KΦ(v, s) = ĥ(z)Φ(v, s) (1.2.16)

gde z = q^{s− 1}2 , dlØ l¸boæ v ∈ V X, i K = ∞∑ m=0 k(m)δ_m ∈ H(V X, C)

Ots¸da sleduet, qto:

K = Λ_k(δ), (1.2.17)

gde (1.2.17) oznaqaet ravenstvo v operatornom smysle. ˚sno, qto my imeem:

Λ_k(δ) = ∞∑ m=0 k(m)P_m(δ), gde P_m(λ)–ffto nekotorye polinomy stepeni m≥0. Rassmotrim proizvodØwu¸ funkci¸ dlØ P_m(λ):_∞ ∑ m=0 δ_mu^m = ∞∑ m=0 P_m(δ)u^m =

(1 − u^2)I I − δu + qu^2 My imeem Øvnu¸ formulu dlØ polinomov P_m(λ): ∞∑ m=0 P_m(δ)u^m = (1 − u^2) ∞∑ l=0 (δu − qu^2)^l (1.2.18)

Poskol~ku preobrazovanie Sel~berga lineæno, to my moßem proverit~ (1.2.11) na fflementah δ_m ∈ H(V X, C).

�lementarnoe kombinatornoe vyqislenie, kotoroe ispol~zuet (1.2.18) i formulu δ^m(z) = q^{m/2} m∑ k=0 C^k_mz^{m−2k} (1.2.19)

(kotoraØ est~ sledstvie (1.2.6)), pokazyvaet, qto

P_m(δ) = ∑ |k|≤m h_m(k)z^k i (1) esli m qetno, togda h_m(2l + 1) = 0

h_m(2l) = q^{m/2}, dlØ m = 2|l|

h_m(2l) = q^{m/2} q − 1 q , dlØ m≥2|l| (2) esli m neqetno, togda h_m(2l) = 0

h_m(2l + 1) = q^{m/2}, dlØ m = |2l + 1|

h_m(2l + 1) = q^{m/2} q − 1 q , dlØ m≥|2l + 1|. (˚sno,qto h_m(k) = 0, dlØ |k|>m).

�to dokazyvaet (1.2.11),kotoraØ ØvlØetsØ formuloæ prØmogo preobrazovaniØ Sel~- berga.

Formula obratnogo preobrazovaniØ Sel~berga (1.2.15) ØvlØetsØ formal~nym sledstviem (1.2.11). Ee moßno proverit~, esli my podstavim (1.2.11) v pravu¸ qast~ (1.2.15).(�to ostaetsØ qitatel¸ v kaqestve upraßneniØ).

Formula (1.2.14) est~ sledstvie Teoremy Vyqetov. �to zaverxaet dokazatel~stvo Teoremy 1.2.2. ♣

1.3. Formula Sleda Sel~berga dlØ RegulØrnogo Grafa i Dzeta-FunkciØ Ihara.

V Podrazdele 1.3 my daem vyvod formuly sleda Sel~berga dlØ koneqnogo regulØrnogo grafa (sm.[A][A][A]), kotoraØ moßet rassmatrivat~sØ, kak graf–teoretiqeskiæ analog sootvetsvu¸weæ formuly sleda Sel~berga dlØ rimanovyh poverhnosteæ (sm.[Hl][Hl][Hl]).

Pust~ X est~ (q + 1)–regulØrnoe derevo i Γ est~ giperboliqeskaØ gruppa avtomorfizmov X s koneqnym faktorgrafom Y = Γ\X. Pust~ ρ : Γ−→U(V_ρ) est~ unitarnoe koneqnomernoe predstavlenie Γ i V_ρ est~ prostranstvo predstavleniØ ρ, snabßennoe ffrmitovoæ metrikoæ <, >_{Vρ} . Opredelim ponØtie (Γ, ρ)–avtomorfnyh funkciæ (ili

(Γ, ρ)–avtomorfnyh 0–kocepeæ) na X.

Opredelenie 1.3.1. V vyxeprivedennyh oboznaqeniØh (Γ, ρ)–avtomorfnoæ funkcieæ

(ili (Γ, ρ)–avtomorfnoæ 0–kocep~¸) na X nazyvaetsØ otobraßenie: f : V X−→V_ρ, udovletvorØ¸wee uslovi¸: f(γv) = ρ(γ)f(v), dlØ l¸bogo γ ∈ Γ, l¸boæ v ∈ V X.

Oqevidno, qto znaqeniØ (Γ, ρ)–avtomorfnoæ funkcii na V X polnost~¸ opredeleny ee znaqeniØmi na V Y . Ots¸da sleduet, qto dim_CH_ρ(V X) = ♯(V Y )·dim_CV_ρ<∞, gde H_ρ(V X) oboznaqaet lineænoe prostranstvo (nad polem C), sostoØwee iz (Γ, ρ)– avtomorfnyh funkciæ na X. �to prostranstvo ØvlØetsØ koneqnomernym gil~bertovym prostranstvom, snabßennym vnutrennim proizvedeniem, opredelennym po formule: (f, g)≡ ∑ v∈V Y < f(v), g(v) >_{Vρ} dlØ l¸byh f, g ∈ H_ρ(V X).

Operator δ(Γ, ρ) (sußenie operatora δ na H_ρ(V X)) est~ samosoprØßennyæ operator otnositel~no fftogo vnutrennego proizvedeniØ. (�tot fakt ØvlØetsØ odnim iz utverßdeniæ stat~i [A][A][A], i ego dokazatel~stvo ostavlØetsØ qitatel¸, kak upraßnenie). Iz trivial~noæ ocenki |δ|_2≤q + 1, my moßem videt~, qto sobstvennye znaqeniØ operatora δ(Γ, ρ)≡δ|_{Hρ(V X)}, kotorye budut oboznaqat~sØ qerez λ_j (Γ, ρ)(1≤j≤dim_CH_ρ(V X)), ØvlØ¸tsØ vewestvennymi qislami i udovletvorØ¸t ocenke: |λ_j (Γ, ρ)|≤q + 1 dlØ l¸byh j, 1≤j≤dim_CH_ρ(V X).

Zameqanie. Iz Podrazdela 1.2 sleduet, qto δm = Pm(δ), i polinom Pm(λ) imeet ve-

westvennye kofffficienty. Sledovatel~no, vse operatory δ_m(Γ, ρ)≡δ_m|_{Hρ(V X)} ØvlØ¸tsØ samosoprØßennymi operatorami H_ρ(V X) otnositel~no vnutrennego proizvedeniØ (·, ·) (dlØ m≥1).

Rassmotrim AutX–invariantnyæ operator K ∈ H(V X, C): K = ∞∑ m=0 k(m)δ_m, (1.3.1)

s usloviem:^∞ ∑ m=0 |k(m)|(q + 1)q^{m−1}<∞. Togda deæstvie operatora K v banahovom prostranstve L_∞(V X, V_ρ) opredeleno korrektno. Integral~nyæ opertor (1.3.1) imeet Ødro k(d(v, v^′ )(gde d(v, v^′ ) est~ AutX– invariantnoe geodeziqeskoe rasstoØnie meßdu v, v^′ ∈ V X).

Rassmotrim sußenie deæstviØ integral~nogo operatora K na prostranstvo H_ρ(V X): K(Γ, ρ)≡K|_{Hρ(V X)}. My dolßny naæti Ødro operatora K(Γ, ρ). Qtoby sdelat~ ffto, rassmotrim deæstvie operatora K na proizvol~nu¸ funkci¸ f ∈ H_ρ(V X): (Kf)(v) = ∑ v^′ ∈V X k(d(v, v^′ ))f(v^′ ) = ∑ v∈Γ\V X { ∑ γ∈Γ ρ(γ)k(d(v, γv^′ )) } f(v^′ )

Sledovatel~no, operator K(Γ, ρ) imeet Ødro: k(Γ, ρ; v, v^′ ) = ∑ γ∈Γ ρ(γ)k(d(v, γv^′ )) (1.3.2)

dlØ l¸byh v, v^′ ∈ V X.

Poskol~ku deæstvie operatorov { δ_m }_∞ m=0 kommutiruet s deæstviem gruppy Γ na

prostranstve L_∞(V X, V_ρ), to sußenie deæstviØ operatorov { δ_m }_∞ m=0 na prostranstvo

(Γ, ρ)–avtomorfnyh funkciæ H_ρ(V X) opredeleno korrektno, pofftomu pravila umno-

ßeniØ (1.2.3) i formuly preobrazovaniØ Sel~berga (1.2.11), (1.2.12), (1.2.14), (1.2.15) sohranØ¸t svo¸ spravedlivost~. Sledovatel~no, my moßem zapisat~: K(Γ, ρ) = ∞∑ m=0 k(m)δ_m(Γ, ρ) = Λ_k(δ(Γ, ρ)),

i sootnoxenie meßdu { k(m) }_∞ m=0 i Λ_k(λ) dano posredstvom formul preobrazovaniØ Sel~berga na regulØrnom dereve (1.2.11), (1.2.12), (1.2.14), (1.2.15).

Pust~ ĥ(z) est~ prØmoe preobrazovanie Sel~berga dlØ { k(m) }_∞ m=0 . Sobstvennye

znaqeniØ { λ_j (Γ, ρ) }_M j=1 operatora δ(Γ, ρ) parametrizu¸tsØ tak:

λ_j (Γ, ρ) = √ q(z_j (Γ, ρ) + z^{−1}_j (Γ, ρ)), (1.3.3)

s 1≤j≤M = dim_CH_ρ(V X). Ots¸da sleduet, qto spektral~nyæ sled operatora K(Γ, ρ) moßet byt~ podsqitan po formule: T rK(Γ, ρ) = M∑ j=1 ĥ(z_j (Γ, ρ)). (1.3.4)

Zameqanie. Formula (1.3.4) dlØ spektral~nogo sleda operatora K(Γ, ρ) moßet byt~

perepisana v vide: T rK(Γ, ρ) = 1 2 ∑ ĥ(z_j ), gde summirovanie v pravoæ qasti vedetsØ po vsem rexeniØm uravneniæ: λ_j (Γ, ρ) = √ q(z + z^{−1}) s 1≤j≤M. S drugoæ storony, moßno podsqitat~ sled K(Γ, ρ), kak integral ot sleda Ødra (1.3.2) ”po diagonali”: T rK(Γ, ρ) = ∑ v∈Γ\V X ∑ γ∈Γ T rρ(γ)k(d(v, γv). (1.3.5) Vyqislenie pravoæ qasti (1.3.5) moßet byt~ uproweno s pomow~¸ standartnyh metodov vyqisleniØ matriqnogo sleda v teorii Sel~berga. �to daet: T rK(Γ, ρ) = ♯(Γ\X)·dim_CV_ρ·k(0)+ ∑ {P }∈PΓ ∞∑ l=1 T rρ(P^l) ∑ v∈Γ_P \V X k(d(v, P^lv)), (1.3.6)

gde P_Γ oboznaqaet mnoßestvo vseh primitivnyh soprØßennyh klassov gruppy Γ, otliqnyh ot ediniqnogo, fflementy iz P_Γ budut oboznaqat~sØ qerez {P }, i Γ_P oboznaqaet centralizator fflementa P ∈ Γ v gruppe Γ.

Zameqanie. Napomnim, qto fflement γ≠id v gruppe Γ, ili klass soprØßennyh ffle-

mentov {γ}≠id, nazyvaetsØ primitivnym, esli γ poroßdaet svoæ centralizator Γ_γ (kotoryæ est~ svobodnaØ cikliqeskaØ gruppa) v gruppe Γ (sm.[I − 1][I − 1][I − 1]). Takße napomnim, qto centralizator opredelen sledu¸wim obrazom:

Γ_γ ≡ { ρ ∈ Γ : ργ = γρ } , dlØ γ ∈ Γ. Drugimi slovami, centralizator Γ_γ , (γ≠id) sostoit iz teh fflementov gruppy Γ, kotorye kommutiru¸t s γ.

L¸boæ fflement (sootvetstvenno, soprØßennyæ klass), otliqnyæ ot ediniqnogo {id} v Γ, est~ nekotoraØ poloßitel~naØ stepen~ nekotorogo odnoznaqno opredelennogo primitivnogo fflementa (sootvetstvenno, primitivnogo soprØßennogo klassa).

”Orbital~nye integraly” v pravoæ qasti (1.3.6) mogut byt~ vyqisleny qerez preobrazovanie Sel~berga (1.2.11), (1.2.8), (1.2.14), (1.2.15). Kombinatornoe vyqislenie (kotoroe ostavlØetsØ qitatel¸, kak upraßnenie) daet: ∑ v∈Γ_P \V X k(d(v, P^lv)) = degP q^{ldegP/2} h(l·degP ),

gde funkcii { k(m) }_∞ m=0 i { h(n) } n∈Z svØzany drug s drugom posredstvom (1.2.11).

(DlØ kratkosti oboznaqeniæ, my budem ispol~zovat~ oboznaqenie degP vmesto deg{P }, dlØ l¸bogo soprØßennogo klassa {P } ∈ P_Γ). Napomnim, qto q + 1 est~ stepen~ regulØrnosti l¸boæ verxiny dereva X( ili stepen~ regulØrnosti X).

Ispol~zovanie preobrazovaniæ Sel~berga (1.2.11), (1.2.12), (1.214), (1.2.15) daet:

k(0) = q ∮ |λ|=1 ĥ(λ) 1 − λ^2 q − λ^2 d^xλ,

gde funkciØ ĥ(z) est~ prØmoe preobrazovanie Sel~berga dlØ { k(m) }_∞ m=0 , i d^xλ–ffto normalizovannaØ mera na okrußnosti, opredelennaØ kak d^xλ = dϕ 2π , i dϕ–ffto obyqnaØ mera na okrußnosti. Kak rezul~tat vyxeprivedennyh vyqisleniæ, my poluqaem sledu¸wu¸ teoremu, sformulirovannu¸ niße. Teorema 1.3.1 (sm.[A][A][A]).

(1) Sobstvennye znaqeniØ operatora δ(Γ, ρ) ØvlØ¸tsØ vewestvennymi qislami, prinadleßawimi intervalu [−(q + 1), q + 1].

(2) DlØ l¸boæ posledovatel~nosti kompleksnyh qisel { h(n) } n∈Z , udovletvorØ¸wih uslovi¸ ∑ n∈Z |h(n)|q^{|n|/2}<∞, opredelim ee preobrazovanie Fur~e: ĥ(z) = ∑ n∈Z h(n)z^n. V fftih oboznaqeniØh spravedliva formula sleda Sel~berga dlØ regulØrnogo grafa: M∑ j=1 ĥ(z_j (Γ, ρ)) = ♯(Γ\V X)·dim_CV_ρ·q ∮ |λ|=1 ĥ(λ) 1 − λ^2 q − λ^2 d^xλ+ ∑ {P }∈PΓ ∞∑ l=1 T rρ(P^l)degP q^{ldegP/2} h(l·degP ), (1.3.7) gde M = ♯(Γ\V X)·dim_CV_ρ. V levoæ qasti (1.3.7) summirovanie vedetsØ po mnoßestvu { z_j (Γ, ρ) }_M j=1 , sootvet-

stvu¸wemu sobstvennym znaqeniØm { λ_j (Γ, ρ) }_M j=1 posredstvom (1.3.3), s uqetom kratnosteæ, i ♯(Γ\V X)–ffto ”massa” Γ\V X otnositel~no invariantnoæ mery na V X (i ”massa” l¸boæ verxiny predpolagaetsØ ravnoæ edinice).

V pravoæ qasti (1.3.7) integrirovanie vedetsØ po ediniqnoæ okrußnosti S^1≡{λ ∈ C : |λ| = 1}, i d^xλ est~ mera na fftoæ okrußnosti. Vnexnee summirovanie v pravoæ qasti beretsØ po vsem primtivnym soprØßennym klassam Γ, otliqnym ot ediniqnogo.

Teper~ my v sostoØnii opredelit~ i issledovat~ dzeta– i L–funkcii koneqnyh regulØrnyh grafov s pomow~¸ formuly sleda Sel~berga dlØ koneqnyh regulØrnyh grafov (1.3.7).

Dzeta– i L–funkcii koneqnyh svØznyh regulØrnyh grafov mogut rassmatrivat~- sØ, kak diskretnye analogi sootvetstvu¸wih dinamiqeskih L–funkciæ geodeziqeskih potokov na kompaktnyh rimanovyh poverhnostØh roda g≥2 postoØnnoæ otricatel~noæ krivizny, ravnoæ −1. My sobiraemsØ opredelit~ dzeta– i L–funkcii dlØ koneqnogo svØznogo regulØrnogo grafa i svØzat~ ffti funkcii so spektrami avtomorfnyh operatorov usredneniØ na takom grafe.

Pust~ Y = Γ\X est~ koneqnyæ svØznyæ graf, gde Γ est~ giperboliqeskaØ gruppa koneqnogo ranga, deæstvu¸waØ svobodno na (q + 1)–regulØrnom dereve X. Pust~

ρ : Γ−→U(V_ρ) est~ koneqnomernoe unitarnoe predstavlenie Γ. Togda L–funkciØ, svØ-

zannaØ s fftimi dannymi, opredelØetsØ posredstvom beskoneqnogo proizvedeniØ: L(Γ, u, ρ) = ∏ {P }∈PΓ det(I − ρ(P )u^{degP} )^{−1}, (1.3.8) kotoroe shoditsØ pri |u|<q^{−1}, u ∈ C (sm.[I − 1][I − 1][I − 1], [H − 2][H − 2][H − 2]).

Dzeta–funkciØ koneqnogo svØznogo regulØrnogo grafa Y = Γ\X opredelena posredstvom beskoneqnogo proizvedeniØ:

Z_Γ(u) = ∏ {P }∈PΓ (1 − u^{degP} )^{−1}, (1.3.9)

kotoroe shoditsØ pri |u|<q^{−1}, u ∈ C (sm.[I − 1][I − 1][I − 1], [H − 2][H − 2][H − 2]). Oqevidno, qto Z_Γ(u) = L(Γ, u, ρ), gde ρ = 1 est~ trivial~noe predstavlenie gruppy Γ.

Metod issledovaniØ L(Γ, u, ρ) osnovan na priloßenii formuly sleda Sel~berga (1.3.7). Imenno, rassmotrim logarifmiqesku¸ proizvodnu¸ ot L(Γ, u, ρ): d du L(Γ, u, ρ) = ∑ {P }∈PΓ degP ∞∑ l=1 T rρ(P^l)u^{l·degP −1}. (1.3.10) PravaØ qast~ (1.3.8) opisyvaet vklad giperboliqeskih fflementov v formulu sleda

(1.3.7) pri special~nom vybore funkciæ { h(n, u) } n∈Z , a imenno: (1) h(n, u) = q^{|n|/2}u^{|n|−1} dlØ |u|<q^{−1}, u ∈ C, n≠0 (2) h(0, u) = 0.

DlØ nabora funkciæ { h(n, u) } n∈Z , opredelennyh, kak vyxe, usloviØ Teoremy 1.3.1

udovletvorØ¸tsØ dlØ |u|<q^{−1}. Moßno legko sosqitat~ preobrazovanie Fur~e dlØ takih funkciæ: ĥ(z, u) = ∑ n∈Z h(n, u)z^n = d du log 1 1 − √ q(z + z^{−1})u + qu^2 . Vklad ediniqnogo fflementa gruppy Γ v formulu sleda Sel~berga (1.3.5) ra-

ven M·k(0, u), gde posledovatel~nost~ { k(m, u) }_∞ m=0 svØzana s posledovatel~nost~¸ { h(n, u) } n∈Z posredstvom preobrazovaniØ Sel~berga (1.2.11), (1.2.12), (1.2.14), (1.2.15).

�to daet sledu¸wiæ vklad ediniqnogo fflementa gruppy Γ: M·k(0, u) = M· q − 1 2 d du log(1 − u^2), gde M = ♯(Γ\V X)·dim_CV_ρ. Sledovatel~no, formula sleda Sel~berga (1.3.7) dlØ fftih special~nyh funkciæ { h(n, u) } n∈Z imeet sledu¸wiæ vid: M∑ j=1 d du log 1 1 − √ q(z_j (Γ, ρ) + z^{−1}_j (Γ, ρ))u + qu^2 =

M q − 1 2 d du log(1 − u^2) + d du logL(Γ, u, ρ). (1.3.11) V levoæ qasti (1.3.11) summirovanie vedetsØ po mnoßestvu { z_j (Γ, ρ) }_M j=1 , kotoroe svØ-

zano s sobstvennymi znaqeniØmi { λ_j (Γ, ρ) }_M j=1 qerez (1.3.3). IntegriruØ po peremen-

noæ u ∈ C, |u|<q^{−1} i ispol~zuØ L(Γ, 0, ρ) = 1, my imeem sledu¸wu¸ formulu racional~nosti dlØ L–funkcii:

L(Γ, u, ρ) = (1 − u^2)^{−gρ} det(I − δ(Γ, ρ)u + qu^2)^{−1}, (1.3.12)

dlØ |u|<q^{−1}, u ∈ C (i g_ρ =^{q−1}_2 M). Sledovatel~no, kak racional~naØ funkciØ peremennoæ u ∈ C, funkciØ L(Γ, u, ρ) imeet meromorfnoe prodolßenie na vs¸ kompleksnu¸ u–ploskost~, gde ona vyraßaetsØ qerez funkcional~nyæ determinant (1.3.12). Kak otmeqalos~ v Podrazdele 1.1, esli χ(Y ) oboznaqaet ffælerovu harakteristiku grafa Y , to my imeem

q + 1 2 ♯(V Y ) = −χ(Y ),

dlØ sluqaØ koneqnogo regulØrnogo grafa (i, v deæstvitel~nosti, ffto qislo budet ravno r − 1, gde r est~ rang giperboliqeskoæ gruppy Γ). Sledovatel~no, funkcional~nyæ determinant (1.3.12) moßet byt~ perepisan tak:

L(Γ, u, ρ) = (1 − u^2)^{χ(Y )·deg(ρ)}(I − δ(Γ, ρ)u + qu^2)^{−1}, (1.3.13)

dlØ u ∈ C (i deg(ρ) oboznaqaet dim_CV_ρ).

Rassmotrim vyvod funkcional~nogo uravneniØ dlØ L(Γ, u, ρ). DlØ fftoæ celi perepixem (1.3.12) v sledu¸wem vide: L(Γ, u √ q , ρ) = ( 1 − u^2 q )_{−gρ} · ( u √ q )_{−M}

×det( √ q(u + u^{−1}) − δ(Γ, ρ))

Poskol~ku det(√q(u + u^{−1}) − δ(Γ, ρ)) ne izmenØetsØ posle podstanovki u→u^{−1}, togda iz analogiqnogo vyraßeniØ dlØ L(Γ,^{u−1}√_q , ρ) moßno naæti sledu¸wee funkcional~noe uravnenie dlØ L(Γ,^u√_q , ρ): L(Γ, u √ q , ρ) = u^{−(q+1)M} ( qu^2 − 1 q − u^2 )_{gρ} L(Γ, u^{−1} √ q , ρ), (1.3.14)

dlØ vseh u ∈ C. Sledovatel~no, my dokazali sledu¸wu¸ teoremu, sformulirovannu¸ niße.

Teorema 1.3.2 (sm.[A][A][A]).

L–funkciØ koneqnogo svØznogo (q + 1)–regulØrnogo grafa Y = Γ\X, opredelennaØ, kak beskoneqnoe proizvedenie (1.3.8), dlØ |u|<q^{−1}, imeet meromorfnoe prodolßenie na vs¸ kompleksnu¸ u–ploskost~, kak racional~naØ funkciØ (1.3.12)–(1.3.13) peremennoæ u ∈ C, i udovletvorØet funkcional~nomu uravneni¸ (1.3.14).

Sledstvie 1.3.1. Dzeta–funkciØ koneqnogo svØznogo q + 1–regulØrnogo grafa Y = Γ\X,

opredelennaØ, kak beskoneqnoe proizvedenie (1.3.9), dlØ |u|<q^{−1}, imeet meromorfnoe prodolßenie, kak racional~naØ funkciØ

Z_Γ(u) = (1 − u^2)^{−g}1·det(I − δ(Γ, 1)u + qu^2)^{−1}, (1.3.15)

na vs¸ kompleksnu¸ u–ploskost~ i udovletvorØet sledu¸wemu funkcional~nomu uravneni¸:

Z_Γ( u √ q ) = u^{(q+1)♯(Γ\V X)} ( qu^2 − 1 q − u^2 )_g1

Z_Γ( u^{−1} √ q ), (1.3.16)

dlØ vseh u ∈ C (i g_1 =^{q−1}_2 ♯(Γ\V X) = −χ(Y ) = 1 − r).

Zameqanie. Kak sleduet iz (1.3.16), suwestvuet koneqnyæ predel: 1 (1 − u)^r

·Z_Γ(u)|_{u=1}

(poskol~ku q + 1 vsegda est~ sobstvennoe znaqenie operatora δ(Γ, 1) s kratnost~¸ edinica).

Operator δ(Γ, 1) imeet prostu¸ geometriqesku¸ traktovku.

Imenno, pust~ V Y = { v_1, .., v_H } est~ mnoßestvo verxin grafa Y = Γ\X i H =

♯(V Y ). Togda H×H–matrica A_Γ operatora δ(Γ, 1) v bazise, svØzannom s mnoßestvom

verxin V Y est~ ne qto inoe, kak matrica incidentnosti grafa Y . Nekotorye svoæstva spektra fftoæ matricy opisyva¸tsØ s pomow~¸ sledu¸weæ teoremy, kotoraØ budet dana bez dokazatel~stva.

Teorema 1.3.3 (sm.[I − 1][I − 1][I − 1], [H − 2][H − 2][H − 2]).

Predpoloßim,qto Y est~ koneqnyæ svØznyæ regulØrnyæ (q+1)–valentnyæ graf. Togda (1) q + 1 prinadleßit k SpecA_Γ s kratnost~¸ edinica.

(2) Sverh togo, q + 1 est~ sobstvennoe znaqenie A_Γ s maksimal~noæ absol¸tnoæ veliqinoæ.

(3) −(q + 1) prinadleßit SpecA_Γ, esli i tol~ko esli Y est~ graf qetnogo tipa, t.e. V X = (V X)^{(0)}∪(V X)^{(1)}, gde (V X)^{(0)}∩(V X)^{(1)} = ⊘, i verxiny kak iz (V X)^{(0)} (tak i iz (V X)^{(1)}) ne soedineny rebrami s verxinami iz (V X)^{(0)} (tak i iz (V X)^{(1)}, sootv.).

Opredelim qislo μ_Γ≡max_j { |λ_j (Γ, 1)|<q + 1 } . Esli my oboznaqim qerez E_{ex} podprostranstvo v H_1(V X), poroßdennoe sobstvennymi funkciØmi δ(Γ, 1), sootvetstvu¸wimi sobstvennym znaqeniØm s absol¸tnoæ veliqinoæ, ravnoæ q + 1, to legko videt~, qto μ_Γ est~ ne qto inoe, kak spektral~nyæ radius operatora δ(Γ, 1) v ortogonal~nom dopolnenii prostranstva H_1(V X) k prostranstvu

E_{ex}. Znanie fftogo znaqeniØ dlØ konkretnyh tipov grafov predstavlØet bol~xoæ in-

teres dlØ teorii peredaqi informacii, poskol~ku diametry grafov (sm.[Chg − 1][Chg − 1][Chg − 1], [Chg − 2] [Chg − 2]) mogut byt~ oceneny v terminah μ_Γ.

Opredelenie 1.3.2.

Koneqnyæ svØznyæ (q + 1)–regulØrnyæ graf Y nazyvaetsØ grafom Ramanudßana, esli vypolnena sledu¸waØ ocenka: μ_Γ≤2 √ q Zameqanie. Esli Y est~ graf Ramanudßana, to vypolneno sledu¸wee uslovie:

|λ_j (Γ, 1)|<q + 1=⇒|z_j (Γ, 1)| = 1,

gde λ_j (Γ, 1) = √q(z_j (Γ, 1) + z^{−1}_j (Γ, 1))(1≤j≤H).

S toqki zreniØ minimizacii diametrov grafy Ramanudßana ØvlØ¸tsØ naibolee podhodØwimi, i ffto ob¨ØsnØet bogatoe priloßenie takih grafov v teorii peredaqi informacii.

Zameqanie. Ob interpretacii gipotez Ramanudßana, s toqki zreniØ teorii sferiqe-

skih funkciæ, sm. [Sa][Sa][Sa].

Pervye primery semeæstv grafov Ramanudßana voshodØt k stat~e [LP S][LP S][LP S] (sm.takße [Bn] [Bn], [L − 1]

[L − 1] [L − 1], [L − 2]

[L − 2] [L − 2]), gde metody teorii grafov byli soedineny s teoretiko–

qislovymi metodami. Niße my kratko obsudim priqinu poØvleniØ teoretiko– qislovyh metodov v konstrukcii grafov Ramanudßana (sm.[P r][P r][P r], a takße [Sk − 2][Sk − 2][Sk − 2]).

Rassmotrim l¸boæ koneqnyæ svØznyæ q + 1–regulØrnyæ graf Y . Opredelim sledu- ¸wie mnoßestva: W^{(r)}_{i,j} ≡ { sobstvennye puti v Y iz v_i v v_j dliny r } , dlØ 1≤i, j≤H. Poloßim a^{(r)}_{i,j} ≡♯W^{(r)}_{i,j} , dlØ 1≤i, j≤H, i r≥0, r ∈ Z. Opredelim semeæstvo matric posredstvom formuly:

A_Γ(r)≡ ( a^{(r)}_{i,j} )_H i,j=1 ˚sno, {A_Γ(r)}^∞_{r=0} ØvlØ¸tsØ simmetriqeskimi matricami iz M_H (Z), i

A_Γ(1) = A_Γ.

Iz rezul~tatov Podrazdela 1.2 sleduet, qto vypolneny sledu¸wie rekursivnye sootnoxeniØ dlØ {A_Γ(r)}^∞_{r=0}:

A_Γ(1)a_Γ(1) = A_Γ(2) + (q + 1)I,

A_Γ(r)A_Γ(r) = A_Γ(r + 1) + qA_Γ(r − 1),

dlØ r≥2. Moßno opredelit~, po rekursii, semeæstvo matric {B_Γ(r)}^∞_{r=−2}:

B_Γ(−2) = B_Γ(−1) = 0, B_Γ(0) = I, B_Γ(1) = A_Γ(1),

B_Γ(r)B_Γ(1) = B_Γ(r + 1) + q·B_Γ(r − 1), (1.3.17)

dlØ r≥−2, r ∈ Z. Togda vypolneno sledu¸wee sootnoxenie:

A_Γ(r) = B_Γ(r) − B_Γ(r − 2),

dlØ r≥0, r ∈ Z. Sootnoxenie (1.3.17)–ffto, v toqnosti, to sootnoxenie, kotoromu udovletvorØ¸t operatory Gekke T (q^r) (dlØ r≥0, r ∈ Z), deæstvu¸wie na prostranstve modulØrnyh form vesa 2, otnositel~no modulØrnoæ gruppy Γ_0(N), s trivial~nym harakterom, dlØ sluqaØ q, ne delØwego N (esli my predpolagaem, qto q est~ prostoe qislo). KonstrukciØ semeæstv grafov Ramanudßana, osnovannaØ na fftom sootnoxenii, byla dana v stat~e [P r][P r][P r]. V fftih ”Zametkah” my ne budem bolee detal~no obsußdat~ fftu konstrukci¸ i otsylaem qitatelØ k original~noæ stat~e [P r][P r][P r] (sm.takße obzornu¸ stat~¸ [V N][V N][V N]).

Zameqanie. S aspektami graf–teoretiqeskoæ interpretacii teoretiko–qislovyh

rezul~tatov, svØzannyh s asimptotiqeskim raspredeleniem sobstvennyh qisel operatora Gekke T_p, moßno oznakomit~sØ v nedavneæ rabote [Ser − 3][Ser − 3][Ser − 3].

V zakl¸qenie fftogo Podrazdela sleduet zametit~, qto takie algebro–geometriqe– skie i teoretiko–qislovye rezul~taty, kak sootvetstvie ȷake–Lenglendsa (sm. [JL][JL][JL]) i ocenka DelinØ dlØ kofffficientov Fur~e modulØrnyh form (sm. [D][D][D], a takße [K − 1][K − 1][K − 1]) byli ispol~zovany v konstrukcii Pizera dlØ postroeniØ semeæstv grafov Ramanudßana.

1.4. Analog Formul Faktorizacii Venkova–Zografa.

V Podrazdele 1.4 my vyvodim analog formul faktorizacii Venkova–Zografa dlØ L–funkcii koneqnogo svØznogo (q + 1)–regulØrnogo grafa. Metody vyvoda ves~ma shoßi s temi, qto budut ispol~zovany pozdnee dlØ vyvoda obwego svoæstva funktorial~- nosti dlØ L–funkcii obwego tipa v Podrazdele 3.1. Dzeta–funkciØ Z_Γ(u) moßet rassmatrivat~sØ, kak geometriqeskiæ analog klassiqeskoæ teoretiko–qislovoæ dzeta– funkcii. DlØ posledneæ vypolnena formula faktorizacii Artina–Takagi. Kak budet pokazano v fftom Podrazdele, formula faktorizacii vypolnØetsØ i dlØ dzeta– funkcii Z_Γ(u).

Preßde vsego, trebuetsØ zametit~, qto, esli ρ_1, ρ_2 est~ dva koneqnomernyh unitarnyh predstavleniØ gruppy Γ, to, po opredeleni¸ L–funkcii, my imeem:

L(Γ, u, ρ_1⊕ρ_2) = L(Γ, u, ρ_1)L(Γ, u, ρ_2), (1.4.1)

dlØ l¸bogo u ∈ C. Rassmotrim sledu¸wu¸ versi¸ principa funktorial~nosti. Pust~ ϕ : Γ−→G est~ s¸r¨ektivnyæ gomomorfizm gruppy Γ na koneqnu¸ gruppu G. Oboznaqim qerez Γ^′ ≡Kerϕ Ødro fftogo gomomorfizma. Gruppa Γ^′ ØvlØetsØ normal~noæ podgruppoæ v Γ s koneqnym indeksom (kak Ødro s¸r¨ektivnogo gomomorfizma); obe Γ, Γ^′ ØvlØ¸tsØ svobodnymi gruppami koneqnyh rangov. Pofftomu opredeleny dva koneqnyh regulØrnyh faktorgrafa: Y ≡Γ\X Y^′ ≡Γ^′ \X, i gruppa G moßet rassmatrivat~sØ, kak gruppa Galua estestvennogo nakryva¸wego otobraßeniØ: π : Y^′ −→Y, inducirovannogo otobraßeniem ϕ. Oboznaqim h≡♯(G). Oboznaqim qerez G^∧ mnoßestvo vseh neprivodimyh koneqnomernyh unitarnyh predstavleniæ gruppy G. Horoxo izvestno, qto ffto qislo koneqno i ravno qislu soprØßennyh klassov gruppy G.

Pust~ U^1 est~ predstavlenie gruppy Γ, inducirovannoe s odnomernogo trivial~- nogo predstavleniØ gruppy Γ^′ . Oboznaqim qerez W prostranstvo vseh C–znaqnyh

(Γ^′ , 1)–avtomorfnyh funkciæ na gruppe Γ, t.e. ψ ∈ W , esli i tol~ko esli vypolneno

sledu¸wee ravenstvo: ψ(γ_1γ) = ψ(γ), dlØ l¸byh γ_1 ∈ Γ^′ , l¸byh γ ∈ Γ. Lineænoe prostranstvo W imeet koneqnu¸ kompleksnu¸ razmernost~, ravnu¸ h, i moßet byt~ identificirovano s prostranstvom vseh kompleksnoznaqnyh funkciæ na gruppe G.

Predstavlenie U^1 realizovano na prostranstve W po formule:

(U^1ψ(γ))(α) = ψ(αγ), (1.4.2)

dlØ l¸boæ funkcii ψ ∈ W , l¸byh α, γ ∈ Γ.

U^1–ffto pravoe regulØrnoe predstavlenie gruppy G≡Γ^′ \Γ. Horoxo izvestno

(sm.[Ser − 1] [Ser − 1] [Ser − 1], [Kv][Kv][Kv]), qto l¸boe neprivodimoe predstavlenie koneqnoæ gruppy G so-

derßitsØ (s toqnost~¸ do ffkvivalentnosti) v regulØrnom predstavlenii U^1 s kratnost~¸, ravnoæ razmernosti fftogo neprivodimogo predstavleniØ. Sledovatel~no, my imeem sledu¸wee razloßenie U^1 na neprivodimye komponenty:

U^1 = ∑ ρ∈G^∧ ⊕^{dimρ}_1 ρ, (1.4.3)

gde dimρ oboznaqaet razmernost~ predstavleniØ ρ, i vnexnee summirovanie beretsØ po mnoßestvu G^∧. V qastnosti, my imeem sledu¸wu¸ formulu dlØ T rU^1(γ):

T rU^1(γ) = ∑ ρ∈G^∧ T rρ(γ)dim(ρ), (1.4.4) dlØ l¸byh γ ∈ Γ.

Rassmotrim kompleksnoznaqnu¸ posledovatel~nost~ { k(m) }_∞ m=0 , udovletvorØ¸- wu¸ sledu¸wemu uslovi¸:_∞ ∑ m=1 |k(m)|(q + 1)q^{m−1}<∞. (1.4.5) Zameqanie. Esli vypolneno uslovie (1.4.5), togda vypolneny usloviØ Teoremy 1.3.1

dlØ posledovatel~nosti { h(n) } n∈Z , gde poslednØØ est~ preobrazovanie Sel~berga dlØ { k(m) }_∞ m=0 . DlØ operatora K ∈ H(V X, C), opredelennogo posredstvom formuly: K = ∞∑ m=0 k(m)δ_m rassmotrim ego sußeniØ na koneqnomernye prostranstva H_1(V X, Γ^′ ),

H_U1(V X, Γ) (gde my otraßaem v oboznaqeniØh zavisimost~ ot gruppy, deæstvu¸weæ

na dereve X), i oboznaqim ffti sußeniØ qerez K(Γ^′ , 1), K(Γ, U^1),

sootvetstvenno. Deæstvie operatorov K(Γ^′ , 1), K(Γ, U^1) opredeleno posredstvom ih Øder:

k(Γ^′ , 1, v, v^′ ) = ∑ γ1∈Γ^′ k(d(v, γ_1v^′ )), (1.4.6)

dlØ v, v^′ ∈ Γ^′ \V X, i

k(Γ, U^1, v, v^′ ) = ∑ γ∈Γ U^1(γ)k(d(v, γv^′ )), (1.4.7)

dlØ v, v^′ ∈ Γ\V X, sootvetstvenno.

Teorema 1.4.1 (sm.[N − 2][N − 2][N − 2]).

V predpoloßeniØh, sdelannyh vyxe dlØ grupp Γ, Γ^′ i dlØ posledovatel~nosti { k(m) }_∞ m=0 , vypolnena sledu¸waØ formula sleda:

T rK(Γ^′ , 1) = T rK(Γ, U^1) (1.4.8)

Dokazatel~stvo.

Suwestvovanie sledov T rK(Γ^′ , 1), T rK(Γ, U^1 ) est~ sledstvie Teoremy 1.3.1 s vyxe-

pereqislennymi predpoloßeniØmi o posledovatel~nosti { k(m) }_∞ m=0 . DlØ matriq-

nogo sleda operatora K(Γ^′ , 1), kak integrala Ødra k(Γ^′ , 1, v, v^′ ) ”po diagonali”, my imeem:

T rK(Γ^′ , 1) = ∑ v∈Γ\V X ∑ γ1∈Γ^′ k(d(v, γ_1v)). Rassmotrim razbienie gruppy Γ, kak nesvØznoe ob¨edinenie pravyh klassov smeßnosti po Γ^′ : Γ = h⋃ j=1 Γ^′ α_j, α_j ∈ Γ^′ \Γ, α_1 = id.

DlØ fundamental~nyh oblasteæ Γ^′ \X, Γ\X vypolneno sledu¸wee sootnoxenie:

Γ^′ \X = h⋃ k=1 α_k(Γ\X), α_k ∈ Γ^′ \Γ≡G. V qastnosti, l¸baØ verxina v ∈ Γ^′ \V X imeet vid: v = αv^′ , dlØ nekotoryh α_k ∈ Γ^′ \Γ≡G, i v^′ ∈ Γ\V X (k = 1, .., h), i ffto predstavlnie edinstvenno. Ots¸da sleduet, qto T rK(Γ^′ , 1) moßet byt~ perepisan v sledu¸wem vide:

T rK(Γ^′ , 1) = ∑ v∈Γ\V X ∑ α_k ∈G ∑ γ1∈Γ^′ k(d(α_kv, γ_1α_kv)) = ∑ v∈Γ\V X ∑ α_k ∈G ∑ γ1∈Γ^′ k(d(v, α^{−1}_k γ_1α_kv)), gde v poslednem ravenstve uqtena formula k(d(α_kv, γ_kα_kv)) = k(d(v, α^{−1}_k γ_kα_kv)), (dlØ l¸byh α_k ∈ G, l¸byh v ∈ Γ\V X).

Zameqanie. TrebuetsØ zametit~, qto ispol~zovano svoæstvo AutX–invariantnosti

Ødra k(d(v, v^′ )).

Rassmotrim summu ∑ γ1∈Γ^′ k(d(v, α^{−1}_k γ_kα_kv)), dlØ nekotorogo α_k ∈ G. Poskol~ku Γ^′

ØvlØetsØ normal~noæ podgruppoæ koneqnogo indeksa v Γ,to α_kΓ^′ α_k = Γ^′ , dlØ l¸bogo α_k ∈ G. Sledovatel~no, my moßem rassmotret~ zamenu peremennoæ summirovaniØ:

γ̃_1 = α^{−1}_1 γ_1α_1,

dlØ α_k ∈ G. Esli γ_1 prinadleßit gruppe Γ^′ , to γ̃ takße prinadleßit gruppe Γ^′ . Ots¸da sleduet, qto my imeem: ∑ γ1∈Γ^′ k(d(v, α^{−1}_k γ_1α_kv)) = ∑ γ1∈Γ^′ k(d(v, γ_1v)), dlØ l¸bogo v ∈ Γ\V X, l¸bogo α_k ∈ G.

My imeem sledu¸wu¸ formulu dlØ T rK(Γ^′ , 1):

T rK(Γ^′ , 1) = ♯(G)· ∑ v∈Γ\V X ∑ γ1∈Γ1 k(d(v, γ_1v)). Teper~ my moßem ispol~zovat~ horoxo izvestnu¸ formulu iz teorii predstavleniæ koneqnyh grupp (sm.[Ser − 1][Ser − 1][Ser − 1], [Kv][Kv][Kv]): ♯(G)· ∑ ρ∈G^∧ T rρ(γ)dimρ = 1, esli γ ∈ Γ^′

♯(G)· ∑ ρ∈G^∧ T rρ(γ)dimρ = 0, esli γ ¯∈Γ^′ . Sledovatel~no, vypolneno sledu¸wee ravenstvo dlØ T rK(Γ^′ , 1) (sm.[V ][V ][V ]):

T rK(Γ^′ , 1) = ∑ v∈Γ\V X ∑ ρ∈G^∧ ∑ γ2∈Γ^′ \Γ T rρ(γ_2)·dimρ ∑ γ1∈Γ1 k(d(v, γ_1γ_2v)). Poskol~ku predstavleniØ ρ ∈ G^∧ trivial~ny na podgruppe Γ^′ , to, ispol~zuØ predyduwu¸ formulu dlØ T rK(Γ^′ , 1), my imeem:

T rK(Γ^′ , 1) = ∑ v∈Γ\V X ∑ γ∈Γ T rU^1(γ)k(d(v, γv)) = T rK(Γ, U^1). �to zaverxaet dokazatel~stvo Teoremy 1.4.1. ♣ Sledstvie 1.4.1. V privedennyh vyxe predpoloßeniØh dlØ grupp Γ, Γ^′ i dlØ posledova-

tel~nosti { k(m) }_∞ m=0 , vklad giperboliqeskih qlenov v formulu sleda Sel~berga (1.3.7) dlØ gruppy Γ s predstavleniem U^1 raven vkladu giperboliqeskih qlenov v formulu sleda Sel~berga (1.3.7) dlØ gruppy Γ^′ s predstavleniem 1.

Dokazatel~stvo.

Poskol~ku vypolneno sledu¸wee ravenstvo: ♯(Γ^′ \V X) = ♯(G)♯(Γ\V X), to ediniqnye fflementy grupp Γ, Γ^′ da¸t ravnye vklady v pravu¸ qast~ formuly sleda Sel~berga (1.3.7). Sledovatel~no, my imeem: ∑ v∈Γ^′ \V X ∑ γ1∈Γ^′ ,γ1≠id k(d(v, γ_1v)) = ∑ v∈Γ\V X ∑ γ∈Γ,γ≠id T rU^1(γ)k(d(v, γv)). (1.4.9) �to zaverxaet dokazatel~stvo SledstviØ 1.4.1. ♣ Zapixem ravenstvo (1.4.9) qerez preobrazovanie Sel~berga dlØ funkcii { k(m) }_∞ m=0 , ispol~zuØ rezul~taty Podrazdela 1.3: ∑ {P^′ }∈PΓ′ ∞∑ k=1 degP^′ · h(k·degP^′ ) q^{k·degP ′} =

∑ {P }∈PΓ ∞∑ k=1 degP · T rU^1(P^k)·h(k·degP ) q^{k·degP} . (1.4.10)

Formula faktorizacii est~ sledstvie (1.4.10), esli my ispol~zuem te ße metody, qto i v Podrazdele 1.3.

Vyqislenie logarifmiqeskih proizvodnyh nemedlenno daet: d du logL(Γ^′ , u, 1) = ∑ {P^′ }∈PΓ′ ∞∑ k=1 degP^′ ·u^{k·degP ′ −1}, (1.4.11)

d du logL(Γ, u, U^1) = ∑ {P }∈PΓ ∞∑ k=1 degP ·T rU^1(P^k)u^{k·degP −1}, (1.4.12)

dlØ |u|<q^{−1}, u ∈ C. Podstavim v (1.4.10) funkci¸ { h(n, u) } n∈Z , dannu¸, kak h(n, u) = q^{|n|/2}u^{|n|−1}, dlØ n≠0, h(0, u)≡0. �ta funkciØ { h(n, u) } n∈Z udovletvorØet usloviØm Teoremy 1.3.1: ∑ n∈Z |h(n, u)|q^{|n|/2}<∞, dlØ |u|<q^{−1}, u ∈ C

Ispol~zuØ ravenstva (1.4.10),(1.4.11),(1.4.12), my imeem ravenstvo: d du logL(Γ^′ , u, 1) = d du logL(Γ, u, U^1), (1.4.13)

dlØ |u|<q^{−1}, u ∈ C. Ots¸da, kak i v Podrazdele 1.3, sleduet, qto

L(Γ^′ , u, 1) = L(Γ, u, U^1), (1.4.14)

dlØ vseh u ∈ C.

Razloßim predstavlenie U^1 v prØmu¸ summu neprivodimyh predstavleniæ posredstvom (1.4.3). Togda, pol~zuØs~ svoæstvom (1.4.1), my imeem:

L(Γ, u, U^1) = ∏ ρ∈G^∧ L(Γ, u, ρ)^{dimρ} (1.4.15) Formula faktorizacii est~ sledstvie iz (1.4.14) i (1.4.15):

L(Γ^′ , u, 1) = ∏ ρ∈G^∧ L(Γ, u, ρ)^{dimρ}, (1.4.16) dlØ vseh u ∈ C. Sledovatel~no, my dokazali sledu¸wu¸ Teoremu 1.4.2. Teorema 1.4.2 (sm.[N − 2][N − 2][N − 2]).

V privedennyh vyxe predpoloßeniØh dlØ grupp Γ i Γ^′ , vypolnena formula faktorizacii (1.4.16).

Zameqanie. Formula faktorizacii (1.4.16) ØvlØetsØ analogom sootvetsvu¸weæ for-

muly faktorizacii dlØ dzeta–funkcii Sel~berga (sm.[V ][V ][V ]).

Predyduwiæ podhod moßet byt~ obobwen s pomow~¸ metodov, razvityh v stat~e [V Z − 1] [V Z − 1] (sm.takße [V Z − 2] [V Z − 2] [V Z − 2]). Imenno, pust~ ϱ est~ koneqnomernoe unitarnoe predsta-

vlenie gruppy Γ^′ , i prostranstvo V_ϱ est~ prostranstvo fftogo predstavleniØ. Prostranstvo W_ϱ funkciæ ψ : Γ−→V_ϱ, udovletvorØ¸wih uslovi¸:

ψ(γ_1γ) = ϱ(γ_1)ψ(γ), dlØ γ_1 ∈ Γ_1, γ ∈ Γ

ØvlØetsØ kompleksnym vektornym prostranstvom razmernosti ♯(G)·dimV_ϱ. Inducirovannoe predstavlenie U^ϱ gruppy Γ, deæstvu¸wee v prostranstve W_ϱ, opredeleno po obyqnoæ formule (sm.[Kv][Kv][Kv]): ( U^ϱ(γ)ψ ) (α) = ψ(αγ), dlØ α, γ ∈ Γ. �to predstavlenie U^ϱ ØvlØetsØ unitarnym.

Zameqanie (sm.[Kv][Kv][Kv]). Predstavlenie U^ϱ nazyvaetsØ inducirovannym s predstavleniØ

ϱ. Prostranstvo W_ϱ est~ prostranstvo predstavleniØ U^ϱ.

My imeem sledu¸wiæ analog sootvetsvu¸weæ teoremy iz stat~i [V Z − 1][V Z − 1][V Z − 1]:

Teorema 1.4.3 (sm.[V Z − 1][V Z − 1][V Z − 1]). Pust~ { h(n) } n∈Z est~ proizvol~naØ posledovatel~nost~,

udovletvorØ¸waØ usloviØm Teoremy 1.3.1. Pust~ Γ est~ giperboliqeskaØ gruppa, deæstvu¸waØ na dereve X s koneqnym faktorom. Pust~ Γ^′ est~ normal~naØ podgruppa Γ koneqnogo indeksa, i ϱ est~ koneqnomernoe unitarnoe predstavlenie gruppy Γ^′ . Togda giperboliqeskie fflementy grupp Γ^′ ,Γ (s predstavleniØmi ϱ,U^ϱ, sootvetstvenno) da¸t ravnyæ vklad v pravu¸ qast~ formuly sleda Sel~berga (1.3.7).

Dokazatel~stvo. Dokazatel~stvo fftoæ teoremy osnovano na metodah stat~i [V Z − 1][V Z − 1][V Z − 1].

Zafiksiruem nekotorye oboznaqeniØ. Esli γ_1, γ_2 ∈ Γ, togda my moßem zapisat~, qto: γ_1∼_Γγ_2, esli γ_1 i γ_2 soprØßeny v Γ. Zafiksiruem primitivnyæ giperboliqeskiæ fflement P_0 ∈ Γ. Oboznaqim qerez Γ_0 mnoßestvo vseh fflementov vida P^k, gde k ∈ Z. Oboznaqim qerez Γ^+_0 podmnoßestvo Γ_0 s k≥0. Pust~ {Γ^+_0 } est~ mnoßestvo fflementov Γ, kotorye soprØßeny s fflementami Γ^+_0 . Pust~ γ ∈ {Γ^+_0 }∩Γ^′ est~ primitivnyæ fflement gruppy Γ^′ . �lement γ soprØßen v Γ s fflementom vida P^l_0, dlØ nekotorogo poloßitel~- nogo celogo l.

Lemma 1.4.1 (sm.[V Z − 1][V Z − 1][V Z − 1]). Pust~ A = {αi : γ^r∼_Γ′ αiP^{l·r}_0 αi}, i r– nekotoroe fiksirovan-

noe celoe qislo, n≠0. Togda A ne zavisit ot vybora r,i ordA = l.

Dokazatel~stvo. γ = ρP^l_0ρ^{−1}, dlØ nekotorogo ρ ∈ Γ. Legko videt~, qto αi ∈ A, esli i tol~ko esli dlØ nekotorogo fflementa σ ∈ Γ^′ vypolneno sledu¸wee ravenstvo:

ρP^l_0ρ^{−1} = σα_iP^{l·r}_0 α^{−1}_i σ^{−1}. (1.4.17)

Poskol~ku centralizator fflementa P^{l·r}_0 v Γ sovpadaet s Γ_0, to ravenstvo (1.4.17) ffkvivalentno uslovi¸ ρ^{−1}σα_i ∈ Γ_0. (Ono vleqet nezavisimost~ A ot vybora r). Prodemonstriruem, qto mnoßestvo fflementov vida ρP^k_0 (gde k–ffto celoe qislo), prinimaet svoi znaqeniØ v toqnosti v l razliqnyh pravyh Γ^′ –soprØßennyh klassah. Pust~ fflementy

ρP^{k1}_0 , ρP^{k2}_0 leßat v odnom i tom ße Γ^′ –soprØßennom klasse, togda ρ·P^{k1−k2}_0 ·ρ^{−1} ∈ Γ^′ .

Poskol~ku fflement ρP^l_0ρ^{−1} primitiven v Γ^′ , to k_1 − k_2≡0(mod l).

Oqevidno, obratnoe takße verno. �to zaverxaet dokazatel~stvo Lemmy 1.4.1. ♣

Teper~ pust~ P_1, P_2 ∈ Γ^′ ∩{Γ^+_0 } est~ dva primitivnyh fflementa gruppy Γ^′ . Oqevidno, qto my imeem, qto, esli P_1∼_Γ′ P_2, to A_1 = A_2.

Lemma 1.4.2 (sm.[V Z − 1][V Z − 1][V Z − 1]). Esli P1, P2 ne soprØßeny v Γ^′ , to A1∩A2 = ⊘. Dokazatel~stvo. P1∼ΓP^{l1}_0 , P2∼ΓP^{l2}_0 . Predpoloßim, qto α ∈ A1∩A2. Iz samogo opredeleniØ mnoßestv A_1, A_2 sleduet, qto P^{l2}_1 ∼_Γ′ P^{l1}_2 . Poskol~ku P_1, P_2 ØvlØ¸tsØ primitivnymi v Γ^′ , to my imeem l_1 = l_2. Ots¸da sleduet, qto P_1∼_Γ′ P_2, sledovatel~no,my imeem protivoreqie. �to zaverxaet dokazatel~stvo Lemmy 1.4.2. ♣ Lemma 1.4.3 (sm.[V Z − 1][V Z − 1][V Z − 1]). Pust~ dlØ nekotorogo celogo r>0,α ∈ Γ, my imeem

αP^r_0 α^{−1} ∈ Γ^′ . Togda suwestvuet nekotoryæ primitivnyæ fflement P ∈ Γ^′ , takoæ, qto P ∼_ΓP^l_0, gde l>0 est~ nekotoroe poloßitel~noe celoe qislo, kotoroe delit r.

Dokazatel~stvo. Poskol~ku αP^r_0 α^{−1} ∈ Γ^′ , to αP^r_0 α^{−1} = P^ν , gde P est~ nekotoryæ primitivnyæ fflement gruppy Γ^′ , i ν>0 est~ nekotoroe poloßitel~noe celoe. Sledovatel~no, my imeem P^r_0 = α^{−1}P^ν α = (α^{−1}P α)^ν , no P_0–ffto primitivnyæ fflement, sledovatel~no, r delitsØ na ν. Sledovatel~no, moßno poloßit~ l≡^r_ν . �to zaverxaet dokazatel~stvo Lemmy 1.4.3. ♣

VernemsØ k dokazatel~stvu Teoremy 1.4.3. Rassmotrim nekotoryæ primitivnyæ giperboliqeskiæ fflement P_0 ∈ Γ.

Rassmotrim razbienie Γ^′ ∩{Γ^+_0 }, kak mnoßestva Γ^′ –soprØßennyh klassov. Kak sleduet iz Lemmy 1.4.1 i Lemmy 1.4.2, mnoßestvo primitivnyh fflementov Γ^′ ∩{Γ^+_0 } ØvlØetsØ koneqnym. Pust~ P_1, P_2, .., P_m ∈ Γ^′ ∩{Γ^+_0 } est~ polnyæ nabor ego predstaviteleæ (i fflementy P_1, P_2, .., P_m ØvlØ¸tsØ primitivnymi i ne ØvlØ¸tsØ Γ^′ –soprØßennymi drug s drugom). Zafiksiruem poloßitel~nye celye qisla l_1, l_2, ..., l_m, takie qto

P_j ∼_ΓP^{lj}_0 , 1≤j≤m. Pust~ { h(n) } n∈Z est~ l¸baØ posledovatel~nost~, udovletvorØ¸waØ

usloviØm Teoremy 1.3.1. Togda moßno legko videt~, qto m∑ j=1 ∞∑ k=1 T rϱ(P^k_j )·degP_j q^{k·degPj /2} ·h(k·degP_j ) = m∑ j=1 ∞∑ k=1 T rϱ(P^k_j ) q^{klj degP0/2} ·l_j ·degP_0·h(k·l_j ·degP_0) = ∞∑ n=1 ∑ j,l_j |n T rϱ(P^{n/lj}_j ) q^{ndegP0/2} ·l_j degP_0h(n·degP_0), poskol~ku vypolneno sledu¸wee ravenstvo deg{γ^m} = m·deg{γ}, dlØ l¸bogo m ∈

Z, m≥1, l¸bogo {γ}≠id iz Γ. Kak sleduet iz Lemmy 1.4.1 i Lemmy 1.4.2: ∑ j l_j T rϱ(P^{n/lj}_j ) = ∑ j,l_j |n ∑ α∈Aj T rϱ(αP^n_0 α^{−1}). (1.4.18)

Zafiksiruem razbienie Γ na pravye Γ^′ –soprØßennye klassy: Γ = ⋃_h j=1 Γ^′ α_j ,

i α_1 = id. Poloßim

ϱ̄(γ) = ϱ(γ), esli γ ∈ Γ^′

ϱ̄(γ) = 0, esli γ ¯∈Γ^′

Otmetim, qto qerta ne est~ kompleksnoe soprØßenie. Moßno postroit~ unitarnoe predstavlenie ϑ, deæstvu¸wee na prostranstve V^h_ϱ , kotoroe unitarno ffkvivalentno inducirovannomu predstavleni¸ U^ϱ. �to predstvalenie ϑ opredeleno sledu¸wim obrazom ϑ (_h ∑ j=1 ⊕v_j ) = h∑ j=1 ⊕ h∑ k=1 ϱ̄(α_kγα^{−1}_k )v_j , dlØ v_j ∈ V_ϱ, γ ∈ Γ. Moßno proverit~ unitarnu¸ ffkvivalentnost~ predstavleniæ U^ϱ i ϑ. Qtoby sdelat~ ffto, opredelim otobraßenie L : W_ϱ−→V^h_ϱ

posredstvom formuly Lψ = h∑ j=1 ⊕ψ(α_j ). Poskol~ku funkciØ ψ ∈ W_ϱ odnoznaqno opredelena svoimi znaqeniØmi na fflementah

α_j , 1≤j≤h, to L–ffto lineænyæ izomorfizm lineænyh prostranstv. Qtoby proverit~

unitarnu¸ ffkvivalentnost~ meßdu U^ϱ i ϑ, moßno zapisat~ sledu¸wim obrazom: L ( U^ϱ(γ)ψ ) = h∑ j=1 ⊕ ( U^ϱ(γ)ψ ) (α_j ) =

h∑ j=1 ⊕ψ(αγ) = h∑ j=1 h∑ k=1 ϱ̄(α_j γα^{−1}_k )ψ(α_k) = ϑ(γ) ( Lψ ) , i ffto ravenstvo zaverxaet dokazatel~stvo unitarnoæ ffkvivalentnosti meßdu U^ϱ i ϑ.

Teper~ my rassmotrim ravenstvo (1.4.18). Esli α_s ¯∈ ⋃ j,l_j |nAj , togda, po Lemme 1.4.3,

α_sP^n_0 α^{−1}_s ¯∈Γ^′ . Sledovatel~no, my imeem: ∑ j,l_j |n l_j T rϱ(P^{n/lj}_j ) =

h∑ s=1 T rϱ(α_sP^n_0 α^{−1}_s ) = T rU^ϱ(P^n_0 )

Sledovatel~no, ots¸da sleduet, qto: m∑ j=1 ∞∑ n=1 T rϱ(P^n_j )degP_j ) q^{n·degPj /2} h(n·degP_j ) =

∞∑ n=1 T rU^ϱ(P^n_0 )·degP_0 q^{n·degP0/2} h(n·degP_0) �to ravenstvo zaverxaet dokazatel~stvo Teoremy 1.4.3. ♣

Teper~ my v sostoØnii sravnit~ L–funkci¸, opredelennu¸ dlØ Γ^′ i unitarnogo predstavleniØ ϱ, s L–funkcieæ, opredelenoæ dlØ Γ i unitarnogo predstavleniØ U^ϱ. Sledu¸waØ teorema est~ analog sootvetstvu¸weæ teoremy iz stat~i [V Z − 1][V Z − 1][V Z − 1]. Teorema 1.4.4 (sm.[N − 1][N − 1][N − 1]). Pust~ Γ est~ svobodnaØ gruppa, deæstvu¸waØ na dereve X

s koneqnym faktorom, i pust~ Γ^′ est~ normal~naØ podgruppa v Γ s koneqnym indeksom. DlØ l¸bogo koneqnomernogo unitarnogo predstavleniØ ϱ gruppy Γ^′ my imeem: L(Γ^′ , u, ϱ) = L(Γ, u, U^ϱ), (1.4.19) gde U^ϱ est~ unitarnoe predstavlenie gruppy Γ, inducirovannoe s Γ^′ .

Dokazatel~stvo.

BerØ logarifmiqeskie proizvodnye ot obeih qasteæ (1.4.19), my moßem videt~, qto: d du logL(Γ^′ , u, ϱ) = ∑ {P }∈PΓ′ ∞∑ k=1 degP ·T rϱ(P^k)u^{k·degP −1}, (1.4.20)

d du logL(Γ, u, U^ϱ) = ∑ {P }∈PΓ ∞∑ k=1 degP ·T rU^ϱ(P^k)u^{k·degP −1}, (1.4.21) dlØ |u|<q^{−1}, u ∈ C. Ispol~zuem rezul~tat Teoremy 1.4.3 dlØ posledovatel~nosti { h(n, u) } n∈Z , opredelennoæ sledu¸wim obrazom: h(n, u) = q^{|n|/2}u^{|n|−1}, dlØ n≠0, h(0, u)≡0. Sledovatel~no, my imeem ravenstvo dlØ |u|<q^{−1}: d du logL(Γ^′ , u, ϱ) = d du logL(Γ, u, U^ϱ) Togda, ispol~zuØ meromorfnoe prodolßenie obeih qasteæ i ravenstvo:

L(Γ^′ , 0, ϱ) = L(Γ, 0, U^ϱ) = 1,

i integriruØ obe qasti, my imeem iskomyæ rezul~tat: L(Γ^′ , u, ϱ) = L(Γ, u, U^ϱ) �to zaverxaet dokazatel~stvo Teoremy 1.4.4. ♣ Zameqanie. Esli unitarnoe predstavlenie U^ϱ gruppy Γ privodimo,to ono moßet

byt~ razloßeno v (prØmu¸) summu svoih neprivodimyh komponent (s uqetom kratnosteæ): U^ϱ = ∑ ⊕χ_j Togda iz (1.4.1) sleduet, qto: L(Γ, u, U^ϱ) = ∏ j L(Γ, u, χ_j ) Esli my poloßim ϱ≡1, to my vernemsØ k situaciØm, opisannym v Teoreme 1.4.1 i Teoreme 1.4.2. S fftoæ toqki zreniØ Teorema 1.4.4 ØvlØetsØ obobweniem fftih teorem. My vernemsØ k diskussii obwego principa funktorial~nosti dlØ koneqnyh svØznyh grafov obwego vida v Podrazdele 3.1 (a takße sm.Podrazdel 2.4)

1.5. Podhod k Formule Sleda qerez Dzeta–Funkci¸ Ihara.

V Podrazdele 1.5 my vyvodim formulu sleda Sel~berga dlØ regulØrnogo grafa (1.3.7) qerez dzeta–funkci¸ Ihara (sm.[N − 2][N − 2][N − 2]).

Pust~ Y = Γ\X est~ koneqnyæ svØznyæ graf, i ρ : Γ−→V_ρ est~ koneqnomernoe unitarnoe predstavlenie gruppy Γ. L–funkciØ, opredelennaØ, kak beskoneqnoe proizvedenie (1.3.8), imeet predstavlenie, kak funkcional~nyæ determinant:

L(Γ, u, ρ) = (1 − u^2)^{−gρ} det(I − δ(Γ, ρ)u + qu^2)^{−1}, (1.5.1)

dlØ u ∈ C, g_ρ =^{q−1}_2 ·M. My dolßny poluqit~ osnovnoe differencial~noe toßdestvo, kotoroe budet ispol~zovano dlØ vyvoda formuly sleda Sel~berga dlØ regulØrnogo grafa. BerØ logarifm ot obeih qasteæ (1.5.1) i differenciruØ, my imeem: dlogL(Γ, u, ρ) = −g_ρdlog(1 − u^2) − dlogdet(I − δ(Γ, ρ)u + qu^2). (1.5.2) Vyrazim logdet(I − δ(Γ, ρ)u + qu^2) v sledu¸wem vide: logdet(I − δ(Γ, ρ)u + qu^2) = M∑ j=1 log(1 − λ(Γ, ρ)u + qu^2) Ispol~zuØ fftu formulu, my moßem perepisat~ (1.5.2) tak: − M∑ j=1 dlog(1 − λ(Γ, ρ)u + qu^2) =

g_ρdlog(1 − u^2) + dlogL(Γ, u, ρ). (1.5.3) �tot vid osnovnogo differencial~nogo toßdestva vse ewe ne ØvlØetsØ udobnym dlØ naxih celeæ. Perepixem (1.5.3) v sledu¸wem vide: −M·dlogu − M∑ j=1 dlog((qu + u^{−1}) − λ(Γ, ρ)) = q − 1 2 ·M·dlog(1 − u^2) + dlogL(Γ, u, ρ) Ispol~zuØ podstanovku v = √qu, my imeem osnovnoe differecial~noe toßdestvo v sledu¸wem vide: − M∑ j=1 dlog( √ q(v + v^{−1}) − λ(Γ, ρ)) =

q·M 1 − v^2 q − v^2 dv v + dlogL(Γ, v √ q , ρ). (1.5.4)

Sleduet otmetit~, qto dlogL(Γ,^v√_q , ρ) v pravoæ qasti (1.5.4) moßno perepisat~ pri |u|<q^{−1} tak: dlogL(Γ, u, ρ) = ∞∑ m=1 N_{m,ρ}u^m du u ,

gde funkcionaly N_{m,ρ} opredeleny posredstvom formuly: N_{m,ρ} = ∑ d|m d ∑ {P }∈PΓ ,degP =d T rρ(P^{m/d}), (1.5.5) dlØ m≥1, m ∈ Z. Perepixem (1.5.5) v peremennoæ v: dlogL(Γ, v √ q , ρ) = ∞∑ m=1 N_{m,ρ} q^{m/2} v^m dv v , dlØ |v|< √ q^{−1}. Sledovatel~no, osnovnoe differencial~noe toßdestvo moßet byt~ pe-

repisano dlØ |v|< √ q^{−1} v sledu¸wem vide: − M∑ j=1 dlog( √ q(v + v^{−1}) − λ(Γ, ρ)) =

q·M 1 − v^2 q − v^2 dv v + ∞∑ m=1 N_{m,ρ} q^{m/2} v^m dv v . (1.5.6)

DlØ uproweniØ dal~neæxego rassmotreniØ my budem predpolagat~, qto funkciØ h, poØvlØ¸waØsØ v levoæ qasti (1.3.7), imeet kompaktnyæ nositel~. Klass takih funciæ budet oboznaqat~sØ qerez C^∞_0 (Z). DlØ l¸boæ h ∈ C^∞_0 (Z) opredelim ee preobrazovanie Fur~e, kak:

ĥ(v) = ∑ n∈Z h(n)v^n FunkciØ ĥ(v) udovletvorØet uslovi¸: ĥ(v) = ĥ(v^{−1}), poskol~ku h(n) = h(−n), dlØ l¸- bogo n ∈ Z. Pust~ C_1 est~ okrußnost~ radiusa r< √ q^{−1} na kompleksnoæ v–ploskosti,

i pust~ C_2 est~ okrußnost~ radiusa R =^1_r >√q na kompleksnoæ v-ploskosti. Togda oblast~ D, zakl¸qennaØ meßdu fftimi dvumØ okrußnostØmi, soderßit vse rexeniØ uravneniæ: √ q(z + z^{−1}) = λ_j (Γ, ρ), (1≤j≤M). Togda vypolnena sledu¸waØ teorema: Teorema 1.5.1 (sm.[N − 2][N − 2][N − 2]).

Pust~ h ∈ C^∞_0 (Z), i ĥ(v) est~ ee preobrazovanie Fur~e. Rassmotrim sledu¸wie konturnye integraly: Q(h) = 1 2πı ∮ C1−C2 ĥ(v)^M ∑ j=1 dlog( √ q(v + v^{−1}) − λ_j (Γ, ρ),

I(h) = 1 2πı ∮ C1−C2 ĥ(v)·qM· 1 − v^2 q − v^2 dv v ,

H(h) = 1 2πı ∮ C1−C2 ĥ(v)dlogL(Γ, v√ q , ρ)

Togda formula sleda Sel~berga dlØ koneqnogo (q + 1)–regulØrnogo grafa (1.3.7) est~ sledstvie integral~nogo ravenstva:

Q(h) = I(h) + H(h). (1.5.7)

Dokazatel~stvo.

Ravenstvo (1.5.7) est~ sledstvie osnovnogo differencial~nogo toßdestva (1.5.4). FunkciØ ĥ(v) ne imeet singulØrnosteæ ni vnutri oblasti D, ni na granice D.

Pol¸sa v (podyntegral~nom) vyraßenii dlØ Q(h) soderßatsØ v summe: − M∑ j=1 dlog( √ q(v + v^{−1}) − λ(Γ, ρ))

Vyrazim Q(h) qerez teoremu o vyqetah: Q(h) = 1 2πı ∮ C1−C2 ĥ(v)^M ∑ j=1 dlog( √ q(v + v^{−1}) − λ(Γ, ρ)) = ∑ j ĥ(v_j (Γ, ρ)), gde summa v pravoæ qasti beretsØ po vsem rexeniØm uravneniæ: √ q(v + v^{−1}) = λ(Γ, ρ), (1≤j≤M) Inymi slovami, { v_j (Γ, ρ) } sostoit iz vseh znaqeniæ { z^{(1,2)}(Γ, ρ) }_M j=1 . Rassmotrim

slagaemoe H(h): H(h) = 1 2πı ∮ C1 ĥ(v)dlogL(Γ, v√ q , ρ)+ 1 2πı ∮ −C2 ĥ(v)dlogL(Γ, v√ q , ρ). Sdelaem podstanovku ω =^1_v vo vtorom slagaemom v pravoæ qasti. Kontur −C_2 zamenitsØ na kontur C_1 pri takoæ podstanovke. Otmetim, qto my imeem ĥ(v) = ĥ(ω), v silu predpoloßeniæ na funkci¸ ĥ(v). Itak, iz funkcional~nogo uravneniØ (1.3.14) na L–funkci¸ sleduet, qto dlogL(Γ, v √ q , ρ) = dlogL(Γ, v^{−1} √ q , ρ)+ q − 1 2 M·dlog ( qv^2 − 1 q − v^2 ) − (q + 1)M·dlogv. (1.5.8) Ispol~zuØ vyxeprivedennu¸ podstanovku, my imeem: dlogL(Γ, ω √ q , ρ) = dlogL(Γ, v^{−1} √ q , ρ),

i ∮ −C2 ĥ(v)dlogL(Γ, v^{−1}√ q , ρ) = ∮ −C1 ĥ(ω)dlogL(Γ, ω√ q , ρ) = ∮ −C1 ĥ(v)dlogL(Γ, v√ q , ρ). Vtoroe i tret~e slagaemye v (1.5.8), umnoßennye na ĥ(v), da¸t vklad v integral po

−C_2. Ob¨edinim fftot vklad s tem vkladom, kotoryæ daet I(h): I(h) = qM 2πı ∮ C1 ĥ(v) 1 − v^2 q − v^2 dv v + qM 2πı ∮ −C2 ĥ(v) 1 − v^2 q − v^2 dv v . Na konture −C_2 vypolneno sledu¸wee sootnoxenie dlØ differencialov: qM· 1 − v^2 q − v^2 dv v + q − 1 2 M·dlog ( qv^2 − 1 q − v^2 ) − (q + 1)M·dlogv =

qM· 1 − ω^2 q − ω^2 dω ω , gde ω≡^1_v . Tem samym, ots¸da sleduet, qto summa vkladov I(h) + H(h) moßet byt~ perepisana sledu¸wim obrazom:

I(h) + H(h) = 1 2πı ∮ C1 ĥ(v)qM· 1 − v^2 q − v^2 dv v +

1 2πı ∮ C1 qM· 1 − ω^2 q − ω^2 dω ω + 2 2πı ∮ C1 ĥ(v)dlogL(Γ, v√ q , ρ) =

2 2πı ∮ C1 ĥ(v) 1 − v^2 q − v^2 dv v + 2 2πı ∮ C1 ĥ(v)dlogL(Γ, v√ q , ρ). Razdeliv obe qasti na 2, my imeem sledu¸wee ravenstvo: 1 2 ∑ j ĥ(v_j (Γ, ρ)) = 1 2πı ∮ C1 ĥ(v)qM· 1 − v^2 q − v^2 dv v +

1 2πı ∮ C1 ĥ(v)dlogL(Γ, v√ q , ρ), (1.5.9)

gde summirovanie v pravoæ qasti (1.5.9) beretsØ po vsem rexeniØm { v_j (Γ, ρ) } uravneniæ √ q(v + v^{−1}) = λ_j (Γ, ρ), (1≤j≤M).

Sledovatel~no, levaØ qast~ formuly sleda Sel~berga (1.3.7) sovpadaet s levoæ qast~¸ (1.5.9). Pervoe slagaemoe v pravoæ qasti (1.5.9) moßet byt~ perepisano v vide: 1 2πı ∮ C1 ĥ(v)qM· 1 − v^2 q − v^2 dv v = qM· ∮ |λ|=1 ĥ(λ) 1 − v^2 q − v^2 d^xλ,

gde d^xλ est~ normalizovannaØ mera na ediniqnoæ okrußnosti S^1≡ { λ ∈ C : |λ| = 1 } . Vozmoßnost~ deformacii kontura C_1 v ediniqnu¸ okrußnost~ S^1 obespeqivaetsØ teoremoæ vyqetov (pol¸sa funkcii^{1−λ2}_{q−λ2} nahodØtsØ vne oblasti, zakl¸qennoæ meßdu

C_1 i ediniqnoæ okrußnost~¸ S^1). Sledovatel~no, pervoe slagaemoe v pravoæ qasti

(1.5.9) daet vklad ediniqnogo fflementa v pravu¸ qast~ formuly sleda Sel~berga (1.3.7). Rassmotrim vklad giperboliqeskih fflementov v (1.3.7). Poskol~ku radius okrußnosti C_1 men~xe, qem √q, to dlØ dlogL(Γ,^v√_q , ρ) vypolneno sledu¸wee razloßenie: dlogL(Γ, v √ q , ρ) = ∞∑ m=1 N_{m,ρ} v^m q^{m/2} dv v . (1.5.10)

Zameqanie. TrebuetsØ otmetit~, qto funkcionaly Nm,ρ udovletvorØ¸t sledu¸weæ

ocenke: |N_{m,ρ}|≤C_ρ·q^m, dlØ nekotoroæ konstanty C_ρ, zavisØweæ ot predstavleniØ ρ.

Moßno sosqitat~ H(h) iz samogo opredeleniØ fftogo slagaemogo H(h) i ispol~zuØ (1.5.10): H(h) = 1 2πı ∮ C1

( ∑ n∈Z h(n)v^n ) · ( ∑ m∈Z N_{m,ρ} q^{m/2} v^m dv v ) =

1 2πı −∞∑ −m=−1 h(m)N_{m,ρ} q^{m/2} ∮ C1 dv v = ∞∑ m=1 h(m)N_{m,ρ} q^{m/2} . (1.5.11)

Qislo neisqeza¸wih slagaemyh v pravoæ qasti (1.5.11) koneqno, poskol~ku funkciØ

h(n) imeet kompaktnyæ nositel~. Ispol~zuØ toqnu¸ formulu (1.5.5) dlØ funkciona-

lov N_{m,ρ}, my imeem H(h) = ∞∑ m=1 h(m) q^{m/2} ∑ d|m d ∑ {P }∈PΓ ,degP =d T rρ(P^{m/d}). My moßem izmenit~ porØdok summirovaniØ v pravoæ qasti, poskol~ku qislo neisqeza¸wih slagaemyh v summe koneqno. Sledovatel~no, my imeem vklad giperboliqeskih fflementov v pravu¸ qast~ formuly sleda Sel~berga (1.3.7): H(h) = ∑ {P }∈PΓ degP ∞∑ k=1 T rρ(P^k) h(k·degP ) q^{k·degP/2}

Itak, formula sleda Sel~berga dlØ koneqnogo svØznogo q + 1–regulØrnogo grafa (1.3.7) est~ sledstvie integral~nogo ravenstva: Q(h) = I(h) + H(h). �to zaverxaet dokazatel~stvo Teoremy 1.5.1. ♣ Zameqanie. V sluqae gruppy SL(2, R) podhod k formule sleda Sel~berga qerez dzeta–

funkci¸ Ihara rassmotren v rabote [F r][F r][F r]. NovaØ interpretaciØ formuly sleda Sel~- berga poluqena v rabotah [CV − 1][CV − 1][CV − 1], [CV − 2][CV − 2][CV − 2].

GLAVA IIIIII. ABSTRAKTNA˚ DZETA–FUNKCI˚ DL˚ GRAFA I VZAIMOSV˚ZI S SIMVOLIQESKO` DINAMIKO`.

2.1. Sledy i Determinanty.

V Podrazdele 2.1 my sobrali svedeniØ o formalizme nekommutativnyh determinantov, neobhodimye dlØ dal~neæxego obsußdeniØ. My posleduem za rabotoæ [B − 3][B − 3][B − 3] (sm.takße [B − 1][B − 1][B − 1], [B − 2][B − 2][B − 2]).

DlØ kommutativnogo kol~ca k i k–algebry A (kotoraØ budet predpolagat~sØ associativnoæ i ime¸weæ edinicu) moßno opredelit~ additivnu¸ gruppu [A, A], poroßdennu¸ vsemi kommutatorami [a, b] = ab − ba, dlØ a, b ∈ A. Faktor T_A : A→T (A)≡A\[A, A] (2.1.1) nazyvaetsØ sledovym modulem T (A) dlØ A. Rassmotrim sluqaæ sleda ffndomorfizma nekotorogo A–modulØ P , kotoryæ budet rassmatrivat~sØ, kak levyæ A–modul~. V nekotoryh sluqaØh moßno opredelit~ estestvennyæ sled: T_{P/A} : E≡End_A(P )→T (A), kotoryæ k–lineen i udovletvorØet ravenstvu T_{P/A}(uv) = T_{P/A}(vu). V tom sluqae,kogda

P ≡A^n est~ svobodnyæ A–modul~, otoßdestvim E s M_n(A^{op})–algebroæ n×n–matric

nad A^{op} (gde A^{op} oboznaqaet kol~co, protivopolßnoe k A). Togda dlØ u≡[u_{ij} ] ∈

M_n(A^{op}) moßno opredelit~ T_An_{/A}(u) = T_A(^n ∑ i=1 u_{ii}). �to opredelenie ne zavisit ot

vybora bazisa, poskol~ku T_An_{/A}(uvu^{−1}) = T_An_{/A}(v), dlØ l¸bogo obratimogo fflementa u ∈ E. DlØ sluqaØ kategorii P(A) koneqnoporoßdennyh proektivnyh A–moduleæ P suwestvuet izomorfizm (po opredeleni¸) P ⊕Q≡A^n, dlØ nekotorogo A–modulØ Q i nekotorogo celogo n≥0. Sledovatel~no, moßno rassmatrivat~ u ∈ End_A(P ), kak

u⊕0_Q ∈ End_A(P ⊕Q) (kak ffndomorfizm A^n). Sledovatel~no, sled opredelen, kak obyq-

no: T_{P/A}(u)≡T_An_{/A}(u⊕0_Q). �ta sledovaØ funkciØ opredelena horoxo, vse ßelaemye svoæstva sleda vypolneny. Rang modulØ P opredelen, kak sled operatora Id_P : rank_A(P )≡T_{P/A}(Id_P ) ∈ T (A). Niße pereqisleny nekotorye svoæstva sledovoæ funkcii. Qitatel~ moßet naæti podrobnosti v rabote [B − 3][B − 3][B − 3].

(1)Additivnost~ (nad toqnymi posledovatel~nostØmi) Esli 0→P^′ →P →P^{′′} →0 est~ toqnaØ posledovatel~nost~ v P(A), to (v silu lineænoæ algebry) P moßno otoßdestvit~ s P^′ ⊕P^{′′} . Esli my predpoloßim, qto u ∈ End_A(P ) ostavlØet P^′ invariantnym, to ots¸da sleduet, qto suwestvuet sußenie u^′ ∈ End_A(P^′ ), pofftomu moßno opredelit~ faktor–ffndomorfizm u^{′′} ∈ End_A(P^{′′} ), i my imeem ravenstvo sledov:

T_{P/A}(u) = T_P ′_{/A} + T_P ′′_{/A}(u^{′′} )

(2)Funktorial~nost~:kovariantnaØ Gomomorfizm k–algebr ϕ : A→B induciruet estestvennoe k–lineænoe otobraßenie: T (ϕ) : T (A)→T (B),

kotoroe otsylaet T_A(a) v T_B (ϕ(a)). Togda dlØ P ∈ P(A), P_B≡B⊗_AP ∈ P(B), u ∈

End_A(P ), i u_B≡B⊗_Au ∈ End_B(P_B(P_B ), my imeem: T_{PB /B} = T (ϕ)(T_{P/A} (u)) DlØ gomomorfizma kommutativnyh kolec k→k^′ opredelim M≡K^′ ⊗_kM, dlØ l¸bogo k–modulØ M. Sledovatel~no, moßno otoßdestvit~ E^′ ≡End_A′ (P^′ ), T (A^′ )≡T (A)^′ , i

T^′_{P/A}≡T_P ′_{/A} : E^′ →T (A^′ ).

(3)Funktorial~nost~: kontravariantnaØ Pust~ ϕ : A→B est~ otobraßenie k– algebr, kotoraØ delaet B koneqnoporoßdennym proektivnym levym A–modulem, togda dlØ Q ∈ P(B), rassmatrivaemogo, kak A–modul~, my takße imeem Q ∈ P(A). Sverh togo, my imeem End_B(Q)⊂End_A, kak dlØ k–algebr. DlØ u ∈ End_B(Q) my imeem: T_{Q/A}(u) = T_{B/A}(T_{Q/B} (u)), gde (otnositel~nyæ ) sled T_{B/A}T (B)→T (A) opredelen po formule T_{B/A}(T_B (b)) = T_{B/A}(R_b), sled na A–module B dlØ R_b : x→xb.

Fiksiruem kommutativnye kol~ca Q⊂k⊂k^′ , snabßennye ubyva¸weæ fil~tracieæ: k̂≡k̂_0⊃k̂_1⊃k̂_2..., k̂_pk̂_q⊂k̂_{p+q} i k̂ predpolagaetsØ otdelimym i polnym dlØ fftoæ fil~tracii: k̂ = lim_{n←} k̂/k̂_n.

Funktor^∧, opredelennyæ na k–modulØh, kak Ê≡lim_n ← ⊗_kE proizvodit k̂–moduli. Po opredeleni¸ fftogo funktora vypolneno sledu¸wee ravenstvo: Ê = lim_n ← Ê/Ê_n, gde Ê_n≡Ker(E→(k̂/k̂_n)⊗_kE). Sledu¸wie oboznaqeniØ budut ispol~zovat~sØ v tekste:

k̂^+≡k̂_1 Ê^+≡Ê_1

Kak primer vyxepereqislennyh konstrukciæ, moßno rassmotret~ algebru k̂≡k[[U]], ØvlØ¸wu¸sØ kommutativnoæ k–algebroæ nad koneqnym mnoßestvom peremennyh U. Sledovatel~no,

k̂^+ = ∑ u∈U k̂u i k̂_n = (k̂^+)^n, dlØ n≥0.

Sledovatel~no, dlØ k–modulØ E modul~ Ê≡E[[U]] budet modulem stepennyh rØdov po peremennoæ U s kofffficientami iz E.

DlØ k–algebry A, snabßennoæ funkcieæ sleda T_A : A→T (A), moßno opredelit~ simmetriqesku¸ k–algebru modulØ T (A)≡A/[A, A]: S_k≡Sym_k(T (A)))

Opredelim Ŝ_k(A), kak Ŝ_k(A), a imenno: Ŝ_k(A)≡lim_n ← (k̂/k̂_n)⊗_kS_k(A), i Ŝ^+_k (A)≡Ŝ_k(A)^+.

Moßno rassmotret~ k̂≡k[[U]], kak primer. Togda v fftom sluqae my imeem Ŝ_k(A) =

S_k(A)[[U]]. Esli, k primeru, A≡k[Γ] est~ gruppovaØ algebra gruppy Γ, to T (k[Γ]) = k^{(T (Γ))} (svobodnyæ k–modul~ s bazisom, obrazovannyæ mnoßestvom T (Γ), sostoØwim iz

soprØßennyh klassov T (g) fflementov g ∈ Γ). Sledovatel~no, v fftom sluqae S_k(k[Γ]) =

Sym_k(k^{(T (Γ))}) = k[T (Γ)] (k–algebra polinomov na mnoßestve T (Γ) soprØßennyh klassov

gruppy Γ).

DlØ k–algebry A, A–modulØ P ∈ P (A),i E ∈ End_A(P ), opredeleno otobraßenie, da¸wee obyqnyæ sled T_{P/A}: T_{P/A} : E→T (A)⊂Sym_k(T (A)) = S_k(A) �to otobraßenie sleda moßno prodolßit~ do nepreryvnogo k̂–otobraßeniØ: T̂_{P/A} : Ê→Ŝ_k(A)⊂Ŝ_k(T (A)) �to otobraßenie imeet svoæstvo (sm.[B − 3][B − 3][B − 3]): T̂_{P/A}(αβ) = T̂_{P/A}(βα) Sledovatel~no,

Ker(T̂_{P/A}) soderßit zamykanie [Ê, Ê]

Determinant det_{P/A} : I + Ê^+→I + Ŝ^+_k (A)

opredelen po formule: log(det_{P/A}(α) = T̂_{P/A}(log(α)) dlØ α ∈ I + Ê^+ (i log est~ gomomorfizm, obratnyæ k exp). Niße pereqisleny nekotorye svoæstva determinanta, opredelennogo vyxe. Zdes~ my sleduem rabote [B − 3][B − 3][B − 3], v kotoroæ qitatel~ moßet naæti bolee detal~noe obsußdenie fftih voprosov.

(1) Mul~tiplikativnost~.

Pust~ A, P, E takie ße, kak i vyxe. Togda det imeet oqevidnoe svoæstvo: det_{P/A}(I) = 1. Dalee,

(a)esli β ∈ Ê obratimo, to det_{P/A}(βαβ^{−1}) = det_{P/A}(α), (b) esli β ∈ I + Ê, to det_{P/A}(αβ) = det_{P/A}(α)·det_{P/A}(β).

(2) SkalØry.

DlØ α ∈ I + Ê^+ i a ∈ k̂^+ my imeem: det_{P/A}(aα) = a^{rP} ·det_{P/A}(α), gde r_P = rank_A(P ) ∈ T (A) i a^{rP} ∈ Ŝ_k(A) opredeleno po formule: log(a^{rP} ) = log(a)·r_P ∈ T̂ (A) (3)Additivnost~.

Additivnost~ otraßaet sootvetstvu¸wee svoæstvo sleda, imenno, dlØ modulØ P , razloßennogo, kak P = P_0⊕P_1, my imeem sledu¸wee oqevidnoe bloqnoe razloßenie: E = ( E_0 H_1 H_0 E_1 )

gde E≡End_A(P ), E_i≡End_A(P_i), i H_i≡Hom_A(P_i, P_{1−i}), dlØ i = 0, 1. (˚sno, qto analogiqnoe bloqnoe razloßenie vypolneno takße i dlØ Ê). Togda dlØ verhnetreugol~noæ α ∈ I + Ê^+ α = ( α_0 β 0 α_1 ) my imeem ravenstvo: det_{P/A}(α) = det_{P0/A}(α_0)·det(α_1), i analogiqnaØ formula vypolnena i dlØ nißnetreugol~noæ α.

(4)PredstavleniØ.

Pust~ ρ : A→End_k(V_ρ) est~ predstavlenie algebry A, s modulem predstavleniØ V_ρ i harakterom χ_ρ : T (A)→k, tak qto proizveden gomomofizm algebr: σ_ρ : Ŝ_k(A)→k̂ Pust~ H_ρ est~ funktor: H_ρ≡Hom_A(−, V_ρ) : P(A)→P(k) PolagaØ E_ρ≡End_k(H_ρ(P )) (dlØ P, E, kak vyxe ), gomomorfizm algebr H_ρ : E→E_ρ daet

Ĥ_ρ : Ê→Ê_ρ, i dlØ α ∈ I + Ê^+, my imeem sledu¸wu¸ formulu: det(Ĥ_ρ(α) = σ_ρ(det_{P/A}(α)) (Otmetim, qto Ê_ρ otoßdestvlØetsØ s End_{k̂}(Ĥ_ρ(P )), pofftomu determinant v levoæ qasti–ffto obyqnyæ determinant na Ê_ρ).

(5)Funktorial~nost~: kovariantnaØ Esli ϕ : A^′ →A est~ gomomorfizm k–algebr, to horoxo opredeleno inducirovannoe otobraßenie sleda T (ϕ) : T (A^′ )→T (A). Zafiksiruem modul~ P^′ ∈ P(A),

E^′ = End_A′ (P^′ ), i E = End_A(P ), sledovatel~no, opredelen inducirovannyæ mor-

fizm: E^{′ A⊗A′ −}−→ E. Predpoloßim, qto α^′ ∈ I + Ê^{′ +} imeet obraz α pri morfizme

E^′ →E. Togda svoæstvo (kovariantnoæ) funktorial~nosti utverßdaet, qto det_{P/A}(α)

sut~ obraz det_P ′_{/A}′ (α^′ ) pri gomomorfizme polnyh simmetriqeskih algebr Ŝ_k(T (ϕ)) :

Ŝ_k(A^′ )→Ŝ_k(A), inducirovannom k–lineænym otobraßeniem T (ϕ) : T (A^′ )→T (A).

(6) Funktorial~nost~: kontravariantnaØ Predpoloßim, qto A ∈ P(A^′ ), sledovatel~no, horoxo opredelen otnositel~nyæ sled T_{A/A}′ : T (A)→T (A^′ ). Pust~ S_k(T_{A/A}′ ) est~ gomomorfizm simmetriqeskih algebr, inducirovannyæ k–lineænym otobraßeniem T_{A/A}′ . Deæstvie funktora ∧ pozvolØet opredelit~ otobraßenie: N_{A/A}′ ≡Ŝ_k(T_{A/A}′ ) : Ŝ_k(A)→Ŝ_k(A^′ ), kotoroe sut~ gomomorfizm polnyh simmetriqeskih algebr. Zafiksiruem P ∈

P(A),E = End_A(P )⊂E^′ = End_A′ (P ). Togda svoæstvo kontravariantnoæ funktorial~- nosti utverßdaet, qto dlØ α ∈ I + Ê^+ my imeem: det_{P/A}′ (α) = N_{A/A}′ (det_{P/A}(α)). 2.2. Abstraktnye Operatory Gekke na Grafah.

V Podrazdele 2.2 my rassmatrivaem, sleduØ [B − 3][B − 3][B − 3], deæstvie operatorov Gekke na grafah i daem priloßenie k determinantnomu toßdestvu.

DlØ grafa X opredelim dva prostranstva C_0 = C^{(V X)} i C_1 = C^{(EX)}, rassmatrivaemye, kak G = Aut(X)–moduli nad gruppovoæ algebroæ C[G].

Opredelenie 2.2.1. C[G]–gomomorfizmy meßdu C0 i C1 nazyva¸tsØ operatorami Gek-

ke na X.

My budem interesovat~sØ operatorami Gekke, otraßa¸wimi simplicial~nu¸ strukturu grafa. Simvoly ∂_0 (sootv. ∂_1) oboznaqa¸t operatory vzØtiØ naqala (sootv. konca) rebra, i J est~ operator obraweniØ reber. Opredelim operatory:

σ_j (v) = ∑ e∈E_j (v) e dlØ v ∈ V X, j = 0, 1.

Vypolneny sledu¸wie sootnoxeniØ: ∂_j J = ∂_{1−j} , Jσ_j = σ_{1−j} DlØ l¸bogo m ≥ 0 my opredelim operatory Gekke :

T^m(e) = ∑ (e,e1,..,e_m)_{red} e_m, gde formal~naØ summa beretsØ po vsem reducirovannym putØm. Vaßnyæ primer fftih operatorov sut~ sledu¸wiæ:

T^1(e) = T (e) = ∑ (e,e1)_{red} e_1,

gde formal~naØ summa beretsØ po vsem reducirovannym putØm.

DlØ l¸boæ verxiny v ∈ V X i l¸bogo m ≥ 0 my opredelim

δ_m(v) = ∑ (e1,..,e_m)_{red},∂0e1=v ∂_1e_m,

gde formal~naØ summa beretsØ po vsem reducirovannym putØm, naqina¸wimsØ v verxine v ∈ V X.

My vidim, qto

δ_0 = I, i δ = δ_1

est~ operator smeßnosti dlØ grafa X.

Opredelim operator Q(v) = q(v)v, gde d(v) = q(v) + 1 =stepen~ verxiny v ∈ V X.

Moßno proverit~ sledu¸wie pravila umnoßeniØ:

δ^2 = δ_2 + Q + I,

δδ_m = δ_{m+1} + Qδ_{m−1}.

�ti pravila mogut byt~ zakodirovany v odnoæ formule: △(u)( ∑ m≥0 δ_mu^m) = (1 − u^2)I, dlØ △(u) = I − δu + Qu^2. Opredelenie 2.2.2. Operator △(1) = (I + Q) − δ nazyvaetsØ Laplasianom dlØ grafa X. Nam trebuetsØ bol~xe informacii o svoæstvah operatorov Gekke. Rassmotrim bloqnoe razloßenie:

C = C_0 ⨁ C_1

i sootvetstvu¸wee bloqnoe razloßenie:

E = End_{C[G]}(C) = ( E_0 H_1 H_0 E_1 ) , gde E_i = End_{C[G]}(C_i) i H_i = Hom_{C[G]}(C_i, C_{1−i})(i = 0, 1).

DlØ dal~neæxego vyvoda determinantnogo toßdestva nam neobhodimo sravnit~ determinanty dvuh proizvedeniæ LM i ML dlØ operatorov L i M v E[u], opredelennyh posredstvom formul: L = ( (1 − u^2)I_0 ∂(u) 0 I_1 )

M = ( I_0 −∂(u) σ(u) (1 − u^2)I_1 ) , gde I_i = Id_{Ci} , ∂(u) = ∂_0u − ∂_1, σ(u) = σ_0(u). My poluqaem LM = ( △(u) 0 σ(u) (1 − u^2)I_1 ) , poskol~ku ∂(u)σ(u) = △(u) − (1 − u^2)I, i ML = ( (1 − u^2)I_0 0 σ(u)(1 − u^2) (I_1 − T u)(I_1 − Ju) ) , poskol~ku

σ(u)∂(u) + (1 − u^2)I_1 = (T + J)(Ju − I_1)u + (1 − u^2)I_1

= (T Ju^2 − T u − Ju + I_1u^2) + (I_1 − I_1u^2)

= I_1 − T u − Ju + T Ju^2 = (I_1 − T u)(I_1 − Ju),

gde my ispol~zuem sledu¸wee ravenstvo (kotoroe legko moßet byt~ provereno qitatelem):

σ_0∂(u) = (T + J)(Ju − I)

Teper~ my v sostoØnii rassmotret~ deæstvie ravnomernoæ rexetki na X. Opredelenie 2.2.3 (sm.[B − 3][B − 3][B − 3]). Pust~ Γ est~ gruppa, deæstvu¸waØ na grafe X. My

govorim, qto Γ est~ ravnomernaØ rexetka, esli vypolneny sledu¸wie usloviØ:

1. Γ deæstvuet bez inversiæ.

2. Γ diskretna, t.e. Γ_v est~ koneqnaØ gruppa dlØ vseh v ∈ V X. 3. Γ ravnomerna (= kokompaktna), t.e. faktor Γ \ X koneqen.

Iz usloviæ (2) i (3) sleduet, qto C_0 i C_1 mogut rassmatrivat~sØ, kak koneqnoporoßdennye prektivnye C[Γ]–moduli:

C_0, C_1 ∈ P(C[Γ])

Esli my poloßim:

r_0 = rank_{C[Γ]}(C_0),

r_1 = rank_{C[Γ]}(C_1),

to my imeem:

r_0, r_1 ∈ T (C[Γ]) = C^{(T (Γ))}

Vyberem orientaci¸ E^+X dlØ X, t.e. EX = E^+X ∐ Ē+X BlagodarØ uslovi¸ (1), my moßem predpolagat~, qto ffta orientaciØ vybrana Γ– invariantnoæ. My imeem sledu¸wee razloßenie dlØ C[Γ]–moduleæ:

C_1 = C^+_1 ⊕JC^+_1 ,

i operator J opredelØet C[Γ]–izomorfizm meßdu C^+_1 i JC^+_1 . Oqevidno, qto

r_1 = rank_{C[Γ]} (C^+_1 )

Rassmotrim sledu¸wee bloqnoe razloßenie:

C = C_0 ⨁ C_1,

i sootvetstvu¸wee bloqnoe razloßenie:

E = End_{C[Γ]}(C) = ( E_0 H_1 H_0 E_1 ) , pri E_i = End_{C[Γ]}(C_i), (i = 0, 1) i H_i = Hom_{C[Γ]}(C_i, C_{1−i}), (i = 0, 1).

Pust~ u est~ peremennaØ. DlØ l¸bogo C–modulØ F my opredelim:

F̂ = F [[u]], F̂ + = uF [[u]].

F̂ est~ modul~ nad Ĉ = C[[u]], i takße Ĉ–algebra, esli F est~ C–algebra. Takim obrazom, fflementy

△(u) = I_0 − δu + Qu^2 ∈ I_0 + Ê^+_0 i I_1 − T u ∈ I_1 + Ê^+_1

opredeleny korrektno. Teorema 2.2.1 (sm.[B − 3][B − 3][B − 3]).

My imeem sledu¸wee ravenstvo v I + Ŝ^+_C(C[Γ]) = I + uC[T (Γ)][[u]], (gde C[T (Γ)] est~ polinomial~naØ algebra nad mnoßestvom soprØßennyh klassov gruppy Γ):

det_{C1/C[Γ]}(I_1 − T u) = (1 − u^2)^{r1−r0} det_{C0/C[Γ]}(I_0 − δu + Qu^2)

Dokazatel~stvo. Napomnim, qto operatory L i M opredeleny posredstvom formul: L = ( (1 − u^2)I_0 ∂(u) 0 I_1 )

M = ( I_0 −∂(u) σ(u) (1 − u^2)I_1 ) , pofftomu my imeem ravenstva: LM = ( △(u) 0 σ(u) (1 − u^2)I_1 ) i ML = ( (1 − u^2)I_0 0 σ(u)(1 − u^2) (I_1 − T u)(I_1 − Ju) ) .

Poskol~ku L, LM, ML ∈ Ê, to ots¸da sleduet, qto M obratimo v Ê, i ML = M(LM)M^{−1} i LM ime¸t odin i tot ße determinant. PerepisyvaØ ffto uravnenie v komponentah, my moßem naæti, qto

det_{C/C[Γ]}(LM) = det_{C0/C[Γ]}(△(u))det_{C1/C[Γ]}((I − u^2)I_1) =

(1 − u^2)^{2r1} det_{C0/C[Γ]}(△(u)) i det_{C/C[Γ]}(ML) = det_{C0/C[Γ]}((I − u^2)I_0)det_{C1/C[Γ]}((I − T u)(I_1 − Ju)) = (1 − u^2)^{r0} det_{C1/C[Γ]}(I − T u)det_{C1/C[Γ]}(I − Ju). Pofftomu, qtoby proverit~ utverßdenie teoremy, dostatoqno ubedit~sØ, qto

det_{C1/C[Γ]}(I_1 − Ju) = (1 − u^2)^{r1} .

Qtoby dokazat~ fftot fakt, razloßim C^+_1 , kak vyxe:

C_1 = C^+_1 ⨁ JC^+_1

gde C^+_1 = C^{(E+X)} i E^+X sut~ Γ–invariantnaØ orientaciØ na X. S pomow~¸ izomorfizma J my moßem otoßdestvit~ C^+_1 i JC^+_1 , i E_1 = End_{C[Γ]}(C_1) = M_2(End_{C[Γ]}(C^+_1 )). Togda my imeem:

I_1 − Ju = ( I −Iu −Iu I ) . Sledovatel~no, my imeem: det_{C1/C[Γ]}(I_1 − Ju) = det_{C1/C[Γ]} {( I Iu 0 I ) ( I −Iu −Iu I )} =

det_{C1/C[Γ]} ( (1 − u^2)I 0 −Iu I ) = det_C+_{1 /C[Γ]}((1 − u^2)I) = (1 − u^2)^{r1}

poskol~ku r_1 = rank_{C[Γ]}(C^+_1 ). �to zaverxaet dokazatel~stvo teoremy. ♣

Sledstvie.

det_{C1/C[Γ]}((1 − u^2)^{−1/2}(I_1 − T u)) =

det_{C0/C[Γ]}((1 − u^2)^{−1}△(u)) = det_{C0/C[Γ]}( ∑ m≥0 δ_mu^m)^{−1}

2.3. Dzeta–FunkciØ Ravnomernoæ Drevesnoæ Rexetki: Opredelenie i Svoæstva.

V Podrazdele 2.3 my rassmotrim opredelenie i nekotorye svoæstva abstraktnoæ dzeta–funkcii ravnomernoæ drevesnoæ rexetki.

Pust~ X est~ lokal~no–koneqnoe derevo, snabßennoe deæstviem gruppy Γ, udovletvorØ¸weæ sledu¸wim usloviØm (sm.[B − 3][B − 3][B − 3]):

(a)Γ deæstvuet bez inversiæ, (b)Γ deæstvuet diskretno: stabilizator Γ_v koneqen dlØ vseh verxin v ∈ V X, (c)Γ deæstvuet ravnomerno: faktor Γ \ X est~ koneqnyæ graf.

My oboznaqim rasstoØnie na X, zadannoe posredstvom reber, qerez d i dlØ l¸bogo

g ∈ Γ poloßim: l(g) = min_{v∈V X} d(gv, v) X_g = v ∈ V X : d(gv, v) = l(g). Rassmotrim dva vozmoßnyh sluqaØ:

(1) g–fflliptiqeskiæ fflement: l(g) = 0, togda g imeet koneqnyæ porØdok, i X_g sut~ derevo ego nepodvißnyh toqek (sm. Risunok 4);

(2) g–giperboliqeskiæ fflement: l(g) ≥ 0, togda X_g sut~ lineænoe derevo (sm. Glavu I), na kotorom g deæstvuet, kak sdvig s amplitudoæ l(g), ravnoæ, v oboznaqeniØh Glavy I, stepeni fftogo fflementa (sm. Risunok 5, kotoryæ, v principe, analogiqen Risunku 2 iz Glavy I, no zdes~ my priderßivaemsØ oboznaqeniæ raboty [B − 3][B − 3][B − 3]).

V sluqae (2) edinstvennymi koncami dereva X, nepodvißnymi otnositel~no g, ØvlØ¸tsØ dva konca dereva X_g. Konec dereva X_g , na kotorom fflement g deæstvuet translØciØmi budet oboznaqat~sØ qerez ε_g . Risunok 4. Risunok 5.

Opredelenie 2.3.1 (sm.[B − 3][B − 3][B − 3]).

Mnoßestvo Ω Γ–giperboliqeskih koncov dereva X opredeleno, kak mnoßestvo koncov ε_g dereva X s g – sut~ giperboliqeskimi fflementami gruppy Γ.

My opredelim dlØ l¸bogo konca ε dereva X i dlØ l¸byh verxin dereva v, w ∈ V X (giperboliqeskoe) rasstoØnie:

(v − w)_ε = d(v, u) − d(w, u) (2.3.1)

dlØ l¸byh u ∈ [v, ε) ∩ [w, ε), gde dlØ l¸boæ verxiny v ∈ V X i dlØ l¸bogo konca ε dereva X [v, ε) oboznaqaet ”X–luq” iz v v ε (sm.Risunok 6).

�to opredelenie ne zavisit ot vybora u. Risunok 6.

Uravnenie (x − x_0)_ε = 0 opredelØet orisferu, prohodØwu¸ qerez x_0 s ε, v kaqestve centra fftoæ orisfery.

Rassmotrim Γ–giperboliqeskiæ konec ε ∈ Ω so stabilizatorom Γ_ε. DlØ l¸bogo

g ∈ Γ_ε g perenosit orisfery s centrom pri ε vdol~ ε na rasstoØnie

τ_ε(g) := (gx − x)_ε ∈ Z.

Legko videt~, qto l(g) =| τ_ε(g) |, i τ_ε : Γ_ε → Z

est~ gomomorfizm . Teper~ my polagaem:

Γ^0_ε = Ker(τ_ε) i l_εZ = Im(τ_ε), l_ε ≥ 0. Iz diskretnosti gruppy Γ sleduet, qto

Γ^0_ε koneqen i

Vse giperboliqeskie fflementy Γ_ε ime¸t odnu i tu ße os~, oboznaqaemu¸ X_ε, X_ε ⊂ X_g dlØ vseh g ∈ Γ_ε.

Otmetim, qto os~ X_ε(≡Z) invariantna otnositel~no Γ_ε. Gruppa Γ^0_ε deæstvuet trivial~no na X_ε, i faktorgraf Γ_ε\X_ε izomorfen cepoqke Z\l_εZ dliny l_ε. V qastnosti,

|Γ_ε\X_ε| = l_ε.

DlØ l¸bogo ε ∈ Ω (opredelennogo, kak i ranee) my rassmotrim

σ_ε = 1 | Γ^0_ε | ∑ g∈Γ_ε, τ_ε=l_ε g ∈ C[Γ_ε].

Opredelim central~nyæ idempotent v C[Γ_ε]:

δ_ε = 1 | Γ^0_ε | ∑ h∈Γ0_ε h. Togda, esli g_0 ∈ Γ_ε s τ_ε(g_0) = l_ε, to my vidim, qto σ_ε = δ_εg_0. Pofftomu dlØ stepeneæ my imeem: dlØ m ∈ Z

τ_ε(g^m_0 ) = ml_ε

σ^m_ε = δ^m_ε g^m_0 = δ_εg^m_0 i σ^m_ε = 1 | Γ^0_ε | ∑ g∈Γ_ε , τ_ε (g)=ml_ε g.

Teper~ nam neobhodimo opredelit~ razmeqivanie naxego grafa. Qtoby sdelat~ ffto, rassmotrim Γ–ffkvivariantnoe otbraßenie: u : EX → U,

dlØ nekotorogo koneqnogo mnoßestva peremennyh U. Γ–ffkvivariantnost~ fftogo otobraßeniØ oznaqaet, qto my imeem uslovie:

u(ge) = u(e) dlØ vseh e ∈ EX, g ∈ Γ.

DlØ giperboliqeskogo fflementa g ∈ Γ oboznaqim:

E^gX_g = mnoßestvo reber v X_g, orientirovannyh vdol~ ε_g, i u(g) = ∏ e∈<g>/E^g X_g u(e) ∈ C[U].

Analogiqno, dlØ ε ∈ Ω (Γ–giperboliqeskogo konca) my oboznaqim:

E^gX_ε = mnoßestvo reber X_ε, orientirovannyh vdol~ ε, i u(ε) = ∏ e∈Γ_ε/E^ε X_ε u(e) ∈ C[U].

Otmetim, qto v oboih sluqaØh my imeem: deg(u(g)) = l(g), i deg(u(ε)) = l(g). Teper~ my v sostoØnii opredelit~ dzeta–funkci¸, svØzannu¸ s drevesnoæ rexetkoæ Γ. Pust~

Ψ = Γ/Ω

est~ Γ–klassy Γ–giperboliqeskih koncov. Dzeta–funkciØ opredelena, kak formal~- noe beskoneqnoe proizvedenie po Ψ:

Z(u) = ∏ ε∈Ψ det_{C[Γ]/C[Γ]} (1 − σ_εu(ε))^{−1}.

Iz obweæ diskussii, provedennoæ v Podrazdele 2.2, my nahodim, qto

Z(u) ∈ I + Ŝ^+_C(C[Γ]), gde Ŝ^+_C(C[Γ]) = C[T (Γ)][[U]].

Sledovatel~no, Z(u) est~ stepennoæ rØd po peremennoæ U s postoØnnym qlenom I i drugimi kofffficientami, ØvlØ¸wimisØ kompleksnymi polinomami na mnoßestve

T (Γ)–mnoßestve soprØßennyh klassov gruppy Γ.

Qtoby sformulirovat~ formuly racional~nosti dlØ dzeta–funkcii drevesnoæ rexetki, nam neobhodimo vvesti polnu¸ ffælerovu harakteristiku sledu¸wim obrazom (sm.[B − 3]

[B − 3] [B − 3]).

Napomnim, qto

C_0 = C^{(V X)} i C_1 = C^{(EX)}

rassmatriva¸tsØ, kak koneqnoporoßdennye proektivnye C[Γ]–moduli, i my poloßim

r_0 = rank_{C[Γ]}(C_0)

2r_1 = rank_{C[Γ]}(C_0).

Legko videt~, qto

r_1 = rank_{C[Γ]} (C^+_1 ),

gde C^+_1 = C^{(E+X)}, i Γ–invariantnaØ orientaciØ dereva X daetsØ qerez E^+X. Iz togo fakta, qto X–ffto derevo, my imeem acikliqeskiæ cepnoæ kompleks:

0→C^+_1^{∂=∂0−∂1}−→ C_0→C→0

Togda polnaØ ffælerova harakteristika gruppy Γ est~

χ̂(Γ) = r_0 − r_1

Opredelim operator U na rebrah X, rassmatrivaemyæ, kak operator v E_1[U], gde

E_1 = End_{C[Γ]}(C_1): U(e) = u(e)e.

Teorema 2.3.1 (formula racional~nosti dlØ dzeta–funkcii) (sm.[B − 3][B − 3][B − 3]).

Z(u) = det_{C1/C[Γ]}(I_1 − UT )^{−1}.

Zameqanie. Poskol~ku T opredelen v Podrazdele 2.2, to

(UT )(e) = ∑ (e,e1)_{red} u(e_1)e_1,

i dlØ stepeneæ fftogo operatora:

(UT )^m(e) = ∑ (e,e1,...,e_m)_{red} u(e_1)...u(e_m)e_m.

DlØ dokazatel~stva Teoermy 2.3.1 nam neobhodima odna Lemma, kotoraØ budet proverena pozdnee.

Lemma. DlØ celogo m ≥ 0 i dlØ

Ω(m) = (ε ∈ Ω : l_ε | m)

Ψ(m) = Γ/Ω(m) my imeem:

T̂_{C1/C[Γ]}((UT )^m) = ∑ ε∈Ψ(m) l_εu(ε)^{m/lε} T_{C[Γ]}(σ^{m/lε}_ε ). Dokazatel~stvo Teoremy 2.3.1, predpolagaØ Lemmu. Oboznaqim qerez D operator differencirovaniØ �ælera po peremennym U, kotoryæ umnoßaet odnorodnyæ U– polinom stepeni d na d.

Primenim fftot operator k logZ(u): DlogZ(u) = −D( ∑ ε∈Ψ T̂_{C[Γ]}(log(1 − σ_εu(ε)))

= D( ∑ ε∈Ψ ∑ h≥1 u(ε)^h h T_{C[Γ]}(σ^h_ε )

= ∑ ε∈Ψ ∑ h≥1 l_εu(ε)^hT_{C[Γ]}(σ^h_ε ).

S drugoæ storony, obyqnoe razloßenie iz lineænoæ algebry daet: Dlogdet_{C1/C[Γ]}(I_1 − UT )^{−1} = DT̂_{C1/C[Γ]}( ∑ m≥1 1 m (UT )^m)

= ∑ m≥1 1 m DT̂_{C1/C[Γ]}(UT )^m

= ∑ m≥1 1 m D( ∑ ε∈Ψ(m) l_εu(ε)^{m/lε} T_{C[Γ]}(σ^{m/lε}_ε )

= ∑ m≥1 ∑ ε∈Ψ(m) l_ε m ( m l_ε l_ε)u(ε)^{m/lε} T_{C[Γ]}(σ^{m/lε}_ε )

= ∑ ε∈Ψ ∑ h≥1 l_εu(ε)^hT_{C[Γ]}(σ^h_ε ).

Sledovatel~no, my imeem sovpadenie meßdu levoæ i pravoæ qastØmi. �to zaverxaet dokazatel~stvo Teoremy 2.3.1. ♣ Dokazatel~stvo Lemmy. Rassmotrim mnoßestvo B ⊂ EX, sostoØwee iz odnogo rebra iz kaßdoæ Γ–orbity

C_1 = C^{(EX)} = ⨁ e∈B C^{(Γ·e)}.

My moßem zapisat~ dlØ e ∈ B

(UT )^m(e) = ∑ f∈B a_{e,f} ·f, s nekotorymi a_{e,f} ∈ C[Γ][U].

Ispol~zuØ idempotenty, kak vyxe, my moßem zapisat~:

C^{(Γ·e)} = C[Γ]·e ≡ C^{(Γ/Γe)} ≡ C[Γ]·δ_e,

gde ,kak obyqno,

δ_e = 1 | Γ_e | ∑ h∈Γ_e h.

My nahodim, qto

T̂_{C1/C[Γ]}((UT )^m) = ∑ e∈B T_{C[Γ][U]}(a_{e,e}δ_e),

poskol~ku ffndomorfizm modulØ C[Γ][U], otsyla¸wiæ δ_e v a·δ_e (gde a ∈ C[Γ][U]), imeet sled T_{C[Γ][U]}(aδ_e).

Poskol~ku

(UT )^m(e) = ∑ (e,e1,...,e_m) u(e_1)...u(e_m)e_m,

to te qleny, kotorye da¸t (nenulevoæ) vklad v a_{e,e} ime¸t vid e_m = ge, dlØ nekotorogo g ∈ Γ. Takoæ g needinstvenen, i my dolßny usrednit~ po mnoßestvu vseh vozmoßnosteæ g·Γ_e: a_{e,e} = 1 | Γ_e | ∑ l(g)=m, e∈E^g X_g u(g)·g,

gde my ispol~zuem, qto u(e_1)...u(e_m) = u(g) i u(e_1)...u(e_m)e_m = u(g)·ge.

Moßno naæti, qto a_{e,e}·δ_e = a_{e,e}, pofftomu my imeem

T̂_{C1/C[Γ]}((UT )^m) = ∑ e∈Γ/EX 1 | Γ_e | ∑ l(g)=m e∈E^g X_g u(g)T_{C[Γ]}(g)

= ∑ e∈Γ/EX 1 | Γ_e | ∑ ε∈Ω(m) e∈E^g X_g ∑ g∈Γ_ε τ_ε(g)=m u(g)T_{C[Γ]}(g),

gde, kak vyxe:

Ω(m) = (ε ∈ Ω : l_ε | m).

DlØ g ∈ Γ_ε i τ_ε(g) = m my imeem u(g) = u(ε)^{m/lε} , a takße, esli e ∈ EX_ε, to Γ^0_ε ⊆ Γ_ε. Togda iz vyxeskazannogo my imeem:

T̂_{C1/C[Γ]}((UT )^m) = ∑ e∈Γ/EX | Γ^0_ε | | Γ_ε | ∑ ε∈Ω(m), e∈E^g X_g u(ε)^{m/lε} 1 | Γ^0_ε | ∑ g∈Γ_g , τ_ε (g)=m T_{C[Γ]}(g) =

∑ e∈Γ/EX 1 [Γ_e : Γ^0_ε] ∑ ε∈Ω(m), e∈E^g X_g u(ε)^{m/lε} T_{C[Γ]}(σ^{m/lε}_ε ).

Opredelim Ω(m, E) = ((ε, e) : ε ∈ Ω(m), e ∈ E^εX_ε)

i rassmotrim Γ–ffkvivariantnye proekcii: Ω(m)^p←− Ω(m, E)^q−→ EX. My polagaem Ω(m, e) = q^{−1}(e). Togda my poluqaem:

T̂_{C1/C[Γ]}((UT )^m)

= ∑ e∈Γ/EX 1 [Γ_e : Γ^0_ε] ∑ ε∈Ω(m), e∈E^g X_g u(ε)^{m/lε} T_{C[Γ]}(σ^{m/lε}_ε )

= ∑ e∈Γ/EX ∑ (ε,e)∈Γ_e/Ω(m,e) u(ε)^{m/lε} T_{C[Γ]}(σ^{m/lε}_ε )

(gde my ispol~zuem, qto u(e) i T_{C[Γ]}(σ^h_ε ) ØvlØ¸tsØ Γ–invariantnymi funkciØmi ot ε i Γ_ε–orbita dlØ (ε, e) est~ [Γ_ε : Γ^0_ε]) = ∑ (ε,e)∈Γ/Ω(m,E) u(ε)^{m/lε} T_{C[Γ]}(σ^{m/lε}_ε )

= ∑ ε∈Γ/Ω(m) ∑ e∈Γ_ε/E^g X_g u(ε)^{m/lε} T_{C[Γ]}(σ^{m/lε}_ε )

= ∑ ε∈Ψ(m) l_εu(ε)^{m/lε} T_{C[Γ]}(σ^{m/lε}_ε ), gde, kak obyqno, Ψ(m) = Γ/Ω(m). �to zaverxaet dokazatel~stvo Lemmy. ♣

Svoæstvo Funktorial~nosti DlØ Dzeta–Funkcii.

Kak i v Glave I, my moßem izuqit~ povedenie dzeta–funkcii pri zamenah gruppy. Pust~ Γ^′ ⊆ Γ, i vopros v tom, qtoby sravnit~ Z_Γ′_{,X} (u) i Z_{Γ,X} (u). Iz Podrazdela 2.1 my imeem C–lineænoe otobraßenie vzØtiØ otnositel~nogo sleda:

T_{Γ/Γ}′ : T (C[Γ])→T (C[Γ^′ ]),

i sootvetstvu¸wiæ gomomorfizm v smysle Ĉ–algebr:

Ŝ_C(C[Γ])^{NΓ/Γ′ =Ŝ}C^{(TΓ/Γ′ )} −→ Ŝ_C(C[Γ^′ ]).

Iz svoæstva funktorial~nosti determinantov, obsußdavxegosØ v Podrazdele 2.1, my imeem:

det_{C1/C[Γ}′_](I_1 − UT ) = N_{Γ/Γ}′ (det_{C1/C[Γ]}(I_1 − UT ))

Togda po Teoreme 2.3.1 my imeem:

Z_Γ′_{,X} (u) = N_{Γ/Γ}′ (Z_{Γ,X} (u)).

DlØ sluqaØ U = {u} (edinstvennaØ peremennaØ), my moßem zapisat~ u(e) = u, dlØ vseh reber e ∈ EX, i u(ε) = u^{lε} , dlØ vseh ε ∈ Ω, pofftomu Z(u) = ∏ ε∈Ψ det_{C[Γ]/C[Γ]} (1 − u^{lε} σ_ε)^{−1}.

Operator UT raven v fftom sluqae operatoru uT . Pofftomu iz Teoremy 2.2.1 my imeem sledu¸wee determinantnoe ravenstvo:

det_{C1/C[Γ]}(I_1 − uT ) = (1 − u^2)^{(r1−r0)}det_{C0/C[Γ]}(△(u)),

gde r_0 = rank_{C[Γ]}(C_0) i 2r_1 = rank_{C[Γ]}(C_1). Napomnim, qto

r_1 − r_0 = −χ̂(Γ),

gde χ̂(Γ) est~ polnaØ ffælerova harakteristika gruppy Γ. S fftimi faktami i ispol~- zuØ Teoremu 2.3.1, my imeem sledu¸wu¸ teoremu. Teorema 2.3.2 (sm.[B − 3][B − 3][B − 3]).

Z(u)^{−1} = det_{C1/C[Γ]}(I_1 − uT ) = (1 − u^2)^{−χ̂(Γ)}det_{C0/C[Γ]}(△(u)).

Teorema 2.3.2 prØmo svØzyvaet dzeta–funkci¸ Z(u) s kombinatornym ”Laplasianom” △(u).

Sledstvie (Funkcional~noe Uravnenie v RegulØrnom Sluqae, sm.[B − 3][B − 3][B − 3]).

DlØ (q + 1)–regulØrnogo grafa X vypolneno sledu¸wee funkcional~noe uravnenie:

Z((qu)^{−1}) = (

1 − u^2 q^2u^2 − 1

)^{−χ̂(Γ)}q^{2r1−r0} u^{2r1} Z(u).

Dokazatel~stvo. My imeem sledu¸wu¸ cepoqku ravenstv:

det_{C0/C[Γ]}(△((qu)^{−1})) = det_{C0/C[Γ]}(I − δ(qu)^{−1} + q(qu)^{−2}I) = (qu^2)^{−r0} det_{C0/C[Γ]}((qu^2)(I − δ(qu)^{−1} + q(qu)^{−2}I)) = q^{−r0} u^{−2r0} det_{C0/C[Γ]}(△(u)). NapominaØ, qto χ̂(Γ) = r_0 −r_1 i ispol~zuØ cepoqku ravenstv, my poluqaem ßelaemyæ rezul~tat. �to zaverxaet dokazatel~stvo SledstviØ. ♣

Esli my poloßim Y (u) = (1 − u^2)^{−χ̂(Γ)}u^{r0} Z(u), to utverßdenie SledstviØ moßet byt~ perepisano v terminah Y (u):

Y ((qu)^{−1}) = Y (u)

2.4. �kvivariantnaØ VersiØ Dzeta–Funkcii.

V Podrazdele 2.4 my rassmotrim, sleduØ [B − 3][B − 3][B − 3], ffkvivariantnu¸ versi¸ formul racional~nosti dlØ dzeta–funkcii ravnomernoæ drevesnoæ rexetki.

Qtoby sformulirovat~ ponØtie L–funkcii dlØ drevesnyh rexetok, my dolßny rassmotret~ ρ : Γ−→GL(V )– koneqnomernoe C–predstavlenie gruppy Γ. Pust~ V_ρ est~

C[Γ]–modul~, opredelennyæ posredstvom ρ, i χ : T (C[Γ])−→C est~ ego harakter.

Iz rezul~tatov Podrazdela 2.1 sleduet, qto my moßem postroit~ gomomorfizmy algebr:

Ŝ_{C[Γ]}^ŜC^{(χρ)}−→ Ŝ_C(C)^{ε1}−→ Ĉ = C[[u]],

tak ße, kak i kompozitnyæ gomomorfizm:

σ_ρ = ε_1∘Ŝ_C(χ_ρ).

Iz svoæstv funktorial~nosti dlØ determinanta my imeem: σ_ρ(det_{P/C[Γ]}(α) = det(Ĥ_ρ(α). Qtoby rassmotret~ fftu formulu bolee podrobno, my dolßny postorit~ funktor

H_ρ = Hom_{C[Γ]}(−, V_ρ) : P(C[Γ])−→P(C).

Funktorial~nost~ H_ρ oznaqaet, qto, esli P ∈ P(C[Γ]) i E = End_{C[Γ]}(P ), E_ρ =

End_{C[Γ]}(H_ρ(P )), to H_ρ opredelØet gomomorfizm algebr: H_ρ : E−→E_ρ, a takße i gomo-

morfizm dlØ popolneniæ kolec

Ĥ_ρ : Ê = E[[u]]−→Ê_ρ = E_ρ[[u]].

S odnoæ storony, dlØ dannogo α ∈ I + Ê^+ my imeem det_{P/C[Γ]}(α) ∈ I + Ŝ^+_C(C[Γ]) i

σ_ρ(α) ∈ I + Ĉ^+. S drugoæ storony, Ĥ_ρ(α) ∈ Ê_ρ, i det(Ĥ_ρ(α) ∈ Ĉ.

OboznaqaØ Ĥ_ρ(α) (sokrawenno) qerez α_ρ, my moßem perepisat~ vyxeukazannu¸ formulu sledu¸wim obrazom: σ_ρ(det_{P/C[Γ]}(α)) = det(α_ρ), dlØ α ∈ I + Ê^+.

Esli P = C[Γ], to H_ρ(C[Γ]) = Hom_{C[Γ]}(C[Γ], V_ρ), i E = End_{C[Γ]}(C[Γ]) = C[Γ]^{op}–sut~ algebra, deæstvu¸waØ pravym umnoßeniem.

My budem ispol~zovat~ sledu¸wee oboznaqenie: dlØ α ∈ C[Γ]^{op}, α_ρ = H_ρ(α) = ρ(α) ∈ End_C(V_ρ).

Teper~ my v sostoØnii opredelit~ L-funkcii drevesnyh rexetok. Opredelim L(u, ρ) sledu¸wim obrazom: L(u, ρ) = σ(Z(u)) = σ( ∏ ε∈Ψ det_{C[Γ]/C[Γ]}(1 − u^{lε} σ_ε)^{−1}

= ∏ ε∈Ψ det(I_V − u^{lε} ρ(σ_ε))^{−1}, s vyxeukazannymi oboznaqeniØmi.

Teper~ my sobiraemsØ sravnit~ fftu L–funkci¸ s determinantami nekotoryh kombinatornyh ”Laplasianov”, deæstvu¸wih na nekotoryh prostranstvah Γ-ffkvivari-antnyh seqeniæ, ispol~zuØ metodologi¸ Podrazdela 2.3.

My berem P = C_0 = C^{V X} i identificiruem prostranstvo H_ρ(C_0) = Hom_C[Γ](C^{(V X)}, V_ρ) s prostranstvom

H_ρ(V X) := (Γ − ffkvivariantnye funkcii f : V X−→V_ρ).

�to oznaqaet, qto H_ρ(V X) moßet rassmatrivat~sØ, kak prostranstvo seqeniæ ploskogo vektornogo rassloeniØ nad V X so strukturnoæ gruppoæ GL(V ). KaßdaØ funkciØ f ∈ H_ρ(X) prodolßaetsØ C–lineæno do f : C^{(V X)}−→V_ρ, i deæstvie l¸bogo

α ∈ E = End_{C[Γ]}(C_0) na H_ρ(V X) opredeleno qerez (α_ρf)(v) = f(α(v)), gde α(v) ∈ C_0.

DlØ operatora ”valentnosti” Q i dlØ kombinatornogo ”Laplasiana” δ my imeem: (Q_ρf)(v) = q(v)f(v), gde q(v) + 1 = d(v) = est~ stepen~ verxiny v ∈ V X, i

(δ_ρf)(v) = ∑ e∈E0(v) f(∂_1e). Poskol~ku deæstvie gruppy Γ kommutiruet s deæstviem operatorov Gekke, to, s uqetom rezul~tatov Podrazdela 2.2, ots¸da sleduet, qto

△_ρ(u) = I − δ_ρ + Q_ρu^2, s I = Id_{Hρ(V X)}. Moßno opredelit~ analogiqnym obrazom prostranstvo Γ–ffkvivariantnyh funkciæ na rebrah. Identificiruem prostranstvo H_ρ(C_1) (dlØ P = C_1 = C^{(EX)}) s prostranstvom

H_ρ(EX) = (Γ − ffkvivariantnye funkcii f : EX−→V_ρ).

Tak kak deæstvie operatorov Gekke kommutiruet s deæstviem gruppy Γ, to my imeem dlØ T ∈ End_{C[Γ]}(C_1)

(T_ρf)(e) = ∑ (e,e1)_{red} f(e_1).

Iz samogo opredeleniØ L–funkcii my imeem sledu¸wee mul~tiplikativnoe povedenie L–funkcii pri zamenah predstavleniØ ρ: L(u, ρ) = L(u, ρ^′ )L(u, ρ^{′′} ) dlØ l¸boæ toqnoæ posledovatel~nosti predstavleniæ

0−→ρ^′ −→ρ−→ρ^{′′} −→0. Qtoby sformulirovat~ teoremu racional~nosti dlØ L–funkcii, nam neobhodimo opredelit~ ponØtie ffkvivariantnoæ ffælerovoæ harakteristiki χ̂_ρ(Γ) gruppy Γ, vyvedennoæ iz polnoæ harakteristiki �ælera χ̂(Γ) gruppy Γ posredstvom formuly (sm.Podrazdel 2.1):

χ̂_ρ(Γ) = χ_ρ(χ̂(Γ)).

Napomnim, qto

χ̂(Γ) = r_0 − r_1 ∈ T (C[Γ]),

r_0 = rank_{C[Γ]}(C_0),

r_1 = 1 2 rank_{C[Γ]}(C_1).

Iz rezul~tatov Podrazdela 2.1 sleduet, qto:

χ_ρ(r_0) = ∑ v∈Γ/V X dim_C(V^{Γv}_ρ ) = dim_C(H_ρ(V X)),

χ_ρ(r_1) = 1 2 ∑ e∈Γ/EX dim_C(V^{Γe}_ρ ) = 1 2 dim_C(H_ρ(EX)), χ̂_ρ(Γ) = dim_CH^0(Γ, V_ρ) − dim_CH^1(Γ, V_ρ).

Teper~ my v sostoØnii rassmotret~ priloßenie Teoremy 2.3.1 k L(u, ρ) s cel~¸ nemedlenno poluqit~ formuly racional~nosti dlØ L–funkcii (gde pri vyvode my ispol~zovali to obstoØtel~stvo, qto deæstvie operatorov Gekke kommutiruet s deæstviem gruppy Γ).

Teorema 2.4.1 (sm.[B − 3][B − 3][B − 3]).

DlØ l¸bogo koneqnomernogo komplesnogo predstavleniØ ρ : Γ−→GL(V ) vypolneny sledu¸wie formuly racional~nosti: L(u, ρ)^{−1} = det(I − uT_ρ) = (1 − u^2)^{−χ̂ρ (Γ)}det(△_ρ(u)),

gde T_ρ est~ operator, deæstvu¸wiæ v H_ρ(EX), opredelennyæ, kak vyxe, △_ρ(u) = I − δ_ρu + Q_ρu^2 est~ operator, deæstvu¸wiæ v H_ρ(V X), opredelennyæ, kak vyxe, i χ̂_ρ(Γ) = χ_ρ(χ̂(Γ)) = χ_ρ(r_0) − χ_ρ(r_1)

est~ ffkvivariantnaØ harakteristika �ælera.

Dokazatel~stvo. Utverßdenie Teoremy 2.4.1 est~ sledstvie Teoremy 2.3.1 i togo fakta, qto deæstvie operatorov Gekke kommutiruet s deæstviem gruppy Γ. �to zaverxaet dokazatel~stvo Teoremy 2.4.1. ♣ Teper~ moßno poluqit~ svoæstvo ffkvivariantnoæ funktorial~nosti dlØ L–funkcii, pol~zuØs~ sootvetstvu¸wim svoæstvom dlØ abstraktnoæ dzeta–funkcii.

Teorema 2.4.2 (sm.[B − 3][B − 3][B − 3]).

DlØ l¸boæ gruppy Γ^′ ⊆Γ–podgruppy koneqnogo indeksa v gruppe Γ, i dlØ l¸bogo koneqnomernogo predstavleniØ ρ^′ : Γ^′ −→GL(V_ρ), opredelim predstavlenie ρ = Ind^Γ′ (ρ^′ ) (predstavlenie, inducirovannoe s ρ^′ ), polagaØ:

V_ρ = H_ρ′ (C[Γ]) = Hom_{C[Γ}′_](C[Γ], V_ρ′ ).

Togda vypolneno sledu¸wee ravenstvo:

L_{(Γ}′_{,X)}(u, ρ^′ ) = L_{(Γ,X)}(u, ρ).

Dokazatel~stvo. My imeem

L_{(Γ,X)}(u, ρ) = σ_ρ(Z_{(Γ,X)}(u))

= σ_ρ′ (N_{Γ/Γ}′ Z_{(Γ,X)}(u)) = σ_ρ′ (Z_{(Γ}′_{,X)}(u))

= L_{(Γ}′_{,X)}(u, ρ^′ ).

�to zaverxaet dokazatel~stvo Teoremy 2.4.2. ♣

Moßno ispol~zovat~ Teoremu 2.4.2, qtoby poluqit~ formulu faktorizacii, kotoraØ obobwaet formulu faktorizacii dlØ regulØrnogo sluqaØ, rassmotrennu¸ v Glave I. Poloßim ρ^′ = 1 (trivial~noe predstavlenie gruppy Γ^′ ). Togda my imeem

V_ρ = H_1(C[Γ]), i horoxo izvestno, qto my moßem otoßdestvit~ V_ρ = L(Γ^′ /Γ) = (f : Γ^′ /Γ−→C), priqem deæstvie gruppy Γ zadano pravymi umnoßeniØmi na Γ^′ /Γ. Sledo-

vatel~no, V_ρ ØvlØetsØ C–lineæno dual~nym k modul¸ perestanovok C^{(Γ′ /Γ)}. Esli my zapixem ρ_{Γ/Γ}′ dlØ fftogo predstavleniØ ρ, to my poluqim

L_{(Γ}′_{,X)}(u, 1) = L_{(Γ,X)}(u, ρ_{Γ/Γ}′ ),

gde pravaØ qast~ moßet byt~ perepisana, kak proizvedenie po semeæstvu, sootvetstvu¸wemu razloßeni¸ predstavleniØ ρ_{Γ/Γ}′ v prØmu¸ summu neprivodimyh predstavleniæ (s uqetom ih kratnosteæ), s pomow~¸ svoæstva mul~tiplikativnosti dlØ L–funkcii.

Ots¸da sleduet sootvetstvu¸waØ formula faktorizacii dlØ L_{(Γ}′_{,X)}(u, 1), kotoraØ moßet rassmatrivat~sØ, kak obobwenie formuly faktorizacii, rassmotrennoæ v Podrazdele 1.4.

2.5. VzaimosvØzi s Simvoliqeskoæ Dinamikoæ.

V Podrazdele 2.5 my sobiraemsØ sravnit~ dzeta– i L–funkcii, svØzannye so svobodnym gruppovym deæstviem, s topologiqeskimi cepØmi Markova (sm.[N − 3][N − 3][N − 3]). Sledovatel~no, takie ob¨ekty, kak dzeta–funkcii koneqnogo grafa, L–funkciØ koneqnogo grafa, dzeta–funkciØ koneqnogo grafa s metkami, mogut byt~ estestvenno opisany pri pomowi simvoliqeskoæ dinamiki. InterpretaciØ dzeta–funkcii koneqnogo grafa qerez topologiqeskie cepi Markova pozvolØet rassmatrivat~ takie funkcii, kak dzeta–funkcii tipa R¸ffllØ dlØ sistem s ”diskretnym vremenem” (sm.[R − 1][R − 1][R − 1], [R − 2][R − 2][R − 2],

[R − 3]

[R − 3]). My otsylaem qitatelØ k stat~e [P n][P n][P n] dlØ bolee detal~nogo znakomstva s vo-

prosami teorii dzeta–funkciæ tipa R¸ffllØ dlØ sistem s ”nepreryvnym vremenem”.

Pust~ X est~ lokal~no koneqnoe derevo, snabßennoe so svobodnym gruppovym deæstviem gruppy Γ. DlØ udobstva qitatelØ my povtorim snova svoæstva takoæ gruppy v fftom sluqae:

1. Γ deæstvuet bez inversiæ, t.e. Γy≠Γy^{−1}, dlØ l¸bogo y ∈ EX

(gde y^{−1} oboznaqaet perehod k protivopoloßnomu rebru);

2. stabilizator l¸boæ verxiny v ∈ V X v Γ

sostoit tol~ko iz (id) :

Γ_v = {γ ∈ Γ : γv = v} = (id), dlØ l¸boæ v ∈ V X.

Poskol~ku gruppa Γ deæstvuet na dereve X svobodno, to faktorgraf Y = Γ\X opredelen korrektno, i orientaciØ takogo grafa inducirovana sootvetstvu¸weæ orientacieæ dereva X. My budem predpolagat~, qto

3. faktorgraf Y = Γ \ X koneqen.

Napomnim nekotorye osnovnye svoæstva takoæ gruppy Γ (kotoraØ, v deæstvitel~nosti, moßet rassmatrivat~sØ, kak pervaØ fundamental~naØ gruppa grafa Y , i derevo X ØvlØetsØ universal~nym nakryva¸wim derevom, na kotorom deæstvuet gruppa Γ). Kak sleduet iz rezul~tatov Glavy I i Podrazdela 2.2 takaØ gruppa ØvlØetsØ svobodnoæ gruppoæ koneqnogo ranga, i ee rang r daetsØ formuloæ: r = 1 2 ♯(Γ \ EX) − ♯(Γ \ V X) + 1. L¸boæ fflement γ ∈ Γ (γ≠(id)) deæstvuet, kak giperboliqeskiæ avtomorfizm dereva X, t.e. on deæstvuet bez inversiæ i nepodvißnyh verxin. Napomnim, qto deæstvie giperboliqeskogo fflementa ØvlØetsØ, blagodarØ teoreme Titsa, horoxo izuqennym (Glava I): γ deæstvuet na X, kak sdvig s ”amplitudoæ” l(γ) vdol~ nekotoroæ, odnoznaqno opredelennoæ fftim fflementom γ, osi, oboznaqaemoæ qerez X_γ (sm.takße Podrazdel 2.3).

Poskol~ku gruppa Γ deæstvuet na dereve X izometriØmi, to l(γ) = l(αγα^{−1}) = l(γ)_Γ, dlØ l¸byh α, γ ∈ Γ, γ≠(id), t.e. l(·) est~ funkciØ klassov. Bolee togo, sledu¸wee svoæstvo funkcii l(·) oqevidno: l(γ^m) =| m | l(γ), dlØ l¸bogo m ∈ Z.

Napomnim, qto centralizator Γ_γ (γ≠(id)) opredelen qerez:

Γ_γ = (ρ ∈ Γ : ργ = γρ)), γ ∈ Γ.

Drugimi slovami, Γ_γ sostoit iz teh fflementov gruppy Γ, kotorye kommutiru¸t s fflementom γ.

Opredelenie 2.5.1 (sm.[I − 1][I − 1][I − 1]).

My govorim, qto fflement P (≠id) gruppy Γ, ili soprØßennyæ klass {P }(≠(id)) gruppy Γ, primitiven, esli P poroßdaet centralizator Γ_P .

DlØ l¸bogo fflementa γ ∈ Γ(γ≠id) gruppa Γ_γ ØvlØetsØ svobodnoæ cikliqeskoæ gruppoæ. L¸boæ fflement γ ∈ Γ s γ≠id (sootv., soprØßennyæ klass {γ}_Γ s (γ)_Γ≠(id)) est~ poloßitel~naØ stepen~ nekotorgo odnoznaqno opredelennogo primitivnogo fflementa (sootv., soprØßennogo klassa) (sm.[I − 1][I − 1][I − 1], [I − 2][I − 2][I − 2]).

Mnoßestvo primitivnyh soprØßennyh klassov gruppy Γ (otliqnyh ot ediniqnogo) budet oboznaqat~sØ qerez Θ_Γ.

My govorim, qto Θ_Γ est~ geometriqeskiæ spektr faktorgrafa Y = Γ \ X �lementy mnoßestva Θ_Γ budut oboznaqat~sØ qerez {P }, i ih dliny budut oboznaqat~sØ qerez l(P ).

Nam neobhodimo opisanie mnoßestva Θ_Γ qerez cikly grafa Y = Γ \ X (sm.[H − 2][H − 2][H − 2] i Glavu I). Napomnim, dlØ udobstva qitatelØ, nekotorye osnovnye fakty, svØzannye s ciklami.

Opredelenie 2.5.2 (sm.[H − 2][H − 2][H − 2]).

My govorim, qto posledovatel~nost~ reber C = (y_1, ..., y_n) opredelØet put~ dliny n ∈ N, esli t(y_i) = o(y_{i+1}), dlØ l¸byh 1≤i≤n.

My govorim, qto fftot put~ C = (y_1, ..., y_n) reducirovannyæ (ili, ne ime¸wiæ vozvraweniæ), esli y_i≠y^{−1}_{i+1}), dlØ l¸byh 1≤i≤n − 1.

Opredelenie 2.5.3 (sm.[H − 2][H − 2][H − 2]).

My govorim, qto put~ C = (y_1, ...y_n) zamknutyæ, esli t(y_n) = o(y_1). My govorim, qto zamknutyæ reducirovannyæ put~ C = (y_1, ..., y_n) cikliqeskiæ, esli, libo n = 1, libo y_1 ≠ y^{−1}_n . �kvivalentno, my moßem skazat~, qto reducirovannyæ zamknutyæ put~ C sut~ cikliqeskiæ, esli i tol~ko esli puti C i C∘C = C^2 oba ØvlØ¸tsØ reducirovannymi.

DlØ l¸bogo n ∈ N my opredelim dva mnoßestva:

Ξ_n(Y ) = (C : C = zamknutyæ reducirovannyæ put~, dlina(C) = n)

Ξ^{cycl}_n (Y ) = (C : C ∈ Ξ_n(Y ) : C = cikliqeskiæ)

L¸bomu zamknutogo reducirovannogo puti C ∈ Ξ_n my pripisyvaem edinstvennyæ cikliqeskiæ put~ C^⋆ ∈ Ξ^{cycl}_{n−2k}(Y ), poluqennyæ iz¨Øtiem reber (y_1, y_n), (y_2, y_{n−1}),...,

(y_k, y_{n−2k}), gde y^{−1}_i = y_{n−i+1}, (1≤i≤k) i y_{k+1}≠y^{−1}_{n−k}.

�tot perehod ill¸striruetsØ Risunkom 1 Glavy I (sm.[H − 2][H − 2][H − 2]). Esli C ∈ Ξ^{cycl}_n (Y ) cikliqeskiæ, to dlØ l¸bogo k(1≤k≤n − 1) zamknutyæ put~ σ^k(C) = (y_{k+1}, y_{k+2}, ..., y_n, ...y_k) budet takße cikliqeskim.

Deæstvie cikliqeskoæ gruppy porØdka n na Ξ^{cycl}_n (Y ) opredeleno korrektno, i orbity fftogo deæstviØ nazyva¸tsØ ciklami grafa Y dliny n ∈ N.

Mnoßestvo ciklov v Y dliny n ∈ N oboznaqaetsØ qerez Cycl_n(Y ). Esli C ∈ Ξ^{cycl}_n (Y ), to obraz fflementa C pri deæstvii cikliqeskoæ gruppy porØdka n budet oboznaqat~sØ qerez [C] ∈ Cycl_n(Y ).

Opredelenie 2.5.4 (sm.[H − 2][H − 2][H − 2]).

My govorim, qto cikliqeskiæ put~ C ∈ Ξ^{cycl}_n (Y ), ili cikl [C] ∈ Ξ^{cycl}_n , primitiven, esli i tol~ko esli on ne imeet vid C = D^m s m ≥ m, dlØ nekotorogo cikliqeskogo puti D ∈ Ξ^{cycl}_r (Y ), r/m Mnoßestvo vseh primitivnyh cikliqeskih puteæ grafa Y dliny n ∈ N budet oboznaqat~sØ qerez Ξ^{cycl,prim}_n (Y ). Netrudno videt~, qto my imeem razbienie: Ξ^{cycl}_n = ⋃ d/n (Ξ^{cycl,prim} d )^{n/d} (ob¨edinenie razdelennoe).

Napomnim (sm.Podrazdel 1.1), qto imeet mesto estestvennaØ biekciØ

(soprØßennye klassy v Γ) ≃ (cikly v Y ).

Bolee togo, legko ustanovit~, qto

Θ_Γ≃ (primitivnye cikly v Y )

(1-1 sootvetstvie), i Π_Γ(d)≃P rim_Y (d), d ∈ N (1-1 sootvetstvie), gde Π_Γ(d) = ({P } ∈ Θ_Γ : degP = d), i

P rim_Y (d) = (primitivnye cikly v Y dliny d) , d ∈ N

(sm.[H − 2]

[H − 2] [H − 2], dlØ bolee detal~nogo izuqeniØ).

Kak my videli vyxe v Podrazdele 2.4, geometriqeskiæ spektr faktorgrafa Y =

Γ \ X (t.e., spektr ego primitivnyh zamknutyh geodeziqeskih) tesno svØzan so spek-

trami (v operatornom smysle) avtomorfnyh Laplasianov, deæstvu¸wih v nekotoryh prostranstvah avtomorfnyh form na X. Matematiqeski, ffta vzaimosvØz~ moßet byt~ opisana posredstvom toßdestva:

L(Γ, u, ρ) = det(I − uT_ρ)^{−1} = (1 − u^2)^{χ̂ρ (Γ)}det(△_ρ(u))^{−1},

gde my ispol~zuem te ße oboznaqeniØ, qto i v Podrazdele 2.4. Kak sledstvie fftogo Øvnogo determinantnogo predstavleniØ, my imeem sledu¸wie toßdestva dlØ sledov stepeneæ T_ρ:

T r(T^n_ρ ) = ∑ d/n d ∑ (P )∈ΘΓ,degP =d T r(P^{n/d}), dlØ l¸bogo n ∈ N. DlØ prostoty rassußdeniæ vnaqale my rassmotrim sluqaæ trivial~nogo predstavleniØ gruppy Γ. V fftom sluqae my imeem dlØ dzeta–funkcii koneqnogo faktorgrafa Y = Γ \ X:

Z_Γ(u) = ∏ (P )∈ΘΓ (1 − u^{degP} )^{−1},

dlØ dostatoqno malyh |u|, u ∈ C.

�ta dzeta–funkciØ imeet meremorfnoe prodolßenie na vs¸ kompleksnu¸ ploskost~ i dopuskaet sledu¸wee Øvnoe determinantnoe predstavlenie:

Z_Γ = det(I − uT_1)^{−1},

dlØ vseh u ∈ C. �to ravenstvo oznaqaet, qto vypolneny sledu¸wie ravenstva:

T r(T^n_1 ) = ∑ d/n d·♯Π_Γ(d), dlØ n ∈ N, gde Π_Γ(d) = ({P } ∈ Θ_Γ, degP = d).

My associiruem topologiqesku¸ cep~ Markova s koneqnym grafom Y = Γ \ X sledu¸wim obrazom.

Pust~ Υ est~ koneqnyæ alfavit, poroßdennyæ mnoßestvom reber EY , t.e. Υ = EY . Matrica perehoda sostoØniæ sut~ matrica T_1 v estestvennom bazise, associirovannom s EY , t.e.:

a(y, y^′ ) = 1, esli (y, y^′ ) est~ reducirovannyæ put~ v Y,

a(y, y^′ ) = 0, v protivopoloßnom sluqae.

My oboznaqim A = {a(y, y^′ )}_{y,y}′_{∈EY} . Mnoßestvo sostoØniæ topologiqeskoæ cepi Markova (Σ_A, σ) s matriceæ perehoda A sostoit iz vseh posledovatel~nosteæ simvolov iz Υ: Σ_A ∋ Ψ = (..., y_k, y_{k+1}, ...), takih, qto a(y_k, y_{k+1}) = 1, k ∈ Z.

SimvoliqekaØ dinamika na (Σ_A, σ) poroßdena gomeomorfizmom sdviga:

σ : Σ_A−→Σ_A, Ψ^′ = σ(Ψ), (Ψ^′ )_k = (Ψ)_{k+1}, k ∈ Z,

gde k-komponenta dlØ Ψ oboznaqena qerez (Ψ)_k, k ∈ Z.

Pust~ F ixσ^n(n ∈ N) est~ mnoßestvo nepodvißnyh toqek n–oæ iteracii gomeomorfizma sdviga: Ψ ∈ F ixσ^n⇐⇒σ^n(Ψ) = Ψ Opredelim, kak obyqno, dzeta–funkci¸ Z^{(ΣA,σ)}_{top} (u), associirovannu¸ s topologiqeskoæ cep~¸ Markova (Σ_A, σ), po formule: Z^{(ΣA,σ)} top (u) = exp {_∞ ∑ n=1 ♯F ixσ^n n u^n } , dlØ dostatoqno malyh |u|, u ∈ C.

Kak horoxo izvestno, dzeta–funkciØ Z^{(ΣA,σ)}_{top} (u), associirovannaØ s topologiqeskoæ cep~¸ Markova, imeet meromorfnoe prodolßenie na vs¸ kompleksnu¸ u–ploskost~ i dopuskaet Øvnoe determinantnoe predstavlenie: Z^{(ΣA,σ)} top (u) = det(I − uA)^{−1},

dlØ vseh u ∈ C. Otmetim, qto ffto ravenstvo est~ sledstvie beskoneqnogo semeæstva ravenstv: ♯F ixσ^n = T rA^n, n ∈ N. (2.5.1) Kak otmeqeno vyxe, matrica A est~ matrica operatora T_1 v bazise, associirovannom s EY . Poskol~ku pravaØ qast~ ravenstva invariantna otnositel~no vybora bazisa v H_1(EX), to my imeem sledu¸wu¸ teoremu.

Teorema 2.5.1 (sm.[N − 3][N − 3][N − 3]). Z_Γ(u) = Z^{(ΣA,σ)}_{top} (u), dlØ vseh u ∈ C.

Dokazatel~stvo. Teper~ my dadim bolee kombinatornoe dokazatel~stvo Teoremy 2.5.1, osnovannoe na sootvetstvii meßdu soprØßennymi klassami v Γ i ciklami v Y . Deæstvitel~no, my otmeqaem, qto utverßdenie Teoremy 2.5.1 moßet byt~ pereformulirovano, kak sledstvie beskoneqnogo semeæstva toßdestv: ♯F ixσ^n = ∑ d|n d♯Π_Γ(d), n ∈ N, gde Π_Γ(d) = ({P } ∈ Θ_Γ : degP = d), d ∈ N.

Pust~ P rim_Y (d) est~ mnoßestvo primitivnyh ciklov v faktorgrafe Y = Γ\X dliny

d, d ∈ N. Poskol~ku primitivnye klassy soprØßennyh fflementov gruppy Γ nahodØt-

sØ v biektivnom sootvetstvii s primitivnymi ciklami faktorgrafa Y = Γ\X, to proverit~ vyxeukazannye ravenstva–ffto to ße samoe, qto proverit~ ♯F ixσ^n = ∑ d|n d♯P rim_Y (d), dlØ l¸bogo n ∈ N. �ti ravenstva oqevidny. Deæstvitel~no, esli Ψ ∈ F ixσ^n, dlØ nekotorogo n ∈ N, togda Ψ = (..., C, C, C, ...), dlØ nekotorogo C ∈ Ξ^{cycl}_d (Y ) s d|n. ˚sno, qto C ∈ [C] ∈ P rim_Y (d). Togda mnoßestvo F ix_{[C],d}σ^n = (Ψ, σ(Ψ), ..., σ^{d−1}(Ψ)), sostoØwee iz razliqnyh nepodvißnyh toqek n–oæ iteracii gomeomorfizma sdviga σ, sootvetstvuet [C] ∈ P rim_Y (d), pri l¸bom [C] ∈ P rim_Y (d). Mnoßestvo F ix_{[C],d}σ^n ne zavisit ot vybora C ∈ [C] ∈ P rim_Y (d), i ♯F ix_{[C],d}σ^n = d. Togda ravenstva, kotorye my dolßny proverit~, est~ sledstvie formuly: F ixσ^n = ⋃ d|n ⋃ [C]∈P rim_Y (d) F ix_{[C],d}σ^n (ob¨edinenie razdelennoe). �to zaverxaet dokazatel~stvo Teoremy 2.5.1. ♣

Otmetim ewe raz, qto glavnym sredstvom pri dokazatel~stve Teoremy 2.5.1 ØvlØetsØ perehod k proverke bolee prostyh ravenstv, osnovannyæ na sootvetstvii meßdu soprØßennymi klassami gruppy Γ i ciklami v Y .

Sledovatel~no, kak pokazano vyxe, Øvnoe determinantnoe predstavlenie dlØ dzeta–fukncii koneqnogo faktorgrafa moßet byt~ poluqeno s pomow~¸ teorii topologiqeskih cepeæ Markova. Pofftomu ffta dzeta–funkciØ moßet rassmatrivat~sØ, kak proizvodØwaØ funkciØ dlØ qisla nepodvißnyh toqek gomeomorfizma sdviga dlØ estestvennoæ simvoliqeskoæ dinamiki, associirovannoæ s dannym koneqnym faktorgrafom.

Zameqanie (sm.[Bal][Bal][Bal]).

Slegka obobwaØ predyduwu¸ diskussi¸, moßno rassmotret~ dlØ koneqnoæ 0 − 1– matricy perehoda A i dlØ topologiqeskoæ cepi Markova (Σ_A, σ) vzvexennu¸ matricu A^g_{i,j} , opredelennu¸, kak A^g_{i,j} = A_{i,j} g_{i,j}, gde g : Σ_A−→C est~ funkciØ, takaØ, qto g(Ψ_1, Ψ_2, ...) zavisit tol~ko ot Ψ_1, Ψ_2. VzvexennaØ dinamiqeskaØ dzeta–funkciØ opredelena po formule: ζ_g(z) = exp {_∞ ∑ m=1 z^m n ∑ σ^m (Ψ)=Ψ m−1∏ k=0 g(σ^k(Ψ)) } , i vzvexennyæ transfer–operator, zadannyæ na funkcii Φ : Σ_A−→C opredelen po formule:

L_g(Φ) = ∑ Ψ^′ ∈Σ_A,σ(Ψ^′ )=Ψ

Φ(Ψ^′ )g(Ψ^′ ).

Matrica A^g moßet rassmatrivat~sØ, kak matrica operatora L_g, deæstvu¸waØ v koneqnomernom vektornom prostranstve funkciæ, zavisØwih tol~ko ot Ψ_1. Moßno poluqit~ sledu¸wu¸ formulu sleda, obobwa¸wu¸ formulu sleda (2.5.1):

T r(A^g )^m = ∑ Ψ∈Σ_A,σ^m(Ψ)=Ψ m−1∏ k=0 g(σ^k(Ψ))

Sledovatel~no, my poluqaem sledu¸wee Øvnoe determinantnoe predstavlenie dlØ ζ_g(z): 1 ζ_g(z) = exp { − ∞∑ m=1 z^m m T r(A^g )^m } = Det(I − zA^g ). My otsylaem qitatelØ k rabotam [R − 1][R − 1][R − 1], [R − 2][R − 2][R − 2], [R − 3][R − 3][R − 3] dlØ bolee detal~nogo izuqeniØ fftoæ temy. O sovremennom razvitii dinamiqeskih dzeta–funkciæ v ih priloßenii k voprosam simvoliqeskoæ dinamiki qitatel~ moßet obratit~sØ k dokladu [Bal][Bal][Bal].

Odno–odnoznaqnoe sootvetstvie meßdu soprØßennymi klassami v gruppe Γ i ciklami v Y , rassmotrennoe vyxe, moßet byt~ ispol~zovano, qtoby poluqit~ interpretaci¸ L–funkcii, opisannu¸ ranee, qerez teori¸ topologiqeskih cepeæ Markova dlØ teh unitarnyh predstavleniæ ρ gruppy Γ, kotorye estestvenno voznika¸t iz unitarnyh ploskih svØznosteæ nad koneqnym faktorgrafom Y = Γ\X.

Horoxo izvestno, qto l¸boæ koneqnyæ svØznyæ graf moßet byt~ realizovan, kak faktor Γ\X, gde X est~ nakryva¸wee derevo, i Γ = π_1(Y, v_0) est~ pervaØ fundamental~naØ gruppa grafa Y s nekotoroæ bazisnoæ toqkoæ v_0 ∈ V Y , kotoraØ predpolagaetsØ fiksirovannoæ. �lementy π_1(Y, v_0) sut~ klassy gomotopii < C > zamknutyh puteæ v Y s o(C) = t(C) = v_0. Sootnoxenie gomotopii oznaqaet, qto, esli

< C_1 >, < C_2 >∈< C >, to C_1 otliqaetsØ ot C_2 tol~ko na koneqnoe qislo puteæ tipa ”aller−retour”. (Oqevidno, qto puti tipa ”aller−retour” ØvlØ¸tsØ stØgivaemymi v to-

pologii grafov). Umnoßenie v π_1(Y, v_0) opredeleno kompozicieæ puteæ, kak pokazano na Risunke 7. Risunok 7.

Perehod k obratnomu fflementu v gruppe π_1(Y, v_0) pokazan na Risunke 8. Risunok 8.

Oqevidno, qto na Risunke 7 i Risunke 8 my ispol~zuem predstaviteleæ klassov gomotopii, qtoby pokazat~ pravila umnoßeniØ i pravila obraweniØ fflementov, sootvetstvenno.

Opredelenie 2.5.5. My govorim, qto otobraßenie U : EY −→G(= U(n)) est~ unitar-

naØ ploskaØ svØznost~ nad grafom Y , esli

U(y^{−1}) = U(y)^{−1},

dlØ l¸bogo rebra y ∈ EY .

Udobno predstavlØt~ situaci¸ takim obrazom, qto kaßdoæ verxine v ∈ V X pripisyvaetsØ prostranstvo V (v)(≡C^n, dlØ l¸boæ v ∈ V Y ). Takim obrazom, deæstvie operatora U(y) sut~ parallel~nyæ perenos vdol~ rebra y ∈ EY : U(y) : V (v)−→V (v^′ ), gde y = (v, v^′ ) ∈ EY (sm.[W ][W ][W ]).

Itak, ots¸da sleduet, qto golonomiØ unitarnoæ ploskoæ svØznosti vdol~ l¸bogo puti tipa ”aller −retour” (kotoryæ stØgivaem v topologii grafov) ravna edinice. Pofftomu my moßem postroit~ koneqnomernoe unitarnoe predstavlenie gruppy π_1(Y, v_0), associirovannoe s dannoæ unitarnoæ ploskoæ svØznost~¸ nad grafom Y , qerez pripisyvanie l¸bomu klassu gomotopii < C >∈ π_1(Y, v_0) golonomii dannoæ unitarnoæ ploskoæ svØznosti vdol~ C ∈< C >, poskol~ku dannaØ unitarnaØ svØznost~ ØvlØetsØ ploskoæ.

Koneqnomernoe unitarnoe predstavlenie gruppy π_1(Y, v_0), postroennoe vyxe, budet oboznaqat~sØ qerez ρ. Prostranstvo V_ρ predstavleniØ ρ est~ ne qto inoe, kak V (v_0).

Teper~ my v sostoØnii opisat~ L–funkci¸, svØzannu¸ s (Γ, ρ) (gde Γ, ρ, kak vyxe) qerez teori¸ topologiqeskih cepeæ Markova (simvoliqesku¸ dinamiku). Pust~

(Σ_A, σ) est~ topologiqeskaØ cep~ Markova, associirovannaØ s koneqnym faktorgra-

fom Y = Γ\X, kak bylo opisano vyxe. DlØ dannoæ unitarnoæ ploskoæ svØznosti U nad Y i dlØ l¸bogo Ψ ∈ Σ_A my opredelim

U(Ψ)≡U(y_0) esli Ψ = (..., y_0, y_1, ...) ∈ Σ_A. (2.5.2)

Togda topologiqeskaØ L–funkciØ, svØzannaØ s (Σ_A, σ) i unitarnoæ ploskoæ svØznost~¸ U nad Y opredelena posredstvom formuly: L^{(ΣA,σ)} top,U (u) = exp {_∞ ∑ n=1 u^n n ∑ Ψ∈F ixσ^n T r(U(Ψ)U(σ(Ψ))...U(σ^{n−1} (Ψ))) } , dlØ dostatoqno malyh |u|, u ∈ C.

Otmetim, qto ffta L–funkciØ invariantna otnositel~no kalibrovoqnyh preobrazovaniæ svØznosti U, opredelennyh po formule G ∋ g : U−→g^{−1}Ug, dlØ g ∈ U(n).

Teorema 2.5.2 (sm.[N − 3][N − 3][N − 3]).

L–funkciØ, svØzannaØ s (Σ_A, σ) i unitarnoæ ploskoæ svØznost~¸ U nad Y , opredelennaØ vyxe, imeet meromorfnoe prodolßenie na vs¸ kompleksnu¸ u–ploskost~, i L^{(Σ,σ)}_{top,U} = L(Γ, u, ρ), dlØ vseh u ∈ C (gde ρ est~ predstavlenie gruppy Γ = π_1(Y, v_0), estestvenno voznika¸weæ iz svØznosti U).

Dokazatel~stvo. Poskol~ku my znaem, qto L–funkciØ L(Γ, u, ρ) imeet meromorfnoe prodolßenie na vs¸ kompleksnu¸ u–ploskost~ i dopuskaet Øvnoe determinantnoe predstavlenie (sm. Podrazdel 2.4), to, qtoby proverit~ utverßdenie Teoremy 2.5.2, moßno proverit~ vyxeukazannoe ravenstvo tol~ko v malom diske na kompleksnoæ u– ploskosti. �to oznaqaet, qto my dolßny proverit~ beskoneqnoe semeæstvo ravenstv: ∑ Ψ∈F ixσ^n T r(U(Ψ)....U(σ^{n−1} (Ψ))) = ∑ d|n ∑ P ∈ΘΓ,degP =d T rρ(P^{n/d}), dlØ l¸bogo n ∈ N. DlØ l¸bogo cikliqeskogo puti C ∈ Ξ^{cycl}_m (Y )(m ∈ N) my associiruem operator U(C), deæstvu¸wiæ v V (o(C))(= V (t(C))), opredelennyæ qerez kompozici¸ operatorov parallel~nogo perenosa vdol~ reber, obrazu¸wih fftot cikliqeskiæ put~ C ∈ Ξ^{cycl}_m (Y ). DlØ l¸bogo cikla C v Cycl_m(Y ) my oboznaqim qerez

U([C]) estestvennoe semeæstvo { U(C) } C∈[C] , q~i fflementy leßat v opredelennom klas-

se G–soprØßennosti, kotoryæ kalibrovoqno invarianten.

My opredelim T rU([C])≡T rU(C), dlØ nekotorogo C ∈ [C] ∈ Cycl_m(Y ). ˚sno, qto ffto opredelenie invariantno otnositel~no vybora C ∈ [C] ∈ Cycl_m(Y ).

Poskol~ku primitivnye soprØßennye klassy gruppy Γ nahodØtsØ v biektivnom sootvetstvii s prnimitivnymi ciklami faktrografa Y = Γ\X, to, ispol~zuØ Øvnu¸ konstrukci¸ unitarnogo predstavleniØ ρ gruppy Γ, opisannu¸ vyxe, my vidim, qto proverit~ vyxeukazannye ravenstva est~ to ße samoe, qto proverit~ ∑ Ψ∈F ixσ^n T r(U(Ψ)U(σ(Ψ))...U(σ^{n−1} (Ψ))) = ∑ d|n ∑ [C]∈P rim_Y (d) T rU([C]^{n/d}), dlØ l¸bogo n ∈ N. �ti ravenstva Øsny. Deæstvitel~no, ispol~zuØ razdelennoe razbienie F ixσ^n (sm. dokazatel~stvo Teoremy 2.5.1), moßno videt~, qto proverit~ ffti ravenstva est~ to ße samoe, qto proverit~ ∑ d|n ∑ [C]∈P rim_Y (d) ∑ Ψ∈F ix[_C]_{,d} σ^n T r(U(Ψ)....U(σ^{n−1} (Ψ))) = ∑ d|n d ∑ [C]∈P rim_Y (d) T rU([C]^{n/d}), dlØ l¸bogo n ∈ N.

No legko videt~, qto T r(U(Ψ)U(σ(Ψ))...U(σ^{n−1} (Ψ))) = T rU([C]^{n/d}), dlØ vseh Ψ ∈ F ix_{[C],d}σ^n s [C] ∈ P rim_Y (d), dlØ l¸bogo n ∈ N. �to ravestvo est~ sledstvie iz (2.5.2) i iz opredeleniØ gomeomorfizma sdviga σ. �to ffaverxaet dokazatel~stvo Teoremy 2.5.2. ♣

Otmetim, qto osnovnym instrumentom v dokazatel~stve Teoremy 2.5.2 ØvlØetsØ biektivnoe sootvetstvie meßdu primitivnymi soprØßennymi klassami gruppy Γ i primitivnymi ciklami faktorgrafa Y = Γ\X (kak i v dokazatel~stve Teoremy 2.5.1).

My otmetim, qto, s pomow~¸ Teoremy 2.5.2, L^{(ΣA ,σ)}_{top,U} (u) imeet Øvnoe determinantnoe predstavlenie (v smysle Podrazdela 2.4) dlØ teh unitarnyh predstavleniæ gruppy

Γ = π_1(Y, v_0), kotorye estestvenno svØzany s unitarnymi ploskimi svØznostØmi nad Y . ˚sno, qto sluqaæ dzeta–funkcii koneqnogo grafa est~ special~nyæ sluqaæ L– funkcii, opisannyæ vyxe: sootvetstvu¸waØ unitarnaØ ploskaØ svØznost~ ØvlØetsØ trivial~noæ.

Kak i vyxe, Øvnoe determinantnoe predstavlenie dlØ L^{(ΣA,σ)}_{top,U} (kak bylo opisano v Podrazdele 2.4) oznaqaet, qto vypolneno beskoneqnoe semeæstvo ravenstv:

T r(T^n_ρ ) = ∑ Ψ∈F ixσ^n T r(U(Ψ)U(σ(Ψ))...U(σ^{n−1} (Ψ))), dlØ l¸bogo n ∈ N.

Napomnim odnu formulu iz lineænoæ algebry (sm.[AB][AB][AB]): esli A est~ l¸boæ ffndomorfizm koneqnomernogo vektornogo prostranstva i Λ^kA oboznaqaet ego k–u¸ vnexn¸¸ stepen~, to my imeem: ∑ k (−1)^{−k}T r(Λ^kA) = det(I − A). Teper~ my moßem primenit~ fftu formulu, qtoby pereformulirovat~ poluqennye rezul~taty sledu¸wim obrazom. Sledstvie (sm.[N − 3][N − 3][N − 3]).

TopologiqeskaØ L–funkciØ, svØzannaØ s (Σ_A, σ) i unitarnoæ ploskoæ svØznost~¸ U nad Y , opredelennaØ po formule L^{(Σ,A,σ)} top,U (u) = exp {_∞ ∑ n=1 u^n n ∑ Ψ∈F ixσ^n T r(U(Ψ)U(σ(Ψ))...U(σ^{n−1}(Ψ))) }

(pri dostatoqno malyh |u|, u ∈ C), imeet meromorfnoe prodolßenie na vs¸ kompleksnu¸ u–ploskost~ i dopuskaet Øvnoe determinantnoe predstavlenie: L^{(ΣA,σ)} top,U (u) = { ∑ k (−1)^{−k}u^kT r(Λ^k T_ρ) }_{−1} , dlØ vseh u ∈ C.

Netrudno uvidet~, kak obobwit~ predyduwie rezul~taty dlØ sluqaØ koneqnogo svØznogo grafa s metkami.

Napomnim, qto razmeqivanie dlØ koneqnogo svØznogo grafa Y oznaqaet pripisyvanie y−→u(y) ∈ U, dlØ l¸bogo y ∈ EY . Mnoßestvo U = {u(y)}_{y∈EY} est~ mnoßestvo nezavisimyh peremennyh. Inymi slovami, pod razmeqivaniem dlØ grafa Y = Γ\X (gde X, Γ takie ße, kak i vyxe), my ponimaem Γ–ffkvivariantnoe otobraßenie

u : EX−→U, takoe, qto

u(γy) = u(y), dlØ l¸bogo y ∈ EX, γ ∈ Γ

DlØ l¸bogo cikliqeskogo puti C ∈ Ξ^{cycl}_k (Y ) my zapixem

u^C≡u(y_1)u(y_2)...u(y_k), esli C = {y_1, y_2, ...y_k} Legko videt~, qto u^{C1} = u^{C2} , esli C_1, C_2 ∈ Cycl_k(Y ) prinadleßat klassu cikla [C] ∈ Cycl_k(Y ). DlØ prostoty naxego podhoda my budem predpolagat~, qto

u(y) = u(y^{−1}),

dlØ l¸bogo rebra y ∈ EY (kak v stat~e [H − 2][H − 2][H − 2]).

Esli ρ : Γ−→U(n) est~ koneqnomernoe unitarnoe predstavlenie gruppy Γ, to L– funkciØ, svØzannaØ s ρ i koneqnym svØznym faktorgrafom Y = Γ\X s metkami, opredelena, kak formal~noe beskoneqnoe proizvedenie (sm.[H − 2][H − 2][H − 2]): L(Γ, u, ρ) = ∏ [C]∈P rim(Y ) det(I − ρ(< C >)u^C)^{−1}, gde < C > est~ (primitivnyæ) Γ–soprØßennyæ klass, sootvetstvu¸wiæ ciklu [C] ∈ P rim(Y ). Teper~ my budem predpolagat~, qto ρ est~ predstavlenie gruppy Γ = π_1(Y, v_0), estestvenno voznikxee iz unitarnoæ ploskoæ svØznosti U nad grafom Y . Togda my moßem zapisat~: L(Γ, u, ρ) = ∏ [C]∈P rim(Y ) det(I − U([C])u^C )^{−1}, gde U([C]) imeet tot ße smysl, qto i v dokazatel~stve Teoremy 2.5.2, dlØ l¸bogo [C] ∈ P rim(Y ). Pust~ (Σ_A, σ) est~ topologiqeskaØ cep~ Markova, svØzannaØ s koneqnym svØznym faktorgrafom Y = Γ\X, kak bylo opisano vyxe. DlØ dannoæ unitarnoæ ploskoæ svØznosti U nad grafom Y s metkami i dlØ l¸bogo Ψ ∈ Σ_A my opredelim operator:

B_u(Ψ) = U(y_0)u(y_0),

esli Ψ = (..., y_0, y_1, ...) ∈ Σ_A.

Togda topologiqeskaØ L–funkciØ, svØzannaØ s (Σ_A, σ) i unitarnoæ ploskoæ svØznost~¸ U nad Y , opredelena, kak formal~nyæ beskoneqnyæ stepennoæ rØd: L^{(ΣA,σ)} top,U (u) = exp {_∞ ∑ n=1 1 n ∑ Ψ∈F ixσ^n T r(B_u(Ψ)B_u(σ(Ψ))...B_u(σ^{n−1}(Ψ))) } . Otmetim, qto ffta L–funkciØ invariantna otnositel~no kalibrovoqnyh preobrazovaniæ svØznosti U.

Teper~ my v sostoØnii sravnit~ L(Γ, u, ρ) s L^{ΣA,σ}_{top,U} (u) dlØ teh koneqnomernyh unitarnyh predstavleniæ ρ gruppy Γ, qto estestvenno voznika¸t iz unitarnyh ploskih svØznosteæ U nad grafom Y s metkami.

Kak i v stat~e [H − 2][H − 2][H − 2], my oboznaqim kol~co polinomov ot peremennoæ u nad C qerez C[u].

Teorema 2.5.3 (sm.[N − 3][N − 3][N − 3]).

My imeem ravenstvo v C[u]: L^{ΣA ,σ}_{top,U} (u) = L(Γ, u, ρ). (gde ρ est~ predstavlenie gruppy Γ = π_1(Y, v_0), estestvenno svØzannoe s U).

Dokazatel~stvo.

Poskol~ku postoØnnye qleny v obeih L–funkciØh ravny edinice, my dolßny tol~- ko proverit~, qto DlogL^{ΣA ,σ}_{top,U} (u) = DlogL(Γ, u, ρ), gdeD≡ ∑ y∈GEY u(y) ∂ ∂u est~ (reducirovannyæ) operator �ælera.

D deæstvuet na odnorodnye fflementy kol~ca C[u] stepeni d, kak umnoßenie na d. Kak v stat~e [H − 2][H − 2][H − 2], my vidim, qto: DlogL(Γ, u, ρ) = ∞∑ n=1 ∞∑ d=1 ∑ [C]∈P rim_Y (d) T rU([C]^k)u^{Ck} . My poloßim kd = n i ispol~zuem odno–odnoznaqnoe sootvetstvie meßdu Ξ^{cycl,prim}_d (Y ) i P rim_Y (d). Togda my imeem DlogL(Γ, u, ρ) = ∞∑ n=1 ∑ d|n ∑ [C]∈Ξ^{cycl,prim} d (Y ) T rU([C]^{n/d})u^{Cn/d} = ∞∑ n=1 ∑ Ψ∈F ixσ^n T r(B_u(Ψ)B_u(σ(Ψ))...B_u(σ^{n−1}(Ψ))) =

D {_∞ ∑ n=1 1 n ∑ Ψ∈F ixσ^n T r(B_u(Ψ)B_u(σ(Ψ))...B_u(σ^{n−1}(Ψ))) } = DlogL^{(ΣA,σ)} top,U (u), poskol~ku my moßem ispol~zovat~ te ße argumenty, qto i v dokazatel~stve Teoremy 2.5.2, i formulu dlØ Ξ^{cycl}_n , kak razdelennoe ob¨edinenie: Ξ^{cycl}_n = ⋃ d/n (Ξ^{cycl,prim} d )^{n/d}. �to zaverxaet dokazatel~stvo Teoremy 2.5.3. ♣ V zakl¸qenie my otmetim, qto:

1. pravaØ qast~ vyraßeniØ dlØ DlogL(Γ, u, ρ), poØvlØ¸waØsØ v dokazatel~stve Teoremy 2.5.3, moßet byt~ perepisana, tak (sm.[H − 2][H − 2][H − 2]): ∞∑ n=1 ∑ C∈Ξ^{cycl}_n (Y ) T rU([C])u^C ;

2. L–funkcii, opisannye vyxe, ime¸t Øvnye formuly racional~nosti, kotorye byli rassmotreny v Podrazdele 2.4 (sm.takße [H − 2][H − 2][H − 2]).

GLAVA IIIIIIIII. ANALOGI MEȷDU DZETA–FUNKCI˚MI GRAFOV I TEORETIKO–QISLOVYMI DZETA–FUNKCI˚MI.

3.1. Svoæstvo Funktorial~nosti dlØ L–Funkcii.

V Podrazdele 3.1 my snova vozvrawaemsØ k svoæstvu funktorial~nosti dlØ L– funkcii v obwem sluqae (sm.[H − 3][H − 3][H − 3]).

Qtoby ne otstupat~ ot oboznaqeniæ, prinØtyh v stat~Øh [H − 2][H − 2][H − 2], [H − 3][H − 3][H − 3], [H − 4][H − 4][H − 4], my slegka izmenim naxi predyduwie oboznaqeniØ dlØ argumentov L–funkcii: L(Γ, u, ρ)≡L(u, ρ, X) gde X = Γ\X̃ ØvlØetsØ koneqnym grafom, Γ = π_1(X, v_0) ØvlØetsØ pervoæ fundamental~noæ gruppoæ grafa X s nekotoroæ bazisnoæ toqkoæ v_0, i X̃ sut~ nakryva¸wee derevo dlØ grafa X.

Pust~ ρ : Γ−→U(n) est~ koneqnomernoe unitarnoe predstavlenie Γ, i V –ffto prostranstvo fftogo predstavleniØ. V fftom Podrazdele my budem predpolagat~, qto EX razmeqeno tak ße, kak i v konce Podrazdela 2.5, t.e., suwestvuet sopostavlenie nezavisimyh kommutiru¸wih peremennyh u_j kaßdomu geometriqeskomu rebru e_j , gde

1≥j≥m, m = ♯EX. Togda L–funkciØ, svØzannaØ s fftimi dannymi, opredelena posred-

stvom formuly: L(u, ρ, X) = ∏ {γ}Γ:prim (I_V − ρ(γ)u^{Cγ} )^{−1}, (3.1.1)

ili posredstvom ffkvivalentnoæ formuly: L(u, ρ, X) = ∏ [C]∈P rim(X) (I_V − ρ(< C >)u^C)^{−1}, (3.1.2)

gde, kak i vyxe, Γ–soprØßennyæ klass {γ}_Γ sootvetstvuet ciklu [C] (i na urovne fflementov my ispol~zuem oboznaqenie: esli < C > est~ fflement {γ}_Γ, togda C_γ≡C).

Otmetim, qto dlØ ρ = 1 (trivial~noe predstavlenie), my imeem:

L(u, 1, X) = Z_X (u), i L(u, ρ_1⊕ρ_2, X) = L(u, ρ_1, X)·L(u, ρ_2, X), dlØ l¸byh dvuh koneqnomernyh unitarnyh predstavleniæ ρ_1, ρ_2.

Teper~ my v sostoØnii rassmotret~ princip funktorial~nosti. Pust~ τ : Y −→X est~ nerazvetvlennoe nakrytie grafa X koneqnoæ stepeni t. DlØ fiksirovannoæ verxiny w_0 ∈ V Y , udovletvorØ¸weæ τ (w_0) = v_0, moßno poluqit~ inducirovannyæ gomomorfizm:

τ_♯ : Γ_Y = π_1(Y, w_0)−→Γ = Γ_X = π_1(X, v_0),

kotoryæ in¨ektiven. Togda Γ_Y moßet rassmatrivat~sØ, kak podgruppa v Γ_X .

Teorema 3.1.1 (svoæstvo funktorial~nosti) (sm.[H − 3][H − 3][H − 3]).

Pust~ ψ : Γ_Y −→U(d) est~ unitarnoe predstavlenie Γ_Y stepeni d. Togda my imeem L(u_{Y/X} , ψ, Y ) = L(u, Ind(ψ), X), (3.1.3) gde Ind(ψ)–ffto unitarnoe predstavlenie Γ_X , inducirovannoe s ψ, i razmeqivanie u_{Y/X} (semeæstva reber) EY inducirovano s razmeqivaniØ u qerez τ .

Dokazatel~stvo.

My budem ispol~zovat~ tot ße metod, qto i dlØ dokazatel~stva Teoremy 2.5.3, t.e., dostatoqno proverit~ ravenstvo: DlogL(u_{Y/X} , ψ, Y ) = DlogL(u, Ind(ψ), X), gde D est~ (reducirovannyæ) operator �ælera: D = m∑ j=1 u_j ∂ ∂u_j . Napomnim, qto_m ∑ i=1 u_j ∂ ∂u_j L(u, ρ, X) = ∞∑ l=1 N_{l,ρ}(u, X), i pri fftom N_{l,ρ}(u, X) = ∑ C∈Ξ_l (X) tr(ρ(< C >)u^C). Sledovatel~no, qtoby dokazat~ Teoremu 3.1.1, dostatoqno proverit~ sledu¸wee ravenstvo dlØ vseh l≥1:

N_{l,ρ}(u, X) = N_{l,ψ}(u_{Y/X} , Y ), (3.1.4)

gde ρ≡Ind(ψ). Dokazatel~stvo fftogo ravenstva osnovano na treh lemmah, kotorye budut dany bez dokazatel~stv (sm.[ST ][ST ][ST ]).

Poloßim τ^{−1}(v_0) = {w_0 = w_1, ..., w_t}. Lemma 3.1.1 (sm.[H − 3][H − 3][H − 3]).

DlØ l¸bogo puti C v X, takogo, qto o(C) = v_0, i dlØ l¸bogo j(1≤j≤t), suwestvuet edinstvennyæ pod¨em C_j v Y , takoæ, qto o(C_j ) = w_j .

Lemma 3.1.2 (sm.[H − 3][H − 3][H − 3]).

Pust~ C est~ zamknutyæ put~, takoæ, qto o(C) = v_0, predstavlØ¸wiæ fflement < C > v Γ_X . Togda < C >∈ Im(τ_♯) = Γ_Y , esli i tol~ko esli pod¨em C_0 (puti) C takoæ, qto o(C_0) = w_0, est~ zamknutyæ put~ v Y .

Sledu¸waØ lemma est~ sledstvie dvuh predyduwih lemm. Lemma 3.1.3 (sm.[H − 3][H − 3][H − 3]).

DlØ kaßdogo j(1≤j≤t), pust~ D_j est~ put~ v Y , takoæ, qto o(D_j ) = w_j, t(D_j ) = w_0, i rassmotrim δ_j = τ (D_j ), kak fflement Γ_X . Togda {δ_j (1≤j≤t)} obrazu¸t polnyæ nabor predstaviteleæ faktorprostranstva Γ_X \Γ_Y .

Teper~ dlØ dokazatel~stva svoæstva funktorial~nosti nam neobhodima sledu¸waØ lemma.

Lemma 3.1.4 (sm.[H − 3][H − 3][H − 3]).

V teh ße oboznaqeniØh, qto i vyxe (t.e., dlØ C ∈ Ξ^{red}_l (X)– reducirovannogo zamknutogo puti v X), pust~ τ^{−1}(C) est~ obratnyæ obraz C v Y . Togda my imeem

τ^{−1}(C) ⋂ Ξ^{red}_l (Y ) = {C^{(j)}_0 ; < C^{(j)}_0 >= δ^{−1}_j γ_Cδ_j ∈ Γ_Y (1≤j≤t)}.

Dokazatel~stvo. Pust~ C ∈ Ξ^{red}_l (X) est~ reducirovannyæ zamknutyæ put~ v X, i pust~ γ_C =< C_γ > est~ fflement Γ_X , kotoryæ predstavlØet cikl [C]. Ispol~zuØ Lemmu 3.1.3, my moßem videt~, qto

δ^{−1}_j γ_C δ_j ∈ Γ_Y ⇐⇒pod¨em δ^{−1}_j γ_C δ_j , ime¸wiæ naqalo v w_0, zamknut v Y

⇐⇒pod¨em C^{(j)}_0 dlØ C, ime¸wiæ naqalo v w_j , zamknut v Y,

i v fftom sluqae my imeem < D^{−1}_j C^{(j)}_0 D_j >= δ^{−1}_j γ_Cδ_j (∈ Γ_Y ). �to zaverxaet dokazatel~stvo Lemmy 3.1.4. ♣

Ispol~zuØ Lemmu 3.1.4 i formulu harakterov dlØ inducirovannogo predstavleniØ Ind(ψ) (sm.[Ser − 1] [Ser − 1] [Ser − 1], a takße Glavu I), my moßem videt~ dlØ kaßdogo C ∈ Ξ^{red}_l : tr(ρ(< C >)) = ∑ δ^−1_j γ_C δ_j ∈Γ_Y

tr(ψ(δ^{−1}_j γ_Cδ_j )) = ∑ C(^j)0 ∈Ξ^{red}_l (Y ) ⋂ τ^−1(C) tr(ψ(< C^{(j)}_0 >)), i ffto ravenstvo dokazyvaet (3.1.4). �to zaverxaet dokazatel~stvo Teoremy 3.1.1. ♣ Ispol~zuem Teoremu 3.1.1 v sledu¸weæ situacii: predpoloßim, qto τ : Y −→X est~ nakrytie Galua, pofftomu gruppa G = Γ_X \Γ_Y moßet rassmatrivat~sØ, kak koneqnaØ gruppa preobrazovaniæ.

DlØ kaßdogo unitarnogo predstavleniØ ρ̄ gruppy G, my oboznaqim ego pod¨em na

Γ_X qerez ρ i poloßim L(u, ρ̄, Y /X) = L(u, ρ, X).

L–funkciØ, opredelennaØ takim obrazom, moßet rassmatrivat~sØ, kak analog L– funkcii Artina. My moßem primenit~ Teoremu 3.1.1 k ψ = 1. Iz razloßeniØ regulØrnogo predstavleniØ (sm.[Ser − 1][Ser − 1][Ser − 1], a takße Glavu I) Ind(1) = ⨁ ρ̄∈G^∗ deg(ρ̄)•ρ̄, (gde G^∗ = unitarno dual~naØ k G),

i iz svoæstva mul~tiplikativnosti L–funkcii, my poluqaem sledu¸wiæ rezul~tat. Teorema 3.1.2 (sm.[H − 3][H − 3][H − 3]).

V teh ße oboznaqeniØh, qto i vyxe, my imeem:

Z_Y (u) = ∏ ρ̄∈G^∗ L(u, ρ̄, Y /X)^{deg(ρ̄)}. (DlØ qitatelØ bylo by ves~ma polezno sravnit~ fftot rezul~tat s rezul~tatami Glavy I).

Kak primer, my moßem vzØt~ v kaqestve Γ_Y l¸bu¸ normal~nu¸ podgruppu Γ_0 v Γ =

Γ_X koneqnogo indeksa, i v kaqestve grafa Y – faktorgraf X̃\Γ_0 (gde X̃–universal~noe

nakryva¸wee derevo dlØ X). Kak sledstvie Teoremy 3.1.2, my legko ustanavlivaem sledu¸wiæ fakt.

Sledstvie. Esli τ : Y −→X est~ koneqnoe nerazvetvlennoe nakrytie, to ZX (u) sut~

mnoßitel~ v Z_Y (u_{Y/X} )^{−1} v Z[u].

3.2. Dzeta–Funkcii Koneqnyh Grafov: Al~ternativnyæ Podhod. V Podrazdele 3.2 my daem al~ternativnyæ podhod k izuqeni¸ dzeta–funkciæ koneqnyh grafov, sleduØ [H − 2][H − 2][H − 2]. Metody fftogo Podrazdela budut ispol~zovany v Podrazdele 3.3 i Podrazdele 3.4.

My budem rassmatrivat~ ffkvivariantnu¸ versi¸ dzeta–funkcii, pofftomu budet ispol~zovat~sØ oboznaqenie dlØ L–funkcii. Napomnim opredelenie L–funkcii dlØ sluqaØ koneqnogo grafa. Pust~ Γ = π_1(X, v_0) est~ pervaØ fundamental~naØ gruppa koneqnogo svØznogo grafa X s nekotoroæ bazisnoæ toqkoæ v_0. Kak my znaem iz rezul~tatov Glavy I, Γ est~ svobodnaØ gruppa koneqnogo ranga, kotoryæ moßet byt~ vyqislen po formule:

r = ♯(EX) − ♯(V X) + 1 = dim_CH_1(X, C),

gde, qtoby sledovat~ oboznaqeniØm stat~i [H − 2][H − 2][H − 2], my oboznaqaem qerez EX = { y_1, ...y_m } mnoßestvo neorientirovannyh reber v X, i razmeqivanie EX oznaqaet pripisyvanie y_j →u_j (1≤j≤m), gde u_1, ..u_m ØvlØ¸tsØ nezavisimymi kommutiru¸wimi peremennymi, kotorye budut oboznaqat~sØ prosto qerez u = ( u_1, .., u_m ) . Pust~ ρ : Γ−→U(n) est~ n–mernoe unitarnoe predstavlenie gruppy Γ. Togda L– funkciØ, svØzannaØ s fftimi dannymi, opredelØetsØ odnim iz dvuh ffkvivalentnyh vyraßeniæ: L(u, ρ, X) = ∏ {γ}Γ:prim (I_V − ρ(γ)u^{Cγ} )^{−1}, (3.2.1)

ili, po ffkvivalentnoæ formule: L(u, ρ, X) = ∏ [C]∈P rim(X) (I_V − ρ(< C >)u^C )^{−1}, (3.2.2)

gde, kak i ran~xe, Γ–soprØßennyæ klass {γ}_Γ sootvetstvuet ciklu [C] (i na urovne fflementov my ispol~zuem oboznaqenie: esli < C > est~ fflement {γ}_Γ, togda C_γ≡C).

BerØ logarifm ot L–funkcii, moßno videt~, qto: logL(u, ρ, X) = ∞∑ k=1 ∞∑ d=1 ∑ [C]:prim,|C|=d {_n ∑ i=1 ( α^k_i k ) u^{Ck} } , gde { α_i : (1≤i≤n) } est~ sobstvennye znaqeniØ operatora ρ(< C >). Legko videt~, qto vyraßenie v pravoæ qasti v skobkah ØvlØetsØ odnorodnym polinomom stepeni kd. PrimenØØ (reducirovannyæ) operator �ælera D k pravoæ qasti, my nahodim, qto: m∑ j=1 u_j ∂ ∂u_j logL(u, ρ, X) = ∞∑ k=1 ∞∑ d=1 ∑ [C]:prim,|C|=d {_n ∑ i=1 α^k_i } u^{Ck} .

Kak my uße videli v Podrazdele 2.5, estestvennoe otobraßenie C−→[C] iz Ξ^{cycl,prim}_d (X) na mnoßestvo primitivnyh ciklov dliny d (oboznaqennoe v Podrazdele 2.5 qerez

P rim_d(X)) ØvlØetsØ d–znaqnym. Pofftomu, polagaØ kd = l, my vidim, qto pravaØ qast~

v poslednem ravenstve moßet byt~ perepisana tak: ∞∑ l=1 ∑ d|l ∑ C∈Ξ^{cycl,prim} d (X) trρ(< C >^{l/d})u^{Cl/d} = ∞∑ l=1 ∑ C∈Ξ_l (X) trρ(< C >)u^C . Esli my poloßim N_{l,ρ}(u)≡ ∑ C∈Ξ_l (X) trρ(< C >)u^C , togda L–funkciØ moßet byt~ vyraßena, kak proizvodØwaØ funkciØ dlØ N_{l,ρ}(u): m∑ j=1 u_j( ∂ ∂u_j )logL(u, ρ, X) = ∞∑ l=1 N_{l,ρ}(u). (3.2.3)

DlØ trivial~nogo predstavleniØ ρ = 1 i dlØ trivial~nogo razmeqivaniØ grafa X my imeem obyqnu¸ dzeta–funkci¸, opredelennu¸ odnim iz dvuh ffkvivalentnyh vyraßeniæ:

Z_X (u) = ∏ γΓ:prim (1 − u^{|P |})^{−1},

ili, po ffkvivalentnoæ formule:

Z_X (u) = ∏ [C]∈P rim(X) (1 − u^{|C|})^{−1}. Sledovatel~no, esli my poloßim

N_l≡N_{l,1} = ♯(Ξ_l(X))

(gde my podsqityvaem kaßdu¸ petl¸ C dvaßdy, razliqaØ C i C^{−1}), to dzeta–funkciØ

Z_X (u) moßet rassmatrivat~sØ, kak proizvodØwaØ funkciØ dlØ fftih qisel N_l: Z_X (u) = exp {_∞ ∑ l=1 ( N_l l ) u^l }

Predpoloßim, qto X est~ qetnyæ graf, togda ~X (universal~noe nakryva¸wee derevo dlØ X) imeet razbienie V ~X = ~V_1 ⋃~ V_2 (diz¨¸nktnoe ob¨edinenie), kotoroe inva-

riantno otnositel~no deæstviØ Γ = π_1(X, v_0). DlØ l¸bogo rebra y = (v_1, v_2), takogo, qto v_j ∈ ~V_j (j = 1, 2), opredelim dva mnoßestva ~E_j (y), kak podmnoßestva reber, kotorye ØvlØ¸tsØ incidentnymi dlØ v_j . Opredelenie 3.2.1 (sm.[H − 2][H − 2][H − 2]).

Pust~ Z[E ~X] est~ svobodnyæ Z–modul~ nad mnoßestvom E ~X. My opredelim sootvetstviØ T_1, T_2 na E ~X, kak fflementy v End(Z[E ~X]), dannye po formule: T_j (y)≡ ∑ y^′ ∈ ~E_j (y),y^′ ≠y y^′ (j = 1, 2)

Sledu¸waØ Lemma 3.2.1 budet dana bez dokazatel~stva (sm.Risunok 9).

Lemma 3.2.1 (sm.[H − 2][H − 2][H − 2]). DlØ kaßdogo y ∈ E^~X i dlØ l≥0 imeem

(T_2T_1)^l(y) = ∑ (⋆) y^{2l+1}.

Zdes~ summa rasprostranena po rebram y^{2l+1} ∈ E ~X, takim, qto suwestvuet C = ( y_{(1)}, y_{(2)}, ..., y_{(2l+1)} ) ∈ ~Ξ^+_{2l+1}(y) s y_{(1)} ∈ y, o(y_{(1)}) ∈ ~V_2, t(y_{(1)}) ∈ ~V_1, i y_{(2l+1)} ∈ y^{2l+1};

~Ξ^+_{2l+1}(y) est~ mnoßestvo vseh takih sobstvennyh puteæ C = ( y_{(1)}, y_{(2)}, ..., y_{(2l+1)} )

dliny 2l + 1. ShoßaØ formula vypolnena i dlØ (T_1T_2)^l(y), s sobstvennymi putØmi C ∈ ~Ξ^−_{2l+1}(y), probegaemymi v obratnom napravlenii, naqinaØs~ s y^{−1}_{(1)}.

Risunok 9.

Dalee my rassmotrim C–vektornoe prostranstvo M_ρ (Γ, ρ)–avtomorfnyh 1–kocepeæ, opredelennoe, kak prostranstvo C^n–znaqnyh funkciæ na E ~X, udovletvorØ¸wih uslovi¸:

f(y·γ) = f(y)·ρ(γ), dlØ l¸bogo γ ∈ Γ = π_1(X, v_0) (3.2.4)

(gde, sleduØ original~nym oboznaqeniØm iz stat~i [H − 2][H − 2][H − 2], my budem zapisyvat~ deæstvie Γ na verxinah so storony, protivopoloßnoæ toæ, kotoraØ byla ispol~zovana v Glave I i Glave II). Legko moßno videt~, qto dim_CM_ρ = n·♯(EX). Deæstvitel~- no, esli my vyberem E = { y^{(j)}, (1≤j≤m = ♯(EX) } , kak polnyæ nabor predstaviteleæ

EX\Γ, i, esli my vyberem { v_k(1≤k≤n) } , kak ortonormirovannyæ bazis C^n otnositel~no standartnogo vnu-

trennego proizvedeniØ, togda, poskol~ku gruppa Γ deæstvuet na ~X bez nepodvißnyh toqek, to ots¸da sleduet, qto funkcii F_{j,k}, opredelennye, kak

f_{j,k}(y) = v_k·ρ(γ) (esli y = y^{(j)}·γ, dlØ nekotorogo γ ∈ Γ),

f_{j,k}(y) = 0 (v ostal~nyh sluqaØh),

obrazu¸t bazis v M_ρ.

Moßno opredelit~ vnutrennee proizvedenie na M_ρ po formule:

(f, f^′ ) = ∑ y^j ∈E ( f(y^{(j)}), f^′ (y^{(j)}) ) , gde skobka v pravoæ qasti opredelena standartnym vnutrennim proizvedeniem v C^n. Togda ots¸da sleduet, qto funkcii { f^{j,k} } obrazu¸t ortonormirovannu¸ sistemu v

M_ρ.

Poskol~ku sootnoxeniØ incidentnosti na ~X i razbienie V ~X ØvlØ¸tsØ invariantnymi otnositel~no deæstviØ Γ, to ots¸da sleduet, qto sootvetstviØ T_j estestvenno induciru¸t ffndomorfizmy na M_ρ:

(ρ^⋆(T_j )f)≡ ∑ y^′ ∈ ~E_j (y) f(y^′ ) − f(y) (j = 1, 2).

Moßno legko ustanovit~, qto ρ^⋆ est~ anti–predstavlenie End(Z[E ~X]), i, sverh togo,

ρ^⋆(T_j ) ØvlØ¸tsØ ffrmitovymi operatorami otnositel~no vnutrennego proizvedeniØ,

opredelennogo vyxe.

Esli my poloßim A≡C[u] = C[u_1, ...u_m] (kol~co polinomov ot peremennoæ u nad C), to my moßem opredelit~ fflementy ρ^⋆_u(T_j ) iz End(M_ρ⊗_CA):

(ρ^⋆_u(T_j )F )(y)≡ ∑ y^′ ∈ ~E_j (y),y≠y^′ F (y^′ )u^{y′} (F ∈ M_ρ⊗_CA),

gde u^{y′} = u_j ,esli p(y^′ ) = y^{(j)}(1≤j≤m), i funkciØ F estestvenno traktuetsØ, kak

C^n⊗_CA≡A^n–znaqnaØ funkciØ na E ~X. �ndomorfizmy, opredelennye vyxe, ØvlØ¸t-

sØ na samom dele horoxo opredelennymi ffndomorfizmami nad A, poskol~ku est~ ravenstvo: u^{y·γ} = u^y, dlØ l¸bogo y ∈ E ~X, γ ∈ Γ. Sverh togo, my moßem rasprostranit~ vnutrennee proizvedenie, opredelennoe vyxe, do nevyroßdennogo ffrmitovogo sparivaniØ (M_ρ⊗_CA)×(M_ρ⊗_CA)−→A, i togda legko videt~, qto ρ^⋆_u(T_j ) ØvlØ¸tsØ samosoprØßennymi operatorami na koneqnomernom A–module M_ρ⊗_CA. Iz Lemmy 3.2.1 sleduet, qto (

ρ^⋆_u(T_1)ρ^⋆_u(T_2) )_l F (y) = ∑ C∈~Ξ+2_l+1(y)

F (y^′ )u^C (3.2.5)

Teper~ my v sostoØnii sravnit~ sledy deæstviØ (ρ^⋆_u(T_2)ρ^⋆_u(T_1))^l i (ρ^⋆_u(T_1)ρ^⋆_u(T_2))^l s

N_{2l,ρ}(u).

Lemma 3.2.2 (sm.[H − 2][H − 2][H − 2]).

Kak dlØ ffndomorfizmov nad A, imeem

tr(ρ^⋆_u(T_2)ρ^⋆_u(T_1))^l = tr(ρ^⋆_u(T_1)ρ^⋆_u(T_2))^l = 1 2 N_{2l,ρ}(u). Dokazatel~stvo.

Pervoe ravenstvo est~ fflementarnoe sledstvie svoæstv funkcii sleda. Zametim, qto fflementy F_{j,k}≡f_{j,k}⊗1 (1≤j≤m, 1≤k≤n) obrazu¸t bazis v M_ρ⊗_CA nad A. Ots¸da sleduet, qto

tr(ρ^⋆_u(T_2)ρ^⋆_u(T_1))^l = m∑ j=1 n∑ k=1 ((ρ^⋆_u(T_2)ρ^⋆_u(T_1))^l(F_{j,k}), f_{j,k} ) = m∑ j=1 n∑ k=1 m∑ r=1 ((ρ^⋆_u(T_2)ρ^⋆_u(T_1))^l(F_{j,k})(y^r ⊗1), F_{j,k}(y^r ⊗1)) = m∑ j=1 n∑ k=1 ((ρ^⋆_u(T_2)ρ^⋆_u(T_1)^l(F_{j,k})(y^{(j)}⊗1), v_k⊗1)

Iz (3.2.5) sleduet, qto

(ρ^⋆_u(T_2)ρ^⋆_u(T_1))^l(F_{j,k})(y^j ⊗1) = ∑ C∈~Ξ+2_l+1(y(^j))

f_{j,k}(y^′ )u^C ,

gde summirovanie v pravoæ qasti vzØto po vsem sobstvennym putØm C = (y^{(j)}, ..., y^′) ∈

~Ξ^+_{2l+1}, takim, qto y^′ = y(j)·γ, dlØ nekotorogo γ ∈ Γ. Pust~ ~Ξ^{+,0}_{2l+1}(y(j)) oboznaqaet mnoße-

stvo takih puteæ, i analogiqnoe podmnoßestvo v ~Ξ^−_{2l+1}(y^{(j)}) budet oboznaqat~sØ qerez

~Ξ^{−,0}_{2l+1}(y^{(j)}). Iz samogo opredeleniØ bazisa na prostranstve avtomorfnyh 1–kocepeæ i,

poskol~ku γ odnoznaqno opredelen posredstvom puti C, legko perepisat~ poslednee ravenstvo tak:_m ∑ j=1 n∑ k=1 ∑ C∈~Ξ+^,02_l+1(y(^j)) (v_k·ρ(γ)⊗1, v_k⊗1)u^C =

m∑ j=1 ∑ C∈~Ξ+^,02_l+1(y(^j)) tr(ρ(γ))u^C

Legko videt~, qto morfizm proekcii p : ~X−→X induciruet sledu¸wu¸ biekci¸: m⋃ j=1 [~Ξ^{+,0}_{2l+1}(y(j))∪~Ξ^{−,0}_{2l+1}(y(j))]≡_pΞ^{red}_{2l} ,

gde vse ob¨edineniØ v levoæ qasti diz¨¸nktny. Ots¸da sleduet, qto

tr(ρ^⋆_u(T_2)ρ^⋆_u(T_1))^l + tr(ρ^⋆_u(T_1)ρ^⋆_u(T_2)) = ∑ C∈Ξ^{red}2_l trρ(< C >)u^C. �to zaverxaet dokazatel~stvo Lemmy 3.2.2. ♣ Teper~ my v sostoØnii rassmotret~ formulu racional~nosti dlØ L–funkcii, opredelennoæ vyxe.

Teorema 3.2.1 (sm.[H − 2][H − 2][H − 2]). Pust~ X est~ koneqnyæ svØznyæ graf qetnogo tipa, i

pust~ ρ, u est~ unitarnoe predstavlenie Γ = π(X, v_0) stepeni n, i razmeqivanie EX, sootvetstvenno. Togda L–funkciØ L(u, ρ, X), svØzannaØ s (u, ρ) est~ racional~naØ funkciØ ot u, i ona dana kak L(u, ρ, X) = det(I_{nm} − ρ^⋆_u(T_2)ρ^⋆_u(T_1))^{−1} (m = ♯(EX)).

V qastnosti, imeem (polagaØ u = (u, ...u)), L(u, ρ, X) = det(I_{nm} − ρ(T_2T_1)u^2)^{−1} Dokazatel~stvo.

BerØ logarifm ot pravoæ qasti, my imeem

logdet(I_{nm} − ρ^⋆_u(T_2)ρ^⋆_u(T_1))^{−1} = ∞∑ l=1 1 l tr(ρ^⋆_u(T_2)ρ^⋆_u(T_1))^l.

Tak kak tr(ρ^⋆_u(T_2)ρ^⋆_u(T_1))^l est~ odnorodnyæ polinom stepeni 2l, togda, primenØØ (reducirovannyæ) operator �ælera D, my imeem: m∑ j=1 u_j ∂ ∂u_j logdet(I_{nm} − ρ^⋆_u(T_2)ρ^⋆_u(T_1))^{−1} = 2 ∞∑ l=1 tr(ρ^⋆_u(T_2)ρ^⋆_u(T_1))^l.

S Lemmoæ 3.2.2 i formuloæ (3.2.3) ffto zaverxaet dokazatel~stvo Teoremy 3.2.1. ♣

ZameqaniØ (sm.[H − 2][H − 2][H − 2]).

(1) Operator ρ^⋆(T_1T_2) igraet tu ße rol~ v spektral~noæ teorii grafov, qto i avtomorfizm Frobeniusa v sluqae kongruffnc–dzeta–funkcii dlØ algebraiqeskih krivyh nad koneqnymi polØmi.

(2) DlØ qetnogo grafa X L–funkciØ est~ qetnyæ polinom ot peremennoæ u, t.e.L(−u, ρ, X) = L(u, ρ, X). DlØ L–funkcii ot edinstvennoæ peremennoæ, budet udobno modificirovat~ oboznaqeniØ i poloßit~: L(ρ, u, X_b)≡L(ρ, u^{1/2}, X) = det(I_{nm} − ρ^⋆(T_2T_1)u)^{−1}. Rassmotrim obwiæ sluqaæ proizvol~nogo koneqnogo svØznogo grafa X (vozmoßno, s petlØmi i kratnymi rebrami). Togda L–funkciØ dlØ fftogo grafa moßet byt~ perepisana v terminah L–funkcii dlØ qetnogo grafa s pomow~¸ procedury baricentriqeskogo podrazbieniØ grafa.

Imenno, pust~ graf X^{(2)} (baricentriqeskoe podrazbienie dlØ X) poluqeno iz X dobavleniem novoæ verxiny na seredinnoæ toqke kaßdogo rebra X (t.e., kaßdoe rebro X razdeleno na dva rebra grafa X^{(2)}). Legko videt~, qto X^{(2)} est~ graf qetnogo tipa. Imenno, V X^{(2)} = V_1∪V_2, gde V_1 = V X, i V_2≡EX est~ mnoßestvo novyh verxin. Opredelenie 3.2.2 (sm.[H − 2][H − 2][H − 2]).

Pust~ EX^{(2)} = (y^{(2)}_1 , ...y^{(2)}_{2m}) est~ rebra (grafa) X^{(2)}, takie, qto y^{(2)}_{2j−1}, y^{(2)}_{2j} sootvetstvu¸t rebru y_j (grafa) X. DlØ razmeqivaniØ u (grafa) EX, my polagaem u^{(2)}≡(u_1, u_1, u_2, u_2, ..., u_m, u_m), i rassmatrivaem ego, kak (reducirovannoe) razmeqivanie EX^{(2)}. My takße polagaem u^2≡(u^2_1, ...u^2_m).

Teorema 3.2.2 (sm.[H − 2][H − 2][H − 2]).

Predpoloßim, qto X est~ proizvol~nyæ koneqnyæ svØznyæ graf, i pust~ u, ρ opredeleny, kak vyxe. Togda my imeem

L(u^2, ρ, X) = L(u^{(2)}, ρ, X^{(2)}),

gde pravaØ qast~ est~ L–funkciØ qetnogo grafa, podsqitannaØ v Teoreme 3.2.1.

Dokazatel~stvo.

Geometriqeskie realizacii dlØ X, X^{(2)}, kak CW –kompleksov odni i te ße, i ih fundamental~nye gruppy otoßdestvlØ¸tsØ oqevidnym obrazom. Dalee, suwestvuet estestvennaØ biekciØ Ξ^{red}_l (X)≡Ξ^{red}_{2l} (X^{(2)}), pofftomu, esli C i C^{(2)} ØvlØ¸tsØ sootvetstvu¸wimi privedennymi zamknutymi putØmi, to imeem

u^{2C} = ( u^{(2)}

)_C(2)

(3.2.6)

Togda utverßdenie Teoremy 3.2.2 sleduet iz opredeleniØ L–funkcii, kak beskoneqnogo proizvedeniØ (3.2.1) (ili, v ffkvivalentnom vide, qerez (3.2.2)), v kombinacii s formuloæ (3.2.6). �to zaverxaet dokazatel~stvo Teoremy 3.2.2. ♣

My zaverxim fftot Podrazdel sledu¸wim zameqaniem: esli X^⋆ est~ svØznyæ graf, poluqennyæ iz X iskl¸qeniem ego koneqnyh toqek, to legko videt~, qto fundamental~nye gruppy X i X^⋆ mogut byt~ otoßdestvleny. Sledovatel~no, libo iz formuly

(3.2.3), libo iz Teoremy 3.2.1, my imeem sledu¸wu¸ teoremu.

Teorema 3.2.3 (sm.[H − 2][H − 2][H − 2]). L(u, ρ, X) = L(u, ρ, X^⋆). V qastnosti, L(u, ρ, X) ne vkl¸qaet peremennoæ u_j, esli sootvetstvu¸wee rebro y_j incidentno koneqnoæ toqke (grafa) X.

Iz Teoremy 3.2.1 moßno videt~, qto L(u, ρ, X)^{−1} est~ polinom ot u stepeni, samoe bol~xee, 2n♯(EX), gde n = deg(ρ). DlØ grafa X(= X^⋆), ne ime¸wego koneqnyh toqek, my imeem sledu¸wiæ fakt, kotoryæ budet dan bez dokazatel~stva.

Teorema 3.2.4. (sm.[H − 2][H − 2][H − 2]). Predpoloßim, qto X = X^⋆. Togda L(u, ρ, X)^{−1} est~ po-

linom ot peremennoæ u stepeni 2n♯(EX). Esli X qetnyæ (graf), to L(u, ρ, X_b)^{−1} est~ polinom stepeni n♯(EX).

3.3. Formula Kratnosti (1 − u)(1 − u)(1 − u) dlØ L–Funkcii.

V Podrazdele 3.3 my vyvodim formulu kratnosti (1 − u) dlØ L–funkcii, kotoraØ moßet rassmatrivat~sØ, kak graf–teoretiqeskiæ analog sootvetstvu¸wego klassiqeskogo teoretiko–qislovogo rezul~tata dlØ klassiqeskoæ L–funkcii s netrivial~nym harakterom.

ImeØ v vidu rezul~taty Podrazdela 3.2, my moßem predpolagat~, bez poteri obwnosti, qto X est~ koneqnyæ svØznyæ qetnyæ graf. Qtoby sledovat~ oboznaqeniØm iz stat~i [H − 3]

[H − 3] [H − 3], my budem ispol~zovat~ Øvnoe predstavlenie dlØ L–funkcii grafa X,

svØzannoæ s dannymi (u, ρ) v forme, ffkvivalentnoæ toæ, qto byla dana v Podrazdele 3.2:

L(u, ρ, X) = det(I_{nm} − ρ^⋆_u(T_1)ρ^⋆_u(T_2))^{−1},

gde my ispol~zuem oboznaqeniØ iz Podrazdela 3.2.

My budem predpolagat~, qto predstavlenie ρ ne soderßit trivial~noæ komponenty: ffto, v toqnosti, tot sluqaæ, kotoryæ imeet tesnoe shodstvo s sootvetstvu¸wim teoretiko– qislovym sluqaem.

DlØ l¸boæ verxiny v ∈ V X my budem oboznaqat~ qerez E(v)( sootvetstvenno,

V (v)) mnoßestvo reber (sootvetstvenno, verxin), kotorye svØzany s v. DlØ funkcii f ∈ M^1_ρ (X) my poloßim: f^⋆(v)≡ ∑ y∈E(v) f(y) (v ∈ ~V_1), f^{⋆⋆}(w)≡ ∑ y∈E(w) f(y) (w ∈ ~V_2). Togda my imeem dlØ y = (v, w) ∈ EX, v ∈ ~V_1, w ∈ ~V_2,

ρ^⋆(T_1T_2)f(y) = ∑ w^′ ∈V (v) f^{⋆⋆}(w^′ ) − f^{⋆⋆}(w) − f^⋆(v) + f(y).

Oboznaqim qerez H^1_ρ(X) prostranstvo, sostoØwee iz 1–kocepeæ f ∈ M^1_ρ (X), takih, qto ρ^⋆(T_1T_2)f = f. PrinimaØ vo vnimanie zameqaniØ k Teoreme 3.2.1, legko videt~, qto kratnost~ (1 − u) v L(ρ, u, X) ravna dim_CH^1_ρ(X). Togda, ispol~zuØ Øvnoe predstavlenie deæstviØ ρ^⋆(T_1T_2), my vidim, qto f ∈ H^1_ρ(X), esli i tol~ko esli ∑ w^′ ∈V (v) f^{⋆⋆}(w^′ ) − f^⋆(v) = f^{⋆⋆}(w), (dlØ kaßdogo rebra y = (v, w) ∈ E ~X).

LevaØ qast~ fftogo ravenstva opredelena tol~ko qerez v ∈ V X, pofftomu my moßem videt~, qto f^{⋆⋆}(w) postoØnna na V (v). Sledovatel~no, suwestvuet nekotoraØ konstanta C, takaØ, qto f^{⋆⋆}(w) = C na ~V_2, i f^⋆(v) = q_v·C (gde q_v + 1 est~ valentnost~ verxiny v ∈ V X). Iz samogo opredeleniØ M^1_ρ (X), my imeem sledu¸wee uslovie:

f^{⋆⋆}(w·γ) = ρ(γ)f^{⋆⋆}(w), dlØ l¸bogo w ∈ ~V_2 i l¸bogo γ ∈ Γ. Sledovatel~no, ρ(γ)·C = C,

dlØ l¸bogo γ ∈ Γ. Iz togo predpoloßeniØ, qto ρ ne soderßit trivial~noæ komponenty, moßno videt~, qto C = 0, sledovatel~no, f^⋆(v) = f^{⋆⋆}(w) = 0, dlØ l¸byh v, w ∈ V X. Ots¸da sleduet, qto prostranstvo H^1_ρ(X) sostoit iz funkciæ f, udovletvorØ¸wih dvum usloviØm: ρ^⋆(T_1)f = −f, ρ^⋆(T_2)f = −f. Vyberem mnoßestvo E≡ { y_j , 1≤j≤m }

predstaviteleæ E ~X\Γ≡EX. ZnaqeniØ l¸boæ f ∈ M^1_ρ (EX) edinstvennym obrazom opre-

deleny ee znaqeniØmi { f(y_j ), 1≤j≤m } , gde f(y_j ) ∈ C^n. Sledovatel~no, dim_CM^1_ρ (EX) = mn. Standartnoe vnutrennee proizvedenie na C^n prodolßaetsØ na M^1_ρ (X) posredstvom formuly: ( f, f^′ ) ≡ ∑ y_j ∈E ( f(y_j ), f^′ (y_j ) ) , i ρ^⋆(T_j ) ØvlØetsØ ffrmitovym operatorom otnositel~no fftogo vnutrennego proizvedeniØ (j = 1, 2).

Teper~ my v sostoØnii sformulirovt~ osnovnoæ rezul~tat Podrazdela 3.3.

Teorema 3.3.1 (sm.[H − 3][H − 3][H − 3]).

Predpoloßim, qto ρ ne soderßit trivial~noæ komponenty 1. Togda my imeem Ord_{(1−u)}L(u, ρ, X) = deg(ρ)χ(X), gde χ(X) = 1 − r est~ qislo �ælera dlØ X.

Dokazatel~stvo.

Pust~ V≡ { v_i, w_k } est~ mnoßestvo predstaviteleæ V ~X\Γ≡V X. DlØ kaßdogo v_i ∈ V, i dlØ l¸bogo ⃗Z ∈ C^n, pust~ f_{i,⃗Zi} ∈ M^1_ρ (X) est~ funkciØ, opredelennaØ usloviØmi:

(1)f_{i,⃗Zi} est~ konstanta na kaßdom podmnoßestve E(v) (v ∈ V ~X),

(2)f_{i,⃗Zi} (y) = ⃗Z_i, esli y ∈ E(v_i), (3)Supp(f_{i,⃗Zi} ) = ⋃ γ∈Γ E(v_i)·γ. My opredelim funkci¸ g_{k,⃗Uk} ∈ M^1_ρ (X) analogiqnym obrazom, s w_k, vmesto v_i, i my pixem dlØ kratkosti, f_{i,⃗Zi} ≡⃗Z_i(v), g_{k,⃗Uk} ≡ ⃗U_k(w), esli y = (v, w), v ∈ ~V_1, w ∈ ~V_2. Togda legko videt~, qto H^1_ρ(X) est~ ortogonal~noe dopolnenie v M^1_ρ (X) dlØ podprostranstva N, kotoroe natØnuto na { f_{i,⃗Zi} , g_{k,⃗Uk} ∈ M^1_ρ (X) : v_i, w_k ∈ V, ⃗Z_i, ⃗U_k ∈ C^n } . Togda utverßdenie Teoremy 3.3.1 est~ sledstvie sledu¸weæ lemmy. Lemma 3.3.1 (sm.[H − 3][H − 3][H − 3]).

My imeem dim_CN = l·n, l≡♯(V X), esli ρ ne soderßit trivial~noæ komponenty 1.

Dokazatel~stvo.

Predpoloßim, qto suwestvuet lineænoe sootnoxenie meßdu { f_{i,⃗Zi} , g_{k,⃗Uk} , } i zapixem: ∑ i c_if_{i,⃗Zi} + ∑ k d_kg_{k,⃗Uk} = 0. VyqislØØ pravu¸ qast~ pri y = (v, w) ∈ E ~X, my poluqim c_i⃗Z_i(v) + d_k ⃗U_k(w) = 0. Analogiqnym obrazom, dlØ l¸bogo rebra y^′ = (v^′ , w), kotoroe svØzano s y pri w, my poluqaem c_i′ ⃗Z_i′ (v^′ ) + d_k ⃗U_k(w) = 0, sledovatel~no, c_i⃗Z_i(v) = c_i′ ⃗Z_i′ (v^′ ) (sm. Risunok 10 niße).

Risunok 10.

Poskol~ku ~X est~ svØznoe derevo, to moßno legko videt~, qto c_i⃗Z_i(v) ne zavisit ni ot v ∈ ~V_1, ni ot i. S drugoæ storony, f ∈ M^1_ρ (X), i ots¸da sleduet, qto ⃗Z_i(v·γ) =

ρ(γ)⃗Z_i(v) (dlØ l¸boæ v ∈ V ~X). Ots¸da sleduet, qto c_i ( ⃗Z_i − ρ(γ)·⃗Z_i ) = 0, dlØ l¸bogo γ ∈ Γ, i dlØ l¸bogo i. Po predpoloßeni¸ na ρ ffto vleqet, qto c_i = 0, dlØ l¸bogo i,

i, analogiqno, d_k = 0, dlØ l¸bogo k. �to zaverxaet dokazatel~stvo Lemmy 3.3.1 ♣

Iz Lemmy 3.3.1 sleduet, qto dim_CH^1_ρ(X) = mn − ln = n(m − l) = deg(ρ) ( ♯(GEX) − ♯(V X) ) = deg(ρ)χ(X), t.e. dim_CH^1_ρ(X) = deg(ρ)χ(X) �to zaverxaet dokazatel~stvo Teoremy 3.3.1. ♣

3.4. Formula Vyqeta dlØ Dzeta–Funkcii i Sloßnost~ Grafa.

V Podrazdele 3.4 my vyvodim, sleduØ [H − 2][H − 2][H − 2], sootnoxenie meßdu special~nym znaqeniem dzeta–funkcii koneqnogo svØznogo regulØrnogo grafa i sloßnost~¸ takogo grafa. My takße kratko ob¨ØsnØem, sleduØ [H − 2][H − 2][H − 2], priloßenie fftogo rezul~tata k voprosu o qisle klassov funkcional~nogo polØ modulØrnoæ krivoæ X_0(l) nad F_p. Qitatel~ moßet naæti rezul~taty dlØ sluqaØ proizvol~nyh koneqnyh svØznyh grafov v stat~e [H − 3]

[H − 3] [H − 3].

Opredelenie 3.4.1 (sm.[H − 2][H − 2][H − 2]).

Pust~ X est~ proizvol~nyæ koneqnyæ svØznyæ graf. NatØnutoe derevo T est~ podgraf (grafa) X, kotoroe ØvlØetsØ derevom i takoe, qto V T = V X.

Esli graf X koneqen, to qislo natØnutyh derev~ev nazyvaetsØ sloßnost~¸ grafa X, i oboznaqaetsØ qerez k(X).

Napomnim nekotorye osnovnye fakty, otnosØwiesØ k ponØti¸ sloßnosti grafa. Pust~ dlØ koneqnogo svØznogo grafa X s V X = {v_1, v_2, ...v_n} matrica A ∈ M(n, Z) ØvlØetsØ ego matriceæ smeßnosti. Pust~ D est~ diagonal~naØ matrica valentnosteæ verxin V X, t.e. D≡diag(k_1, k_2, ..., k_n), i k_j≡valentnost~ v_j = ♯ { y ∈ EX : v_j ∈ ς(y) } (1≤j≤n). My takße vvedem special~noe znaqenie ”funkcional~nogo laplasiana”: Q≡D − A i matricu J_n opredelim tak:

J≡J_n≡n×n–matrica, vse fflementy kotoroæ ravny 1.

Sledu¸waØ teorema, kotoraØ budet dana bez dokazatel~stva, ØvlØetsØ fundamental~- noæ.

Teorema 3.4.1 (sm.[Bs][Bs][Bs],[H − 2][H − 2][H − 2]).

V vyxeprinØtyh oboznaqeniØh my imeem:

(1) Matrica kofaktorov matricy Q kratna J, s mnoßitelem k(X): adjQ = k(X)·J, (2) Sloßnost~ X dana formuloæ: k(X) = n^{−2}det(J + Q). V sluqae koneqnogo svØznogo regulØrnogo grafa vyxeprivedennaØ formula dlØ kratnosti moßet byt~ modificirovana. Qtoby sdelat~ ffto, trebuetsØ odna lemma, kotoraØ budet dana bez dokazatel~stva. Lemma 3.4.1 (sm.[Bs][Bs][Bs]).

Matrica J prinadleßit algebre smeßnosti A(X), esli i tol~ko esli X est~ regulØrnyæ svØznyæ graf.

Zameqanie. Algebra smeßnosti A(X) grafa X est~, po opredeleni¸, algebra polino-

mov ot matricy smeßnosti A = A(X).

Kak v [Bs][Bs][Bs], opredelim harakteristiqeskiæ polinom χ(X, λ) grafa X ravnym harakteristiqeskomu polinomu ego matricy smeßnosti A. ImeØ v vidu ffto opredelenie, moßno vyvesti vsled za [Bs][Bs][Bs] bolee konkretnu¸ formulu dlØ sloßnosti v sluqae koneqnyh svØznyh regulØrnyh grafov.

Teorema 3.4.2 (sm.[Bs][Bs][Bs]). Pust~ X est~ q + 1–valentnyæ (graf) s n verxinami, i pust~ SpecX = ( q + 1 λ_1 .... λ_{s−1} 1 m_1 .... m_{s−1} ) . Togda sloßnost~ X dana formuloæ:

k(X) = n^{−1 s−1∏}_{r=1}(q + 1 − λr)^{mr} = n^{−1}χ^′ (X, q + 1),

gde χ^′ oboznaqaet proizvodnu¸ ot harakteristiqeskogo polinoma χ.

Dokazatel~stvo. DlØ polnoty obsußdeniØ my daem dokazatel~stvo fftoæ teoremy vsled za [Bs][Bs][Bs].

V sluqae regulØrnogo grafa valentnosti q + 1, matrica J + Q ravna J + (q + 1)I − A.Teper~, poskol~ku J kommutiruet s A (po Lemme 3.4.1), i sobstvennymi znaqeniØmi matricy J ØvlØ¸tsØ n (odnokratno) i 0 (n − 1–kratno), to ots¸da sleduet, qto sobstvennymi znaqeniØmi matricy J + (q + 1)I − A ØvlØ¸tsØ n (odnokratno) i (q + 1) − λ_r (m_r–kratno) (dlØ 1≤r≤s − 1).

Determinant J + Q sut~ proizvedenie fftih faktorov, i pofftomu pervoe ravenstvo sleduet iz Teoremy 3.4.1 (qast~ 2). Vtoroe ravenstvo sleduet iz togo fakta, qto

(q + 1) − λ est~ prostoæ mnoßitel~ v χ. ♣

Pust~ X est~ koneqnyæ svØznyæ (q + 1)–regulØrnyæ graf. Kak uße obsußdalos~ v Podrazdele 1.3, Z_X (u)^{−1}≡L(Γ, u, 1)^{−1} est~ polinom, ime¸wiæ faktor (1 − u)^r, gde

r = dim_CH_1(X, C) (esli r>1). Pofftomu moßno stavit~ vopros o vyqislenii znaqeniØ (1−u)^{−r} Z_X (u)^{−1} pri u = 1. Otvet na fftot vopros vedet k formule vyqeta dlØ koneqnogo

svØznogo (q + 1)–regulØrnogo grafa.

Teorema 3.4.3 (Formula Vyqeta, sm.[H − 2][H − 2][H − 2]).

Predpoloßim,qto X est~ regulØrnyæ svØznyæ graf valentnosti q + 1, takoæ,qto q>1, ♯(V X) = n, i pust~ r = dim_CH_1(X, C). Togda imeetsØ sledu¸waØ formula:

k(X) =^{−1} n(q − 1)2^{r−1} · 1 (1 − u)^rZ_X (u) |_{u=1}. Dokazatel~stvo.

Iz predpoloßeniæ na X sleduet, qto D = (q + 1)I_n, sledovatel~no, Q = (q + 1)I − A. Po Lemme 3.4.1 my imeem, qto JA = AJ. PostoØnnaØ funkciØ f ∈ H_1(V X) ØvlØetsØ obweæ sobstvennoæ funkcieæ (s kratnost~¸ edinica) kak dlØ A, tak i dlØ J: Af = (q + 1)f, Jf = nf, i, ots¸da sleduet, qto Qf = 0. Takße my zametim, qto J ravna 0 na ortogonal~nom dopolnenii k Cf v H_1(V X). Sledovatel~no, my imeem: det(J + Q) = det[J + (q + 1)I − A] = n n−1∏ j=1 (q + 1 − μ_j ),

gde μ_1, .., μ_{n−1},i μ_n = q + 1 sut~ sobstvennye znaqeniØ matricy A (podsqityvaemye s uqetom ih kratnosteæ). Napomnim toqnoe funkcional~noe vyraßenie dlØ Z_X (u) iz Podrazdela 1.3:

Z_X (u)^{−1} = (1 − u^2)^{r−1}det(I_n − Au + qu^2),

gde r = (q − 1)n/2 est~ rang pervoæ fundamental~noæ gruppy Γ = π(X, v_0) grafa X (s nekotoroæ bazisnoæ toqkoæ v_0), i n = ♯(V X). Sledovatel~no, my imeem:

k(X) = n^{−1 n−1∏}_{j=1}(q + 1 − μj ) = n^{−1} { det[I_n − Au + qu^2]/(1 − u)(1 − qu) } |_{u=1} = −1 n(q − 1)2^{r−1} · 1 (1 − u)^rZ_X (u) |_{u=1}. �to zaverxaet dokazatel~stvo Teoremy 3.4.3. ♣

Teper~ my v sostoØnii predstavit~, vsled za [H − 2][H − 2][H − 2], odno priloßenie fftogo rezul~tata k qislu klassov polØ funkciæ nad modulØrnoæ krivoæ X_0(l) nad F_p. Zameqanie. PredpolagaetsØ,qto qitatel~ znakom s tehnikoæ global~nyh poleæ i kva-

ternionnyh algebr.

Rassmotrim poloßitel~no opredelennu¸ kvaternionnu¸ algebru B nad Q, kotoraØ razvetvlena, v toqnosti, v toqkah l, ∞, gde (p, l) = 1. DlØ podmnoßestva S algebry B my poloßim

S^{(1)}≡ { s ∈ S : Nr(s) = 1 } ,

gde Nr(s) est~ privedennaØ norma s. DlØ maksimal~nogo porØdka O algebry B my opredelim gruppu

Γ≡B^{(1)} ⋂ [B^{(1)}_p × ∏ q≠p O^1_q ] (O_∞ = B_∞).

My rassmatrivaem Γ, kak podgruppu G≡B^{(1)}p ≡SL(2, Q_p), qerez proekci¸ na pervu¸ komponentu. Γ est~ diskretnaØ podgruppa v G, poskol~ku O^{(1)}q (q≠p) ØvlØ¸tsØ kompaktnymi gruppami. Po teoreme o sil~noæ approksimacii my imeem:

O^{(1)}_A \B^{(1)}_A /B^{(1)} = O^{(1)}_A \[B^{(1)}_p × ∏ q≠p O^{(1)}_q ]·B^{(1)}/B^{(1)} =

O^{(1)}_A \[B^{(1)}_p × ∏ q≠p O^{(1)}_q ]/Γ =

O^{(1)}_p \B^{(1)}_p /Γ≡SL(2, Z_p)\G/Γ.

Faktor G/Γ kompakten, poskol~ku izvestno, qto

♯[O^{(1)}_A \B^{(1)}_A /B^{(1)}] = ♯[O^×_A \B^×_A/B^×] = h≡qislo klassov algebry B

ØvlØetsØ koneqnym. V toqnosti, ffto qislo moßet byt~ podsqitano qerez izomorfizm �æhlera (sm.[Er][Er][Er]):

L^2(O^{(1)}_A \B^1_A/B^{(1)})≡S_2(Γ_0)(l))⊕C,

kak moduli nad algebroæ Gekke ⊗_{q≠l}H(B^{(1)}q , O^{(1)}q ), gde S_2(Γ_0(l) est~ prostranstvo golomorfnyh kasp–form vesa 2 dlØ gruppy Γ_0(l). Sledovatel~no, my imeem n = h =

dim_CS_2(Γ_0(l)) + 1.

Ots¸da sleduet, qto suwestvennaØ qast~ dzeta–funkcii, svØzannoæ s grafom X =

~X/Γ, daetsØ sledu¸wim determinantom: det[I_h − Au + pu^2)] = (1 − u)(1 − pu)·det[I − uT (p)|S_2(Γ_0(l)) + pu^2]. No iz kongruffnc–sootnoxeniØ �æhlera–Ximury (sm.[Sh][Sh][Sh]) sleduet, qto kongruffnc– dzeta–funkciØ Z_X (X_0(l)/F_p, u) modulØrnoæ krivoæ X_0(l) nad F_p ravna

Z_(X_0(l)/F_p, u) = det[I − uT (p)|S_2(Γ_0(l)) + pu^2]/(1 − u)(1 − pu).

Napomnim (bez dokazatel~stva) toqnoe vyraßenie dlØ qisla klassov polØ funkciæ modulØrnoæ krivoæ X_0(l) nad F_p, gde p≠l.

Lemma 3.4.2 (sm.[Sch][Sch][Sch]). Qislo klassov Hl,p polØ funkciæ modulØrnoæ krivoæ X0(l) nad

F_p (p≠l), ravno qislu F_p–racional~nyh toqek mnogoobraziØ ˚kobi dlØ X_0(l), i ono dano kak:

H_{l,p} = (1 − p)[(1 − u)Z(X_0(l)/F_p, u)]|_{u=1}.

SoedinØØ Lemmu 3.4.2 s Teoremoæ 3.4.3 (Formuloæ Vyqeta), my imeem sledu¸wu¸ teoremu, svØzyva¸wu¸ sloßnost~ grafa X≡ ~X/Γ (gde ~X est~ derevo Br¸a–Titsa dlØ gruppy G≡SL(2, Q_p)) s qislom klassov H_{l,p}. (�ta teorema budet dana bez dokazatel~- stva).

Teorema 3.4.4 (sm.[H − 2][H − 2][H − 2], a takße [H − 1][H − 1][H − 1]).

Predpoloßim, qto l≡1(mod12). Togda imeem H_{l,p} = (g+1)k(X), gde g = dim_C(S_2(Γ_0(l))) est~ rod X_0(l), i ne zavisit ot p. V qastnosti, H_{l,p} vsegda ØvlØetsØ kratnym dlØ g + 1 = (l − 1)/12.

Qitatel~ moßet naæti obobwenie Formuly Vyqeta (Teorema 3.4.3) na sluqaæ proizvol~nyh koneqnyh svØznyh grafov i nekotorye ego priloßeniØ v stat~e [H − 3][H − 3][H − 3].

3.5. L–FunkciØ Tipa Artina dlØ Koneqnogo Grafa.

V Podrazdele 3.5 my sobrali nekotorye osnovnye fakty (sm.[H − 4][H − 4][H − 4]) ob L– funkciØh tipa Artina dlØ koneqnyh grafov. Naxa cel~ zdes~–dat~ formuly racional~nosti dlØ fftih L–funkciæ.

Budem predpolagat~, qto koneqnaØ gruppa G deæstvuet na koneqnom grafe X bez inversiæ. Kak i v Podrazdele 3.1, my oboznaqim qerez Y poluqennyæ faktorgraf i qerez τ –estestvennoe otobraßenie proekcii: τ : X−→Y ≡G\X. Pust~ u est~ G– invariantnoe razmeqivanie mnoßestva reber EX, i pust~ ρ : G−→U(V_ρ) est~ koneqnomernoe unitarnoe predstavlenie gruppy G. My opredelim L–funkci¸ tipa Artina dlØ koneqnogo grafa po analogii s artinovskimi L–funkciØmi v teorii qisel sledu¸wim obrazom.

My budem sledovat~ oboznaqeniØm iz stat~i [H − 4][H − 4][H − 4] i oboznaqim mnoßestvo vseh primitivnyh ciklov grafa X qerez P(X). Pust~ P≡[C] ∈ P(X) est~ primitivnyæ cikl grafa X, kotoryæ predstavlen reducirovannym zamknutym ciklom v X dliny

lP ∈ N. Opredelim gruppu razloßeniØ (sootv., inercii) cikla P posredstvom for-

muly: GP≡{σ ∈ G : σ•[C] = [C]}, IP≡{σ ∈ G : σ•C = C}. Iz samogo opredeleniØ sleduet, qto σ ∈ GP deæstvuet na C translØciØmi, t.e.

σ : C−→C^{(kσ )}, gde k_σ est~ nekotoroe celoe qislo s 1≤k_σ≤lP.

Zameqanie.

Esli C = (y_1, ..., y_{il} ) est~ reducirovannyæ zamknutyæ put~, to ego sdvig C^{(k)} opredelen po formule: C^{(k)} = (y_{ik+1} , ..., y_{il} , y_{i1} , ...y_{ik} ) (dlØ k ∈ Z/lZ).

Sledovatel~no, my moßem videt~, qto otobraßenie σ−→k_σ induciruet toqnu¸ posledovatel~nost~ 1→IP→GP→dPZ\lPZ→1, dlØ nekotorogo poloßitel~nogo celogo dP, takogo, qto lP≡0(mod dP). �lement σP ∈ GP(modIP) nazyvaetsØ avtomorfizmom Frobeniusa cikla P. My poloßim

FP≡GP\C = (y_{j1} , ..., y_{jd}P ) (fundametal~naØ oblast~ GP v C)

Otmetim, qto monom u(FP)≡^d P∏ k=1 u(y_{jk} ) imeet stepen~ dP.

Opredelim

PG(X)≡G\P(X) (= {G − klassy ffkvivalentnosti primitivnyh ciklov}).

Teper~ my v sostoØnii opredelit~ L–funkci¸ tipa Artina, svØzannu¸ s fftimi dannymi (X, G). Opredelim po analogii s artinovskimi L–funkciØmi v teorii qisel L–funkci¸ L(u, ρ, X, G) posredstvom proizvedeniØ: (sm.[M][M][M]): L(u, ρ, X, G) = ∏ P∈PG (X) det(I − (ρ(σP)|V^IP_ρ )u(FP))^{−1},

gde ffto proizvedenie beretsØ po polnomu mnoßestvu predstaviteleæ G–klassov primitivnyh ciklov v X, i V^IPρ sut~ podprostranstvo IP–nepodvißnyh vektorov v

V_ρ.

Otmetim, qto pravaØ qast~ opredeleniØ nezavisima ot vybora predstavitelØ P = [C] ili ot σP, v silu usloviØ invariantnosti:

G_αP = αGPα^{−1}, I_αP = αGPα^{−1},

dlØ l¸bogo α ∈ G, i razmeqivanie u ØvlØetsØ G–invariantnym. TakaØ L–funkciØ tipa Artina imeet vyraßenie qerez funkcional~nyæ determinant, shodnoe s tem, qto bylo v Glave II dlØ dzeta–funkciæ drevesnyh rexetok.

Opredelim sootvetstvie na EX posredstvom formuly: T (y)≡ ∑ y∈EX,(y,y^′ )_{proper} y^′ .

DlØ unitarnogo predstavleniØ (ρ, V_ρ) gruppy G koneqnoæ stepeni moßno opredelit~ prostranstvo G–ffkvivariantnyh V_ρ–znaqnyh funkciæ na EX: M^1_ρ (X, G)≡{f : EX−→V_ρ; f(γy) = ρ(γ)f(y), dlØ l¸bogo γ ∈ G, dlØ l¸bogo y ∈ EX},

(gde my slegka izmenili naxi oboznaqeniØ,qtoby byt~ tesno svØzannymi s pervonaqal~nymi oboznaqeniØmi iz stat~i [H − 4][H − 4][H − 4]).

Togda T induciruet ffndomorfizm prostranstva M^1_ρ (X, G) ⨂ CA(A≡C[u]): T_{ρ,u}f(y) = ∑ (y,y^′ )_{proper} f(y^′ )u(y^′ ),

gde f ∈ M^1_ρ (X, G) ⨂ CA rassmatrivaetsØ, kak A^d–znaqnaØ funkciØ na EX, i T_{ρ,u} rassmatrivaetsØ, kak ffndomorfizm nad A. Teorema 3.5.1 (sm.[H − 4][H − 4][H − 4]). My imeem L(u, ρ, X, G) = det(I_d − T_{ρ,u})^{−1}.

Zameqanie. �tot rezul~tat tesno svØzan s rezul~tatami Podrazdela 2.4 ob ffkviva-

riantnoæ versii dzeta–funkcii drevesnyh rexetok.

Dokazatel~stvo. Zafiksiruem predstavitelØ {zj : 1≤j≤2m} iz G\EX≡EY i sravnim levu¸ i pravu¸ qast~ posle vzØtiØ logarifma i primeneniØ differencial~nogo operatora �ælera otnositel~no peremennyh {u_j = u(z_j ) : 1≤j≤2m}.

1. LevaØ qast~. ∑ 1≤j≤2m u_j ∂ ∂u_j logL(u, ρ, X, G) = ∑ P∈PG (X) ∑ 1≤j≤2m u_j ∂ ∂u_j ∞∑ k=1 1 k tr(ρ(σ^kP)|V^IP_ρ )u(F^kP) = ∑ P∈PG (X) dP ∞∑ k=1 tr(ρ(σ^kP)|V^IP_ρ )u(F^kP) = ∑ P∈PG(X) dP ∞∑ k=1 u(F^kP)trρ ( 1 ♯(IP) ∑ α∈Ip σ^kPα ) = ∑ P∈PG(X) dP ∞∑ k=1 u(F^kP)tr(ρ(σ^kPδP)),

gde v poslednem ravenstve my ispol~zovali tot fakt, qto idempotent δP≡ 1 ♯IP ∑ α∈IP α v gruppovom kol~ce C[G] daet proekci¸ ρ(δP) : V_ρ→V^IPρ .

2. PravaØ qast~. My moßem zapisat~: ∑ 1≤j≤2m u_j ∂ ∂u_j logdet(I_d − T_{ρ,u})^{−1} = ∞∑ l=1 tr(T_{ρ,u})^l), gde otobraßenie f−→ ( f(z_j ) )_{2m} j=1 daet izomorfizm (ili razloßenie prostranstva Γ– avtomorfnyh 1–kocepeæ): M^1_ρ (X, G)≡ ⨁ j V^{Ij}_ρ , i I_j oboznaqaet gruppu izotropii dlØ z_j . S toqki zreniØ fftogo izomorfizma, operator

T^l_{ρ,u}, zapisannyæ, kak matrica:

T^l_{ρ,u} = (( T^l_{ρ,u} ) i,j ) , ( T_{ρ,u} ) i,j ∈ Hom(V^{Ij}_ρ , V^{Ii}_ρ ) ⨂ A ( A≡C[u] ) , moßet byt~ legko podsqitan posredstvom sledu¸weæ lemmy, kotoru¸ my daem bez dokazatel~stva (i kotoraØ moßet byt~ dokazana s ispol~zovaniem metodov raboty

[H − 2]

[H − 2], a takße raboty [H − 1][H − 1][H − 1]).

Lemma 3.5.1 (sm.[H − 4][H − 4][H − 4]). My imeem: ( T^l_{ρ,u} ) i,j = 1 ♯(I_j ) ∑ γ∈G,D∈C_l+1(z_i,γ·z_j ) ρ(γ)u(D)/u(z_i), gde Cl+1(zi, γ·zj )≡ { D = (z_i, ..., γ·z_j ); sobstvennyæ put~ dliny l + 1 } . Iz fftoæ Lemmy 3.5.1 sleduet, qto tr(T^l_{ρ,u}) = 2m∑ j=1 tr((T^l_{ρ,u})_{j,j} ) =

2m∑ j=1 1 ♯(I_j ) ∑ γ∈G,D∈C_l+1(z_j ,γ·z_j ) tr(ρ(γ))u(D)/u(z_j ). Moßno videt~, qto dlØ kaßdogo D ∈ C_{l+1}(z_j , γ·z_j ), proizvedenie D⋆(γD)⋆(γ^2D)⋆... est~ reducirovannyæ zamknutyæ put~, takoæ, qto on ØvlØetsØ invariantnym otnositel~no γ. Zdes~ proizvedenie ⋆ opredeleno posredstvom skleivaniØ naqal~nogo i koneqnogo reber. Iz fftogo my moßem zakl¸qit~, qto γ est~ stepen~ fflementa Frobeniusa, odnoznaqno svØzannogo s primitivnym ciklom P = [C] s C = (z_j , ...) ∈ C^{pr}: γ = σ^kP(modIP), pri dP|l, i k≡l/dP. Obratnoe utverßdenie takße verno: dlØ fiksirovannyh j, l D i γ(modIP) opredeleny posredstvom fftogo sootnoxeniØ qerez C. Togda my moßem zapisat~: tr(T^l_{ρ,u}) = 2m∑ j=1 1 ♯I_j ∑ C=(z_j ,...)∈C^{pr}(X):dP|l u(F^kP) ∑ γ∈σ^kPIP tr(ρ(γ)) = 2m∑ j=1 ∑ C=(z_j,...)∈C^{pr} (X):dP|l 1 [I_j : IP] × { 1 ♯(IP) ∑ γ∈σ^kPIP tr(ρ(γ)) } u(F^kP) = 2m∑ j=1 ∑ C=(z_j ,...)∈C^{pr}(X):dP|l 1 [I_j : IP]

× tr(ρ(σ^kPδP))u(F^kP) (P = [C]).

Rassmotrim vklad v pravu¸ qast~ poslednego ravenstva ot G–orbity dlØ C, vmeste so vsemi ih sdvigami. My poloßim SP≡ { hC^{(i)} : h ∈ G, i = 0, 1, 2, .. } . Togda SP razlagaetsØ, kak diz¨¸nktnoe ob¨edinenie:

SP = 2m⋃ j=1 G·S^{(j)}P , gde S^{(j)}P ≡ { D ∈ SP : o(D) = z_j } .

Lemma 3.5.2 (sm.[H − 4][H − 4][H − 4]) (Formula Massy). My imeem: 2m∑ j=1

( ♯S^{(j)}P )

[I_j : IP] = dP. Dokazatel~stvo.

Rassmotrim G–ffkvivariantnoe zabyva¸wee otobraßenie: π : C^{pr}(X)−→C(X), C→P = [C], i sloæ G–orbity P = [C] est~ SP. Iz fftogo my moßem zakl¸qit~, qto dP = ♯ ( GP\ { C^{(i)} : i = 1, 2, ... }) =

♯ ( G\G· { C^{(i)} : i = 1, 2, ... }) =

♯ ( G\SP ) = 2m∑ j=1 ♯ ( G\G·S^{(j)}P ) = 2m∑ j=1 ♯ ( I_j \S^{(j)}P ) =

2m∑ j=1 ♯ ( S^{(j)}P )

[I_j : IP] . ♣ Sledovatel~no, vklad ot kaßdogo SP raven dP·u(F^kP)tr(ρ(σ^kPδP)), i ots¸da sleduet, qto tr(T^l_{ρ,u}) = ∑ P∈PG (X):dP|l dP·u(F^kP)tr(ρ(σ^kPδP)) (k = l/dP). Okonqatel~no, my imeem: ∑ 1≤j≤2m u_j ∂ ∂u_j logdet(I_d − T_{ρ,u})^{−1} = ∑ P∈PG(X) ∞∑ k=1 dP·u(F^kP)tr(ρ(σ^kPδP)), qto sovpadaet s pravoæ qast~¸ dlØ (1). �to zaverxaet dokazatel~stvo Teoremy 3.5.1. ♣

Zameqanie (sm.[H − 4][H − 4][H − 4]). DlØ kaßdogo l ∈ N my imeem: tr(T^l_{ρ,u}) = ∑ d|l ∑ P∈PG(X,d) d·u(F^{l/d}P )tr(ρ(σ^{l/d}P δP)). My otmetim, qto, esli τ : X−→Y = G\X ØvlØetsØ nerazvetvlennym, t.e. τ ØvlØetsØ nakrytiem v obyqnom smysle, to G = Deck(X→Y ) moßet byt~ otoßdestvleno s faktorom pervoæ fundamental~noæ gruppy grafa Y . V fftom sluqae, ρ moßet rassmatrivat~sØ, kak predstavlenie π_1(Y ), i my imeem redukci¸: L(u, ρ, X, G) = L(u, ρ, Y ), gde pravaØ qast~ rassmatrivaetsØ, kak ffkvivariantnaØ dzeta–funkciØ (v smysle rezul~tatov Glavy II). DlØ fftoæ ffkvivariantnoæ dzeta–funkcii my imeem Øvnoe vyraßenie qerez funkcional~nyæ determinant, kak opisano v Glave II, a takße qerez raznostnyæ operator ρ_u(T_1)ρ_u(T_2), kak opisano v Podrazdele 3.2. Rassmotrim bolee twatel~no vzaimosvØz~ meßdu dvumØ vyraßeniØmi dlØ L–funkcii tipa Artina: qerez Teoremu 3.5.1 i qerez raznostnyæ operator (kotoroe vypolneno i bez usloviØ nerazvetvlennosti).

Rassmotrim paru (X, G), i pust~ X^{(2)} est~ baricentriqeskoe podrazbienie dlØ X, kotoroe estestvenno snabßeno deæstviem gruppy G. Otoßdestvim EX i GEX^{(2)} kanoniqeskim obrazom, kak pokazano na Risunke 11. Takße my moßem otoßdestvit~ neuporØdoqennoe razmeqivanie u^{(2)} dlØ EX^{(2)} s uporØdoqennym razmeqivaniem u dlØ EX u^{(2)}(y^′ ) = u(y), u^{(2)}(y^{′′} ) = u(y^{−1})

(sm. Podrazdel 3.2). Risunok 11.

Teper~ my moßem otoßdestvit~ prostranstvo ffkvivariantnyh 1–kocepeæ M^1_ρ (X, G) s prostranstvom M^1_ρ (X, G)≡ { f : GEX^{(2)}→V_ρ : f(γ·y) = ρ(γ)f(y),

dlØ l¸bogo γ ∈ G, dlØ l¸bogo y ∈ GEX^{(2)} } . Rassmotrim operatory T^{(i)}_{ρ,u}≡ρ^⋆(T_i)(i = 1, 2), opredelennye, kak v stat~e [H − 2][H − 2][H − 2], s X^{(2)} vmesto X, i T_2 est~ otraßenie pri novyh verxinah dlØ X^{(2)}. Rassmotrim operator

T^{(2)}_{ρ,1} , polagaØ u^{(2)}(y^′ ) = 1. Togda imeet mesto sledu¸waØ lemma, kotoru¸ my privodim

bez dokazatel~stva.

Lemma 3.5.3 (sm.[H − 4][H − 4][H − 4]).

T_{ρ,u} = T^{(1)}_{ρ,u}T^{(2)}_{ρ,1} .

Teper~ my v sostoØnii poluqit~ Øvnu¸ formulu dlØ determinanta T_ρ.

Teorema 3.5.2 (sm.[H − 4][H − 4][H − 4]).

My imeem detT_ρ = (−1)^{b0(X,G)−b1(X,G)} ∏ P ∈(G\V X) q^{dimV GPρ} ∏ z_j ∈(G\EX u^{dimV} Ij ρ j , gde my polagaem b_1(X, G)≡ ∑ z∈(G\EX) dimV^{Gz}_ρ ( = 1 2 dimM^1_ρ (X) ) ,

b_0(X, G)≡ ∑ P ∈V X dimV^{GP}_ρ . Dokazatel~stvo.

My naqnem so sluqaØ determinanta T_ρ≡T_{ρ,1}, poskol~ku obwiæ sluqaæ legko reduciruetsØ k fftomu sluqa¸. V silu Lemmy 3.5.3, my imeem detT_ρ = detT^{(1)}_{ρ,1}·detT^{(2)}_{ρ,1} . Mnoßestvo EX^{(2)} moßet byt~ razloßeno, kak

EX^{(2)} = ⋃ P ∈V1X(2)=V X E(P ) ⋃ Q∈V2X(2) E(Q) (diz¨¸nktnoe ob¨edinenie),

gde E(P ) (sootv.E(Q)) est~ mnoßestvo neorientirovannyh reber s kraem P (sootv.Q).

Sledovatel~no, moßno naæti, qto prostranstvo ffkvivariantnyh 1-kocepeæ

M^1_ρ (X^{(2)}, G) moßet byt~ razloßeno, kak

M^1_ρ (X^{(2)}, G) = ⨁ P ∈(G\V1X(2) M^1_ρ (E(P ), G_P )≡ ⨁ z_j ∈(G_P \E(P )) V^{Ij}_ρ , ili M^1_ρ (X^{(2)}, G) = ⨁ Q∈(G\V2X(2) M^1_ρ (E(Q), G_Q)≡ ⨁ e_k∈(G\EX) V^{Ik}_ρ ⊕V^{Ik}_ρ , i ffti razloßeniØ sohranØ¸tsØ operatorami T^{(1)}_{ρ,1} , T^{(2)}_{ρ,1}, sootvetstvenno. Moßno videt~, qto v poslednem slagaemom T^{(2)}_{ρ,1} deæstvuet, kak transpoziciØ dvuh komponent, i my nahodim, qto

detT^{(2)}_{ρ,1} = ∏ e_k ∈(G\EX) (−1)^{dimV Ikρ} Kak i pri dokazatel~stve Teoremy 3.5.1, my moßem videt~, qto T^{(1)}_{ρ,1} |V^{Ik}_ρ (z_k ∈

(G_P \E(P )) vyraßaetsØ, kak matrica (t_{i,j} ), gde t_{i,j} = ∑ α∈(G_P \I_j ) ρ(α)|V^{Ij}_ρ = [G_P : I_j ]ρ(δ_P ) (i≠j),

t_{j,j} = ∑ α∈(G_P \I_j ) ρ(α)|V^{Ij}_ρ − id_V I_{jρ} = [G_P : I_j ]ρ(δ_P ) − id_V I_{jρ} , gde my polagaem δ_P ≡^1_{♯(GP )} ∑ α∈G_P α.

Sledovatel~no, esli my poloßim: n_{P,j} ≡[G_P : I_j ] dlØ 1≤j≤t≡♯(G_P \E(P )), to my moßem zapisat~ T^{(1)}_{ρ,1} kak:

T^{(1)}_{ρ,1} = ⨁ P ∈(G\V X) (J_P − id_{(⊕1≤j≤tV} I_{jρ )}) s J_P ≡ n_{P,1}ρ(δ_P ) ··· n_{P,t}ρ(δ_P ) ··· ··· ··· n_{P,1}ρ(δ_P ) ··· n_{P,t}ρ(δ_P ) ≡ n_{P,1} ··· n_{P,t} ··· ··· ··· n_{P,1} ··· n_{P,t} ⊗dimV^{GP}_ρ . Moßno legko videt~, qto sobstennye znaqeniØ matricy J_P ravny q_P + 1 i 0, s kratnostØmi dimV^{GP}_ρ i ∑ j dimV^{Gj}_ρ − dimV^{GP}_ρ , sootvetstvenno. Sledovatel~no, my moßem

videt~, qto detT^{(1)}_{ρ,1} = (−1)^{dimMρ (X,G)−∑ dimV GPρ} ∏ P ∈(G\V X) q^{dimV GPρ} P . Esli my otmetim, qto ∑ j n_{P,j} = q_P + 1,

to my poluqaem utverßdenie Teoremy 3.5.2 v sluqae u = 1, i obwiæ sluqaæ legko reduciruetsØ k fftomu sluqa¸. �to zaverxaet dokazatel~stvo Teoremy 3.5.2. ♣

L–funkciØ, opredelennaØ vyxe, obladaet nekotorymi svoæstvami invariantnosti, sobrannymi v Lemme 3.5.4, kotoraØ budet dana bez dokazatel~stva. Lemma 3.5.4 (sm.[H − 4][H − 4][H − 4]).

(1) L–funkciØ L(u, ρ, X.G) ne izmenØetsØ,esli iskl¸qit~ G–orbitu rebra s koneqnoæ toqkoæ s valentnost~¸ edinica q_{t(zj )} = 1: L(u, ρ, X, G) = L(u, ρ, X\Gz_j , G). (2) Podstanovka u(z_j ) = 0 v L(u, ρ, X, G) ffkvivalentna uniqtoßeni¸ reber v G– orbite dlØ z_j : L(u, ρ, X, G)|_{u(zj )=0} = L(u, ρ, X\Gz_j , G). (3) Podstanovka u(z_j ) = 1 v L(u, ρ, X, G) ffkvivalentna stØgivani¸ reber v G–orbite dlØ z_j : L(u, ρ, X, G)|_{u(zj )=1} = L(u, ρ, X\G·z_j , G).

Zakl¸qitel~nye ZameqaniØ.

Niße pereqisleny nekotorye vozmoßnye napravleniØ dlØ dal~neæxego izuqeniØ qitatelØ s ukazaniem vozmoßnyh ssylok:

(1) Kombinatorika subdeterminantov Laplasianov na reberno– indeksirovannom grafe (tak ße, kak i priloßenie k formule dlØ sloßnosti grafa) (sm. [B − 3][B − 3][B − 3]).

(2) Obobwenie Formuly Vyqeta (sm. Podrazdel 3.4) dlØ sluqaØ proizvol~nogo koneqnogo svØznogo grafa (sm. [H − 3][H − 3][H − 3]).

(3) Graf–teoretiqeskaØ versiØ teoremy o raspredelenii prostyh qisel (a imenno, teorema plotnosti dlØ prostyh ciklov dlØ koneqnyh grafov), a takße analog teoremy plotnosti Qebotareva dlØ grafov (sm. [H − 4][H − 4][H − 4]) v ramkah podhoda teorii dinamiqeskih sistem (sm. [P P − 1][P P − 1][P P − 1], [P P − 2][P P − 2][P P − 2], [P P − 3][P P − 3][P P − 3]).

(4) VzaimosvØz~ s teorieæ rasseØniØ na grafah (sm. [Chv][Chv][Chv]).

(5) Spektral~naØ teoriØ avtomorfnyh funkciæ dlØ grafov grupp (sm. [Et − 1][Et − 1][Et − 1], [Et − 2] [Et − 2]).

(6) Spektral~naØ teoriØ kombinatornogo Laplasiana na koneqnoæ poluploskosti Puankare (sm. [T − 1][T − 1][T − 1], [T − 2][T − 2][T − 2], [ACP T T V ] [ACP T T V ] [ACP T T V ], [CP T T V ] [CP T T V ] [CP T T V ], [AP T T V ] [AP T T V ] [AP T T V ]). Sobstvennye funkcii

i sobstvennye znaqeniØ dlØ kombinatornogo Laplasiana mogut byt~ podsqitany Øvno (sm. [ACP T T V ] [ACP T T V ] [ACP T T V ], [AP T T V ] [AP T T V ] [AP T T V ], [T − 3] [T − 3] [T − 3]) v ramkah garmoniqeskogo analiza na simmetriqe-

skih prostranstvah (sm. [T − 4][T − 4][T − 4]).

Dokazano, qto ffti grafy (koneqnye poluploskosti Puankare) ØvlØ¸tsØ grafami Ramanudßana v smysle L¸bockogo–Fillipsa–Sarnaka (sm. [AP T T V ][AP T T V ][AP T T V ], [T − 3][T − 3][T − 3], [LP S][LP S][LP S], a takße [Es − 1] [Es − 1] [Es − 1], [Es − 2] [Es − 2] [Es − 2], [Stk][Stk][Stk], [Scht][Scht][Scht], [K − 2][K − 2][K − 2], [L − 3][L − 3][L − 3], [Sk − 3][Sk − 3][Sk − 3] dlØ bolee detal~nogo

znakomstva).

(7) VzaimosvØz~ determinantov kombinatornyh Laplasianov na grafah s zamknutymi orbitami nekotoryh potokov na grafah (sm. [F n][F n][F n]). Na urovne gladkih mnogoobraziæ takaØ vzaimosvØz~ poØvlØetsØ kak:

(a) vyraßenie determinantov Laplasianov na mnogoobraziØh qerez zamknutye orbity (geodeziqeskih) potokov na fftih mnogoobraziØh (ili: na svØzannyh rassloeni- Øh) (sm. [DP ][DP ][DP ], [F d − 4] [F d − 4] [F d − 4] i [Sk − 1] [Sk − 1] [Sk − 1]);

(b) vyraßenie kruqeniØ Reædemeæstera mnogoobraziØ, (kotoroe opredeleno kombinatornym sposobom i, na samom dele, tesno svØzano (sm. [Chr][Chr][Chr], [Mr][Mr][Mr]) s analitiqeskim kruqeniem RffØ–Zingera (sm. [RS − 1][RS − 1][RS − 1], [RS − 2][RS − 2][RS − 2])) qerez zamknutye orbity potokov na mnogoobrazii (sm. [F d − 1][F d − 1][F d − 1], [F d − 2][F d − 2][F d − 2], [F d − 3][F d − 3][F d − 3], [F d − 4][F d − 4][F d − 4]).

Spisok Literatury

[AB] M. F. Atiyah, R. Bott, A Lefschetz fixed point formula for elliptic complexes: II.Applications,. — Ann. Math., 88, No. 3 (1968), 451–491.

[AS] T. Adachi, T. Sunada, Twisted Perron–Frobenus Theorem and L-functons. — J. Funct. Anal. 71, No. 2 (1987), 1–46.

[A] G. Ahumada, Fonctions peiodiques et formule de traces de Selberg sur les arbres. — C. R. Acad. Sci., Paris, Ser.I 305 (1987, No. 16), 709–712.

[ACPTTV] J. Angel, N. Celinker, S. Poulos, A. Terras, C. Trimble, and E. Velasquez, Special Functions on Finite Upper Half Planes. — Contemporary Math 138 (1992), 1–26.

[APTTV] J. Angel, S. Poulos, A. Terras, C. Trimble, and E. Velasquez, Spherical Functions and Transforms on Finite Upper Half Planes: Eigenvalues of Combinatorial Laplacian, Uncertainty, Traces. — Contemporary Math. 173 (1994), 15–70.

[Bal] V. Baladi, Dynamical Zeta Functons and Generalzed Fredholm Determinants. Proc. of XXI Int. Congress of Math. Phys., D. Iaglonitzer (Ed.) (1996), 246–260.

[B-1] H. Bass, Euler characteristics and characters of discrete groups. — Inv. Math. 35 (1976), 155–196. [B-2] H. Bass, Traces and Euler characteristics. Homological Group Theory, ed. C. T. C. Wall, London Math. Soc. Lecture Notes, 36, Cambridge Univ. Press (1979), 1–26.

[B-3] H. Bass, The Ihara-Selberg Zeta Function of a Tree Lattice. — Internat. J. Math 3, No. 6 (1992), 717–797.

[BTCP] C. A. Berenstein, E. C. Tarabucci, J. M. Cohen, M. A. Picardello, Integral geometry on tree. — Amer. J. Math. 113, No. 3 ((1991)), 441–470.

[BFP] W. Betori, J. Faraut, and M. Pagliacci, An inversion formula for the Radon transform on trees. — Math Z. 201 (1989), 327–337.

[Bs] N. Biggs, Algebraic Graph Theory. Cambridge Tracts in Mathematics, 67 (1974), Cambridge Univ. Press, London.

[Bn] F. Bien, Construction of telphone networks by group representations. — Notices of the AMS 36 (1989), 5–22.

[BT] F. Bruhat, J. Tits, Groupes reductifs sur un corps local. I. — Publ. Math. Inst. Hautes Etudes Sci. 41 (1972), 5–252.

[C-1] P. Cartier, Harmonic analysis on trees. — Proc. Symp. Pure Math. 26 (1973 Amer. Math. Soc., Providence, RI), 419–423.

[C-2] P. Cartier, Geometrie et analyse sur les arbres. — Lecture Notes in Math. 317 Springer-Verlag, Berlin and New York (1973), 123–140.

[CV-1] P. Cartier, and A. Voros, Une nouvele interpretaton de la formule des traces de Selberg. — C. R. Acad. Sci. Paris Ser.I, 307, No. 4 (1988), 143–148.

[CV-2] P. Cartier, and A. Voros, Une nouvelle interpretation de la formule des traces de Selberg. — Preprint Inst. Hautes Etudes Sci. M/90/50, 1990.

[CPTTV] N. Celinker, S. Poulos, A. Terras, C. Trimble, and E.Velasquez, Is There Life On Finite Upper Half Planes?. — Contemporary Math. 143 (1993), 65–88.

[Chr] J. Cheeger, Analytic torison and the heat equation. — Ann. of Math., 109 (1979), 259–322. [Chv] L. Chekhov, L–functions in scattering on p–adic multiloop surfaces. — J. Math. Phys., 36 (1995), No. 1, 414–425.

[Chg-1] F. R. K. Chung, Diameters and eigenvalues. — J. Amer. Math. Soc 2, (1989), 187–196. [Chg-2] F. R. K. Chung, Spectral Graph Theory. Providence, R.I.: AMS, 1997.– XI, 207pp.– (Regional Conference Series in Mathematics, Conference Board of the Math. Sciences, No. 92).

[D] P. Deligne, La conjecture de Weil. I. — Publ. Math. Inst. Hautes Etudes Sci., 43, (1974), 273–307. [DP] E. D’Hoker, D. H. Phong, On Determinants of Laplacians on Riemann Surfaces. — Comm. Math. Phys., 104 (1986), No. 4, 537–545.

[Er] M. Eichler, Quaternare quadratiche Formen und die Riemannsche Vermutung fur die kongruenz Zeta Funktionen. — Arch. Math., 5 (1954), 355–366.

[Et-1] I. Efrat, Automorphic spectra on the tree of P GL2. MSRI Preprint, 08908-86 (1986). [Et-2] I. Efrat, Spectral deformations of automorphic functions over graph of groups. — Inv. Math. 102, f.2 (1990).

[Es-1] R. Evans, Character sums over finite fields. G. L. Mullen, and P. J.-S. Shiue (Eds.), Finite Fields, Coding Theory, and Advances in Communications and Computing Lecture Notes in Pure and Appl. Math., 141, Dekker, N.Y. (1993), 57–73.

[Es-2] R. Evans, Charcter sums as orthogonal eigenfunctions of adjacency operator for Cayley graphs. — Contemporary Math., 168, (1994), 33–50.

[FP] A. Figa-Talamanca, M. Picardello, Spherical functions and harmonic analysis on free groups. — J. Funct. Anal., 47 (1982), 281–304.

[Fr] J. Fisher, An Approach to the Selberg Trace Formula via the Selberg Zeta Function. — Lecture Notes in Math., 1253, Springer-Verlag, Berlin and New York, 1987.

[Fn] R. Forman, Determinants of Laplacians on Graphs. — Topology, 32, No. 1 (1993), 35-46. [Fd-1] D. Freid, Homological identities for closed orbits. — Inv. Math., 71 (1983), 419–442. [Fd-2] D. Freid, Fuchsian groups and Reidemeister torison. — Contemporary Math., 53, Amer. Math. Soc., Providence, R.I., 1986, 141–163.

[Fd-3] D. Freid, Analytic torison and closed geodesics on hyperbolic manifolds. — Inv. Math., 84 (1986), 523–540.

[Fd-4] D. Freid, Lefschetz formulas for flows The Lefschetz Centennial Conference: Proceedengs of the Lefschetz Centennial Conference held 10-14, December 1984, in Mexico City, Mexico (Contemporary Math., 58, (part III)), Amer. Math. Soc., Providence, R.I., (1987), 19–67.

[GGPS] I. M. Gelfand, M. I. Graev, and I. I. Pyatetskii-Shapiro, Representation theory ad automorphic functions. Saunders, Phladelphia, PA, 1969.

[H-1] K. Hashimoto, On the Brandt matrices associated with the positive definite quaternion hermitian forms. — J. Fac. Sci., Univ. of Tokyo, Sect.IA, Math. 27 (1980), 227–245.

[H-2] K. Hashimoto, Zeta Functions of Finite Graphs and Representations of p-Adic Groups. — Adv. Studies in Pure Math., 15 (1989), 211–280.

[H-3] K. Hashimoto, On zeta and L-functions of finite graphs. — Internat. J. of Math., 1, No. 4 (1990), 381–396.

[H-4] K. Hashimoto, Artin Type L-functions and the Density Theorem for Prime Cycles in Finite Graphs. — Internat. J. of Math., 3, No. 6 (1992), 809–826.

[HH] K. Hashimoto, A. Hori, Selberg-Ihara’s Zeta function for p-adic Discrete Groups. — Adv. Studies in Pure Math., 15 (1989), 171–210.

[Hl] D. A. Hejhal, The Selberg trace formula for P SL(2, R). I. — Lecture Notes in Math., 548, Springer-Verlag, Berlin and New York, (1976).

[I-1] Ya. Ihara, On discrete subgroups of the two by two projective linear groups over p-adic fields . — J. Math. Soc. Japan, 18 (1966), No. 3, 219–235.

[I-2] Ya. Ihara,, Discrete subgroups of P L(2, kp). — Proc. Symp. Pure Math., 9, (1966), Amer. Math. Soc., Providence, R.I., 272–278.

[JL] H. Jacquet, R. Langlands, Automorphic forms on GL2. — Lecture Notes in Math., 114, Springer-Verlag, Berlin and New York, 1970.

[K-1] N. M. Katz, An overview of Deligne’s proof of the Riemann assumption for varieties over finite fields. — Proc. Symp. in Pure Math., 28 (1976), Amer. Math. Soc., Providence, R.I., 275-306.

[K-2] N. M. Katz, Estimates for Soto-Andrade sums. — J. Reine Angew. Math., 438 (1993), 143–161. [Kv] A. A. Kirillov, Basic representaton theory. ”Nauka”, Moscow, 1978; English transl., Springer-Verlag, Berlin and New York.

[L-1] W.-C. W. Li, Character sums and Abelian Ramanujan graphs. — J.Number Theory, 41 (1992), 199–217.

[L-2] W.-C. W. Li, A survay of Ramanujan graphs. — Proc. Conf. on Arithmetic, Geometry and Coding Theory, Lumini, France, 1993.

[L-3] W.-C. W. Li, Some character sum estimates. preprint.

[LPS] A. Lubotzky, R. Phillips, P. Sarnak, Ramanujan graphs. — Combnatorica, 8 (1988), 261–277. [M] J. S. Milne, Etale Cohomology. — Princton Math. Series, 33, Princeton Univ.Press, Princeton, NJ, 1980.

[Mr] W. Muller, Analytic torison and R-torison of Riemannian manifolds. — Adv. Math., 28 (1978), 233–305.

[N-1] A. M. Nikitin, On an analogue of the Venkov-Zograf factorization formulas. Preprint P–9–91, LDMI, Leningrad, 1991 (On Russian).

[N-2] A. M. Nikitin, On an analogue of the Venkov-Zograf factorization formulas. II. Preprint P–11–91, PDMI, St-Petersburg, 1991 (On Russian).

[N-3] A. M. Nikitin, An Approach to the Ihara Zeta Function of Finite Quotient Graph via the Markov Topological Chains. — Zap. Nauchn. Sem. PDMI, 215, 226–245.

[PP-1] W. Parry, M. Pollicott, An analogue of the prime number theorem for closed orbits of Axiom A flows. — Ann.of Math., 118 (1983), 573–591.

[PP-2] W. Parry, M. Pollicott, The Chebotarev theorem for Galois covering of Axiom A flows. — Ergodic. Th. and Dynam. Sys., 6 (1986), 133–148.

[PP-3] W. Parry, M. Pollicott, Zeta Functions and the periodic orbit structure of hyperbolic dynamics. — Asterisque, 187–188 (1990).

[Pn] S. J. Patterson, On Ruelle’s zeta-function. — Preprint Math. Inst. Gottingen( 1989), h.36. [Pr] A. Pizer, Ramanujan graphs and Hecke operators. — Bull. Amer. Math. Soc., 23 (1990), 127–157. [RS-1] D. B. Ray, I. M. Singer, R-Torison and the Laplacian on Riemannian Manifolds. — Adv.in Math., 7, No. 2 (1971), 145–210.

[RS-2] D. B. Ray, I. M. Singer, Analytic torison for complex manifolds. — Ann. of Math., 98, No. 1 (1973), 154–177.

[Ru-1] D. Ruelle, Zeta-Functions for expanding maps and Anosov flows. — Inv. Math., 36 (1976) 231–242. [Ru-2] D. Ruelle, Thermodynamic formalism. The mathematical structures of classical equilibrium statistical mechanics. Addison-Wesley, Reading, MA, 1978.

[Ru-3] D. Ruelle, An extension of the theory of Fredholm determinants. — Publ. Math. Inst. Hautes Etudes Sci., 72 (1990), 175–193.

[Sk-1] P. Sarnak, Determinants of Laplacians. — Comm. Math. Phys., 110 (1987), No. 1, 113–120. [Sk-2] P. Sarnak, Some applications of modular forms. Cambridge Univ. Press, Cambridge, 1990. [Sk-3] P. Sarnak, Arithmetic Quantum chaos. The Schur lectures (1992) (Tel Aviv), 183–236, Israel Math. Conf. Proc. 8, Bar-Ilan Univ. Ramat-Gan (1995).

[Sa] I. Satake, Spherical functions and Ramanujan’s conjectures. — Proc. Symp. Pure Math. 9 (1966), Amer. Math. Soc., Providence, R.I., 258–264.

[Sch] F. K. Schmidt, Die Theorie der Klassenkorper uber einem Korper algebraischer Funktionen in Einem Unbestimmten und mit endlichem Konstantenberiech. — Sitzungsber. phys. med. Sozietat Erlangen, 62 (1930), 267–284.

[Scht] W. Schmidt, Equations over Finite Fields: An Elementary Approach. — Lecture Notes in Math., 536 (1976), Springer–Verlag, Berlin and New York.

[Sel] A. Selberg, Harmonic analysis and discontinuous groups in weakly smmetric Riemannian spaces with applications to Dirichlet series. — J. Ind. Math. Soc. 20 (1956), 47–87.

[Ser-1] J.-P. Serre, Representations Lineares des Groupes Finis. Hermann, Paris, 1971. [Ser-2] J.-P. Serre, Arbres, Amalgames et SL2. — Asterisque, 46, Soc. Math. France, (1977). [Ser-3] J.-P. Serre, Repartition asymptotique des valeurs propres de l’operateur de Hecke Tp. — Journal of the A.M.S., vol.10, No.1, 75–102.

[Sh] G. Shimura, Introduction to the arithmetic theory of automorphic functions. — Publ. Math. Soc. Japan, 11, 1971.

[ST] I. M. Singer, J. A. Thorpe, Lecture Notes on Elementary Toplogy and Geometry. — Scott, Foresman and Comp. Illinois, 1967.

[Stk] H. Stark, Modular forms and related objects. — Can. Math. Soc. Conf. Proc., 7 (1987), 421–455. [Su-1] T. Sunada, L-functions in geometry and some applications. — Lecture Notes in Math., 1201 (1986) Springer-Verlag, Berlin and New York, 266–284.

[Su-2] T. Sunada, Fundamental groups and Laplacians. — Lecture Notes in Math., 1339 (1988), Springer-Verlag, Berlin and New York, 248–277.

[T-1] A. Terras, Harmonic Analysis on Symmetric Spaces and Applcations, I, II. Springer–Verlag, Berlin and New York, 1985, 1988.

[T-2] A. Terras, Eigenvalue problems related to finite analogues of upper half planes. in: S. A. Fulling, and F. J. Narcowich (Eds.), 40 More Years of Ramifications: Spectral Asymptotics and its Applcations, in: Discourses in Math., 1(1991), Texas AM College Station, TX, 237–263.

[T-3] A. Terras, Are Finite Upper Half Plane Graphs Ramanujan ?. DIMACS Series in Discrete Math. and Theor. Comp. Science, 10 (1993), 125–142.

[T-4] A. Terras, Survay on Spectra of Automorphic Laplacians on Finite Symmetric Spaces. MSRI Preprint No.045–95 (1995).

[V] A. B. Venkov, Spectral theory of automorphic functions. — Trudy Mat. Inst. Steklov, 153 (1981) (On Russian); English transl. in Proc. Steklov Inst. Math. (1982).

[VN] A. B. Venkov, A. M. Nikitin,, The Selberg trace formula, Ramanujan graphs and some problems of mathematical physics. — Petersburg Math. J., 5 (1994), 1-65.

[VZ-1] A. B. Venkov, P. G. Zograf, On analogs of the Artin factorization formulas in spectral theory of automorphic functions related to induced representations of Fuchsian groups. — Izv. Akad. Nauk. SSSR Ser. Mat. 46 (1982), No. 6, 1150–1158 (On Russian).

[VZ-2] A. B. Venkov, P. G. Zograf, On analogs of the Artin factorization formulas in spectral theory of automorphic functions related to induced representations of Fuchsian groups. — Dokl. Akad. Nauk SSSR, 259 (1981), No. 3, 523–526 (On Russian); English transl.in: Soviet Math. Dokl. 24 (1981).

[W] E. Witten, On Quantum Gauge Theories in Two Dimensions. — Comm. Math. Phys. 141, No.1 (1991), 153–209.