POMI PREPRINT — 2/1998

SKOROSTI SHODIMOSTI V �RGODIQESKIH TEOREMAH DL˚ LOKAL^NO KONEQNYH GRUPP I OBRAWENNYE MARTINGALY

A. M. Verxik, A. G. Kaqurovskiæ^1

RossiæskaØ AkademiØ Nauk Matematiqeskiæ institut im. V. A. Steklova Sankt-Peterburgskoe otdelenie ROSSI˚, 191011, S.-Peterburg nab. r.Fontanki, 27

E-mail: vershik@pdmi.ras.ru adk@pdmi.ras.ru

˚nvar~ 1998

Odnorodnyæ obrawennyæ martingal moßno rassmatrivat~ kak posledovatel~nost~ srednih v ffrgodiqeskoæ teoreme dlØ lokal~no koneqnyh grupp, i naoborot. V rabote ffti svØzi ispol~zu¸tsØ dlØ poluqeniØ ocenok skorosteæ shodimosti.

1 Rabota vypolnena pri podderßke grantom INTAS-RFBR 95–418 i grantami RFFI: programma podderßki nauqnyh xkol, grant 96-15-96060; i FCP “IntegraciØ,” grant 326.53. 1

Izuqeni¸ skorosteæ shodimosti v ffrgodiqeskih teoremah dlØ gruppy Zza poslednie dvadcat~ let byl posvØwen celyæ rØd rabot; sm., naprimer, obzor [1]. Analogiqnyæ vopros dlØ drugih grupp poqti ne izuqalsØ. V nastoØweæ rabote my rassmatrivaem fftot voppos dlØ lokal~no koneqnyh grupp. Izuqenie ffrgodiqeskih srednih dlØ takih grupp svoditsØ k izuqeni¸ odnorodnyh obrawennyh martingalov (opredelenie sm. niße): okazyvaetsØ, sootvetstvu¸wie ffrgodiqeskie teoremy poqti identiqny teoreme Duba o shodimosti obrawennogo martingala. Pofftomu, s odnoæ storony, udaetsØ bez osobogo truda perenesti horoxo razvitu¸ teori¸ shodimosti (obrawennyh) martingalov na shodimosti v ffrgodiqeskih teoremah dlØ lokal~no koneqnyh grupp – sm. primery 1 i 2; s drugoæ storony, ffrgodiqeskiæ vzglØd na odnorodnye obrawennye martingaly pozvolØet i dlØ nih poluqat~ novye rezul~taty – takova teorema 3 ob ih skorosti shodimosti.

1. Neobhodimye ponØtiØ. Pust~ (Ω, λ) – standartnoe veroØtnostnoe prostran-

stvo (t.e. prostranstvo Lebega). Napomnim, qto obrawennym martingalom (s diskretnym vremenem) nazyvaetsØ posledovatel~nost~ sluqaænyh veliqin {X_n}_n¿_0, takaØ, qto dlØ kaßdogo N posledovatel~nost~ X_N , X_{N−1}, · · · , X_0 – martingal. Zametim, qto σ-algebry A_N , poroßdennye {X_n}_n¿_N , obrazu¸t ubyva¸wu¸ posledovatel~- nost~: A_0 ⊇ A_1 ⊇ · · · . Im sootvetstvuet ubyva¸waØ posledovatel~nost~ izmerimyh razbieniæ (sm. [2]) {ξ_n}_n¿_0. �ta posledovatel~nost~ nazyvaetsØ odnorodnoæ (ubyva- ¸weæ posledovatel~nost~¸ izmerimyh razbieniæ), esli dlØ kaßdogo razbieniØ ξ_n p.v. ego fflementy est~ izomorfnye odnorodnye prostranstva, i faktor-prostranstvo toße odnorodno (sm. [2]; prostranstvo Lebega nazyvaetsØ odnorodnym, esli ono ili qisto-nepreryvno, ili qisto-diskretno s ravnomernoæ meroæ na koneqnom qisle atomov). Obrawennyæ martingal {X_n}_n¿_0 nazyvaetsØ odnorodnym, esli ego σ-algebry A_n obrazu¸t odnorodnu¸ ubyva¸wu¸ posledovatel~nost~.

Gruppa nazyvaetsØ lokal~no koneqnoæ, esli koneqna l¸baØ ee koneqno-poroßdennaØ podgruppa. Sqetnu¸ lokal~no koneqnu¸ gruppu G moßno (ne edinstvennym obrazom) predstavit~ v vide ob¨edineniØ induktivnogo semeæstva G = ⋃ n¿0^{Gn, G0 = {e}, Gn ⊆} G_{n+1}, | G_n |< ∞ dlØ vseh n ¿ 0. Vs¸du v dal~neæxem my budem rassmatrivat~ abelevy

sqetnye gruppy G, qto dlØ naxih celeæ ne umen~xaet obwnosti (sm. zameqanie 1 niße).

Pust~ lokal~no koneqnaØ gruppa G = ⋃ n¿0^{Gn} deæstvuet na prostranstve (Ω, λ) s

G-invariantnoæ meroæ avtomorfizmami T_g, g ∈ G. Vs¸du v dal~neæxem deæstvie G predpolagaetsØ svobodnym, t.e. λ{x | T_gx = x} = 0 dlØ l¸bogo g. DlØ kaßdoæ funkcii

f ∈ L_1(Ω) oboznaqim S_nf = ∑ g∈G_n f ∘ T_g , A_nf = 1 | G_n | S_nf. V sluqae f ∈ L_2(Ω) qerez R(g) dlØ kaßdogo g ∈ G oboznaqim sootvetstvu¸wiæ korrelØcionnyæ kofffficient, t.e. poloßim R(g) = (f ∘ T_g, f). Spektral~naØ teorema dlØ (abelevoæ) lokal~no koneqnoæ gruppy G unitarnyh operatorov (sm. [3]) daet spektral~noe predstavlenie f ∘ T_g = ∫ G^ χ(g)dE_χf, t.e. suwestvovanie takoæ neotricatel~noæ borelevskoæ mery σ_f (= (E_χf, f)) na gruppe harakterov G^∧, qto dlØ l¸bogo g ∈ G R(g) = ∫ G^ χ(g)dσ_f (χ). (1) 2. �rgodiqeskie teoremy dlØ lokal~no koneqnyh grupp i obrawennye martingaly. Kak netrudno ubedit~sØ (neposredstvennoæ proverkoæ), esli lokal~no koneq-

naØ gruppa G = ⋃ n¿0^{Gn} deæstvuet svobodno na prostranstve (Ω, λ) s G-invariantnoæ

meroæ, to:

1) posledovatel~nost~ razbieniæ {ξ_n}_n¿_0 na orbity deæstviØ grupp {G_n}_n¿_0 ØvlØetsØ odnorodnoæ ubyva¸weæ posledovatel~nost~¸ razbieniæ;

2) esli zadana funkciØ f ∈ L_1(Ω), to posledovatel~nost~ f_n = M(f | ξ_n) ØvlØetsØ obrawennym martingalom, priqem f_n sovpadaet s ffrgodiqeskim srednim A_nf. Takim obrazom, ffrgodiqesku¸ teoremu o shodimosti p.v. {A_nf}_n¿_0 dlØ gruppy G = ⋃ n¿0^{Gn} moßno rassmatrivat~ kak teoremu Duba o shodimosti p.v. (odnorodnogo) obrawennogo martingala {f_n}_n¿_0.

OkazyvaetsØ, verno i obratnoe. A imenno, kak pokazano v [2], vsØkaØ odnorodnaØ ubyva¸waØ posledovatel~nost~ razbieniæ {ξ_n}_n¿_0 moßet byt~ realizovana kak posledovatel~nost~ razbieniæ na traektorii deæstviØ grupp G_n(= ∑_n k=0 Zr_k ) lokal~-

no koneqnoæ gruppy G(= ∑_∞ k=0 Zr_k dlØ nekotoroæ posledovatel~nosti {rk}k¿0); otme-

tim, qto svoæstvo odnorodnosti {ξ_n}_n¿_0 v usloviØh utverßdeniØ 1.4 iz [2] vleqet G-invariantnost~ mery λ. Pofftomu i teorema Duba o shodimosti p.v. (odnorodnogo) obrawennogo martingala moßet byt~ realizovana kak ffrgodiqeskaØ teorema dlØ

lokal~no koneqnoæ gruppy G =^∞ ∑ k=o Zr_k , G =^⋃_{n¿0}(^{n∑}_{k=0} Zr_k ).

Zameqanie 1. Zametim, qto toqno taku¸ ße interpretaci¸ dopuskaet i ffrgodiqeskaØ

teorema dlØ lokal~no koneqnoæ neabelevoæ gruppy, qto i delaet uslovie abelevosti gruppy G dlØ naxih rassmotreniæ ne umen~xa¸wim obwnosti (kak uße otmeqalos~ vyxe). Obratim vnimanie na to, qto operatory {A_n}_n¿_0 kommutiru¸t nezavisimo ot togo, byla li gruppa G kommutativna ili net. Imenno pofftomu naxa problema svoditsØ k kommutativnoæ zadaqe. Operatory {A_n}_n¿_0 obrazu¸t kommutativnu¸ polugruppu s sootnoxeniØmi A^2_i = A_i, A^∗_i = A_i, A_iA_j = A_{max(i,j)}, i, j = 0, · · · , i obsußdaemoe svedenie zadaqi k gruppe ∑ k Zr_k moglo by byt~ al~ternativno zameneno

na svedenie k unitarnoæ kommutativnoæ polugruppe.

Takim obrazom, teoriØ shodimosti (obrawennyh) martingalov okazyvaetsØ poqti identiqnoæ teorii shodimosti v rassmatrivaemyh ffrgodiqeskih teoremah. V kaqestve primerov privedem ffrgodiqeskie analogi klassiqeskogo neravenstva Dubinsa [4] i maloizvestnogo neravenstva Burgeæna–Qaxki.

Primer 1. 1) Neravenstvo Dubinsa v formulirovke [5]. Pust~ {Xn}n¿0 – neotrica-

tel~nyæ martingal. DlØ kaßdoæ pary deæstvitel~nyh qisel 0 < a < b qerez β^↑_{a, b} oboznaqim qislo pereseqeniæ snizu vverh polosy [a, b] naxim martingalom. Togda dlØ kaßdogo k ¿ 1 P{β^↑_{a, b} ¿ k} 6 ( a b )_k M ( min ( X_0 a , 1 )) .

2) Analog neravenstva Dubinsa v ffrgodiqeskih teoremah dlØ lokal~no koneqnyh gpupp. Pust~ G = ⋃ n¿0^{Gn} – lokal~no koneqnaØ gruppa, deæstvu¸waØ na prostranstve Lebega

(Ω, λ) s G-invariantnoæ meroæ, i pust~

f ∈ L_1(Ω), f ¿ 0, f^∗ = lim_{n→∞} A_nf.

DlØ kaßdoæ pary deæstvitel~nyh qisel 0 < a < b qerez β^↓_{a, b} oboznaqim qislo pereseqeniæ sverhu vniz polosy [a, b] posledovatel~nost~¸ A_nf. Togda dlØ kaßdogo k ¿ 1 λ{β^↓_{a, b} ¿ k} 6 ( a b )_k ∫ ( min ( f^∗ a , 1 )) dλ. Raznica v formulirovkah (perehod ot X_0 k f^∗ i ot β^↑_{a, b} k β^↓_{a, b}) ob¨ØsnØetsØ perehodom k obrawennomu martingalu; pri sqityvanii posledovatel~nosti sprava nalevo kaßdoe pereseqenie e¸ polosy snizu vverh budet vyglØdet~ kak pereseqenie sverhu vniz.

Primer 2. 1) Neravenstvo Burgeæna–Qaxki [6, 1]. Pust~ {Xn}n¿0 – martingal,

sup_n ‖X_n‖_p 6 L dlØ nekotorogo p ∈ (1, ∞). Oboznaqim qerez k_ε qislo ε-fluktuaciæ

naxego martingala. Togda

M(k_ε)^{p2} 6 c_pL^p ε^p , c_p = ( 36p^52 (p − 1)^2 )_p . (2)

2) Analog neravenstva Burgeæna–Qaxki v ffrgodiqeskih teoremah dlØ lokal~no koneqnyh grupp. Pust~ G = ⋃ n¿0^{Gn} – lokal~no koneqnaØ gruppa, deæstvu¸waØ na prostran-

stve Lebega s G-invariantnoæ meroæ, i pust~ ‖f‖_p = L dlØ nekotorogo p ∈ (1, ∞). Oboznaqim qerez k_ε qislo ε-fluktuaciæ posledovatel~nosti {A_nf}_n¿_0. Togda spravedlivo neravenstvo (2).

3. Skorosti shodimosti. Shodimost~ p.v. posledovatel~nosti izmerimyh funkciæ

{f_n}_n¿_0 k f^∗ ravnosil~na vypolneni¸ sootnoxeniØ

lim_{n→∞} P{ sup_N ¿n^{| fN − f} ∗ |¿ ε} = 0 dlØ l¸bogo ε > 0. Rassmotrim vopros o skorosti shodimosti fftoæ posledovatel~nosti k nul¸ (dlØ kaßdogo ε) dlØ odnorodnyh obrawennyh martingalov i ffrgodiqeskih teorem dlØ lokal~no koneqnyh grupp. V dal~neæxem dlØ uproweniØ oboznaqeniæ sqitaem rassmatrivaemye martingaly i ffrgodiqeskie srednie shodØwimisØ p.v. k nul¸ (v dokazatel~stvah suwestvenno lix~ nulevoe matematiqeskoe oßidanie X_0 – v sluqae martingala i f – v sluqae ffrgodiqeskih teorem).

Interesno sravnit~ utverßdeniØ teorem 1 i 2 (niße) o skorostØh shodimosti v ffrgodiqeskih teoremah dlØ lokal~no koneqnyh grupp G = ⋃ n¿0^{Gn} (s G-invariantnoæ

meroæ) s sootvetstvu¸wimi rezul~tatami dlØ gruppy Z: s teoremoæ 18.2.1 v [7] i teoremami 3, 11 i 13 v [1]. DlØ lokal~no koneqnyh grupp formulirovki okazyva¸tsØ bolee prozraqnymi – iz-za togo, qto Ødra Feæera vyroßda¸tsØ zdes~ (teorema 1) v posledovatel~nost~ harakteristiqeskih funkciæ okrestnosteæ nulØ. Po fftoæ ße priqine udaetsØ dat~ ocenki samoæ skorosti shodimosti – teorema 2, a ne tol~ko ee asimptotiki (kak ffto bylo dlØ gruppy Z); zdes~ poluqenie neuluqxaemyh ocenok i uprowenie dokazatel~stv stanovitsØ vozmoßnym i blagodarØ vozmoßnosti perehoda k obrawennomu martingalu.

Teorema 1. DispersiØ veliqiny Snf, DSnf, sledu¸wim obrazom vyraßaetsØ qerez kor-

relØcionnye kofffficienty R(g) i spektral~nu¸ meru σ_f : DS_nf =| G_n | ∑ g∈G_n R(g); (3)

DS_nf =| G_n |^2 σ_f {χ ∈ G^∧ | χ_{|Gn} ≡ e^0}. (4)

Dokazatel~stvo.

DS_nf = (S_nf, S_nf) = ( ∑ g∈G_n f ∘ T_g, ∑ h∈G_n f ∘ T_h) = = ∑ g,h∈G_n (f ∘ T_g, f ∘ T_h) = ∑ g,h∈G_n (f ∘ T_{g−h}, f) =| G_n | ∑ g∈G_n (f ∘ T_g, f), qto i dokazyvaet utverßdenie (3). Iz (3) zamenoæ (1) poluqaem DS_nf =| G_n | ∑ g∈G_n ∫ G^ χ(g)dσ_f (χ) =| G_n | ∫ G^ ∑ g∈G_n χ(g)dσ_f (χ). Ravenstvo (4) sleduet teper~ iz togo prostogo fakta, qto dlØ l¸boæ koneqnoæ abelevoæ gruppy H i l¸bogo (normirovannogo) haraktera χ ∈ H^∧ ∑ g∈H χ(g) = | | | H |, esli χ ≡ e^∘; 0 , v protivnom sluqae.

Deæstvitel~no, razloßiv H v prØmu¸ summu cikliqeskih podgrupp Z_{ri}, i = 1, · · · , k i poloßiv χ | Z_{ri} = χi, g | Z_{ri} = gi, poluqaem ∑ g∈H χ(g) = ∑ g∈H k∏ i=1 χ_i(g_i) = k∏ i=1 ∑ g_i ∈Z_{ri} χ_i(g_i). OstaetsØ zametit~, qto dlØ l¸bogo i = 1, · · · , k budet ∑ g_i ∈Z_{ri} χ_i(g_i) = | | r^i , esli χ ≡ e^∘; 0, v protivnom sluqae.

Teorema 2. Spravedliva sledu¸waØ ocenka skorosti shodimosti v ffrgodiqeskoæ teo-

reme dlØ deæstviØ gruppy G = ⋃ n¿0^{Gn :}

P{ sup_N

¿n^{| AN f |}¿^{ε}} 6 1 ε^2 σ_f {χ ∈ G^∧ | χ_{|Gn} ≡ e^∘} ( = 1 ε^2 | G_n | ∑ g∈G_n R(y) ) . Dokazatel~stvo. Kak uße otmeqalos~, posledovatel~nost~ {Akf}k¿0 obrazuet obra-

wennyæ martingal, t.e. pri kaßdom M > n posledovatel~nost~ A_M f, A_{M−1}f, · · · , A_nf – martingal. Neravenstvo Duba dlØ veroØtnosti prevyxeniØ zadannogo urovnØ maksimumom modulØ martingala [8] daet ocenku

P{ sup M¿N¿n^{| AN f |}¿^{ε}} 6 1 ε^2

‖A_nf‖^2 (= 1 ε^2 DA_nf). OstaetsØ pereæti k predelu pri M → ∞ i primenit~ teoremu 1.

Iz teoremy 2 nemedlenno sleduet

Teorema 3. Pust~ {Xn}n¿0 – odnorodnyæ obrawennyæ martingal, sup_n ‖Xn‖2 < ∞; i

pust~ σ_f – spektral~naØ mera ego realizacii ffrgodiqeskimi srednimi dlØ lokal~no koneqnoæ gruppy G = ⋃ n¿0^{Gn; R(g), g ∈ G} – sootvetstvu¸wie korrelØcionnye kofffficien-

ty. Togda

P{ sup_N

¿n^{| XN |}¿^{ε}} 6 1 ε^2 σ_f {χ ∈ G^∧ | χ_{|Gn} ≡ e^∘} ( = 1 ε^2 | G_n | ∑ g∈G_n R(g) ) . Kak uße otmeqalos~, v kaqestve G v usloviØh teoremy 3 vsegda moßno vybrat~ prØmu¸ summu^∞ ∑ k=0 Zr_k (i, sootvetstvenno, Gn =^{n∑}_{k=0} Zr_k , G^∧ ≃^{∏∞}_{k=0} Zr_k ) – sm. zameqa-

nie 1.

Ocenki teorem 2 i 3, oqevidno, neuluqxaemy.

Literatura

[1] A. G. Kaqurovskiæ, Skorosti shodimosti v ffrgodiqeskih teoremah. — UMN 51, vyp. 4 (1996), 73–124.

[2] A. M. Verxik, TeoriØ ubyva¸wih posledovatel~nosteæ izmerimyh razbieniæ. — Algebra i analiz 6, vyp. 4 (1994), 1–68.

[3] �. H~¸itt, K. Ross, Abstraktnyæ garmoniqeskiæ analiz. Mir, Moskva 1975, t. 1–2. [4] L. E. Dubins, A note on upcrossings of semimartingales. — Ann. Math. Stat. No. 3 (1966), 728. [5] J. Neveu, Discrete parameter martingales. Amsterdam: North Holland Publ. Co. 1975. [6] J. Bourgain, Pointwise ergodic theorems for arithmetic sets. — Publ. Math. IHES 69 (1989), 5–45. [7] I. A. Ibragimov, ı. V. Linnik, Nezavisimye i stacionarno svØzannye veliqiny. Nauka, Moskva 1965.

[8] Dß. L. Dub, VeroØtnostnye processy. IL, Moskva 1956.