POMI PREPRINT — 15/1997

FORMULA VE`L˚ DL˚ AVTOMORFNOGO OPERATORA XREDINGERA S RASTUWIM V KASPAH POTENCIALOM

A. B. VENKOV

RossiæskaØ AkademiØ Nauk Sankt-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova Fontanka 27, Sankt-Peterburg 191011, RossiØ

alvenkov@pdmi.ras.ru

Aprel~ 1997

V rabote dokazano utverßdenie o diskretnosti spektra avtomorfnogo operatora Xredingera s rastuwim v kaspah potencialom. DlØ funkcii raspredeleniØ fftogo diskretnogo spektra dokazana asimptotiqeskaØ formula VeælØ.

Vvedenie

V rabote [1] byla dokazana teorema razloßeniØ po sobstvennym funkciØm avtomorfnogo operatora Xredingera, opredelennogo na giperboliqeskoæ ploskosti. DlØ strogo kokoneqnyh diskretnyh grupp (t.e. ne kokompaktnyh) osnovnoe vnimanie bylo udeleno operatoram, potencial kotoryh ubyvaet dostatoqno bystro v kaspah, ili v paraboliqeskih verxinah fundamental~noæ oblasti diskretnoæ gruppy. V fftoæ situacii operator Xredingera moßet imet~ nepreryvnyæ spektr, kotoryæ issleduetsØ metodom teorii vozmuweniæ. Tam ße byli opredeleny analogii rØdov �æzenxteæna– Maasa, dokazana teorema ob ih analitiqeskoæ prodolßimosti i vydelena obobwennaØ formula sleda Sel~berga.

V zakl¸qitel~nom §3 raboty [1] rassmatrivalsØ drugoæ vaßnyæ klass potencialov, rastuwih v kaspah fundamental~noæ oblasti. Bylo vyskazano predpoloßenie o diskretnom spektre sootvetstvu¸wego operatora Xredingera dlØ dannogo potenciala s takim svoæstvom i privedeno osnovnoe uravnenie dlØ issledovaniØ ego rezol~- venty.

Cel~¸ nastoØweæ raboty ØvlØetsØ strogoe dokazatel~stvo teoremy o diskretnosti spektra rassmatrivaemogo v §3 [1] operatora Xredingera na giperboliqeskoæ ploskosti pri izvestnyh ograniqeniØh na potencial i diskretnu¸ gruppu. Bolee togo, my dokazyvaem asimptotiqesku¸ formulu VeælØ dlØ funkcii raspredeleniØ fftogo diskretnogo spektra. Niße budut dany strogie utverßdeniØ. Metod dokazatel~stva osnovan na kombinacii ideæ spektral~noæ teorii avtomorfnogo laplasiana (bez potenciala), ispol~zu¸weæ rezol~ventnyæ podhod (sm. [2, 3]), s odnoæ storony, i teorii odnomernogo operatora Xredingera s rastuwim potencialom (sm. [4, 5]), s drugoæ storony.

§1. Postanovka zadaqi

Pust~ H verhnØØ poluploskost~ H = {z ∈ C | Im z > 0}, rassmatrivaemaØ kak giperboliqeskaØ ploskost~ G = P SL(r, R) – ee gruppa dvißeniæ,

ds^2 = dx^2 + dy^2 y^2 , z = x + iy, G – invariantnaØ metrika na H, dμ =^{dx∧dy}_{y2} i L = y^2 (_{∂2} dx2 +^{∂2}_{dy2} ) sootvetstvu¸wie ds rimanova mera i operator Laplasa.

My budem rassmatrivat~ v dal~neæxem diskretnye gruppy Γ, oblada¸wie svoæstvami 1) Γ strogo kokoneqna, 2) Γ imeet tol~ko odnu paraboliqesku¸ obrazu¸wu¸ S, 3) S : z → z + 1, ∀z ∈ H.

UsloviØ 2) i 3) naloßeny tol~ko dlØ prostoty vyqisleniæ i ne nosØt principial~nyæ harakter. My budem takße sqitat~, qto fundamental~naØ oblast~ F gruppy

Γ v H moßet byt~ vybrana takim obrazom F ⊂ {z ∈ H | 0 6 x 6 1, y > 0}. Pri fftom, dlØ dostatoqno bol~xogo a > 0 verno razbienie

F = F_0 ∪ F_1 (F_0 ∩ F_1 = ?),

gde F_1 = {z ∈ H | 0 6 x < 1, y > a} i F_0 imeet kompaktnoe zamykanie v H.

Pust~ f(z) – analitiqeskaØ Γ – avtomorfnaØ forma vesa, t.e. analitiqeskaØ funkciØ na H, oblada¸waØ svoæstvom f(γz) = (cz + d)^kf(z) ∀γ ∈ Γ, ∀z ∈ H, gde γ (_{a b} c d ) (mod ± 1). Krome fftogo, imeet mesto razloßenie Fur~e f(z) = ∞∑ n=0 a_ne^{2πinz} . DlØ nas vaßno, qtoby a_0 ≠ 0, t.e. f – ne kasp-forma. DlØ prostoty my predpolagaem, qto k ∈ Z, k > 2.

S kaßdoæ takoæ formoæ svØßem potencial

q_f (z) = y^k|f(z)|^2, gde y = Im z.

(My pixem q(z), a ne q(z, z̄) nadeØs~, qto ffto ne vyzovet nedorazumeniØ, t.k. q – neanalitiqeskaØ funkciØ).

Lemma 1. FunkciØ q(z) ØvlØetsØ Γ-avtomorfnoæ, t.e. ∀γ ∈ Γ, z ∈ H verno uslovie

q_f (γz) = q_f (z).

Dokazatel~stvo. Oqevidno iz opredeleniØ f i

Im γz = y |cz + d|^2 . Dokazatel~stvo zakonqeno. �

Rassmotrim teper~ differencial~nyæ operator Xredingera −L + q na nekotorom plotnom mnoßestve v gil~bertovom prostranstve H = L_2(F ; dμ) kompleksno-znaqnyh funkciæ, opredelennyh na F , i kvadratiqnointegriruemyh tam otnositel~no mery

dμ(z). Bolee toqno, opredelit~ v H lineænyæ operator Ã_q ravenstvom

Ã_q g = −Lg + q_f g, (1)

gde oblast~ opredeniØ D(Ã_q ) ⊂ H – ffto funkcii g ∈ C^∞_0 (Γ \ H), t.e. gladkie avtomorfnye funkci s kompaktnym nositelem v F = Γ \ H.

Lemma 2. 1) Operator^~Aq neotricatel~nyæ i simmetriqnyæ. 2) Operator^~Aq suwe-

stvenno samosoprØßennyæ.

Dokazatel~stvo. 1) DokazyvaetsØ standartnym primeneniem formuly Grina (sm. [2,

3]). 2) Dokazatel~stvo fftogo utverßdeniØ bolee sloßno. Preßde vsego zametim, qto iz neotricatel~nosti Ã_q sleduet, qto suwestvuet samosoprØßennoe rasxirenie fftogo operatora (rasxirenie Fridrihsa). Oboznaqim ego qerez A_q. Dalee my postroim Øvno rezol~ventu R = (A_q − λI)^{−1} (sm. §4) otkuda sleduet, qto R_q(λ) opredelena vs¸du v H kak ograniqennyæ operator. Pofftomu A_q – edinstvennoe samosoprØßennoe rasxirenie Ã_q, qto dokazyvaet utverßdenie 2) lemmy. Dokazatel~stvo zakonqeno. �

§2 Osnovnoe toßdestvo dlØ rezol~vent

Vvedem neskol~ko oboznaqeniæ. Esli λ – regulØrnaØ toqka dlØ operatora A_q , to oboznaqim qerez R_q(λ) = (A_q − λI)^{−1} ego rezol~ventu, podqerkivaØ zavisimost~ ot potenciala. I – ediniqnyæ operator v H. Qerez A_0 budem oboznaqat~ avtomorfnyæ laplasian, t.e. edinstvennoe samosoprØßennoe rasxirenie operatora (1) pri uslovii

q = 0. Sootvetstvenno, R_0(λ) = (A_0 − λI)^{−1} – ego rezol~venta.

V teorii avtomorfnogo operatora Xredingera s ubyva¸wim v kaspah potencialom osnovnu¸ rol~ pri izuqenii ego spektra igrala formula

R_q(λ) = R_0(λ) − R_0(λ)Q R_q (λ), (2)

zdes~ Q – operator umnoßeniØ na potencial q v H.

DlØ rastuwego v kaspah potenciala q formula (2) ne imeet bol~xogo smysla, tak kak operator Q – neograniqen. Modificiruem formulu (2).

Lemma 3. Spravedlivo sledu¸wee operatornoe toßdestvo v H

R_q(λ) = R_{0,q}(λ) + [Q, R_{0,q}(λ)]R_q (λ), (3)

gde [Q, R_{0,q}(λ)] = QR_{0,q}(λ) − R_{0,q}(λ)Q i operator R_{0,q}(λ) – ffto integral~nyæ operator v H s Ødrom r_0(z, z^′; λ − q(z)), gde r_0(z, z^′; λ) Ødro rezol~venty R_0(λ).

Dokazatel~stvo. Predpoloßim, qto (3) vypolnØetsØ. Budem rassmatrivat~ ffto ra-

venstvo kak toßdestvo dlØ integral~nyh operatorov, primenØemyh k funkciØm g ∈

C^∞_0 (F ). Primenim (3) k funkcii (−L + q − λ) − g. Iz (3) poluqaem g = R_{0,q}(λ)(−L + q − λ)g + QR_{0,q}(λ)g − R_{0,q}(λ)Qg. Ili g = R_{0,q}(λ)(−L − λ)gQR_{0,q}(λ)g. Ili v terminah Øder g(z) = ∫ F r_0(z, z^′; λ − g(z))(−L − λ + q(z))g(z^′ )dμ(z^′)+

+ q(z) ∫ F r_0(z, z^′; λ − q(z))g(z^′)dμ(z^′) − ∫ F r_0(z, z^′ ; λ − q(z))q(z)g(z^′ )dμ(z^′). Otkuda sleduet g(z) = g(z). No vse operacii v fftih vyqislenØh obratimy. Pofftomu (3) verno. Dokazatel~stvo zakonqeno. �

Budem ispol~zovat~ teper~ toßdestvo (3), rassmatrivaØ ego kak uravnenie dlØ

R_q(λ).

Teorema 1. DlØ dostatoqno bol~xih po modul¸ otricatel~nyh λ operatory QR0,q(λ),

R_{0,q}(λ)Q ØvlØ¸tsØ ograniqennymi v H operatorami, i norma ‖[Q, R_{0,q}(λ)]‖ −→_{λ→−∞} 0 isqezaet.

Dokazatel~stvo. Naqnem issledovanie s Ødra r0(z, z^′; λ − q(z)), q = qf .

Napomnim (sm. [2]), qto pri λ ≪ 0 verno predstavlenie absol¸tno shodØwimsØ rØdom Puankare.

r_0(z, z^′; λ − q(z) = ∑ γ∈Γ k(z, γz^′; λ − q(z)) =

= 1 4π ∑ γ∈Γ 1∫ 0 [t(1 − t)]^{sq −1}(1 + 1/4u(z, γz^′))^{−sq} dt, (4)

gde u(z, z^′) =^{|z−z′ |2}_{yy′} , s_q(1 − s_q ) = λ − q, s_q = 1/2 + √ 1/4 + q − λ. V vyraßenii (4) stoit summa neotricatel~nyh slagaemyh, kotorye oceniva¸tsØ poqlenno funkcieæ Grina k(u, s_q) = 1 4π 1∫ 0 ( t(1 − t) t + u/4 )_{sq} 1 t(1 − t) dt. DlØ vybrannyh λ imeem s_q ≫ 1. Imeem^{t(1−t)}_{t+u} 6 1, tak kak t − t^2 6 1 + u, −t^2 6 u, qto verno vsegda. Sledovatel~no ( t(1 − t) t + u )_{sq} 6^{(t(1 − t)}_{t + u}^{)s0}

s_0(1 − s_0) = λ, s_0 = 1/2 + √ 1/4 − λ (t.e. q ≡ 0).

Sledovatel~no rØd (4) poqlenno maßoriruetsØ rØdom ∑ γ∈Γ k(u(z, γz^′); λ) = r_0(z, z^′; λ) Razob~em teper~ Ødro r_0(z, z^′; λ − q(z)) na komponenty (sm. [2]) v sootvetstvii s razbieniem fundamental~noæ oblasti F = F_0 ∪ F_1. Tem samym my imeem qetyre funkcii

r_{0,00}, r_{0,01}, r_{0,10}, r_{0,11} opredelennyh, sootvetstvenno, na F_0 × F_0, F_0 × F_1, F_1 × F_0, F_1 × F_1. r_{0,ij} (z, z^′; λ − q(z)) = { r_0(z, z^′; λ − q(z)) z ∈ F_i, z^′ ∈ F 0 v protivnom sluqae z, z^′ ∈ F.

Naqnem s r_{0,00}. Kak my tol~ko qto otmetili

r_{0,00}(z, z^′; λ − q(z)) 6 r_{0,00}(z, z^′ ; λ).

Pofftomu verna ocenka

‖R^{00}_{0,q}(λ)‖ 6 ‖R^{00}_0 (λ) 6 1 −λ , gde 00 vverhu oznaqaet, qto Ødro sostoit tol~ko iz odnoæ komponenty 00.

Sußenie operatora Q na F_0 ØvlØetsØ ograniqennym operatorom s normoæ

‖Q_0‖^2 = ∫ F0 |q(z)|^2dμ(z). Pofftomu ‖Q R^{00}_{0,q}(λ)‖ 6 ‖Q_0‖ · 1 −λ , ‖R_{0,q}(Q)‖ 6 ‖Q_0‖ · 1 −λ . Krome fftogo, otmetim, qto R^{00}_{0,q} ØvlØetsØ operatorom tipa Gil~berta–Xmidta i, sledovatel~no, takovymi ØvlØ¸tsØ R^{00}_{0,q}(λ)Q, Q R^{00}_{0,q}(λ). �to sleduet iz ocenki

r_{0,00}(z, z^′; λ − q(z)) 6 r_{0,00}(z, z^′ ; λ) i ∫ F0 ∫ F0 |r_{0,00}(z, z^′ ; λ)|^2dμ(z) dμ(t^′ ) < ∞

kak Ødro so slaboæ osobennost~¸ na diagonali, F_0 – kompaktno.

Rassmotrim teper~ komponentu r_{0,00}(z, z^′; λ − q(z)). Analogiqno imeem r_{0,01}(z, z^′; λ −

q(z)) 6 r_{0,01}(z, z^′; λ). Dalee, kak dokazal L. D. Faddeev (sm. [2]) r_{0,01}(z, z^′; λ) ≪ y^{′2+ε−s}, ε > 0, s = 1/2 + √ 1/4 − λ. DlØ nas vaßno, kak konstanta v fftoæ ocenke zavisit ot s. Pokaßem, qto vypolnØetsØ neravenstvo r_{0,00}(z, z^′; λ) 6 c(s)y^{′−δs}, δ > 0 i −→_{s→∞} 0. (5) Povtorim dokazatel~stvo lemmy Faddeeva s toæ lix~ razniceæ, qto my budem sledit~ za zavisimost~¸ konstant ot s.

Pust~ γ ∈ Γ proizvol~nyæ fflement γ = ( a b c d ) . Dalee, pust~ z = x + iy, z^′ = z^′ + iy^′; z ∈ F_0, z^′ ∈ F_1, z_0 = x + iy_0, z^′_0 = x^′ + iy^′_0. Imeem u(z, γz^′) = |z − γz^′|^2 yy^′(γz^′) = 1 yy^′ |(cz^′ + d)z − az^′ − b|^2, gde y(γz) = Im γz. Ots¸da yy^′u(z, γz^′) = (cxx^′ +dx−cyy^′ −ax^′ −b)^2 +(cx^′y +dy +cxy^′ −ay^′)^2. Po analogii

y_0y^′_0u(z_0, γz^′_0) = (cxx^′ + dx − cy_0y^′_0 − ax^′ − b)^2 + (cx^′y_0 + dy_0 + cxy^′_0 − ay^′_0)^2

yy^′u(z, γz^′) − y_0y^′_0u(z_0, γz^′_0) = c^2(yy^′)^2 + y^{′2}(cx − a)^2 + O_{y′ →∞}(y^′).

Vozmoßny dva varianta, libo c ≠ 0, libo a ≠ 0. Predpoloßim snaqala, qto c ≠ 0. Togda

yy^′u9z, γz^′) > y_0y^′_0u(z_0, γz^′_0) + (yy^′)^2c^2 (6)

dlØ bol~xogo y^′.

Vospol~zuemsØ teper~ neravenstvom ınga

ab 6^{ap}_p +^{bp′}_{p′} ,^1_p +^1_{p′} = 1, p > 1,

pri fftom ab = aε^{1/p} · ε^{−1/p}b 6 εa^p p + ε^{1−p′} p^′ b^{p′} . Poloßim N > 1 i p =^N_{N−1} , togda p^′ = N. Dalee vyberem^{εap}_p = c^2(yy^′)^2, tak qto

a^p = (yy^′)^2, togda ε =^N_{N−1} c^2. Dalee, po opredeleni¸,

y_0y^′_0[1 + u(z_0, γz^′_0)] = ε^{1−N} N b^N , t.e. b^N = Nε^{N−1}y_0y^′_0[1 + u(z_0, γz^′_0)].

Napomnim, qto iz (6) sleduet

yy^′[1 + u(z, γz^′)] > y_0y^′_0[1 + u(z_0, γz^′_0)] + c^2(yy^′)^2 = ε^{1−p′} p^′ b^{p′} + εa^p p > ab.

Otkuda sleduet neravenstvo

yy^′[1 + u(z, γz^′)] > (yy^′)^{2(N −1)N} (Nε^{N−1}_0 y_0y^′_0[1 + u(z_0, γz^′_0)]^{1/N}

ili [1 + u(z, γz^′)] > (yy^′)^{1−2/N} (N · ε^{N−1}y_0y^′_0[1 + u(z_0, γz^′_0)]^{1/N} .

Pust~ teper~ s ≫ 1, voz~mem poslednee neravenstvo v stepeni −s, poluqim

[1 + u(z, γz^′)]^{−s} 6 (yy^′)^{−s+2s/N} (Nε^{N−1}y_0y^′_0[1 + u(z_0, γz^′_0)])^{−s/N} 6

6 (yy^′)^{−s+2s/N} (Nε^{N−1}_0 y0y^′_0)^{−s/N} [1 + u(z0, γz^′_0)]^{−1−δ}, δ > 0.

Poluqennoe neravenstvo moßno prosummirovat~ po diskretnoæ gruppe γ ∈ Γ s usloviem c ≠ 0. Zametim, qto na osnovanii teoremy Petersona, vypolnØetsØ al~ternativa γ ∈ Γ =⇒ { c(γ) = 0

|c(γ)| > δ > 0, δ ne zavisit ot γ ∈ Γ.

Krome fftogo, rØd ∑ γ∈Γ [1 + u(z_0, γz^′_0)]^{−1−δ} shoditsØ absol¸tno. Pofftomu, okonqatel~no

poluqaem ∑ γ∈Γ c≠0 [1 + u(z, γz^′)]^{−s} 6 C^{(1)}

abs.

(yy^′)^{−s+2s/N} (Nε^{N−1}_0 y_0y^′_0)^{−s/N} .

Za sqet vybora y_0y^′_0 vsegda moßno dobit~sØ N · ε^{N−1}_0 y_0y^′_0 > 1. Otkuda i sleduet teper~ neravenstvo (5) (ewe, koneqno, nado vospol~zovat~sØ ocenkoæ dlØ funkcii Grina

k(z, z^′; λ) ≪ (1 + u(z, z^′))^{−Re s} z ≠ z^′ (sm. [2]), konstanta v ocenke, koneqno, zavisit ot

stepeni blizosti z k z^′).

Itak, ostalos~ issledovat~ situaci¸, kogda u fflementa γ matriqnyæ fflement c = 0. No togda a = a(γ) ≠ 0 (moßno dokazat~, qto fflementy γ = (_{a b} 0 d ) ∈ Γ obØzatel~no

ime¸t vid

(_{1 n} 0 1 ) (mod ±, 1)), v qastnosti |a| = 1. Pofftomu vmesto neravenstva (6)

imeem

yy^′[1 + u(z, γz^′)] > y_0y^′_0[1 + u(z_0, ∂z^′_0)] + y^{′2} 1 + ε . Analogiqno poluqaem

yy^′[1 + u(z, γz^′)] > y^{′2−2/N} (Nε^{N−1}_0 y_0y^′_0[1 + u(z_0, γz^′_0)])^{1/N} ,

gde ε_0 =^N_{N−1} ·^1_{1+ε} , N kak i ranee. Dalee, imeem [1 + u(z, γz^′)] > y^{′1−2/N} ( Nε^{N−1}_0 y_0y^′_0 y^N [1 + u(z_0, γz^′_0)] )_{1/N} . Ots¸da sleduet ∑ γ∈Γ a≠0 [1 + u(z, γz^′)]^{−s} 6 C^{(2)}

abs. (y^′)^{−s+2s/N} ( Nε^{N−1}_0 y_0y^′_0 y^N )_{−s/N} ,

gde vyraßenie v kruglyh skobkah za sqet vybora y_0, y^′_0 vybiraetsØ bol~xe edinicy, t.k. y 6 a, poskol~ku z ∈ F_0. Tem samym, my dokazali neravenstvo (5) i dlØ fflementov

γ ∈ Γ s usloviem a ≠ 0, qto i isqerpyvaet situaci¸.

Komponenta rezol~venty r_{0,010} rassmatrivaetsØ analogiqno. Ots¸da sleduet, qto dlØ vybrannyh nami potencialov q = q_f i bol~xih −λ verny utverßdeniØ Q R^{0,1}_{0,q} (λ), R^{(0,1)}_{0,q} (λ)Q, Q R^{1,0}_{0,q} (λ), R^{1,0}_{0,q}(λ)Q ØvlØ¸tsØ operatorami tipa Gil~berta–Xmidta i ih norma (GX) isqezaet pri λ → −∞. Prodolßim dokazatel~stvo teoremy 1. Rassmotrim teper~ komponentu tipa 11 dlØ

r_{0,q}. Imeem dlØ z, z^′ ∈ F_1

r_{011}(z, z^′ ; λ − q(z)) = ∑ γ∈Γ_∞ k(z, γz^′; λ − q(z))+ + ∑ Γ−Γ_∞ k(z, γz^′; λ − q(z)) = t(z, z^′; λ − q(z)) + m(z, z^′; λ − q(z)). Vo vtorom rØde summirovanie vedetsØ po γ s usloviem: matriqnyæ fflement c(γ) ≠ 0.

Pofftomu dlØ m_q my moßem povtorit~ rassußdeniØ, kotorye privedut k ocenke tipa (5) m(z, z^′; λ − q(z)) 6 m(z, z^′; λ) 6 C^{(3)}

abs.

(yy^′)^{−s+2s/N} (Nε^{N−1}_0 y_0y^′_0)^{−s/N} , (7)

gde moßno sqitat~ Nε^{N−1}_0 y_0y^′_0 > 1 za sqet vybora y_0, y^′_0. Otkuda, analogiqno, sleduet qto operatory QM_{0,q}(λ), M_{0,q}(λ)Q ØvlØ¸tsØ operatorami tipa Gil~berta–Xmidta i ih GX normy isqeza¸t pri λ → −∞. My oboznaqili qerez M_{0,q}(λ) operator v H s Ødrom m(z, z^′; λ − q(z)).

Ostalos~ issledovat~ operator T_{0,q}(λ) s Ødrom, u kotorogo otliqna ot nulØ komponenta 11, ravnaØ t(z, z^′; λ − q(z)). Imeem t(z, z^′ ; λ − q(z)) = ∞∑ n=−∞ k(z, z^′ + n; λ − q(z)) > 0 kak summa neotricatel~nyh slagaemyh. S drugoæ storony dlØ t(z, z^′; λ) est~ razloßenie Fur~e (sm. [2]) t(z, z^′ λ) = n(y, y^′; λ) + ∑ k≠0 l_k(y, y^′; λ)e^{2πik(x−x′)}, gde n(y, y^′; λ) = 1 2s − 1 { y^{1−s}y^{′s}, y > y^′, λ = s(1 − s) y^sy^{′1−s}, y 6 y^′, s = 1/2 + √ 1/4 − λ l_k vyraßa¸tsØ v terminah funkciæ BesselØ.

Posmotrim teper~, kak deæstvuet operator T_{0,q} na stepeni y^α. Rassmotrim snaqala bolee prostoæ sluqaæ. Pust~ α – fiksirovano, −λ – dostatoqno bol~xoe qislo. Imeem ∫ F1 t(z, z^′; λ − q(z))y^{′α}dμ(z^′) = ∫ F1 ∞∑ n=−∞ k(z, z^′ + n; λ − q(z))y^{′ α}dμ(z^′). V silu invariantnosti mery dμ posledniæ integral raven ∫∫ y^′ >a k(z, z^′; λ − q(z))y^{′ α}dμ(z^′) 6 ∫∫ H k(z, z^′; λ − q(z))y^{′α}dμ(z^′) = y^α α(1 − α) − λ + q(z) .

Poslednee ravenstvo sleduet iz togo, qto k(z, z^′; λ) – funkciØ Grina, a y^{′α} – sobstvennaØ funkciØ.

Posledniæ rezul~tat moßno poluqit~ i po drugomu, poskol~ku q(t) = const · y^k + O(e^{−εy}_{y→∞} ), ε > 0, t.e. glavnyæ qlen asimptotiki ne zavisit ot x. Pofftomu dostatoqno issledovat~ integral ∫ F1 t(z, z^′; λ − y^k · c)y^{′α}dμ(z^′) = ∞∫ a n(z, z^′; λ − c · y^k)y^{′α} dy^′ y^{′2} ∼_{y→∞} y^α α(1 − α) − λ + cy^k . Poluqim teper~ ocenku dlØ bolee sloßnogo integrala. Netrudno videt~, qto dostatoqno rassmotret~ situaci¸ q, dlØ kotoroæ c = 1. Imeem ∫ F1 t(z, z^′; λ − q(z))y^{′ α}dμ(z^′) ∼_{y→∞} ∞∫ a n(y, y^′; λ − y^{′k})y^{′α−2}dy^′. Budem ocenivat~ posledniæ integral. �to potrebuet dovol~no dlinnyh rassußdeniæ, poskol~ku my hotim poluqit~ horoxu¸ ocenku. Imeem ∞∫ a n(y, y^′; λ − y^{′k})y^{′α−2}dy^′ = y∫ a y^{′α−2} 2 √ 1/4 − λ + y^{′k} y^{1/2−} √_{1/4+y′k −λ} · y^{′1/2+} √_{1/4−λ+y′k} dy^′+

+ ∞∫ y y^{′α−2} 2 √ 1/4 − λ + y^{′k} y^{1/2+} √_{1/4+y′ k −λ} · y^{′1/2−} √_{1/4+y′ k−λ} dy^′. (8) Sdelaem zamenu peremennoæ y^′ = yt. Prodolßaem (8) = 1 2 y^α (^1∫ a y dt √ 1/4 − λ + (yt)^k t^{α−3/2+} √_{1/4−λ+(ty)k} +

+ ∞∫ 1 dt √ 1/4 − λ + (yt)^k + t^{α−3/2−} √_{1/4−λ+(ty)k} ) . (9)

Ocenim snaqala vtoroæ integral, zamenØØ “t” v pokazatele na 1, a zatem t zamenim na 1 pod znakom kornØ. Poluqim ∞∫ 1 dt √ 1/4 − λ + (ty)^k t^{α−3/2−} √_{1/4−λ(ty)k}

6^1

√ 1/4 − λ + y^k ∞∫ 1 t^{α−3/2−} √_{1/4−λ+yk} dt = 1 √ 1/4 − λ + y^k(−α + 1/2 + √ 1/4 − λ + y^k) ∼_{y→∞} 1 y^k + 1/4 − λ i − λ ≫ 0. ZaæmemsØ teper~ pervym integralom v (9). Razob~em oblast~ integrirovaniØ na dva intervala [α/y, 1/2] i [1/2, 1]. Ocenim snaqala integral po vtoromu intervalu.

�to delaetsØ analogiqno predyduweæ ocenke, zamenoæ t pod znakom kornØ na 1/2. Poluqaem, qto integral po intervalu [1/2, 1] ocenivaetsØ sverhu vyraßeniem 1 √ 1/4 − λ + (^y_2 )^k 1 √ 1/4 − λ + (^y_2 )^k + α − 1/2 − 2^{1/2−α−} √_{1/4−λ+( y2 )k} √ 1/4 − λ + (^y_2 )^2 + α − 1/2 ∼ 1 1/4 − λ(^y_2 )^2 . Nam ostalos~ ocenit~ integral 1/2∫ a/y dt √ 1/4 − λ + (yt)^k t^{α−3/2+} √_{1/4−λ+(ty)k} . (10)

Vyqislim proizvodnu¸ funkcii f(t) = t^{α−3/2+} √_{1/4−λ+(ty)k} v intervale [^a_y , 1/2]. S toqnost~¸ do poloßitel~no somnoßitelØ ona ravna 2 t { (α − 3/2) √ 1/4 − λ + (ty)^k + 1/4 − λ + (ty)^k } + ln t · k · y^kt^{k−1}. Snova, s toqnost~¸ do poloßitel~nogo somnoßitelØ, no pri bol~xom znaqenii y, ona ravna 2 + k · ln t.

Sledovatel~no, funkciØ f(t) na intervale [^a_y , 1/2] pri bol~xih znaqeniØh y vedet sebØ tak. Snaqala monotonno ubyvaet do t = e^{−2/k} , zatem vozrastaet.

Pofftomu max t∈[a/y,1/2] = max(f(a/y), f(1/2)). Netrudno videt~, qto pri y → ∞ f(a/y) > f(1/2). Ots¸da (10) ocenivaetsØ sverhu vyraßeniem 1 √ 1/4 − λ + a^k ( a y )_{α−3/2+}√_{1/4−λ+a}k (1/2 − a/y) i ffto ubyvaet bystree y^{−k} ravnomerno pri −λ → ∞.

Pofftomu pervyæ integral v (9) ocenivaetsØ sverhu 1 1/4 − λ + (^y_2 )^k . Okonqatel~no poluqaem ∞∫ a n(y, y^′; λ − y^{′α−2}dy^′ 6 C^{(4)} abs. y^α 1/4 − λ + (y2)^k

i, sledovatel~no, ∫ F1 t(z, z^′; λ − q(z^′))y^{′α}dμ(z^′) 6 C^{(5)} abs. y^α 1/4 − λ + (^y_2 )^k .

DlØ dokazatel~stva teoremy 1 teper~ dostatoqno pokazat~, qto operator [Q, T_{0,q}(λ)] s Ødrom (q(z) − q(z^′))t(z, z^′ ; λ − q(z)) ØvlØetsØ ograniqennym v H i ‖[Q, T_{0,q}(λ)‖ →_{−λ→∞} 0.

Pokaßem ffto. Imeem dlØ funkcii f ∈ H | | | | | | ∫ F1 (y^k − y^{′k})t(z, z^′ ; λ − y^k)f(z^′)dμ(z^′) | | | | | | 2

6

∫ F1 |y^k − y^{′k}|t(z, z^′; λ − y^k)|f(z^′)|dμ(z^′) 2 = ∫ F1 |y^k − y^{′k}|t(z, z^′; λ − y^k) · y^{′α} · y^{′−α}|f(z^′)|dμ(z^′) 2

                                  6

6 y^{−α ∫}

F1 |y^k − y^{′k}|t(z, z^′; λ − y^k)y^{′k}dμ(z^′) · ∫ F1 y^α|y^k − y^{′′k}|t(z, z^′; λ − y^k)y^{′′}|f(z^{′′})|^2dμ(z^{′′}). (11)

V (11) my posledovatel~no vospol~zovalis~ neotricatel~nost~¸ Ødra t pri vewestvennyh otricatel~nyh znaqeniØh λ. Zatem neravenstvom (f_1, f_2) 6 ‖f_1‖ · ‖f_2‖ dlØ

f_1, f_2 ∈ H. ( , ) oznaqaet skalØrnoe proizvedenie, a ‖ ‖-normu v prostranstve H.

Dalee, v silu razloßeniØ Fur~e dlØ Ødra t imeem y^{−α} ∫ F1 |y^k − y^{′k}|t(z, z^′; λ − y^k)y^{′k}dμ(z^′) = y^{−α} ∞∫ a |y^k − y^{′k}|n(z, z^′; λ − y^k)y^{′α−2}dy^′, (12)

t.e. vyzyvaet tol~ko postoØnnyæ qlen razloßeniØ Fur~e.

Vospol~zuemsØ teper~ opredeleniem Ødra n(y, y^′; λ). Prodelaem gromozdkie, no netrudnye vyqisleniØ. Imeem y^{−α} ∞∫ a |y^k − y^{′k}|n(z, z^′; λ − y^k)y^{′α−2}dy^′ =

= y^{−α} 1 2 √ 1/4 − λ + y^k y^{1/2−} √_{1/4−λ+yk +k} · y∫ a y^{′1/2+α−2+} √_{1/4−λ+yk} dy^′−

− y^{1/2−α−} √_{1/4−λ+yk} 2 √ 1/4 − λ + y^k y∫ a y^{′k+α−3/2+} √_{1/4−λ+yk} dy^′+

+ y^{1/2−α+} √_{1/4−λ+yk} 2 √ 1/4 − λ + y^k ∞∫ y y^{′k+α−3/2−} √_{1/4−λ+yk} dy^′−

− y^{k+1/2−α+} √_{1/4−λ+yk} 2 √ 1/4 − λ + y^k · ∞∫ y^{′α−3/2−} √_{1/4−λ+yk} dy^′ =

= y^{k+1/2−α−} √_{1/4−λ+yk} 2 √ 1/4 − λ + y^k · y^{′α−1/2+} √_{1/4−λ+yk} α − 1/2 + √ 1/4 − λ + y^k | | |^y a −

− y^{1/2−α−} √_{1/2−λ+yk} 2 √ 1/4 − λ + y^k · y^{′k+α−1/2+} √_{1/4−λ+yk} k + α − 1/2 + √ 1/4 − λ + y^k | | | | y a +

+ y^{−α+1/2+} √_{1/4−λ+yk} 2 √ 1/4 − λ + y^k · y^{′k−1/2+α−} √_{1/4−λ+yk} k + α − 1/2 − √ 1/4 − λ + y^k | | | | ∞ y −

− y^{k+1/2−α+} √_{1/4−λ+yk} 2 √ 1/4 − λ + y^k · y^{′α−1/2−} √_{1/4−λ+yk} α − 1/2 − √ 1/4 − λ + y^k | | | | ∞ y (13)

Rassmotrim v poslednem vyraßenii (13) vklad ot podstanovki znaqeniØ “a” pri y → ∞. Netrudno videt~, qto fftot vklad ocenivaetsØ kak O(e^{−√−λy}), y → ∞.

Prodolßaem ravenstvo (13) s toqnost~¸ do O(e^{−√−λy}), y → ∞. Imeem

(13) = y^k 2 √ 2 √ 1/4 − λ + y^k ( 1 α − 1/2 + √ 1/4 − λ + y^k − 1 k + α − 1/2 + √ 1/4 − λ + y^k −

− 1 k + α − 1/2 − √ 1/4 − λ + y^k + 1 α − 1/2 − √ 1/4 − λ + y^k ) (14)

Ob¨edinØem pervoe slagaemoe v (14) s qetvertym, a vtoroe s tret~im. Vyraßenie (14) ravno y^k 2 √ 1/4 − λ + y^k ( 2α − 1 (α − 1/2)^2 − 1/4 + λ − y^k − 2k + 2α − 1

(k + α − 1/2)^2 − 1/4 + λ − y^k )

6

C^{(6)}

abs. · 1 √ −λ , −λ → ∞ (15) ravnomerno pri bol~xih y konstanta zavisit tol~ko ot α i k.

Ots¸da (12) ocenivaetsØ ravnomerno pri y ≫ 1 y^{−α} ∫ F1 |y^k − y^{′k}|t(z, z^′; λ − y^k)y^{′α}dμ(z^′) 6 C^{(7)}

abs. √ −λ , λ → −∞, (16) gde, takße, konstanta zavisit lix~ ot α i k. Zametim, qto α zdes~ proizvol~noe fiksirovannoe vewestvennoe qislo, integral opredelen pri dostatqono bol~xih −λ.

ImeØ ocenku (16) uße netrudno dokazat~ teoremu. Prointegriruem neravenstvo (11) i vospol~zuemsØ, v qastnosti, (16). Imeem ∫ F1 | | ∫ F1 (y^k − y^{′k})t(z, z^′; λ − y^k)f(z^′ )dμ(z^′) | |^2dμ(z) 6 6^{+F1|c1(k, α)} √ −λ ∫ F1 dμ(z) ∫ F1 y^α|y^k − y^{′′k}|t(z, z^{′′}; λ − y^k)y^{′′−α}|f(z^{′′})|^2dμ(z^{′′}) 6 6^{|F1|C(7)2 (u, α)} √ −λ ‖f‖^2.

Otkuda okonqatel~no sleduet ‖[Q, T_{0,q}(λ)]f‖^2 6 |F_1|c_2(k, α) √ −λ ‖f‖^2 ∀f ∈ H i sledovatel~no ‖[Q, T_{0,q}(λ)]‖ →_{λ→−∞} 0.

Takim obrazom, sobiraØ vmeste poluqennye rezul~taty, my dokazali teoremu 1. Dokazatel~stvo zakonqeno. �

§3. Dokazatel~stvo kompaktnosti operatora R0,q(λ) Pokaßem, qto pri dostatoqno bol~xom −λ operator R_{0,q}(λ) ØvlØetsØ operatorom tipa Gil~berta–Xmidta v H.

Teorma 2. Pri vseh dostatoqno bol~xih −λ operator R0,q(λ) ØvlØetsØ operatorom

tipa Gil~berta–Xmidta v H.

Dokazatel~stvo. Kak netrudno videt~ iz dokazatel~stva teoremy 1, dostatoqno do-

kazat~ koneqnost~ integrala ∫ F1 ∫ F1 |t(z, z^′; λ − q(z)|^2dμ(z)dμ(z^′) = ∫ F1 ∫ F1 ∞∑ n=−∞ ∞∑ m=−∞ k(z, z^′ + n; λ − q(z))k(z, z^′ + m; λ − q(z)) = ∫ F1 ∞∑ n=−∞ ∫∫ y>a (z, z^′; λ − q(z))k(z + n, z^′; λ − q(z))dμ(z^′ )dμ(z) 6

6^∫

F1 ∞∑ n=−∞ k(z, z^′; λ − q(z))k(z + n, z^′; λ − q(z))dμ(z^′ )dμ(z) =

= ∫ F1 ∞∑ n=−∞ k^{(2)}(z, z + n; λ(z))dμ(z), (18) gde k^{(2)}(z, z^′; λ) = ∫ H k(z, z^{′′}; λ)k(z^{′′}, z^′; λ)dμ(z^{′′}) kvadrat funkcii Grina (v operatornom smysle).

DlØ ocenki (18) my moßem vospol~zovat~sØ vyqisleniØmi, kotorye privodØt k toqnoæ formule Sel~berga (sm. §4.3 [3]). Esli est~ invariantnoe Ødro k(u) = k (_{|z−z′ |2} yy^′ ) , to v teorii formuly sleda Sel~berga my vyqislØem sledu¸wu¸ summu integralov ∞∑ l=1 a∫ 0 k ( l^2 y^2 ) dy y^2

(19)

kak vklad v formulu sleda ot paraboliqeskih fflementov.

Summa (19) ravna ∞∑ l=1 1 l ∞∫ l/a k(u^2)du = ∞∫ 0 k(u^2) ∑ l6an 1 l du = 1 a ∞∫ 0 k ( v^2 a^2 ) ∑ l6v 1 l dv. (20) Nam ne nußno delat~ dal~neæxih vyqisleniæ, privodØwih k formule sleda, a nam nußno ocenit~ summu_∞ ∑ n=−∞ k ( n^2 y^2 ) , k = k^{(2)}. (21)

DlØ fftogo differenciruem (19), (20) po a. Poluqaem ∞∑ l=1 k ( l^2 a^2 ) 1 a^2 = − 1 a^2 k ( v^2 a^2 ) dv ∑ l6v 1 l − 1 a ∞∫ 0 k^′ ( v^2 a^2 ) ( − 2v^2 a^3 ) ∑ l6v 1 l dv. Dalee poluqaem | | | | | ∞∑ l=1 k ( l^2 a^2 ) 1 a^2 | | | | | = ∞∑ l=1 k ( l^2 a^2 ) 1 a^2 6

C^{(8)}

abs. 1 a^2 ∞∫ 0 k ( v^2 a^2 ) (ln v + C)dv + 2 a^4 | | | | | | ∞∫ 0 k^′ ( v^2 a^2 ) v^2(ln v + C)dv | | | | | | (22)

s nekotoroæ absol¸tnoæ konstantoæ C^{(8)} abs.

, C – konstanta �ælera. Netrudno videt~, qto ∞∫ 0 k ( v^2 a^2 ) (ln v + C)dv = a ∞∫ 0 k(u^2)(ln u + ln a + C)du.

Dalee, delaØ estestvennu¸ zamenu peremennyh v sledu¸wem integrale, integriruØ po qastØm zatem, i pol~zuØs~ takße, qto k(u) = k^{(2)}(u) obladaet svoæstvami k(0) < ∞, k(∞) = 0 imeem_∞ ∫ 0 k^′ ( v^2 a^2 ) v^2(ln v + C)dv = ∞∫ 0 k^′(t) · a^2 · t ( 1 2 ln t + ln a + C ) .

adt 2 √ t = a^3 2 ∞∫ 0 k^′(t) √ t(1/2 ln t + ln a + C)dt =

= − a^3 2 ∞∫ 0 k(t) { 1 2 √ t ( 1 2 ln t + ln a + C ) + 1 2 √ t } =

= − a^3 2 ∞∫ 0 k(u^2)(ln n + ln a + C + 1)du.

Prodolßaem ocenku (22) = 2 a ∞∫ 0 k(u^2)(ln u + ln a + C + 1/2)du 6

2(ln a + C + 1/2) 2a |g(0)|+

+ 1 a h(1/4) 4 + 1 a ln 2|g(0)| + C a |g(0)| + 1 2πa ∞∫ −∞ h(1/4 + r^2) | | | | Γ^′ Γ (1 + ir) | | | | dr ≪ abs. konst. ≪ ln a a |g(0)| + h(1/4) a + 1 a ∞∫ −∞ h(1/4 + r^2)| ln r|dr. My vospol~zovalis~ sledu¸wimi oboznaqeniØmi i rezul~tatami §4.3 [3].

h(1/4+ r^2) = h^{(2)}(1/4+ r^2; λ) – preobrazovanie Sel~berga Ødra k^{(2)}(u; λ). (Napomnim,

qto funkcii k i h svØzany preobrazovaniem sm. §3.3 [3] ∞∫ ω k(t) √ t − ω dt = Q(ω), k(t) = − 1 π ∞∫ t dQ(ω) √ ω − t Q(e^u + u^{−u} − 2) = g(u)

h(1/4 + r^2) = ∞∫ −∞ (exp iru)g(u) du, g(u) = 1 2π ∞∫ −∞ (exp −iru)h(1/4 + r^2)dr. (23)

FunkciØ h^{(2)}(1/4 + r^2; λ) legko vyqislØetsØ, tak kak sootvetstvuet kvadratu rezol~- venty svobodnogo operatora Laplasa

h^{(2)}(1/4 + r^2; λ) = 1 (1/4 + r^2 − λ)^2 . Dalee (sm. §4.3 [3]) 2 ∞∫ 0 k(u^2) ln u du = − ∞∫ 0 ln(1 − e^{−u})dg(u) + h(1/4) 4 − g(0) ln 2−

− ∞∫ 0 ln(1 − e^{−u})dg(u) = −Cg(0) − 1 2π ∞∫ h(1/4 + r^2)

Γ^′ Γ (1 + ir)dr. Dalee my pol~zuemsØ horoxo izvestnoæ ocenkoæ dlØ^{Γ′}_Γ . Takim obrazom, ∞∑ l=1 k ( l^2 a^2 ) ≪ abs.konst. a ln a|g(a) + ah(1/4) + a ∞∫ −∞ h(1/4 + r^2)| ln r|dr. (24)

VernemsØ k formule (18). ˚dru k^{(2)}(z, z^′; λ − q(z)) sootvetstvuet funkciØ h(1/4 + r^2) = 1 (1/4+r2−λ+q(z))2 . Sootvetstvenno, imeem

g(0) = 1 2π ∞∫ −∞ dr (1/4 + r^2 − λ + q(z))^2

, h(1/4) = 1 (1/4 − λ + q(z))^2 .

Imeem ∫ F1 ∞∑ n=−∞ k^{(2)} ( n^2 y^2 ; λ − q(z) ) dμ(z) = ∫ F1 k^{(2)}(0; λ − q(z))dμ(z)+

+ 2 ∫ F1 ∞∑ n=1 k^{(2)} ( n^2 y^2 ; λ − q(z) ) dμ(z). (25) My oboznaqili k^{(2)}(u(z, z^′; ); λ) = k^{(2)}(z, z^′; λ). Tak kak parametr a v razbienii fundamental~noæ oblasti F na komponenty F_0, F_1 moßno sqitat~ bol~xim, to netrudno pokazat~ ∫ F1 k^{(2)}(0; λ − q(z))dμ(z) ≪ ∞∫ a dy y^2 ∞∫ −∞ rthπr dr (1/4 − λ + r^2 + y^k)^2

. (26)

Deæstvitel~no, my znaem, qto q(t) = y^k + O(e^{−εy} ), y → ∞. Pofftomu levaØ qast~ (24) ocenivaetsØ kak ≪ ∫ F1 k^{(2)}(0; λ − y^k)dμ(t).

S drugoæ storony, netrudno vyqislit~, pol~zuØs~ (23), qto

k^{(2)}(0; λ − y^k) = 1 4π ∞∫ −∞ rthπr h^{(2)}(1/4 + r^2; λ − y^k)dr. Dalee ocenivaem (25) kak ≪ ∞∫ 0 dr (r − λ)^2 ≪ − 1 λ → λ→−∞ 0. Privedem ocenku ostavxihsØ slagaemyh v (25), pol~zuØs~ (24) ∞∑ n=1 ∫ F1 k^{(2)} ( n^2 y^2 ; λ − q(z) ) dμ(z) ≪ ∫ F1 (y ln y|g(0)| + yh(1/4)+

+ y ∞∫ −∞ h(1/4 + r^2)(| ln r| + 1)dr)dμ(z) ≪ ∞∫ a dy y^2 ( y ln y ∞∫ 0 dr (1/4 + r^2 − λ + y^k)^2 +

+ y (1/4 − λ + y^k)^2 + y ∞∫ 0 dr (1/4 + r − λ + y^k)^2 ) ≪

≪ ∞∫ a dy y ln y 1 y^k − λ ∞∫ 0 dr r^2 − λ + ∞∫ a dy y · 1 −λ · 1 y^k + ∞∫ a dy y 1 −λ + y^k ≪

≪ 1 √ −λ · ∞∫ a^k dt t ln t 1 t − λ + 1 −λ + ∞∫ a^k dt t 1 t − λ ≪ − 1 λ → λ→−∞ 0.

SobiraØ poluqennye rezul~taty, my vidim, qto operator R_{0,q}(λ) – operator tipa Gil~berta–Xmidta i ego norma isqezaet pri −λ → ∞. Dokazatel~stvo teoremy 2 zakonqeno. �

§4 Formula VeælØ VernemsØ k osnovnomu uravneni¸ (3), prinimaØ vo vnimanie teoremy 1 i 2.

R_q(λ) = R_{0,q}(λ) + [Q, R_{0,q}(λ)]R_q (λ). Ili (I − [Q, R_{0,q}(λ)])R_q (λ) = R_{0,q}(λ), (27)

gde I – ediniqnyæ operator v H. Kak my dokazali dlØ −λ ≫ 0 ‖Q, R_{0,q}(λ)]‖ < 1, pofftomu operator I − [Q, R_{0,q}(λ)] obratim v H dlØ takih λ

(I − [Q, R_{0,q}(λ)])^{−1} = I + P (λ),

operator P (λ) ograniqen v H i, kak sleduet iz teoremy 1, ‖P (λ)‖ →_{−λ→∞} 0.

Uravnenie (27) privodit k formule

R_q(λ) = R_{0,q}(λ) + P (λ)R_{0,q}(λ). (28)

Ots¸da nakonec sleduet utverßdenie 2) lemmy 2, t.k. rezol~venta okazyvaetsØ vs¸du opredelennym operatorom v H dlØ −λ ≫ 0.

Lemma 3. Rq(λ) ØvlØetsØ operatorom tipa Gil~berta–Xmidta dlØ vseh λ¯∈[0, ∞). Dokazatel~stvo. T.k. operator P (λ) ograniqen dlØ −λ ≫ 0, to iz teoremy 2 sleduet,

qto R_q(λ) ØvlØetsØ operatorom tipa Gil~berta–Xmidta dlØ takih λ. No iz toßdestva Gil~berta R(λ) − R(λ^′) = (λ − λ^′)R(λ)R(λ^′ ) sleduet, qto R(λ^′) ØvlØetsØ operatorom Gil~berta–Xmidta dlØ l¸boæ regulØrnoæ toqki λ^′, v qastnosti, λ^′ ¯∈[0, ∞). Dokazatel~stvo zakonqeno. �

Lemma 4. Operator Aq imeet tol~ko diskretnyæ spektr sobstvennyh znaqeniæ ko-

neqnoæ kratnosti.

Dokazatel~stvo. Utverßdenie lemmy ØvlØetsØ sledstviem lemmy 3. Dokazatel~stvo

zakonqeno. �

Opredelim teper~ funkci¸ raspredeleniØ diskretnogo spektra operatora A_q

N_q(λ) = {#λ_j(q) 6 λ}

i naædem ee asmiptotiku pri λ → ∞.

Teorema 3. Spravedliv asimptotiqeskiæ zakon VeælØ N_q(λ) ∼_{λ→∞} |F | 4π λ; |F |-dμ – ob¨em fundamental~noæ oblasti.

Dokazatel~stvo. Iz uravneniØ (3) netrudno poluqit~ vyraßenie

R^2_q (λ) = R^2_{0,q}(λ) + R_{0,q}(λ)P (λ)R_{0,q} (λ) + [QR_{0,q}(λ)]R^2_q (λ). (29)

Oqevidno, vse operatory – slagaemye v (29) ØvlØ¸tsØ Ødernymi. Pofftomu verno ravenstvo sledov

Tr R^2_q (λ) = Tr R^2_{0,q}(λ) + Tr(R_{0,q}(λ)P (λ)R_{0,q} (λ)) + Tr ([QR_{0,q}(λ)]R^2_q (λ)). (30)

Pri fftom Tr R^2_q(λ) =^∞ ∫ 0 dN_q (t) (t−λ)2 . Pust~ {wj } ∞ j=0 bazis sobstvennyh funkciæ operatora

A_q v H, sootvetstvu¸wiæ sobstvennym znaqeniØm {λ_j }^∞_{j=0}. Netrudno videt~, qto dlØ

Ødra rezol~venty A_q verna formula

r_q(z, z^′; λ) = ∞∑ j=0 1 λ_j − λ w_j(z)w_j (z^′).

Formulu (30) moßno perepisat~ sledu¸wim obrazom ∞∫ 0 dN_q(t) (t − λ)^2

= Tr R^2_{0,q}(λ) + Tr (R^2_{0,q}(λ)P (λ)) + ∞∑ j=0 ([Q, R_{0,q} (λ)]w_j , w_j ) (λ_j − λ)^2

. (31)

Pri fftom_∞ ∫ 0 dN_q(t) (t − λ)^2 = ∑ j 1 (λ_j − λ)^2

. (32)

Nas interesuet glavnyæ qlen asimptotiki pravoæ qasti (31) pri λ → −∞, dlØ opredeleniØ asimptotiki levoæ qasti. Preßde vsego vidno, qto poslednØØ summa v pravoæ qasti (31) ubyvaet bystree, qem (32), tak kak ‖[Q, R_{0,q}(λ)‖ →_{−λ→∞} 0 po teoreme 1. Takße vtoraØ summa v pravoæ qasti (31) ubyvaet bystree pervoæ summy, tak kak ‖P (λ)‖ →_{−λ→∞} 0. Pofftomu asimptotiqeski verno ravenstvo ∞∫ 0 dN_q(t) (t − λ)^2 ∼ λ→−∞ Tr R^2_{0,q}(λ). (33)

Vyqislim asimptotiku pravoæ qasti (33) pri λ → −∞. Imeem

Tr R^2_{0,q}(λ) = ∑ γ∈Γ ∫ F k^{(2)}(z, γz; λ − q(z))dμ(z). (34) Tak ße, kak pri vyvode klassiqeskoæ formuly sleda Sel~berga, my moßem peresummirovat~ rØd po Γ v (34), kak rØd po klassam soprØßennyh fflementov

Tr R^2_{0,q}(λ) = ∑ {γ}Γ ∫ F_γ k^{(2)}(z, γz; λ − q(z))dμ(z), (35) gde {γ} probegaet mnoßestvo vseh klassov soprØßennyh fflementov v Γ s sootvetstvu¸wimi predstavitelØmi γ. F_γ – fundamental~naØ oblast~ v H centralizatora fflementa γ v Γ. Pri vyvode (35) my vospol~zovalis~ avtomorfnost~¸ potenciala

q(z) i invariantnost~¸ mery dμ(z) otnositel~no zameny peremennyh z → γz, γ ∈ Γ.

Razob~em summu (35) na qetyre v sootvetstvii s razbieniem klassov soprØßennyh fflementov na ediniqnyæ, paraboliqeskie, giperboliqeskie, fflliptiqeskie.

Naqnem so vklada ot ediniqnogo klassa. On raven ∫ F k^{(2)}(0; λ − q(z))dμ(z) = 1 4π ∫ F ∞∫ −∞ r th (πr) dr (1/4 + r^2 − λ + q(z))^2 dμ(z) =

= 1 2π ∞∫ 0 dr ∫ F dμ(z) r (1/4 + r^2 − λ + q(z))^2 + 1 2π d∫ 0 r∞ ∫ F dμ(z) r[th (πr) − 1] (1/4 + r^2 − λ + q(z))^2 . Pervoe slagaemoe v (36) ravno 1 4π ∫ F dμ(z) 1/4 − λ + q(z) . Vtoroe slagaemoe v (36) ocenivaetsØ po modul¸ ≪ ∞∫ 0 dr (r^2 − λ)^2 ≪ 1 (−λ)^3/2 . Ots¸da poluqaem ∫ F k^{(2)}(0; λ − q(z))dμ(z) = 1 4π ∫ F dμ(z) 1 1/4 − λ + q(z) + O_{−λ→∞} ( 1 (−λ)^{3/2} ) . (37)

Napomnim, qto my pol~zuemsØ oboznaqeniem k(z, z^′; λ) = k(u(z, z^′); λ) u(z, z^′) =^{|z−z′ |2}_{yy′} ,

y = Im z, y^′ = IMz^′.

Rassmotrim teper~ vklad ot paraboliqeskih fflementov ∑ n≠0 ∞∫ 0 dy y^2 1∫ 0 dxk^{(2)} ( n^2 y^2 ; λ − q(z) ) . (38)

Predstavim integral (38) v vide summy dvuh, v sootvetstvii s razbieniem y ∈ (0, a), y ∈ [a, ∞). V pervom integrale ocenivaem k^{(2)} (_{n2} y2 ; λ − q(z) ) 6 k^{(2) ( n2}_y2 ; λ^). Ots¸da poluqaem 2 ∞∑ n=1 a∫ 0 dy y^2 1∫ 0 dx k^{(2)} ( n^2 y^2 ; λ − q(z) ) 6 2^{∞∑}_{n=1} a∫ 0 dy y^2 1∫ 0 dx k^{(2)} ( n^2 y^2 ; λ ) =

= 2 ∞∫ 0 k(n^2)du ∑ n6au 1 n ≪ ∞∫ 0 k(u^2)(C + ln a + ln u)du ≪

≪ g(0)(ln a + C) + h(1/4) + 2 ∞∫ 0 r^ε dr (1/4 + r^2 − λ)^2

≪ (−λ)^{−3/2} + (−λ)^{−2} + (−λ)^{−3/2+2} = = O_{−λ→∞}((−λ)^{ε−3/2}),

gde ε > 0 skol~ ugodno maloe fiksirovannoe, k(u) = k^{(2)}(u; λ), h – sootvetstvu¸wee preobrazovanie Sel~berga (sm. (23)). Vtoroæ integral v (38), svØzannyæ s integrirovaniem y ∈ [a, ∞), ocenim kak v teoreme 2. Imeem

2 ∞∑ n=1 ∞∫ a dy y^2 1∫ 0 d? k^{(2)} ( n^2 y^2 ; λ − q(z) ) ≪ ∞∫ a dy y^2 (^∞∫ 0 dr y^{1+ε} (r^2 + 1/4 − λ + y^k)^2 +

+ y (1/4 − λ + y^k)^2 + y ∞∫ 0 r^εdr (r^2 + 1/4 − λ + y^k)^2

. (39)

Delaem zamenu peremennyh v (39) r = t · √ 1/4 − λ, y = r · (1/4 − λ)^{1/k} . Prodolßaem

ocenivat~ (39)

≪ (1/4 − λ)^{−3/2+ε/k} ∞∫ 0 dτ · τ^{−1+ε} ∞∫ 0 dt (t^2 + 1 + τ^k)^2

+ (1/4 − λ)^{−2+ε}+

+ (1/4 − λ)^{−3/2+ε} ∞∫ a dτ τ ∞∫ 0 t^εdt (t^2 + 1 + τ^k)^2

≪ (1/4 − λ)^{−3/2+ε/k} + (1/2 − λ)^{−2+ε}+

+ (1/4 − λ)^{−3/2+2ε} = O_{−λ→∞}((1/4 − λ)^{ε0−3/2})

ε, ε_0 > 0 – skol~ ugodno malye fiksirovannye.

Ocenim teper~ vklad ot giperboliqeskih klassov v (35). My vospol~zuemsØ vyqisleniØmi, standartnymi pri vyvode obyqnoæ formuly sleda Sel~berga ∑ {p}Γ ∞∑ k=1 ∫ F_p k^{(2)}(u(z, p^k_z ); λ − q(z))dμ(z) 6

6^∑_{{p}Γ}^{∞∑}_{k=1}^∫ F_p k^{(2)}(u(z, p^k_z ); λ)dμ(z) = ∑ {p}Γ ∞∑ k=1 ln N(p) N(p)^{u/2} − N(p)^{−u/2} g(u ln N(p)). (40)

Pri fftom g(u) = 1 u(1/4 − λ) ( e^− √_{1/4−λu} √ 1/4 − λ + ue^− √_{1/4−λu} ) .

Pofftomu (40) oqevidno ocenivaetsØ kak O_{−λ→∞}((1/4 − λ)^{−3/2}).

Vklad ot fflliptiqeskih fflementov raven ∑ {R}Γ ∫ F_R k^{(2)}(u(z, Rz); λ − q(z))dμ(z) 6 ∑ {R}Γ ∫ F_R k^{(2)}(u(z, Rz); λ − q(z))dμ(z) = ∑ {R}Γ d−1∑ k=1 1 d sin kπ/d ×

× ∞∫ −∞ exp(−2πrk/d) 1 + exp(−2πr) · 1 (1/4 + r^2 − λ)^2 dr = O_{−λ→∞}((−λ)^{−3/2}). (Moßno poluqit~ luqxu¸ ocenku, no dlØ utverßdeniØ teoremy ffto ne nußno.)

Sobiraem teper~ vse vklady v formulu (35). Poluqaem

Tr R^2_{0,q}(λ) = 1 4π ∫ F dμ(z) 1/4 − λ + q(z) + O_{−λ→∞}((−λ)^{−3/2+ε}), ε > 0. (41) Izuqim teper~ povedenie integrala v formule (41) pri −λ → ∞. Imeem ∫ F dμ(z) ( 1 1/4 − λ + q(z) − 1 1/4 − λ + 1 1/4 − λ ) = |F | 1/4 − λ −

− ∫ F dμ(z) q(z) (1/4 − λ)(1/4 − λ + q(z))

. (42)

Predstavim integral v (42) v vide summy ∫ F0 + ∫ F1 . Oqevidno, qto ∫ F0 ocenivaetsØ kak

O_{−λ→∞}((−λ)^{−2}). Rassmotrim integral po F_1. Imeem ∫ F dμ(z) q(z) (1/4 − λ)(1/4 − λ_q(z)) ≪ ∫ F dμ(z) y^k (1/4 − λ)(1/4 − λ + y^k) =

= ∞∫ a dy y^2 y^k (1/4 − λ)(1/4 − λ + y^k)

. (43)

DelaØ zamenu peremennyh y = (1/4 − λ)^{1/k}t v poslednem integrale (43) vidim, qto on ocenivaetsØ kak O_{−λ→∞}((−λ)^{−1−1/k} ). Takim obrazom, poluqaem

Tr R^2_{0,q} = |F | 4π · 1 λ + O_{−λ→∞}((−λ)^{−1−2}), ε > 0. Pofftomu okonqatel~no, ∞∫ 0 dN_q(t) (t − λ)^2 = |F | rπ ∞∫ 0 dt (t − λ)^2 + O_{−λ→∞}((−λ)^{−1−2}). Po teoreme Keldyxa N_q(t) ∼_{t→∞} |F | 4π t,

qto i dokazyvaet teoremu 3. Dokazatel~stvo zakonqeno. �

V zakl¸qenie raboty privedem dlØ udobstva qitateleæ formulirovku teoremy Keldyxa (sm. [6]), poskol~ku ffta vaßnaØ teorema malo izvestna xirokomu qitatel¸.

Pust~ φ(x), ψ(x) opredeleny dlØ x ∈ [0, ∞) pri fftom oni poloßitel~ny i vozrasta¸t pri x > a > 0. Krome togo, φ differenciruema i lim_{x→∞} φ(x) = ∞ i vypolnØetsØ nearvenstvo αφ(x) < xφ^′(x) < βφ(x) s nekotorymi α, p > 0. Pri x < a/2 φ(x) = 0 i

ψ(x) = 0. Pust~ zadany integraly f(x) = ∞∫ 0 dφ(t) (t − x)^{m+1} , g(x) = ∞∫ 0 dψ(t) (t − x)^{m+1} , gde m = [β]. Esli f(x)g(x)^{−1} →_{−x→∞} 1, to φ(x)ψ(x)^{−1} →_{x→−∞} 1.

Literatura

1.. Venkov A. B., O formule sleda Sel~berga dlØ avtomorfnogo operatora Xredingera. — Funkcional~nyæ analiz i ego priloßeniØ 25 (1991), 26–37.

2. Faddeev L. D., Razloßenie po sobstvennym funkciØm operatora Laplasa na fundamental~noæ oblasti diskretnoæ gruppy na ploskosti Lobaqevskogo. — Trudy Moskovskogo Matematiqeskogo Obwestva 17 (1967), 323–349.

3. Venkov A. B., Spektral~naØ teoriØ avtomorfnyh funkciæ. — Trudy MIAN CLIII (1981), 1–163. 4. Titchmarsh E. C., Eigenfunction expansions associated with second order differential equations, Part I, II.

Oxford, Clarmdon Press, 1958.

5. Levitan B. M., SargisØn I. S., Operatory Xturma–LiuvillØ i Diraka. Moskva, Nauka (1988). 6. Keldyx M. V., Ob odnoæ tauberovoæ teoreme. — Trudy MIAN SSSR 38 (1951), 77–86.