POMI PREPRINT — 5/1997

SISTEMY INTEGRAL^NYH NERAVENSTV

P. N. Matveev

RossiæskaØ AkademiØ Nauk Sankt-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova Fontanka 27, Sankt-Peterburg 191011, RossiØ

Mart 1997

REZıME DlØ funkciæ, udovletvorØ¸wih lineænym sistemam integral~nyh neravenstv obwego vida s postoØnnymi i peremennymi kofffficientami, poluqeny ocenki v vide operatornyh rØdov Neæmana, dopuska¸wih v rØde sluqaev koneqnye approksimacii. BibliografiØ – 12.

1. Lineænye sistemy integral~nyh neravenstv s postoØnnymi kofffficientami

Rassmotrim sistemu integral~nyh neravenstv [2–6] x(t) ≤ t∫ t0 ( A + Bx(s) ) ds, t ∈ [ t_0, T ), (1) gde A = {a_{ij} }, B = {b_{ij} } – matricy s postoØnnymi fflementami razmera (n × 1), (n×n), sootvetsvenno, x(t) = {x_i(t)} – n-mernyæ vektor, x_i(t) – vewestvennye funkcii, nepreryvnye na [ t_0, T ). Znak ≤ opredelØetsØ pokomponentym porØdkom.

Matricu B budem nazyvat~ [7, 11, 12] opredelØ¸weæ matriceæ lineænoæ sistemy integral~nyh neravenstv (1).

Teorema 1. Esli B ≥ 0 i x(t) – nepreryvnaØ na [ t0, T ) funkciØ, udovletvorØ¸waØ siste-

me (1), to suwestvuet takoe T^∗, t_0 < T^∗ ≤ T , qto dlØ funkcii x(t), udovletvorØ¸weæ sisteme (1), spravedliva ocenka x(t) ≤ ∞∑ i=0 B^i (i + 1)!

(t − t_0)^{i+1}A, [ t_0, T ). (2)

Teorema 2. Pri vypolnenii usloviæ teoremy 1 suwestvuet takoe T^∗, t0 ≤ T^∗ ≤ T ,

qto na [ t_0, T^∗) funkciØ x(t) udovletvorØet neravenstvu

x(t) ≤ (t − t_0)eB^{(t−t}0^)A.

Zameqanie. Esli matrica B nevyroßdennaØ, to imeet mesto bolee toqnaØ ocenka x(t) ≤ ( eB(t−t0)_{− B}^)_B−1_{A.}

DlØ sistemy integral~nyh neravenstv [9]

x(t) 6 A + t∫ t0 ( Bx(s) ) ds, t ∈ [ t_0, T ), (3) spravedliva Teorema 3. Pust~ vewestvennaØ, nepreryvnaØ na [ t0, T ) funkciØ x(t) udovletvorØet

sisteme (3), gde B ≥ 0. Togda suwestvuet takoe T^∗, t_0 ≤ T^∗ ≤ T , qto dlØ funkcii x(t) spravedliva ocenka x(t) ≤ eB^{(t−t}0^)A, t ∈ [ t_0, T^∗). (4)

Zameqanie. �ta teorema ostaetsØ spravedlivoæ i pri B ≤ 0.

ProdolßaØ issledovanie sistem integral~nyh neravenstv (1) i (3), rassmotrim mnoßestvo BS+ matric B, kotorye privodØtsØ k kanoniqeskomu vidu pri pomowi neotricatel~noæ matricy S. Vopros o formulirovke dostatoqnyh usloviæ pri vypolnenii kotoryh imeet mesto vkl¸qenie B ∈ BS+ ostaetsØ otkrytym, no mnogoqislennye konkretnye primery svidetel~stvu¸t o tom, qto mnoßestvo BS+, po kraæneæ mere, ne pustoe.

Imeet mesto

Teorema 4. Esli x(t) – vewestvennaØ nepreryvnaØ funkciØ, udovletvorØ¸waØ sisteme

integral~nyh neravenstv (1), gde matrica B (B ∈ BS+) imeet vewestvennye sobstvennye qisla i prostye fflementarnye deliteli, to suwestvuet takoe T^∗, t_0 ≤ T^∗ ≤ T , qto funkciØ x(t) udovletvorØet neravenstvu

x(t) ≤ (t − t_0)S^{−1} eeB^{(t−t}0^)SA = (t − t_0)eB^{(t−t}0^)A, t ∈ [ t_0, T^∗), (5) gde ~B = SBS^{−1} – kanoniqeskaØ matrica.

DlØ sistemy (3) v zavisimosti ot struktury matricy B (B ∈ BS+) spravedlivy sledu¸wie dve teoremy.

Teorema 5. Esli x(t) – vewestvennaØ nepreryvnaØ funkciØ, udovletvorØ¸waØ sisteme

integral~nyh neravenstv (3), gde matrica B (B ∈ BS+) imeet vewestvennye sobstvennye qisla i prostye fflementarnye deliteli, to suwestvuet takoe T^∗, t_0 ≤ T^∗ ≤ T , qto funkciØ x(t) udovletvorØet neravenstvu

x(t) ≤ S^{−1} e

eB(t−t0)_{SA = e}B(t−t0)_{A, t ∈ [ t0, T} ∗_{).} (6)

Teorema 6. Esli vewestvennaØ nepreryvnaØ funkciØ x(t) ∈ R^m na promeßutke [ t0, T )

udovletvorØet sisteme integral~nyh neravenstv (3), gde B (B ∈ BS+) imeet odno sobstvennoe qislo λ kratnosti m s odnim fflementarnym delitelem kratnosti m, i A = ‖a_1, . . . , a_n‖^T , to suwestvuet takoe T^∗, t_0 ≤ T^∗ ≤ T , qto na promeßutke [ t_0, T^∗) funkciØ x(t) udovletvorØet sisteme neravenstv x(t) ≤ Sy(t), (7) gde funkciØ y(t) ∈ R^m takova, qto y_1(t) ≤ α_1 e^{λ(t−t}0^) ≡ y^∗_1 (t),

y_2(t) ≤ ∞∑ i=0 λ^iΓ^i (^t∫ t0 y^∗_1 (s) ds + α_2 ) ≡ y^∗_2 (t), . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . y_m(t) ≤ ∞∑ i=0 λ^iΓ^i (^t∫ t0 y^∗_{m−1}(s) ds + α_m ) , pri α_i = m∑ k=1 s_{ik} a_k, i = 1, 2, . . . , m.

2. Lineænye sistemy integral~nyh neravenstv s peremennymi kofffficientami V fftom razdele my budem rassmatrivat~ rasprostranenie metoda operatornyh preobrazovaniæ [7] na sistemy lineænyh integral~nyh neravenstv s peremennymi kofffficientami, qto pozvolØet v rØde sluqaev dopolnit~ ime¸wiesØ rezul~taty [1, 2, 9].

Rassmotrim sistemu integral~nyh neravenstv

x(t) ≤ A(t) + t∫ t0 Bx(s) x(s) ds, t ∈ [ t_0, T ), (8) gde A(t) = {a_{ij} }, B(t) = {b_{ij} } – matricy, sootvetstvenno, razmera (n × 1), (n × n), s nepreryvnymi fflementami, x(t) ∈ R^n – nepreryvnaØ funkciØ. Znak ≤ opredelØetsØ pokomponentnym porØdkom.

Opredelim skalØrnye integral~nye operatory Γ_{ij}

Γ_{ij} u(t) = a_{ij} (t) + t∫ t0 b_{ij} (s) u(s) ds, t ∈ [ t_0, T ), a_{ij} (t) = 0 pri i ≠ j, a_{ij} = a_i(t) pri i = j, i, j = 1, . . . , n. (9)

Ispol~zuØ operator Γ_t = {Γ_{ij} }, zapixem sistemu (8) v vide x(t) ≤ Γ_t x(t), (10) gde x(t) – fflement uporØdoqennogo vektornogo prostranstva X.

Teorema 7. Pust~ B(t) ≥ 0, t ∈ [ t0, T ). Togda operator Γt, opredelØemyæ na mnoßestve

X sootnoxeniØmi (9), obladaet svoæstvom monotonnosti na promeßutke [ t_0, T ).

Teorema 8. DlØ znaqeniæ stepeneæ integral~nogo operatora Γt ot funkcii x(t) ∈ X,

nepreryvnoæ na [ t_0, T ) i udovletvorØ¸weæ pri t ∈ [ t_0, T ) sisteme (10), gde B(t) ≥ 0 pri fftih znaqeniØh t, spravedlivo neravenstvo Γ^n_t x(t) ≤ Γ^{n+1}_t x(t), t ∈ [ t_0, T ), n ≥ 0.

Teorema 9. Pust~ vewestvennaØ, nepreryvnaØ funkciØ x(t) na promeßutke [ t0, T ) udo-

vletvorØet sisteme (8). Togda pri uslovii B(t) ≥ 0 naædetsØ T^∗ ≤ T takoe, qto x(t) udovletvorØet neravenstvu x(t) ≤ ∞∑ i=0 Γ^i A(t), t ∈ [ t_0, T^∗),

gde Γ – matriqnyæ integral~nyæ operator: ΓA(t) = Γ B(t) A(t), a Γ – skalØrnyæ operator: Γ u(t) = t∫ t0 u(s) ds, t ∈ [ t_0, T ).

Zameqanie. Utverßdenie teoremy 9 ostaetsØ spravedlivym i pri B(t) ≤ 0.

Sledstvie. Pust~ vewestvennaØ, nepreryvnaØ funkciØ x(t) na promeßutke [ t0, T ) udo-

vletvorØet sisteme x(t) ≤ t∫ t0 ( A(s) + B(s) x(s) ) ds, t ∈ [ t_0, T ), (11) gde A(t), B(t) – matricy razmera (n × 1), (n × n), sootvetstvenno, s nepreryvnymi fflementami. Togda, pri uslovii znakoopredelennosti B(t), naædetsØ T^∗ (T^∗ ≤ T ) takoe, qto pri t ∈ [ t_0, T^∗) funkciØ x(t) udovletvorØet neravenstvu x(t) ≤ ∞∑ i=0 Γ^i ( Γ A(t) ) . (12)

3. N-privodimye sistemy integral~nyh neravenstv Rassmotrim lineænu¸ sistemu integral~nyh neravenstv [8, 9]

x(t) ≤ A(t) + t∫ t0 ( B(s) + C(s) x(s) ) ds, t ∈ [ t_0, T ) (13)

s peremennoæ opredelØ¸weæ matriceæ C(t). Zdes~ x(t) – n-mernyæ vektor vewestvennyh nepreryvnyh na [ t_0, T ) funkciæ, A(t), B(t), C(t) – matricy s nepreryvnymi fflementami razmera (n × 1), (n × 1), (n × n), sootvetstvenno.

Rassmotrim nevyroßdennoe poloßitel~noe nepreryvnoe preobrazovanie y(t) = S(t) x(t), (14) to est~ preobrazovanie, v kotorom S(t) – poloßitel~naØ, nepreryvnaØ na [ t_0, T ) matrica, ime¸waØ obratnu¸ S^{−1}, tak qto x(t) = S^{−1}(t) y(t).

Primenim preobrazovanie (14) k sisteme (13):

S^{−1}(t) y(t) ≤ A(t) + t∫ t0 ( B(s) + C(s)S^{−1}(s) y(s) ) ds, t ∈ [ t_0, T ). V silu togo, qto S(t) ≥ 0, t ∈ [ t_0, T ), imeem

y(t) ≤ S(t) A(t) + S(t) t∫ t0 ( B(s) + C(s)S^{−1}(s) y(s) ) ds, t ∈ [ t_0, T ). (15) Predpoloßim, qto matrica S(t) “polukommutiruet” so skalØrnym integral~nym operatorom Γ Γ u(t) = t∫ t0 u(s) ds, t ∈ [ t_0, T ), to est~ S(t)Γ u(t) ≤ Γ S(t) u(t). (16) Togda iz sistemy (15) pri t ∈ [ t_0, T ) sleduet

y(t) ≤ S(t) A(t) + t∫ t0 ( S(s) B(s) + C^∗(s) y(s) ) ds, (17)

C^∗(t) = S(t) C(t) S^{−1} (t). (18)

Sootnoxenie (18) meßdu matricami C(t) i C^∗(t) budem nazyvat~ kinematiqeskim podobiem, a v sluqae S(t) ≡ const – statiqeskim podobiem.

Po analogii s klassiqeskim ponØtiem preobrazovaniØ LØpunova [10] vvedem ponØtie poloßitel~nogo preobrazovaniØ tipa LØpunova. Opredelenie 1. Preobrazovanie (14)

y(t) = S(t) x(t)

budem nazyvat~ poloßitel~nym preobrazovaniem tipa LØpunova L^+, esli 1) S(t), S^{−1}(t) nepreryvny na [ t_0, T ); 2) S(t) udovletvorØet uslovi¸ (16) na [ t_0, T ); 3) S(t) > 0, na [ t_0, T ).

Matricu S(t), oblada¸wu¸ fftimi svoæstvami, nazovem poloßitel~noæ matriceæ tipa LØpunova.

Opredelenie 2. Sistema (13) nazyvaetsØ privodimoæ k sisteme (17), esli suwestvu-

et poloßitel~noe preobrazovanie tipa LØpunova L^+ takoe, qto C^∗(t) opredelØetsØ ravenstvom (18).

Opredelenie 3. Esli dlØ sistemy (13) suwestvuet poloßitel~noe preobrazovanie

tipa LØpunova L^+, takoe, qto matrica C^∗(t) > 0 na [ t_0, T ), to sistemu (13) budem nazyvat~ N-privodimoæ k sisteme (17). Esli pri fftom S(t) ≡ const, to budem govorit~, qto sistema (13) obladaet svoæstvom statiqeskoæ N-privodimosti.

Teorema 10. Neobhodimym usloviem statiqeskoæ N-privodimosti sistemy lineænyh

integral~nyh neravenstv vida (13) na promeßutke [ t_0, T ) k sisteme (17) s poloßitel~noæ opredelØ¸weæ matriceæ C^∗(t) ØvlØetsØ suwestvovanie postoØnnoæ matricy S > 0, takoæ qto SC(t) > 0 na [ t_0, T ).

V kaqestve primera N-privodimoæ lineænoæ sistemy integral~nyh neravenstv vtorogo porØdka, so statiqeskim preobrazovaniem podobiØ [11], rassmotrim sistemu dvuh lineænyh integral~nyh neravenstv, opredelØ¸waØ matrica kotoroæ na promeßutke [0, 1) ne ØvlØetsØ znakoopredelennoæ:

x_1(t) ≤ a_1(t) + t∫ 0 ( b_1(t) + c(x_1(s) − x_2(s)) ) ds, x_2(t) ≤ a_2(t) + t∫ 0 ( b_2(t) + c(tx_1(s) + 4x_2(s)) ) ds. (19)

Zdes~ x_i(t), a_i(t), b_i(t), i = 1, 2 – nepreryvnye funkcii pri t ∈ [0, 1), c > 0.

PolagaØ x(t) = ‖ ‖ ‖ ‖ x_1(t)

x_2(t) ‖ ‖ ‖ ‖ , A(t) = ‖ ‖ ‖ ‖ a_1(t)

a_2(t) ‖ ‖ ‖ ‖ , B(t) = ‖ ‖ ‖ ‖ b_1(t)

b_2(t) ‖ ‖ ‖ ‖ , C(t) = c ‖ ‖ ‖ ‖ 1 −1 t 4 ‖ ‖ ‖ ‖ , zapixem sistemu (19) v vektorno-matriqnoæ forme:

x(t) ≤ A(t) + t∫ 0 ( B(s) + C(s) x(s) ) ds. DlØ opredelØ¸weæ matricy C(t) sootvetstvu¸waØ matrica S statiqeskogo podo-

biØ opredelØetsØ neodnoznaqno S = S_{(i)}, i = 1, 2, . . . , naprimer,

S_{(1)} = ‖ ‖ ‖ ‖ 0 7 5 4 ‖ ‖ ‖ ‖ , S^{(2)} = ‖ ‖ ‖ ‖ 0 8 6 5 ‖ ‖ ‖ ‖ , S^{(3)} = ‖ ‖ ‖ ‖ 0 8 6 4 ‖ ‖ ‖ ‖ , . . . . Vyberem v kaqestve matricy S preobrazovaniØ (14) matricu S = S_{(1)}. OpredelØ¸waØ

matrica privedennoæ sistemy (17):

C^∗(t) = SC(t) S^{−1} = c ‖ ‖ ‖ ‖ −4/5t + 4 7/5t 6/7 − 16/35t 1 + 4/5t ‖ ‖ ‖ ‖ predstavlØet sobo¸ pri t ∈ [0, 1) poloßitel~nu¸ matricu. Sledovatel~no, sistema

(19) moßet byt~ privedena pri pomowi preobrazovaniØ (14) k sisteme (17) s polo-

ßitel~noæ opredelØ¸weæ matriceæ C^∗(t).

4. Sistemy lineænyh integral~nyh neravenstv obwego vida

Rassmotrim sistemu lineænyh integral~nyh neravenstv s dvumØ opredelØ¸wimi

matricami

x(t) ≤ P(t) + G(t) t∫ t0 H(s) x(s) ds, t ∈ [ t_0, T ), (20)

gde P(t), G(t), H(t) – matricy razmera (n × 1), (n × n), (n × n) s nepreryvnymi ffle-

mentami, x(t) ∈ R^n – nepreryvnaØ funkciØ.

DlØ sistemy integral~nyh neravenstv s odnoæ opredelØ¸weæ matriceæ B(t) x(t) ≤ t∫ t0 ( A(s) + B(s) x(s) ) ds, t ∈ [ t_0, T ), (21) gde A(t), B(t) – matricy razmera (n × 1), (n × n) s nepreryvnymi fflementami, spra-

vedliva

Teorema 11. Pust~ vewestvennaØ, nepreryvnaØ funkciØ x(t) na promeßutke [ t0, T )

udovletvorØet sisteme (21). Togda pri uslovii znakoopredelennosti B(t) naædetsØ T^∗

(T^∗ ≤ T ) takoe, qto pri t ∈ [ t_0, T^∗) funkciØ x(t) udovletvorØet neravenstvu x(t) ≤ ∞∑ i=0 Γ^i_B ( Γ A(t) ) , gde Γ_B – matriqnyæ integral~nyæ operator

Γ_B = Γ B,

a Γ – skalØrnyæ integral~nyæ operator Γ u(t) = t∫ t0 u(s) ds, t ∈ [ t_0, T ), (22)

u(t) – nepreryvnaØ funkciØ (u(t) ∈ R^1).

Teorema 12. Pust~ libo H(t) ≥ 0 i G(t) ≥ 0, libo H(t) ≤ 0 i G(t) ≤ 0 pri t ∈ [ t0, T ).

Togda dlØ funkcii x(t), udovletvorØ¸weæ sisteme (20), imeet mesto ocenka

x(t) ≤ P(t) + G(t) f(t), t ∈ [ t_0, T^∗), gde f(t) = ∞∑ i−0 Γ^i_t ( Γ H(t) P(t) ) , t ∈ [ t_0, T_1), T^∗ ≤ T_1 ≤ T,

Γ_t – matriqnyæ operator Γ_t = Γ H(t) G(t),

a Γ – skalØrnyæ operator (22).

Literatura

[1] P. R. Beesack, Review of reference 10. — Zentralblatt für Math. 351 (1978), 26015. [2] P. R. Beesack, Systems of multidimensional Gronwall integral inequalities. — J. Math. Phy. Sci. 18, No. 3 (1984), 215–231.

[3] D. E. Greene, An inequality for a class of integral systems. — Proc. Amer. Math. Soc. 62 (1977), 101–104. [4] C. L. Wang, A short proof of a Greene theorem. — Proc. Amer. Math. Soc. 69 (???), 357–358. [5] ˚. D. Mamedov, V. M. Musaev, Ob odnoæ sisteme integral~nyh neravenstv i ee priloßeniØ. — Dokl. AN AzSSR 45 No. 7 (1989), 3–6.

[6] J. Chandra, P. W. Davis, Linear generalization of Gronwall’s inequality. — Proc. Amer. Math. Soc. 60 (1976), 157–160.

[7] P. N. Matveev, Lineænye rekursivnye integral~nye neravenstva. KaqestvennaØ teoriØ sloßnyh sistem. Meßvuzovskiæ sbornik nauqnyh trudov RGPU im. A. I. Gercena. S.-Peterburg: Obrazovanie, 1995, s. 124–129.

[8] J. Abramowich, On Gronwall and Wendrof type inequalities. — Proc. Amer. Math. Soc. 87, No. 3 (1983), 481–486.

[9] K. M. Das, A note on an inequality due to Greene. — Proc. Amer. Math. Soc. 77 (1979), 424–425. [10] N. A. Izobov, Lineænye sistemy obyknovennyh differencial~nyh uravneniæ. — Itogi nauki i tehniki. Mat. analiz 12 (1974), 71–146.

[11] P. N. Matveev, Sistemy integral~nyh neravenstv tipa Gronuolla–Bellmana. Leningr. obl. ped.

in-t. SPb., 1996. Rukopis~ DEP. v VINITI 19.03.1996 g., No. 832–V96.

[12] P. N. Matveev, Lineænye sistemy integral~nyh neravenstv. VII BelorusskaØ matematiqeskaØ konferenciØ. Tezisy dokladov, Minsk, 1996 g., qast~ 2, s. 133–134.