PDMI PREPRINT — 3/1997

MODULI I �KSTREMAL^NO-METRIQESKIE PROBLEMY

A. ı. Solynin

RossiæskaØ AkademiØ Nauk Matematiqeskiæ institut im. V. A. Steklova Sankt-Peterburgskoe otdelenie ROSSI˚, 191011, S.-Peterburg nab. r.Fontanki, 27 E-mail: solynin@pdmi.ras.ru

Fevral~ 1997

ABSTRACT

The paper deals with problems on an extremal partition of a finite Riemann surface into configurations of a special topological form. The foundations of this theory, closely relative to the theory of quadratic differentials, were established by J. A. Jenkins. A lot of important results were also proved by K. Strebel, H. Renelt, G. V. Kuz’mina, and others. The present paper includes a detailed exposition of this theory for the problems associated with quadratic differentials that have poles at most second order with circular and radial structure of trajectories. In particular, we begin by proving the existence and uniqueness theorems for the extremal configurations then develop the theory of differentiability for the weighted sum of extremal moduli. Bibliography–71.

Soderßanie

Vvedenie §1. Moduli geometriqeskih konfiguraciæ §2. �kstremal~no-metriqeskaØ problema §3. Suwestvovanie i ffkstremal~nye svoæstva kvadratiqnogo differenciala §4. Nepreryvnost~ kvadratiqnyh differencialov i ustoæqivost~ ffkstremal~nyh konfiguraciæ

§5. Differencial~nye svoæstva rexeniæ Literatura

Vvedenie

V nastoØweæ rabote izuqa¸tsØ ffkstremal~no-metriqeskie zadaqi dlØ neskol~kih gomotopiqeskih klassov (g.k.) krivyh na koneqnoæ rimanovoæ poverhnosti (r.p.) R. Fundamental~nye rezul~taty fftogo napravleniØ, ØvlØ¸wegosØ vetv~¸ metoda ffkstremal~nyh metrik, poluqeny Dß. Dßenkinsom [52, 53]. V bolee xirokom smysle dannaØ tematika voshodit k rabote L. Al~forsa i A. Berlinga [40], gde bylo vvedeno samo ponØtie ffkstremal~noæ dliny semeæstva krivyh.

Drugimi ishodnymi punktami napravleniØ ØvlØ¸tsØ metod polos G. Gretxa [48] i princip Teæhm¸llera [69], [9, s. 164] o svØzi ffkstremal~nyh zadaq teorii konformnyh i kvazikonformnyh otobraßeniæ s kvadratiqnymi differencialami (k.d.). V nastoØwee vremØ k.d. ispol~zu¸tsØ v samyh razliqnyh razdelah analiza; im posvØwena obxirnaØ literatura. Neobhodimye svedeniØ i terminologiØ, svØzannaØ s k.d., krome uße upomØnutyh rabot Dßenkinsa, mogut byt~ naædeny v monografiØh [9, 17, 68, 49].

V sootvetstvii s osnovnoæ strukturnoæ teoremoæ [9, s. 64], kritiqeskie traektorii k.d. Q(z) dz^2 , zadannogo na kompaktnoæ rimanovoæ poverhnosti R, razbiva¸t ee na koneqnoe qislo kol~cevyh, krugovyh, polosoobraznyh i koncevyh oblasteæ i koneqnoe qislo plotnostnyh oblasteæ (sootvetstvu¸wie opredeleniØ sm. v [9, Gl. 3]). Esli rassmatrivaetsØ k.d. Q(z) dz^2, kotoryæ ØvlØetsØ vewestvennym na koneqnoæ rimanovoæ poverhnosti R, to k vyxe ukazannym strukturam mogut dobavit~sØ qetyrehugol~niki, treugol~niki i polukoncevye oblasti kak “polovinki” sootvetstvu¸wih konfiguraciæ, voznika¸wih pri prodolßenii k.d. Q(z) dz^2 na dubl~ ~R ishodnoæ rimanovoæ poverhnosti.

Esli parametry ffkstremal~noæ zadaqi, associirovannoæ po Teæhm¸lleru s nekotorym k.d. Q dz^2, (takovymi ØvlØ¸tsØ topologiqeskie i vesovye harakteristiki g.k., svØzannyh s “horoximi,” t.e. ne plotnostnymi, konfiguraciØmi, i pol¸sy k.d.) sqitat~ fiksirovannymi, to ona dopuskaet formalizaci¸ v ramkah “obweæ teoremy o kofffficientah” Dßenkinsa [9]. Utverßdenie obweæ teoremy o kofffficientah soderßit v sebe v kaqestve qastnyh sluqaev poqti vse standartnye rezul~taty ob odnolistnyh funkciØh iz klassov S i Σ, hotØ dlØ proØsneniØ soderßaniØ v kaßdom konkretnom sluqae neobhodima svoego roda “dexifrovka” otveta, qto samo po sebe vyzyvaet nekotorye trudnosti. Tem ne menee zadaqi s “plava¸wimi” parametrami osta¸tsØ vne sfery primeneniØ fftoæ teoremy. V nekotoryh sluqaØh voznika¸wie zatrudneniØ udaetsØ preodolet~ s pomow~¸ vspomogatel~nyh konformnyh otobraßeniæ [37, 67] ili special~nyh variaciæ [17, 60]. V drugih situaciØh okazyva¸tsØ poleznymi razliqnye simmetrizacionnye preobrazovaniØ, kotorye pozvolØ¸t vyvesti parametry na ih ffkstremal~nye znaqeniØ, a inogda daße ustanovit~ monotonnost~ v izmenenii funkcionalov vdol~ nekotoryh krivyh (nepreryvnaØ simmetrizaciØ), sm. obzor [11] i raboty [27, 31].

Suwestvuet gipotetiqeskaØ vozmoßnost~ ustranit~ defekt, svØzannyæ s trebovaniem fiksirovat~ pol¸sy k.d. v formulirovke obweæ teoremy. DlØ fftogo nußno s kaßdoæ konfiguracieæ associirovat~ nekotoryæ “modul~,” vvesti v rassmotrenie funkcional F tipa vzvexennoæ summy moduleæ, kotoryæ izmenØlsØ by pri konformnyh otobraßeniØh po zakonu

~F = F + Re r∑ j=1 α^{(j)} log a^{(j)} + n∑ j=r+1 α^{(j)}a^{(j)}_{mj −3} , (zdes~ ispol~zovany oboznaqeniØ, prinØtye v formulirovke obweæ teoremy o kofffficientah, [9 ss. 86, 87]). Dalee nußno dokazat~, qto pri l¸byh razumnyh znaqeniØh parametrov suwestvuet k.d., v nekotorom smysle associirovannyæ s funkcionalom F , i, nakonec, nauqit~sØ differencirovat~ takoæ funkcional po parametram. Cikl rabot v dannom napravlenii vypolnen uqastnikami Leningradskogo / S.-Peterburgskogo gorodskogo seminara po geometriqeskoæ teorii funkciæ (rukovoditel~ d.f.-m.n. G. V. Kuz~mina). V osnovnom ffti raboty svØzany s zadaqeæ ob ffkstremal~nom razbienii kompleksnoæ sfery C̄ ili odnosvØznoæ oblasti, leßaweæ na C̄ . Detal~noe izloßenie rezul~tatov, poluqennyh do 1980 goda, privedeno v monografii [17]. V qastnosti, v [17] dokazany teoremy 0.1 i 0.2, obobwa¸wie (dlØ sluqaØ sfery) osnovnoæ rezul~tat Dßenkinsa [52] na sluqaæ ffkstremal~nyh zadaq, associirovannyæ kvadratiqnyæ differencial kotoryh imeet pol¸sy vtorogo porØdka s krugovoæ strukturoæ traektoriæ. Na vozmoßnost~ takogo obobweniØ bylo ukazano Dßenkinsom [52]. Rezul~taty raboty [17] naxli mnogoqislennye priloßeniØ, naprimer, v publikaciØh M. N. Gavril¸ka i avtora [4–6].

IzuqaØ zavisimost~ rexeniØ zadaq ob ffkstremal~nom razbienii ot prostyh pol¸- sov associirovannogo kvadratiqnogo differenciala, avtor v 1983 g. naxel prostoæ geometriqeskiæ princip, soglasno kotoromu napravlenie gradienta rexeniØ takih zadaq v prostom pol¸se kvadratiqnogo differenciala opredelØetsØ napravleniem kasatel~noæ k sootvetstvu¸weæ kritiqeskoæ traektorii. Pervye rezul~taty, poluqennye na osnove fftogo principa, privedeny v rabotah [26,27]. Dalee, nezavisimo v rabotah avtora [29] i E. G. Emel~Ønova [13] byli poluqeny formuly, harakterizu¸- wie ne tol~ko napravlenie, no i veliqinu gradienta kak funkcii prostogo pol¸sa. Emel~Ønovym [13] byla naædena analogiqnaØ formula i dlØ sluqaØ dvoænyh pol¸sov, leßawih v krugovoæ oblasti.

V ukazannyh vyxe rabotah rassmatrivalis~ razbieniØ sfery na odnosvØznye i dvusvØznye oblasti. V svØzi s neobhodimost~¸ rassmatrivat~ polosoobraznye oblasti kvadratiqnyh differencialov v rabotah G. V. Kuz~minoæ [18] i E. G. Emel~Ønova [14] byli vvedeny ponØtiØ privedennyh moduleæ dvuugol~nikov; v fftih rabotah vpervye rassmotreny i rexeny zadaqi o maksimume vzvexennoæ summy moduleæ, sredi slagaemyh kotoroæ prisutstvu¸t i privedennye moduli dvuugol~nikov. V rabote [14] privedeny takße formulirovki gradientnyh teorem dlØ zadaq ob ffkstremal~nyh razbieniØh, soderßawih polosoobraznye oblasti.

V rabote E. G. Emel~Ønova [15] ustanovleno vaßnoe neravenstvo M_1 6 −M_2 meßdu rexeniØmi M_1 i M_2 zadaq P_1 i P_2 ob ffkstremal~nom razbienii sfery, iz kotoryh razbienie, sootvetstvu¸wee zadaqe P_1, sostoit tol~ko iz krugovyh oblasteæ, a razbienie, sootvetstvu¸wee zadaqe P_2, tol~ko iz polosoobraznyh oblasteæ. V [15] poluqeny takße priloßeniØ ukazannogo neravenstva v zadaqah simmetrizacionnogo haraktera.

V zadaqah ob ffkstremal~nom razbienii oblasteæ, ime¸wih granicu, neobhodimo takße rassmatrivat~ privedennye moduli treugol~nikov; takoæ privedennyæ modul~ byl vveden avtorom [30] pri rexenii izoperimetriqeskoæ zadaqi Polia-Sege o maksimume konformnogo radiusa mnogougol~nikov.

Izuqenie zadaq ob ffkstremal~nom razbienii, associirovannyh s bolee obwimi kvadratiqnymi differencialami, provodilos~ v rabotah G. V. Kuz~minoæ [19–22]; tak v [19] associirovannye kvadratiqnye differencialy mogut imet~ spiral~nu¸ strukturu traektoriæ v okrestnostØh dvoænyh pol¸sov, a v [21,22] issledovalas~ situaciØ, svØzannaØ s pol¸sami bolee vysokih porØdkov.

Kak uße otmeqalos~, vse ukazannye vyxe rezul~taty poluqeny dlØ zadaq ob ffkstremal~nom razbienii sfery ili odnosvØznoæ oblasti, leßaweæ na sfere. Cel~¸ nastoØweæ raboty ØvlØetsØ sistematiqeskoe izloßenie fftoæ teorii dlØ zadaq o razbienii koneqnoæ rimanovoæ poverhnosti, v kotoryh associirovannye kvadratiqnye differencialy ime¸t pol¸sy ne vyxe vtorogo porØdka s krugovoæ ili radial~noæ strukturoæ traektoriæ v ih okrestnostØh. Pri fftom sama zadaqa ob ffkstremal~nom razbienii rassmatrivaetsØ v bolee xirokoæ postanovke, qem ffto delalos~ ranee. Zatragiva¸tsØ takße takie voprosy, kak geometriqeskie usloviØ suwestvovaniØ privedennyh moduleæ, zavisimost~ moduleæ, kak funkciæ dliny graniqnyh razrezov, vozmoßnost~ suwestvovaniØ lokal~nyh ffkstremumov v obweæ zadaqe ob ffkstremal~nom razbienii.

Stat~Ø razdelena na pØt~ paragrafov. V §1 opredelØ¸tsØ moduli osnovnyh geometriqeskih konfiguraciæ i ustanavliva¸tsØ ih svoæstva, neobhodimye v dal~neæxem; suwestvovanie vvedennyh moduleæ tesno svØzano s konformnost~¸ oblasteæ v verxinah sootvetstvu¸wih konfiguraciæ. §2 soderßit v osnovnom podgotovitel~nyæ material. V nem privodØtsØ nußnye nam svedeniØ iz teorii k.d., daetsØ formulirovka obweæ ffkstremal~no-metriqeskoæ zadaqi, obobwa¸weæ zadaqu Dßenkinsa [52, 53], i privodØtsØ nekotorye svoæstva rexeniØ fftoæ zadaqi. V §3 ustanavlivaetsØ suwestvovanie k.d., associirovannogo s ukazannoæ zadaqeæ i dokazyva¸tsØ teoremy ob ffkstremal~nyh svoæstvah takogo differenciala. V §4 rassmatriva¸tsØ voprosy, svØzannye s nepreryvnost~¸ associirovannyh k.d. i moduleæ ffkstremal~nyh konfiguraciæ. V §5 rexaetsØ osnovnaØ zadaqa izlagaemoæ teorii: zdes~ dokazyvaetsØ differenciruemost~ rexeniØ ffkstremal~no-metriqeskoæ zadaqi kak funkcii parametrov i privodØtsØ sootvetstvu¸wie gradientnye formuly.

V konce kaßdogo paragrafa da¸tsØ kommentarii k izloßennomu materialu i formuliru¸tsØ voprosy, osta¸wiesØ otkrytymi.

OboznaqeniØ. Vs¸du sokrawenie “r.p.” i simvol R oboznaqa¸t koneqnu¸ rimanovu poverhnost~, kotoraØ realizovana kak oblast~ na kompaktnoæ rimanovoæ poverhnosti (k.r.p.), ograniqennaØ koneqnym qislom analitiqeskih ßordanovyh krivyh.

Termin “otobraßenie” sinonimiqen terminu “odnolistnoe konformnoe otobraßenie.”

NaqinaØ so vtorogo paragrafa, rassmatrivaemye ob¨ekty P, M, D_i i t.p. zavisØt ot bol~xogo qisla parametrov. Obyqno v kruglyh skobkah pri takih oboznaqeniØh ukazyva¸tsØ peremennye parametry; vse ostal~nye parametry sqita¸tsØ fiksirovannymi.

OboznaqeniØ R i R^n standartny. Qerez ⃗x, ⃗y i t.p. oboznaqaem fflementy R^n; (⃗x, ⃗y) – skalØrnoe proizvedenie; R^n_+ = {⃗x ∈ R : x_i ¿ 0, i = 1, . . . , n}, R_+ = R^1_+; ⃗ε = {ε_1, . . . , ε_n} ∈

R^n_+.

DlØ mnoßestv na kompleksnoæ ploskosti C ispol~zuem sledu¸wie oboznaqeniØ:

z = x+iy, Δ_r(z_0) = {z ∈ C : |z−z_0| < r}, Δ_r = Δ_r(0), Δ = Δ_1, T_r(z_0) = {z : |z−z_0| = r},

Tr = Tr(0), T = T1, H = {z : Im z > 0}, Kz_0 (r1, r2) = {z : r1 < |z − z0| < r2}, K(r1, r2) = K_0(r_1, r_2), Π(a, b, c, d) = {z : a < Re z < b, c < Im z < d}, Π(h) = Π(−∞, +∞, 0, h), S(ψ, θ, r) = {z ∈ Δ_r : |arg z − ψ| < θ}, S(θ) = S(θ/2, θ/2, 1), R(ψ) = {z = te^{iψ} , t ¿ 0}. Vvedennye vyxe oboznaqeniØ mogut ispol~zovat~sØ dlØ ob¨ektov na r.p., v fftom sluqae oni oboznaqa¸t podnØtie na r.p. sootvetstvu¸wego ob¨ekta, leßawego v ploskosti uniformiziru¸wego parametra.

Qerez ‖ · ‖_D i ‖ · ‖_{2,D} oboznaqa¸tsØ normy v prostranstvah L_1(D) i L_2(D). Esli D sovpadaet so vseæ rassmatrivaemoæ r.p., to simvol D opuskaem.

§1. Moduli geometriqeskih konfiguraciæ

1.1. Modul~ semeæstva krivyh. DlØ naxih celeæ udobnee vsego ispol~zovat~ Lopredelenie modulØ. Pod krivoæ γ na r.p. R ponimaem ob¨edinenie ne bolee qem sqetnogo qisla nepreryvnyh dug ili zamknutyh krivyh, kaßdaØ iz kotoryh lokal~- no sprØmlØema. V priloßeniØh my rabotaem v osnovnom s ßordanovymi krivymi. Pust~ Adm – klass dopustimyh konformno-invariantnyh metrik ρ(z) |dz|, zadannyh na R, dlØ kotoryh ρ(z) integriruema s kvadratom dlØ kaßdogo lokal~nogo uniformiziru¸wego parametra (u.p.) z = x + iy i kotorye udovletvorØ¸t usloviØm: (1) ∫ γ ρ(z) |dz| ¿ 1 dlØ vseh γ ∈ Γ, (2) A(ρ) = ∫ ∫ R ρ^2(z) dA_z < ∞. Esli Adm ≠ ∅, to pod modulem semeæstva Γ ponimaetsØ veliqina

mod (Γ) = inf A(ρ), ρ(z) |dz| ∈ Adm.

Metrika ρ^∗(z) |dz| ∈ Adm, dlØ kotoroæ mod (Γ) = A(ρ^∗), nazyvaetsØ ffkstremal~noæ. Kak izvestno, sm. [9], esli ffkstremal~naØ metrika suwestvuet, to ona v suwestvennom edinstvenna. Vaßneæxim svoæstvom modulØ semeæstva krivyh ØvlØetsØ ego konformnaØ invariantnost~. Drugie vaßnye svoæstva vyraßa¸tsØ principami kompozicii i simmetrii. Vse oni mogut byt~ naædeny v rabotah [40, 1, 9, 17, 34]. Otmetim, qto ȷ. Herx [49] i P.M. Tamrazov [36] dali neskol~ko bolee obwie opredeleniØ moduleæ, no dlØ naxih celeæ dostatoqno rabotat~ s privedennym vyxe opredeleniem Berlinga-Al~forsa.

Sledu¸wee prostoe svoæstvo moduleæ, vyteka¸wee neposredstvenno iz opredeleniØ Berlinga-Al~forsa, mnogimi avtorami ispol~zovalos~ kak fflement bolee sloßnyh dokazatel~stv, sm., [71, s. 57], [62, s. 199]. V ukazannoæ v teoreme 1.1 forme ono privedeno, naprimer, v rabote [30].

Pust~ Γ_1, Γ_2, Γ_3, . . . – semeæstva krivyh na R. Simvolom ∑ Γ_i oboznaqaem semeæstvo

vsevozmoßnyh krivyh γ, kaßdaØ iz kotoryh sostoit iz komponent γ_i ∈ Γ_i, i = 1, 2, . . . , dopolnenyh, vozmoßno, ih koncevymi toqkami.

Teorema 1.1. Pust~ semeæstva Γi raspoloßeny v nenalega¸wih oblastØh Di, Di ⊂ R.

6 Esli α_i ¿ 0 i ∑ i α_i = 1, to

mod ( ∑ i Γ_i) 6 ∑ i α^2_i mod (Γ_i). (1.1)

Esli ρ^∗_i (z) |dz| – ffkstremal~naØ metrika dlØ Γ_i, i = 1, 2, . . . , to ravenstvo v (1.1) imeet mesto togda i tol~ko togda, kogda metrika ρ^∗(z) |dz| = ∑ i α_iρ^∗_i (z) |dz| ffkstremal~na dlØ

semeæstva Γ = ∑ i Γ_i.

1.2. Privedennye moduli. V priloßeniØh metoda ffkstremal~nyh metrik semeæstva krivyh svØzany, kak pravilo, s geometriqeskimi konfiguraciØmi. Vs¸du v rabote pod konfiguracieæ D = (D, Γ) budem ponimat~ oblast~ D ⊂ R, v kotoroæ vydeleno nekotoroe semeæstvo krivyh Γ. V zavisimosti ot vida konfiguracii pod ee modulem

mod (D) = mod (D, Γ) ponimaetsØ libo mod (Γ), libo nekotoryæ privedennyæ modul~,

svØzannyæ s Γ. Krome togo sqitaem, qto kaßdoæ konfiguracii sootvetstvuet kanoniqeskoe otobraßenie f_D oblasti D na podhodØwu¸ kanoniqesku¸ oblast~. Spisok ispol~zuemyh konfiguraciæ priveden v konce raboty.

Qawe vsego rassmatriva¸tsØ odno i dvusvØznye oblasti i qetyrehugol~niki. Dalee qerez mod(D) oboznaqaem modul~ kol~ca (dvusvØznoæ oblasti) D otnositel~no semeæstva krivyh, razdelØ¸wih ee graniqnye komponenty, ili modul~ qetyrehugol~- nika D otnositel~no semeæstva krivyh, soedinØ¸wih otmeqennu¸ paru ego storon. V rabote [69] O. Teæhm¸ller vvel ponØtie privedennogo modulØ m(D, z_0) diska (odnosvØznoæ oblasti) D otnositel~no toqki z_0 ∈ D. Kak izvestno,

m(D, z_0) = (1/2π) log R(D, z_0), (1.2)

gde R(D, z_0) – konformnyæ radius D v toqke z_0. Po analogii s opredeleniem Teæhm¸llera v rabotah G. V. Kuz~minoæ [18] i E. G. Emel~Ønova [14], i v rabote avtora [30] vvedeny ponØtiØ privedennogo modulØ dvuugol~nika i privedennogo modulØ treugol~nika, sootvetstvenno. Posledniæ svØzan sootnoxeniem, analogiqnym ravenstvu (1.2), s uglovym konformnym radiusom ȷ. Herxa [50] i s ffksponencial~nym radiusom, vvedennym D. Gaæerom i V. Heæmanom [45]. Zdes~ i dalee pod n-ugol~nikom

D = D(P_1, . . . , P_n) na r.p. R ponimaem odnosvØznu¸ oblast~ D ⊂ R, na granice koto-

roæ zafiksirovany n razliqnyh graniqnyh fflementov P_1, . . . , P_n, n = 2, 3, . . . .

Dadim opredeleniØ privedennyh moduleæ dvu- i treugol~nika primenitel~no k sluqa¸ r.p. Pust~ D – odnosvØznaØ oblast~ na R i pust~ P_0 ∈ ∂D. V dal~neæxem vse graniqnye fflementy, s okrestnostØmi kotoryh my rabotaem, budem sqitat~, ne ogovarivaØ osobo, odnotoqeqnymi. Zafiksiruem kartu (U, h), h(P_0) = 0. Simvol z na meste nißnego indeksa budet oznaqat~ proekci¸ sootvetstvu¸wego ob¨ekta na ploskost~ uniformiziru¸wego parametra (u.p.) z = h(P ). Pust~ D^′ – svØznaØ komponenta

D ∩ U, primyka¸waØ k fflementu P_0.

Opredelenie 1.1. Oblast~ D imeet (vnutrenniæ) ugol (rastvora) φ > 0 s verxinoæ

v graniqnoæ toqke P_0, esli φ = 2 sup θ,

gde supremum beretsØ po vsem uglam Xtol~ca S(ψ, θ, r) s verxinoæ (P_0)_z, leßawih v (D^′)_z.

Luq R(ψ_0) nazyvaem bissektrisoæ ugla φ > 0 pri verxine P_0, esli ∀ε > 0 ∃r_0 = r_0(ε) > 0 takoe, qto S(ψ_0, φ − ε, r) ⊂ (D^′)_z pri vseh r, 0 < r 6 r_0.

Oqevidno, qto opredelenie ugla v graniqnoæ toqke korrektno, t.e. ne zavisit ot vybora u.p., a bissektornoe napravlenie opredelØetsØ odnoznaqno, no zavisit ot u.p.

Dalee v fftom paragrafe ispol~zu¸tsØ oboznaqeniØ:

γ_ε, gde ε > 0 i dostatoqno malo , – podnØtie na R toæ iz dug mnoßestva (D^′)_z ∩ T_ε,

kotoraØ peresekaet bissektrisu R(ψ_0);

D_ε i D[ε] – treugol~nik i qetyrehugol~nik, na kotorye seqenie γ_ε razbivaet tre-

ugol~nik D;

D[ε_1, ε_2], 0 < ε_1 < ε_2, – qetyrehugol~nik, otsekaemyæ dugoæ γ_{ε1} ot treugol~nika D_{ε2} .

Pust~ treugol~nik D = D(P_1, P_2, P_3) imeet ugol φ > 0 pri verxine P_1.

Opredelenie 1.2. Privedennym modulem treugol~nika D = D(P1, P2, P3) v toqke P1

otnositel~no u.p. z nazyvaem predel

m_z(D, P_1|P_2, P_3) = lim_{ε→0}{mod(D[ε]) + (1/φ) log ε}, (1.3)

esli on suwestvuet i koneqen.

Na r.p. R zafiksiruem karty (U_k, z_k), z_k(P_k) = 0, k = 1, 2. Pust~ dvuugol~nik

D = D(P_1, P_2) imeet ugly φ_1 > 0, φ_2 > 0 v verxinah P_1, P_2, i pust~ D_{ε1} i D_{ε2} –

opredelennye vyxe oblasti, sootvetstvu¸wie verxinam P_1 i P_2. Qerez D[ε_1, ε_2] oboznaqaem oblast~ D\D_{ε1} \D_{ε2} , rassmatrivaemu¸ kak qetyrehugol~nik s neotmeqennymi storonami γ_{ε1} i γ_{ε2} .

Opredelenie 1.3. Privedennym modulem dvuugol~nika D = D(P1, P2) otnositel~no

u.p. z_1 i z_2 nazyvaem predel m_{z1,z2} (D, P_1, P_2) = lim ε1,ε2→0 {mod(D[ε_1, ε_2]) + (1/φ_1) log ε_1 + (1/φ_2) log ε_2}, (1.4)

esli on suwestvuet i koneqen.

PonØtie privedennogo modulØ dvuugol~nika vvedeno v rabotah G. V. Kuz~minoæ [18] i E. G. Emel~Ønova [14]. My obyqno opuskaem simvoly z i z_1, z_2 v oboznaqeniØh privedennyh moduleæ, esli iz konteksta Øsno o kakih u.p. idet req~.

V svØzi s opredeleniØmi 1.2 i 1.3 voznika¸t estestvennye v takih sluqaØh vopro- sy: ˚vlØetsØ li suwestvovanie predelov v (1.3), (1.4) lokal~noæ harakteristikoæ oblasti D v okrestnostØh sootvetstvu¸wih verxin ili ße ono zavisit ot stroeniØ fftoæ oblasti v celom?

Kakovy geometriqeskie neobhodimye i dostatoqnye usloviØ suwestvovaniØ privedennyh moduleæ?

Kak menØ¸tsØ privedennye moduli pri opredelennym obrazom normirovannyh konformnyh otobraßeniØh?

Ot rexeniØ pervogo iz fftih voprosov zavisit vozmoßnost~ primeneniØ variaciæ oblasti D, ne zatragiva¸wih okrestnosteæ sootvetstvu¸wih verxin: imenno takie variacii my budem primenØt~ v dal~neæxem. Oqevidno takße, qto rexenie pervogo voprosa — xag na puti k rexeni¸ vtorogo. V svØzi s voprosom o neobhodimyh i dostatoqnyh usloviØh otmetim shodstvo predelov (1.3), (1.4) s analogiqnymi sootnoxeniØmi, harakterizu¸wimi konformnost~ otobraßeniØ v graniqnoæ toqke, sm. original~nye stat~i [64, 55] ili monografi¸ [62, Teorema 11.9].

1.3. Suwestvovanie predelov. Vnaqale pokaßem, qto predely (1.3), (1.4) mogut ne suwestvovat~ daße v sluqae oblasteæ D ∈ C , ime¸wih gladku¸ (v okrestnostØh sootvetstvu¸wih verxin) granicu, sostoØwu¸ iz analitiqeskih krivyh. DlØ fftogo my ispol~zuem primer M. M. Lavrent~eva i A. B. Xabata, privedennyæ v [23, s. 172] dlØ demonstracii vozmoßnogo povedeniØ konformnogo otobraßeniØ v graniqnyh toqkah.

Primer 1.1. Pust~ r > 0 – dostatoqno malo. Polukrug Δ^+_r = Δr ∩ H rassmatrivaem kak treugol~nik T s verxinami 0, r −r. Pust~ T_1 = T_1(0, ζ_1, ζ_2) – obraz T pri otobraßenii ζ = z log(1/z), gde log oznaqaet glavnu¸ vetv~ logarifma. Storonami T_1 ØvlØ¸tsØ interval l_1 = (0, r log(1/r)) i duga l_2 = ζ((−r, 0)). Pri fftom l_2 gladko primykaet k l_1, tak qto T_1 imeet ugol φ = π v toqke ζ = 0. Pust~ ε > 0 i pust~ γ_ε i D[ε] – duga i qetyrehugol~nik, sootvetstvu¸wie treugol~niku T_1 (i u.p. ζ) v smysle prinØtyh vyxe oboznaqeniæ. Pust~ ~γ_ε i ~D[ε] – proobrazy γ_ε i D[ε] pri otobraßenii ζ = ζ(z). Podsqet pokazyvaet, qto ~γ_ε leßit v kol~ce K((1 − α(ε))ρ, (1 + α(ε))ρ), gde ρ = ε/ log(1/ε) i gde α(ε) → 0 pri ε → 0. Ispol~zuØ svoæstvo monotonnosti modulØ, poluqaem 1 π log r (1 + α(ε))ρ 6 mod( ~D[ε]) 6 1 π log r (1 − α(ε))ρ . Ots¸da, uqityvaØ konformnu¸ invariantnost~ moduleæ, zakl¸qaem, qto dlØ treugol~nika T_1 predel (1.3) raven +∞.

Analogiqno, treugol~nik T_2(0, ζ^′_1, ζ^′_2), ØvlØ¸wiæsØ obrazom treugol~nika T pri otobraßenii τ = z/ log(1/z), slußit primerom treugol~nika, dlØ kotorogo predel (1.3) raven −∞.

Teorema 1.2. Suwestvovanie privedennogo modulØ ØvlØetsØ lokal~noæ harakteristi-

koæ treugol~nika D = D(P_1, P_2, P_3) v okrestnosti verxiny P_1.

Dokazatel~stvo. Pust~ D imeet vnutrenniæ ugol φ > 0 pri verxine P1. Zafiksiruem kartu (U, h), z = h(P ), h(P_1) = 0, i rassmotrim otobraßenie f treugol~nika D na polupolosu Π^+(φ) = {ζ : Re ζ > 0, 0 < Im ζ < φ}, f(P_1) = +∞, f(P_2) = 0, f(P_3) = iφ. Vyberem dostatoqno maloe ε_0 > 0 i pust~ 0 < ε 6 ε_0. Budem rassmatrivat~ treugol~niki

T (ε) = f(D_ε) i qetyrehugol~niki Q(ε) = f(D[ε]), Q(ε_1, ε_2) = f(D[ε_1, ε_2]), neotmeqenny-

mi storonami kotoryh sqitaem otrezok [0, iv] i dugu l(ε) = f(γ_ε) i dugi l(ε_1), l(ε_2), sootvetstvenno.

Pust~ L(x) = {ζ = x + it : 0 < t < φ}. Esli L(x) ⊂ Q(ε), to qerez Q^′_x(ε), 0 ∉

∂Q^′_x(ε), oboznaqaem qetyrehugol~nik, otsekaemyæ otrezkom L(x) ot qetyreugol~nika Q(ε); esli L(x) ⊂ T (ε), to Q^{′′}_x(ε) – qetyrehugol~nik, otsekaemyæ otrezkom L(x) ot

treugol~nika T (ε).

Esli ε > 0 dostatoqno malo , to naædetsØ x(ε) > 0 takoe, qto

dist (l(ε), L(x(ε))) = dist (l(ε_0), L(x(ε))) = d(ε).

Otrezok L(x(ε)) razbivaet Q(ε) i Q(ε, ε_0) na pary qetyrehugol~nikov Q^′_{x(ε)}(ε), Q^{′′}(ε)

= R[0, x(ε); 0, φ] i Q^′_{x(ε)}(ε), Q^{′′}_{x(ε)}(ε_0), sootvetstvenno. PrimenØØ teoremu Karateodori o

shodimosti k Ødru (sm., naprimer, dokazatel~stvo predloßeniØ 11.8 v [62]), poluqaem

mod(Q(ε)) = mod(Q^′_{x(ε)}(ε)) + mod(Q^{′′}(ε)) + α_1,

mod(Q(ε, ε_0)) = mod(Q^′_{x(ε)}(ε)) + mod(Q^{′′}_{x(ε)}(ε_0)) + α_2,

(1.5) gde 0 6 α1, α2 6 α(d(ε)), α(d) = 0, 88e^{−2πd}. SootnoxeniØ (1.5) ispol~zovalis~ N. Papamihafflem i N. S. Stilianopulosom [61] pri obosnovanii metoda dekompozicii oblasti vyqisleniØ konformnyh moduleæ. Ukazannoe Øvnoe vyraßenie dlØ α(d) naædeno v [45].

Standartnye rassußdeniØ, svØzannye s privedennymi modulØmi, dokazyva¸t suwestvovanie koneqnogo predela

m_z(T (ε), +∞) = lim_{x→+∞}(mod Q^{′′}_x(ε) − x/φ), (1.6)

Iz (1.5), (1.6) poluqaem asimptotiqeskoe ravenstvo

mod(Q(ε)) = mod(Q(ε, ε_0)) − m_z(T (ε_0), +∞) + β(d(ε)),

gde β(d) → 0 pri d → +∞, kotoroe pokazyvaet, qto privedennye moduli treugol~nikov D i D_{ε0} svØzany sootnoxeniem

m_z(D, P_1|P_2, P_3) = m_z(D_{ε0} , P_1|P^′_2, P^′_3) − m_z(T (ε_0), +∞) (1.7)

i suwestvu¸t ili ne suwestvu¸t odnovremenno. Poslednee i oznaqaet lokal~nost~ issleduemogo svoæstva. •

Toqno takße dokazyvaetsØ, qto suwestvovanie privedennogo modulØ dvuugol~nika

D(P_1, P_2) ffkvivalentno suwestvovani¸ privedennyh moduleæ malyh treugol~nikov D_{ε1} , D_{ε2} , primyka¸wih k verxinam P_1, P_2. Sledovatel~no, na fftom puti my ne polu-

qaem novoæ po sravneni¸ s predyduwim sluqaem harakteristiki lokal~nyh svoæstv granicy ∂D.

Iz svoæstva monotonnosti modulØ qetyrehugol~nika, kak funkcii oblasti, vytekaet analogiqnoe svoæstvo nestrogoæ monotonnosti privedennyh moduleæ. V sledu¸weæ lemme my dokaßem strogu¸ monotonnost~ fftih moduleæ.

Lemma 1.1. Pust~ dlØ treugol~nikov D = D(P1, P2, P3) i D1 =D1(P1, P^′_2, P^′_3), ime¸wih

ravnye ugly pri verxine P_1, opredeleny privedennye moduli. Esli D ⊂ D_1 i P_2P_3 ⊂ P^′_2P^′_3, priqem hotØ by v odnom sluqae vkl¸qenie strogoe, to

m_z(D, P_1|P_2, P_3) > m_z(D_1, P_1|P^′_2, P^′_3);

esli ße D ⊂ D_1 i P_1P_2 ⊂ P_1P^′_2, P_1P_3 ⊂ P_1P^′_3 i hotØ by v odnom sluqae vkl¸qenie strogoe, to m_z(D, P_1|P_2, P_3) < m_z(D_1, P_1|P^′_2, P^′_3).

Pust~ dlØ dvuugol~nikov D_1 = D_1(P_1, P_2) i D_2 = D_2(P_1, P_2), ime¸wih ravnye ugly pri verxinah P_1, P_2, opredeleny privedennye moduli. Esli vypolnØetsØ strogoe vkl¸qenie D_1 ⊂ D_2, to m_{z1,z2} (D_1, P_1, P_2) > m_{z1,z2} (D_2, P_1, P_2).

Dokazatel~stvo. Dokaßem utverßdenie lemmy dlØ treugol~nikov D, D1 pri dopolnitel~nom predpoloßenii D_1 ⊂ D, D_1 ≠ D, P_2P_3 = P^′_2P^′_3; ostal~nye sluqai rassmatriva¸tsØ analogiqno. Ne ograniqivaØ obwnosti moßem sqitat~, qto oblasti D i

D_1 sovpada¸t v okrestnosti toqki P_1.

Povtorim rassußdeniØ teoremy 1.2, zamenØØ v nih treugol~niki D_{ε0} , T (ε_0) i qetyrehugol~nik Q^{′′}_x(ε_0) sootvetstvu¸wimi ob¨ektami D_1, T (D_1) i Q^{′′}_x(D_1). V itoge poluqim sootnoxenie, analogiqnoe (1.7):

m_z(D, P_1|P_2, P_3) = m_z(D_1, P_1|P_2, P_3) − m_z(T (D_1), +∞), (1.8) gde m_z(T (D_1), +∞) = lim_{x→+∞}(mod (Q^{′′}_x(D_1)) − x/φ). (1.9)

Pust~ f_0 otobraßaet T (D_1) na Π^+(φ), ostavlØØ nepodvißnymi toqki 0, iφ i +∞. Pust~ ζ = ξ + iη ∈ Π^+(φ), togda

f_0(ξ + iη) = a_0 + ζ + α(ξ), (1.10)

gde a_0 ∈ R i α(ξ) → 0 pri ξ → +∞. Iz (1.9) i (1.10) vytekaet ravenstvo

m_z(T (D_1), +∞) = a_0.

Ispol~zuØ ffkstremal~noe svoæstvo funkcii, otobraßa¸weæ mnogosvØznu¸ oblast~ na krug s radial~nymi razrezami (sm. [7, s. 211, teorema 1] ili [9, teorema 5.5]), netrudno poluqit~ neravenstvo a_0 > 0, kotoroe vmeste s predyduwim ravenstvom privodit k trebuemomu utverßdeni¸. •

Sledu¸wee utverßdenie estestvenno nazyvat~ “lemmoæ Gretxa” dlØ dvu- i treugol~nikov.

Lemma 1.2. Pust~ D = D(P0, P^′, P^{′′}) i D0 = D0(P0, P^′_0, P^{′′}_0 ) ⊂ D – treugol~niki na R,

takie qto P_0P^′_0 ⊂ P_0P^′, P_0P^{′′}_0 ⊂ P_0P^{′′}, i pust~ D_i, i = 1, 2, . . . , – nenalega¸wie qetyrehugol~niki na D \ D_0, ime¸wie po odnoæ otmeqennoæ storone na kaßdoæ iz storon P_0P^′ i P_0P^{′′}. Togda m_z(D, P_0|P^′, P^{′′}) ¿ m_z(D_0, P_0|P^′_0, P^{′′}_0 ) + ∑ i m(D_i). Esli D = D(P_0, P_∞) – dvuugol~nik na R, D_0, D_∞ i D_i — treugol~niki i qetyreugol~- niki v D, analogiqnye opisannym vyxe, to

m_{z1,z2} (D, P_0, P_∞) ¿ m_{z1} (D_0, P_0|P^′_0, P^{′′}_0 ) + m_{z2} (D_∞, P_∞|P^′_∞, P^{′′}_∞) + ∑ i M(D_i). Ravenstvo v kaßdom iz neravenstv lemmy dostigaetsØ togda i tol~ko togda, kogda ∪_iD_i = D i kogda pri kanoniqeskom otobraßenii f_D treugol~niki D_0, D_∞ sootvetstvu¸t polupolosam, a qetyrehugol~niki D_i – prØmougol~nikam.

Neravenstva fftoæ lemmy oqevidny; dokazatel~stvo utverßdeniæ o sluqaØh ravenstva povtorØet osnovnye momenty dokazatel~stva lemmy 1.1.

1.4. Privedennyæ modul~ i uglovaØ proizvodnaØ. V silu svoæstva lokal~nosti pri izuqenii usloviæ suwestvovaniØ privedennyh moduleæ moßno ograniqit~sØ treugol~nikami, leßawimi na C . Estestvennym dostatoqnym usloviem ØvlØetsØ konformnost~ sootvetstvu¸wego otobraßeniØ v graniqnoæ toqke. Privedem v udobnoæ dlØ nas forme neobhodimye opredeleniØ.

Pust~ odnosvØznaØ oblast~ D imeet ugol φ, 0 < φ 6 2π, v toqke P_1 ∈ ∂D. Budem govorit~, qto otobraßenie g_D, g_D(0) = P_1, sektora S(φ) na oblast~ D konformno v toqke z = 0, esli suwestvuet uglovaØ proizvodnaØ g^′_D(0), ne ravnaØ 0, ∞. PrivedennaØ formulirovka konformnosti fflementarno svoditsØ k standartnoæ, v kotoroæ φ = π (sm. [62, s. 80]). Poskol~ku svoæstvo konformnosti ne zavisit ot vybora otobraßa- ¸weæ funkcii, to imeet smysl govorit~ o konformnosti oblasti D v toqke P_1 ∈ ∂D. Geometriqeskie usloviØ konformnosti issledovalis~ v rabotah [64, 55, 42, 65, 59]. DlØ nas vaßen sledu¸wiæ kriteriæ, poluqennyæ v [64, 55].

Predloßenie 1.1. Oblast~ D konformna v toqke P1 ∈ ∂D togda i tol~ko togda, kogda

mod (D[ε_1, ε_2]) − (1/φ) log(ε_2/ε_1) → 0 pri 0 < ε_1 < ε_2 → 0. (1.11)

Teorema 1.3. Pust~ treugol~nik D = D(P1, P2, P3) imeet ugol φ > 0 pri verxine P1.

Otobraßenie g_D konformno v toqke 0 togda i tol~ko togda, kogda suwestvuet privedennyæ modul~ m(D, P_1|P_2, P_3) i kogda funkciØ m(ε) = m(D_ε, P_1|P^′_2, P^′_3) (P^′_2, P^′_3 – sootvetstvu¸wie verxiny treugol~nika D_ε) udovletvorØet sootnoxeni¸

m(ε) − (1/φ) log ε → 0 pri ε → 0. (1.12)

Pri fftom m(D, P_1|P_2, P_3) = (1/φ) log |g^′_D(0)|, (1.13)

esli g_D normirovano usloviØmi

g_D(1) = P_2, g_D(e^{iφ}) = P_3.

Dokazatel~stvo. . Neobhodimost~. Pust~ ε > 0 dostatoqno malo i pust~ fD = g^{−1}_D . V silu usloviØ konformnosti duga f_D(γ_ε) leßit v kol~ce K(ρ(1 − α(ε)), ρ(1 + α(ε)), gde ρ = ε/|g^′_D(0)| i α(ε) → 0 pri ε → 0, sm., naprimer, [62, utverßdenie 11.8]. Ots¸da vytekaet sootnoxenie 1 φ log |g^′_D(0)| ε(1 + α(ε)) 6 mod (D[ε]) + (1/φ) log ε 6 1 φ log |g^′_D(0)| ε(1 − α(ε)) , (1.14)

iz kotorogo sleduet suwestvovanie privedennogo modulØ treugol~nika D, a takße ravenstvo (1.13).

Suwestvovanie privedennogo modulØ treugol~nikov D_{ε0} vytekaet teper~ iz teoremy 1.2. Modul~ qetyrehugol~nika D[ε, ε_0], 0 < ε < ε_0, udovletvorØet neravenstvu, analogiqnomu neravenstvu (1.14). Ots¸da legko poluqaem, qto

m(ε) = (1/φ) log |g^′_D(0)| + m(f_D(D_ε); 0|P^′_2, P^′_3), (1.15)

gde P^′_2, P^′_3 — sootvetstvu¸wie verxiny treugol~nika f_D(D_ε). Sootnoxenie (1.12) sleduet iz (1.15) i neravenstv

(1/φ) log(ρ(1 − α(ε))) 6 m(f_D(D_ε); 0|P^′_2, P^′_3) 6 (1/φ) log(ρ(1 + α(ε))),

kotorye vyteka¸t iz lemmy 1.

Dostatoqnost~. Budem ispol~zovat~ oboznaqeniØ iz dokazatel~stva teoremy 1.2. V silu suwestvovaniØ privedennogo modulØ

mod (Q(ε)) = m(D, P_1|P_2, P_3) − (1/φ) log ε + α(ε). (1.16)

Iz (1.7) i (1.12) imeem

m(T (ε), +∞) = (1/φ) log ε − m(D, P_1|P_2, P_3) + α(ε).

Iz dvuh poslednih sootnoxeniæ poluqaem

mod (Q(ε)) + m(T (ε), +∞) → 0 pri ε → 0.

Ots¸da i iz “uzkoæ” teoremy o modulØh (sm. [62, predloßenie 9.5]) vytekaet, qto pri ε → 0 dugi l(ε) priblißa¸tsØ k vertikal~nym otrezkam v tom smysle, qto ∀ϵ > 0

∃ x(ε) > 0 takoe, qto l(ε) ⊂ R[x(ε) − α(ε), x(ε) + α(ε); 0, φ]. Togda, v silu usloviØ (1.16),

moßem sqitat~, qto

x(ε) = m(D, P_1|P_2, P_3) − (1/φ) log ε.

Iz poluqennyh faktov sleduet, qto

mod (D[ε_1, ε_2]) − (1/φ) log(ε_2/ε_1) =

mod (Q(ε_1, ε_2)) − (1/φ)(x(ε_1) − x(ε_2)) → 0

pri 0 < ε_1 < ε_2 → 0. Utverßdenie teoremy vytekaet teper~ iz predloßeniØ 1.1. •

Vozmoßno, qto suwestvovanie privedennogo modulØ treugol~nika ne garantiruet konformnosti otobraßa¸weæ funkcii v sootvetstvu¸weæ verxine; odnako, kak pokazyvaet sledu¸waØ teorema, vo mnogih vaßnyh qastnyh sluqaØh, dlØ kotoryh naædena geometriqeskaØ harakterizaciØ konformnosti, svØzannaØ s teoremoæ Al~forsa ob iskaßenii (sm. [44, 58, 64]), ffkvivalentnost~ fftih ponØtiæ imeet mesto.

Teorema 1.4. Pust~ dlØ treugol~nika D = D(P1, P2, P3), ime¸wego ugol φ > 0 pri ver-

xine P_1 opredelen privedennyæ modul~ i pust~ λ(ε) = length γ_ε. Esli ε2∫ ε1 dε ελ(ε) ¿ (1/φ) log(ε_2/ε_1) + α(ε_2), (1.17)

gde α(ε_2) → 0 pri 0 < ε_1 < ε_2 → 0, to oblast~ D konformna v toqke P_1.

Dokazatel~stvo. Trebuemoe utverßdenie sleduet iz predloßeniØ 1.1 i neravenstva

α(ε_2) 6 mod D[ε_1, ε_2] − (1/φ) log(ε_2/ε_1) 6 α_1(ε_2).

gde α_1(ε_2) → 0 pri ε_2 → 0. Levoe sootnoxenie v fftom neravenstve sleduet iz (1.17) i teoremy Al~forsa ob iskaßenii [39], [62, s. 263], a pravaØ ocenka vytekaet iz suwestvovaniØ privedennogo modulØ treugol~nika i lemmy Gretxa, sr. (1.15). •

Pust~ D_k = D_k(P_{1k}, P_{2k}, P_{3k}), k = 1, 2, – treugol~nik na r.p. R_k, ime¸wiæ ugol

0 < φ_k 6 2π pri verxine P_{1k}. Na R_1i R_2 zafiksiruem karty (U_1, h_1) i (U_2, h_2), soot-

vetstvu¸wie u.p. z_1 = h_1(P ) i z_2 = h_2(P ), h_k(P_{1k}) = 0. Pust~ funkciØ f otobraßaet treugol~nik D_1 na treugol~nik D_2, i pust~ φ = h_2 ∘ f ∘ h^{−1}_1 .

Lemma 1.3. Pust~ 0 < θ < φ1/2 i pust~ S(ψ, θ, r) – proizvol~nyæ ugol Xtol~ca, soot-

vetstvu¸wiæ oblasti D_1 v smysle opredeleniØ 1.1. Esli oblasti D_1 i D_2 konformny v toqkah P_{11} i P_{12} , to suwestvuet A ∈ C takoe, qto

φ(z_1) = A z^{φ2 /φ1}_1 (1 + α(z_1))), (1.18)

gde α(z_1) → 0, esli S(ψ, θ, r) ∋ z_1 → 0.

Pri fftom

m_{z2} (D_2, P_{12}|P_{22}, P_{32}) = m_{z1} (D_2, P_{11}|P_{21}, P_{31}) + (1/φ_2) log |A|. (1.19)

Sootnoxenie (1.18) horoxo izvestno; ravenstvo (1.19) sleduet iz (1.13). V sluqae f(P ) = P formula (1.19) harakterizuet izmenenie privedennogo modulØ pri perehode k drugomu u.p.

DlØ dvuugol~nikov imeet mesto takaØ ße formula

m_{z12,z22} (D_2, P_{12}, P_{22}) =

m_{z11,z21} (D_1, P_{11}, P_{21}) + (1/φ_{12}) log |A_1| + (1/φ_{22}) log |A_2|,

oboznaqeniØ kotoroæ analogiqny predyduwim.

1.5. �kstremal~nye metriki n-ugol~nikov. S zadannym treugol~nikom D =

D(P_1, P_2, P_3) (= (D, Γ)) svØßem klass P_D konformno-invariantnyh v D metrik ρ(z) |dz|,

udovletvorØ¸wih usloviØm: (1) ∫ γ ρ(z) |dz| ¿ 1 ∀γ ∈ Γ, (2) suwestvuet predel

M_{ρ,z}(D) = lim_{ε→0} ∫ ∫ D[ε] ρ^2(z) dA_z + (1/φ) log ε . Problema modulØ P_z sostoit v nahoßdenii veliqiny

M_z(D) = inf M_{ρ,z}(D)

na klasse P_D.

Analogiqno opredelØetsØ problema modulØ P_{z1,z2} dlØ zadannogo dvuugol~nika D =

D(P_1, P_2). V fftom sluqae klass P_D sostoit iz metrik, udovletvorØ¸wih uslovi¸ (1)

i uslovi¸

(2’) suwestvuet predel M_{ρ,z1,z2} (D) = lim_{ε1,ε2→0} ∫ ∫ D[ε1,ε2] ρ^2(z) dA_z + (1/φ_1) log ε_1 + (1/φ_2) log φ_2 . Problema modulØ P_{z1,z2} dlØ dvuugol~nika D sostoit v nahoßdenii veliqiny

M_{z1,z2} (D) = inf M_{ρ,z1,z2} (D)

na klasse P_D.

V oboih sluqaØh sqitaem, qto problema modulØ vkl¸qaet takße zadaqu ob otyskanii vseh ffkstremal~nyh metrik iz sootvetstvu¸wego klassa P_D.

Kak pokazyvaet sledu¸waØ lemma, v sluqae konformnosti oblasti D v sootvetstvu¸wih verxinah, dlØ kaßdoæ iz problem P_z, P_{z1,z2} suwestvuet edinstvennaØ ffkstremal~naØ metrika. My opustim dokazatel~stvo fftogo utverßdeniØ, kotoroe analogiqno dokazatel~stvam, poluqennym P. M. Tamrazovym [35] i G. V. Kuz~minoæ [19] dlØ sluqaev odnosvØznoæ oblasti i ploskih dvuugol~nikov, sootvetstvenno.

Lemma 1.4. Pust~ zadan treugol~nik D = D(P1, P2, P3) (dvuugol~nik D = D(P1, P2)).

Esli oblast~ D konformna v toqke P_1 (v toqkah P_1, P_2), to metrika ρ(z) |dz| = |f^′_D(z)| |dz| ØvlØetsØ v suwestvennom edinstvennoæ ffkstremal~noæ metrikoæ problemy modulØ P_z (problemy modulØ P_{z1,z2} ).

Pri fftom dlØ rassmatrivaemoæ konfiguracii vypolnØetsØ sootvetstvu¸wee ravenstvo M_z(D) = m_z(D, P_1|P_2, P_3), ili M_{z1,z2} (D) = m_{z1,z2} (D, P_1, P_2).

1.6. Razbienie konfiguraciæ. Neravenstvo (1.1), svØzyva¸wee modul~ semeæstva krivyh s modulØmi sostavlØ¸wih ego podsemeæstv, poroßdaet gruppu neravenstv dlØ moduleæ geometriqeskih konfiguraciæ. DlØ r.p. R situaciØ polnost~¸ analogiqna ploskomu sluqa¸, rassmotrennomu v [30]. V formuliruemoæ niße teoreme 1.5 pod D i

D_i ponima¸tsØ konfiguracii na R, ukazannye niße v (1)–(6); vo vseh sluqaØh, krome

sluqaØ (5), mod (D) i mod (D_i) – moduli, sootvetstvu¸wie fftim konfiguraciØm. Pri fftom vs¸du sqitaem, qto D_i ⊂ D, i qto konfiguracii D_i i D_j , i ≠ j, ne pereseka¸tsØ.

(1) D, P_0 ∈ D, – disk s centrom P_0; D_i = D_i(P_0, P^i_1, P^i_2) – treugol~nik, ime¸wiæ storonu P^i_1P^i_2 na ∂D i ugol 2πα_i v toqke P_0.

(2) D – treugol~nik D(P_0, P_1, P_2) s uglom α > 0 v toqke P_0; D_i – treugol~nik, opredelennyæ v (1), so storonoæ P^i_1P^i_2 na P_1P_2 i uglom α_iα v toqke P_0.

(3) D – dvuugol~nik D(P_1, P_2) s uglami α, β > 0 v toqkah P_1, P_2 ∈ ∂D; D_i = D_i(P_1, P_2) – dvuugol~nik, ime¸wiæ ugly α_iα, α_iβ v toqkah P_1, P_2.

(4) D – qetyrehugol~nik s neotmeqennymi storonami P_1P_2 i P_3P_4; D_i – qetyrehugol~nik s neotmeqennymi storonami P^i_1P^i_2 ⊂ P_1P_2 i P^i_3P^i_4 ⊂ P_3P_4.

(5) D – kol~co, D_i – kol~co, graniqnye komponenty kotorogo razdelØ¸t graniqnye komponenty D; mod (D) i mod (D_i) – moduli oblasteæ D, D_i otnositel~no semeæstva krivyh, soedinØ¸wih ih graniqnye komponenty.

(6) D – kol~co, D_i – qetyrehugol~nik, neotmeqennye storony kotorogo leßat na razliqnyh graniqnyh komponentah D.

Sistemu konfiguraciæ D^∗, D^∗_i , opredelennu¸ v (1)–(6), budem nazyvat~ kanoniqeskoæ po sisteme qisel α_i ¿ 0, ∑ i α_i = 1, esli ∪_iD^∗_i = D^∗ i esli v kaßdom

iz sluqaev (1)–(6) vypolnØetsØ sootvetstvu¸wee uslovie (niße vse rassmatrivaemye sektory i ugly leßat na kompleksnoæ ploskosti i ime¸t verxiny v toqke

z = 0, a verxiny konfiguraciæ sovpada¸t s ih geometriqeskimi verxinami): (1) D^∗ = Δ, D^∗_i – sektor rastvora 2α_iπ; (2) D^∗, D^∗_i – sektory rastvorov α i α_iα; (3)

D^∗, D^∗_i – ugly rastvorov α i α_iα; (4) D^∗ = D^∗_0 , D^∗_i , i = 0, 1, . . . – prØmougol~ni-

ki s neotmeqennymi storonami a_ib_i i c_id_i na prØmyh Im z = 0 i Im z = 1, priqem

|b_i − a_i| = α_i|b_0 − a_0|; (5) D^∗ = D^∗_0 , D^∗_i = K(r_i, R_i), priqem log(R_i/r_i) = α_i log(R_0/r_0); (6) D^∗ = K(r, R), D^∗_i = {z : r < |z| < R, φ < arg z < φ + 2α_iπ}, gde φ ∈ R. Teorema 1.5. Pust~ opredeleny vse rassmatrivaemye niße moduli. Esli αi > 0 i ∑ i = 1, to mod (D) 6 ∑ i α^2_i mod (D_i). (1.20)

Pust~, dopolnitel~no, oblasti D, D_i konformny v verxinah sootvetstvu¸wih dvu- i treugol~nikov, esli takovye ime¸tsØ. Togda ravenstvo v (1.20) imeet mesto tol~ko dlØ konfiguraciæ konformno ffkvivalentnyh kanoniqeskim po sisteme qisel α_i.

V sluqae odnosvØznoæ oblasti neravenstvo (1.20) primenØlos~ v [30] pri rexenii problemy Polia-Segë o maksimume konformnogo radiusa v semeæstve n-ugol~nikov fiksirovannoæ plowadi. V silu horoxo izvestnoæ zavisimosti meßdu modulØmi i emkostØmi kondensatorov, neravenstva (1.20) neposredstvenno svØzany s analogiqnymi sootnoxeniØmi dlØ emkosteæ, naædennymi V. N. Dubininym, sm. [11].

1.7. Proizvedenie metrik. Pust~ Γ i Γ^⊥ – semeæstva krivyh v qetyrehugol~nike Q, soedinØ¸wih i razdelØ¸wih ego otmeqennye storony sootvetstvenno. Sledu¸waØ prostaØ lemma budet ispol~zovat~sØ v §3.

Lemma 1.5. Pust~ metrika α^{−1}ρ(z) |dz| dopustima v probleme modulØ dlØ semeæstva

Γ^⊥, a metrika ρ^∗(z) |dz| – ffkstremal~na v probleme modulØ dlØ semeæstva Γ. Togda ∫ ∫ Q ρ(z)ρ^∗(z) dA_z ¿ α. (1.21)

Ravenstvo v (1.21) dostigaetsØ tol~ko togda, kogda metrika ρ(z) |dz| ffkstremal~na v probleme modulØ dlØ semeæstva Γ^⊥.

Dokazatel~stvo. Pust~ ζ = fQ(z) – kanoniqeskoe otobraßenie Q na prØmougol~nik

R = R[0, 1, 0, m]. Togda (sm. [9, s. 31]), ρ^∗(z) = |f^′_Q(z)|. Pofftomu ∫ ∫ Q ρ(z)ρ^∗(z) dA_z = ∫ ∫ Q ρ(z)|f^′_Q(z)| dA_z = ∫ ∫ R (ρ(f^{−1}_Q (ζ))/|f^′_Q(ζ)|) dA_ζ ¿ α. Poslednee neravenstvo vytekaet iz dopustimosti metriki α^{−1}ρ(f^{−1}_Q (ζ))/|f^′_Q(f^{−1}_Q (ζ))| dlØ semeæstva krivyh, soedinØ¸wih vertikal~nye storony R. •

1.8. Kommentarii i voprosy. Privedennye moduli opisannogo zdes~ vida ispol~zovalis~ mnogimi avtorami (inogda pod drugimi nazvaniØmi) pri rexenii rØda konkretnyh zadaq. V dopolnenie k uße citirovannym ukaßem raboty [24, 41, 43].

V sootvetstvii s teoremoæ 1.2 suwestvovanie privedennogo modulØ treugol~nika slußit nekotoroæ harakteristikoæ oblasti v ee graniqnoæ toqke. Esli by ffta harakteristika sovpadala s graniqnoæ konformnost~¸, to v kriterii konformnosti

(1.11) moßno bylo by ostavit~ tol~ko odin peremennyæ parametr ε_1. My ne smogli postroit~ kontrprimera k ukazannomu predpoloßeni¸, hotØ, vozmoßno, takoæ primer izvesten ffkspertam.

Izuqennye zdes~ privedennye moduli svØzany s polosoobraznymi oblastØmi k.d. Vopros o tom, kakie “privedennye moduli” vnutrenne svØzany s koncevymi oblastØmi k.d. v nastoØwee vremØ ostaetsØ otkrytym.

§2. �kstremal~no-metriqeskaØ problema 2.1. Svobodnoe semeæstvo gomotopiqeskih klassov krivyh. Pust~ na r.p. R zadany tri sistemy poparno-razliqnyh otmeqennyh toqek: A = {a_i}^L_{i=1}, B = {b_i}^M_{i=1},

C = {c_i}^N_{i=1}, i pust~ na granice ∂R (esli ∂R ≠ ∅) zadany analogiqnye sistemy A^′ = {a^′_i}^{L′}_{i=1}, B^′ = {b^′_i}^{M ′}_{i=1}, C^′ = {c^′_i}^{N ′}_{i=1} (ukazannye sistemy mogut byt~ i pustymi).

UslovimsØ v sledu¸wem:

(a) sqitaem, qto dlØ kaßdoæ toqki P_0 iz mnoßestva B ∪ C ∪ B^′ ∪ C^′ zafiksirovana karta (U_k, h_k), k = 1, . . . , K K = M + N + M^′ + N^′, takaØ qto h_k(P_0) = 0.

(b) pod ε-okrestnost~¸ toqki P_0 budem ponimat~ ee krugovu¸ ε-okrestnost~ v ploskosti u.p. z = h_k(P ). Qerez ⃗ε = (ε_1, . . . , ε_K ) oboznaqaem vektor radiusov parametriqeskih ε-okrestnosteæ. Vs¸du, gde ne ogovoreno drugoe, polagaem ε_1 = . . . = ε_K = ε > 0.

Dalee qerez R^′, R^′ i (∂R)^′ oboznaqaem sootvetstvenno r.p. R, ee zamykanie i ee granicu, prokolotye v otmeqennyh toqkah; a qerez (R, ⃗ε) oboznaqaem r.p., poluqennu¸ udaleniem iz R zamknutyh ε-okrestnosteæ, sootvetstvu¸wih toqkam mnoßestv B, C,

B^′ i C^′.

Na R^′ budem rassmatrivat~ g.k. sledu¸wih tipov: (1) zamknutye ßordanovy krivye (z.ß.k.), ne gomotopnye nul¸; (2) z.ß.k., gomotopnye nekotoroæ toqke mnoßestva B;

(3) ßordanovy dugi (ß.d.), ime¸wie koncevye toqki v toqkah mnoßestva C ∪ C^′ i ne gomotopnye nul¸;

(4) ß.d., ime¸wie koncevye toqki na (∂R)^′ i ne gomotopnye nul¸; (5) ß.d., ime¸wie koncevye toqki na (∂R)^′ i gomotopnye nekotoroæ toqke mnoßestva B^′;

(6) ß.d., ime¸wie odnu koncevu¸ toqku na mnoßestve C ∪ C^′, a drugu¸ na (∂R)^′ i ne gomotopnye nul¸.

V zavisimosti ot poverhnosti R i sistem otmeqennyh toqek nekotorye iz ukazannyh tipov g.k. mogut otsutstvovat~. Dalee vs¸du sqitaem, qto hotØ by odin iz takih klassov ne pustoæ.

Opredelenie 2.1. Pod svobodnym semeæstvom g.k. na prokolotoæ r.p. R^′ ponimaem

koneqnoe mnoßestvo g.k. H = {H_i}, i = 1, . . . , n, ukazannyh vyxe tipov, vkl¸qa¸wee vse vozmoßnye g.k. vtorogo i pØtogo tipov i hotØ by po odnomu g.k. tret~ego ili xestogo tipa dlØ kaßdoæ toqki iz mnoßestva C ∪ C^′, i udovletvorØ¸wee usloviØm:

((i)) vse klassy H_i poparno razliqny;

((ii)) suwestvu¸t predstaviteli γ_i ∈ H_i, i = 1, . . . , n, takie qto γ_j ∩ γ_k = ∅, esli j ≠ k. Dalee v pp. 2.2 i 2.3 my opredelim, sleduØ Dßenkinsu [52, 53], dva tipa ffkstremal~nyh zadaq, svØzannyh so svobodnym semeæstvom H.

2.2. Problema modulØ (p.m.). V zadaqah pervogo tipa polagaem C = C^′ = ∅. Pust~ zadan nenulevoæ vektor ⃗α, komponentami kotorogo slußat vesovye parametry α_i ¿ 0, sootvetstvu¸wie g.k. H_i, i = 1, . . . , n.

Qerez Adm P^∗ oboznaqaem klass konformno-invariantnyh metrik ρ |dz| na R^′ kotorye udovletvorØ¸t usloviØm:

(i) dlØ l¸boæ krivoæ γ_i ∈ H_i integral ∫ γ_i ρ |dz| suwestvuet i ∫ γ_i ρ |dz| ¿ α_i, i = 1, . . . , n; (ii) ρ ∈ L_2((R, ⃗ε)) ∀ ⃗ε > 0.

V sluqae B ∪ B^′ ≠ ∅ iz (i) i (ii) vytekaet suwestvovanie privedennoæ normy ‖ρ‖_{2,⃗α,⃗z} = lim_{⃗ε→0} ∫ ∫ (R,⃗ε) ρ^2 dA_z + (1/2π) M+M^′∑

i=1 s_iα^2_i log ε_i (6 ∞), zdes~ s_i = 1 pri i = 1, . . . , M i s_i = 2 pri i = M + 1, . . . , M + M^′. V sluqae B = B^′ = ∅ polagaem ‖ρ‖_{2,⃗α,⃗z}^{def}= ‖ρ‖_2. Opredelenie 2.2. Pod problemoæ modulØ P^∗ = P^∗(H, A, B, A^′ , B^′, ⃗α, ⃗z) ponimaem zadaqu

o toqnoæ nißneæ granice M_1 = inf ‖ρ‖_{2,⃗α,⃗z} (2.1)

na klasse Adm P^∗.

Neposredstvenno iz privedennyh vyxe opredeleniæ vyteka¸t sledu¸wie svoæstva klassa dopustimyh metrik (sr. [68, s. 131]):

– klass Adm P^∗ ØvlØetsØ vypuklym podmnoßestvom v L_{2,loc}(R^′), kotoroe zamknuto v topologii lokal~no-ravnomernoæ shodimosti na R^′;

– privedennaØ norma ØvlØetsØ vypuklym funkcionalom na mnoßestve Adm P^∗; – v zadaqe (2.1) suwestvuet ne bolee odnoæ ffkstremal~naæ metriki ρ^∗ |dz|.

2.3. Zadaqa ob ffkstremal~nom razbienii (z.ff.r.). Konfiguraci¸ D = (D, Γ) na r.p. R nazyvaem associirovannoæ s gomotopiqeskim klassom H odnogo iz pereqislennyh vyxe tipov, esli Γ ⊂ H.

Zafiksiruem celye qisla 0 = n_0 6 n_1 6 n_2 = n_3 6 n_4 6 n_5 = n, 0 = n^′_0 6 n^′_1 = n^′_2 6

n^′_3 6 n^′_4 = n^′_5 6 n^′_6 = 0 i rassmotrim svobodnoe semeæstvo H = H^S ∪ H^H , sostoØwee iz

g.k. S_i ∈ H^S i H_j ∈ H^H , gde S_i, sootvetstvenno H_j , – gomotopiqeskiæ klass k-go tipa, esli n_{k−1} < i 6 n_k, sootvetstvenno n^′_{k−1} < j 6 n^′_k.

Opredelenie 2.3. Pod semeæstvom oblasteæ D = D^S ∪ D^H , associirovannym so svo-

bodnym semeæstvom H, ponimaem sistemu, sostoØwu¸ iz poparno-nenalega¸wih konfiguraciæ D_i ∈ D^S i konfiguraciæ G_j ∈ D^H , gde D_i (G_j ) associirovana s S_i (H_j ). V fftoæ sisteme dopuskaetsØ vyroßdenie oblasteæ D_i, associirovannyh s g.k. 1-go i 4-go tipov, vse ostal~nye oblasti D_i, G_j sqita¸tsØ nevyroßdennymi.

Mnoßestvo vseh semeæstv, associirovannyh s H, oboznaqaem simvolom D_H.

Dalee qerez M(D_i) i M(G_j ) oboznaqaem modul~ sootvetstvu¸weæ konfiguracii, esli G_j ne ØvlØetsØ kol~com ili qetyrehugol~nikom; v iskl¸qennyh sluqaØh polagaem M(G_j ) = 1/mod (G_j ).

Pust~ zadany vektory vesov ⃗α = (α_1, . . . , α_n) i ⃗h = (h_1, . . . , h_n′ ). Sqitaem, qto vesa α_i i h_j sootvetstvu¸t konfiguraciØm D_i i G_j . Na mnoßestve D_H rassmotrim funkcional ⟨D, ⃗α,⃗h⟩ = ⟨D, ⃗α⟩_1 − ⟨D,⃗h⟩_2 = n∑ i=1 α^2_i M(D_i) − n^′∑

i=1 h^2_i M(G_i), (2.2)

nazyvaemyæ vzvexennoæ summoæ moduleæ. Funkcionaly takogo tipa, to est~ predstavlØ¸wie soboæ raznost~ dvuh vzvexennyh summ moduleæ, vpervye rassmatrivalis~ E. G. Emel~Ønovym [14] i G. V. Kuz~minoæ [18].

Dalee budet rassmatrivat~sØ zadaqa ob ffkstremumah funkcionala (2.2). Qtoby sdelat~ fftu zadaqu soderßatel~noæ, neobhodimo suzit~ mnoßestvo rassmatrivaemyh konfiguraciæ. Takie ograniqeniØ kasa¸tsØ sluqaØ C ∪ C^′ ≠ ∅ i zada¸tsØ ravenstvami (2.4), kotorye vpervye rassmatrivalis~ v rabotah G. V. Kuz~minoæ [18] i E. G. Emel~Ønova [14].

Qerez I(l) (I^′(l)) budem oboznaqat~ mnoßestvo indeksov j, dlØ kotoryh krivye γ ∈

H_j ime¸t konec v toqke c_l (v toqke c^′_l); pri fftom, esli γ imeet oba konca v ukazannoæ

toqke, to sootvetstvu¸wiæ indeks sqitaetsØ dvaßdy. Pust~

β_l = ∑ j∈I(l) h_j , β^′_l = ∑ j∈I^′ (l) h_j. (2.3)

Qerez l_k(j) (l^′_k(j)), k = 1, 2, oboznaqaem indeks verxiny P_k dvuugol~nika G_j =

G_j (P_1, P_2), rassmatrivaemoæ kak toqka mnoßestva C (C^′), esli sootvetstvu¸waØ ver-

xina prinadleßit C (C^′); qerez φ_{j,k} oboznaqaem ugly pri sootvetstvu¸wih verxinah

G_j . Analogiqnye oboznaqeniØ l(j) (l^′(j)) i φ_j ispol~zuem i v sluqae treugol~nika G_j .

Opredelenie 2.4. Budem govorit~, qto semeæstvo D ∈ DH udovletvorØet uslovi¸

soglasovaniØ uglov i vesov, esli dlØ kaßdogo dvuugol~nika G_j i kaßdogo treugol~nika G_i iz fftogo semeæstva vypolnØ¸tsØ sootvetstvu¸wie usloviØ: φ_{j,k}β_{lk(j)} = 1/πh_j, φ_{j,k}β^′_l′_{k(j)} = 1/πh_j, φ_iβ_{l(i)} = 1/πh_i, φ_iβ^′_l′_{(i)} = 1/πh_i. (2.4) Semeæstva D ∈ D_H, udovletvorØ¸wie sootnoxeniØm (2.4), nazyvaem dopustimymi (dlØ svobodnogo semeæstva H i vesovogo vektora ⃗h).

Pust~ D_{H,⃗h} oboznaqaet mnoßestvo vseh dopustimyh semeæstv; v sluqae H^H = ∅ polagaem D_{H,⃗h} = D_H.

Opredelenie 2.5. Pod z.ff.r. P ponimaem zadaqu o lokal~nyh maksimumah vzvexennoæ

summy moduleæ ⟨D, ⃗α,⃗h⟩, rassmatrivaemu¸ na mnoßeste D_{H,⃗h}.

Qtoby sdelat~ opredelenie (2.5) korrektnym, v sledu¸wem punkte my ukaßem topologi¸, po otnoxeni¸ k kotoroæ rassmatriva¸tsØ lokal~nye maksimumy.

2.4. RedukciØ k sluqa¸ kompaktnoæ r.p. SleduØ Dßenkinsu [52], svedem izuqenie p.m. i z.ff.r. k izuqeni¸ takih ße zadaq na kompaktoæ r.p.

Pust~ ∂R ≠ ∅. Rassmotrim dubl~ ~R, sostoØwiæ iz ffkzemplØrov_1R i_2R ishodnoæ r.p. R. Qerez_1(·) i_2(·) budem oboznaqat~ ob¨ekty na_1R i_2R, poroßdaemye zadannym ob¨ektom (·) na R. Sqitaem, qto na ~R otmeqeny sistemy toqek ~A =_1A ∪_2A ∪_1A^′,

~B =_1B ∪_2B ∪_1B′, ~C =_1C ∪_2C ∪_1C′.

Kaßdomu klassu S_j ∈ H 1-go ili 2-go tipa sootvetstvu¸t analogiqnye klassy_1S_j i_2S_j na_1R i_2R. �ti klassy, rassmatrivaemye kak g.k. na ( ~R)^′, budem oboznaqat~ simvolami_1 ~S_j i_2 ~S_j, esli_1 ~S_j ≠_2 ~S_j, i simvolom ~S_j v protivnom sluqae. Analogiqno, kaßdyæ klass H_j ∈ H 1-go ili 3-go tipa opredelØet dva takih ße klassa_1 ~H_j i_2 ~H_j ili odin klass ~H_j na ( ~R)^′.

Klassy S_j 4-go ili 5-go tipov pri perehode k dubl¸ poroßda¸t g.k. ~S_j 1-go ili 2-go tipov; a klassy H_j 4-go i 6-go tipov poroßda¸t klassy ~H_j 1-go i 3-go tipov, sootvetstvenno.

Oqevidno, qto opredelennye vyxe g.k. obrazu¸t svobodnoe semeæstvo ~H na ( ~R)^′, sostoØwee iz klassov 1-go – 3-go tipov (nekotorye iz fftih tipov mogut otsutstvovat~).

Pust~ D – dopustimoe semeæstvo na R. Pri perehode k dubl¸ kaßdoe kol~co D_j (G_j ) poroßdaet kol~co ~D_j ( ~G_j ) ili dva kol~ca_1 ~D_j i_2 ~D_j (_1 ~G_j i_2 ~G_j ), associirovannye s klassom ~S_j ( ~H_j ) ili s klassami_1 ~S_j i_2 ~S_j (_1 ~H_j i_2 ~H_j ), sootvetstvenno. Pri fftom vypolnØ¸tsØ sledu¸wie ravenstva: M(D_j ) = (1/2)M( ~D_j ), M(D_j ) = M(_k ~D_j ), M(G_j ) =

2M( ~G_j ), M(G_j ) = M(_k ~G_j ). Pri “udvoenii” diskov D_j i dvuugol~nikov G_j situaciØ (i

oboznaqeniØ) polnost~¸ analogiqna predyduweæ. V fftom sluqae my imeem ravenstva:

M(D_j ) = M(_k ~D_j ), M(G_j ) = M(_k ~G_j ), M(G_j ) = 2M( ~G_j ).

Qetyrehugol~nik D_j (G_j) poroßdaet na duble kol~co ~D_j ( ~G_j ), associirovannoe s klassom ~S_j ( ~H_j ). Pri fftom M(D_j ) = 2M( ~D_j ), M(G_j ) = (1/2)M(_k ~G_j ). Kaßdyæ iz treugol~nikov D_j s verxinoæ c ∈ C^′ poroßdaet na ~R disk ~D_j s centrom c, takoæ qto

M(D_j ) = 2M( ~D_j ). Nakonec, kaßdyæ treugol~nik G_j s verxinoæ c ∈ C ∪ C^′ poroßdaet

dvuugol~nik ~G_j s verxinami_1c i_2c, pri fftom M(G_j ) = (1/2)M( ~G_j ). Sovokupnost~ vseh postroennyh vyxe konfiguraciæ sostavlØet semeæstvo ~D, associirovannoe s ~H.

Pust~ ⃗α i ⃗h – sistemy vesov, sootvetstvu¸wie semeæstvu D. Kol~cam ~D_j i_k ~D_j , poluqennym pri udvoenii kolec, i diskam_k ~D_j sopostavim ves α_j . OstavximsØ kol~cam i diskam vida ~D_j sopostavim ves 2α_j . Kol~cam_k ~G_j i oblastØm vida ~G_j , poluqennym iz qetyrehugol~nikov, sopostavim ves h_j, a kol~cam vida ~G_j , poluqennym iz kolec, – ves

2h_j . Nakonec, dvuugol~nikam_k ~G_j i dvuugol~nikam vida ~G_j , poluqennym pri udvoenii

treugol~nikov, sopostavlØem ves h_j , a dvuugol~nikam ~G_j , poluqennym iz dvuugol~nikov, – ves 2h_j . Pust~ ~α i ~h oboznaqa¸t sistemy vesov, poluqennye ukazannym vyxe sposobom.

Iz postroeniØ vytekaet, qto semeæstvo ~D udovletvorØet uslovi¸ soglasovaniØ uglov i vesov. Iz sootnoxeniæ dlØ moduleæ poluqaem ravenstvo ⟨ ~D, ~α, ~h⟩ = 2⟨D, ⃗α,⃗h⟩, (2.5) kotoroe pokazyvaet, qto z.ff.r. r.p. R v opredelennom smysle ffkvivalentna z.ff.r. r.p. ~R.

V dal~neæxem my budem rassmatrivat~ pokomponentno shodØwiesØ posledovatel~- nosti semeæstv D^{(n)} = {D^{(n)}_i , G^{(n)}_j }, n = 1, 2, . . . , associirovannye s zadannym svobodnym semeæstvom H.

Pod slaboæ shodimost~¸ posledovatel~nosti krugovyh (ili kol~cevyh) oblasteæ

D^{(n)} k analogiqnoæ oblasti D ponimaetsØ shodimost~ k Ødru (v smysle Karateodori).

Esli D^{(n)} – kol~cevye oblasti i D = ∅, to D^{(n)} slabo−→ D, esli mod (D^{(n)}) → 0.

DlØ togo, qtoby opredelit~ sil~nu¸ shodimost~ (shodimost~ v smysle Hausdorfa), my zafiksiruem nekotoryæ koneqnyæ atlas na ~R, po otnoxeni¸ k kotoromu budem opredelØt~ ponØtie ε-okrestnosti E_ε mnoßestva E ⊂ ~R.

Govorim, qto posledovatel~nost~ oblasteæ D^{(n)} shoditsØ sil~no k oblasti D ≠ ∅, esli D^{(n)} shoditsØ k D kak k Ødru i esli dlØ vseh ε > 0 i vseh dostatoqno bol~xih n vypolnØetsØ vkl¸qenie ∂D^{(n)} ⊂ (∂D)_ε. Analogiqno, posledovatel~nost~ kompaktov

K^{(n)} shoditsØ sil~no k kompaktu K ⊂ ~R, K ≠ ∅, esli dlØ vseh ε > 0 i vseh dostatoqno

bol~xih n vypolnØ¸tsØ vkl¸qeniØ K^{(n)} ⊂ K_ε i K ⊂ (K^{(n)})_ε.

PoØsnim, qto budet ponimat~sØ pod sil~noæ shodimost~¸ posledovatel~nosti kol~cevyh oblasteæ D^{(n)} takih, qto mod (D^{(n)}) → 0. Pust~ ∂^{(n)} – odna iz svØznyh graniqnyh komponent oblasti D^{(n)}. Budem govorit~, qto D^{(n)} shoditsØ sil~no k kompaktu K ⊂ R, esli ∂^{(n)} sil~no−→ K pri l¸bom vybore komponent ∂^{(n)}.

Dadim opredelenie slaboæ i sil~noæ shodimosti posledovatel~nosti qetyrehugol~nikov G^{(n)}, kaßdyæ iz kotoryh associirovan s odnim i tem ße gomotopiqeskim klassom krivyh 4-go tipa. DlØ fftogo na duble ~R rassmotrim sootvetstvu¸wu¸ posledovatel~nost~ kol~cevyh oblasteæ ~G^{(n)}. Po opredeleni¸, G^{(n)} sil~no−→ G (G^{(n)} slabo−→ G), esli ~G^{(n)} sil~no−→ ~G ( ~G^{(n)} slabo−→ ~G) na ~R. Analogiqno opredelØetsØ slabaØ i sil~naØ shodimosti posledovatel~nosteæ treugol~nikov D^{(n)}, associirovannyh s gomotopiqeskimi klassami 4-go ili 6-go tipa.

Nakonec, D^{(n)} slabo−→ D = {D_i, G_j } (D^{(n)} sil~no−→ D), D ∈ D_H, esli posledovatel~nosti

D^{(n)}_i , G^{(n)}_j shodØtsØ slabo (sil~no) k sootvetstvu¸wim konfiguraciØm D_i, G_j .

Otmetim, qto svoæstvo sil~noæ shodimosti ne zavisit ot vybora atlasa na ~R. Oqevidno takße, qto sil~naØ shodimost~ vleqet slabu¸. Odna iz celeæ, kotorye my presledovali pri vvedenii sil~noæ shodimosti posledovatel~nosteæ semeæstv, sostoit v tom, qtoby dat~ opredelenie lokal~nyh maksimumov z.ff.r.

Opredelenie 2.6. Budem govorit~, qto semeæstvo D ∈ D_{H,⃗h} dostavlØet lokal~nyæ

maksimum z.ff.r. P_{2,H}, esli ne suwestvuet posledovatel~nosti D^{(n)} sil~no−→ D, D^{(n)} ∈ D_{H,⃗h}, takoæ qto ⟨D^{(n)}, ⃗α,⃗h⟩ > ⟨D, ⃗α,⃗h⟩ ∀n ∈ N. Dalee qasto ispol~zuetsØ sledu¸wiæ klassiqeskiæ rezul~tat.

Predloßenie 2.1. Pust~ D^{(n)}, n = 1, 2, . . . , – posledovatel~nost~ konfiguraciæ na R^′,

kaßdaØ iz kotoryh associirovana s odnim i tem ße g.k. 1-go, 2-go, 4-go ili 5-go tipa. Esli D^{(n)} slabo−→ D, to mod (D^{(n)}) → mod (D).

Otmetim, qto opredeleniØ, dannye nami v §1, ne pozvolØ¸t poluqit~ analogiqnye utverßdeniØ dlØ privedennyh moduleæ dvu- i treugol~nikov. �to ØvlØetsØ odnoæ iz trudnosteæ pri ispol~zovanii takih konfiguraciæ.

2.5. Kvadratiqnye differencialy. TerminologiØ. Podrobnoe izloßenie teorii k.d. privedeno v monografiØh [9, 68, 46]. Vse vstreqa¸wiesØ v naxeæ rabote k.d. Q dz^2 ime¸t pol¸sy ne vyxe vtorogo porØdka s krugovoæ ili radial~noæ strukturoæ traektoriæ v okrestnostØh dvoænyh pol¸sov. Budem takße predpolagat~, qto rassmatrivaemye k.d. vewestvenny na (∂R)^′, esli ∂R ≠ ∅. Kak izvestno, takie k.d. mogut byt~ doopredeleny do k.d. ~Q dz^2 na duble ~R, kotorye invariantny pri antikonformnoæ invol¸cii, menØ¸weæ mestami_1R i_2R.

Dalee qerez A_Q, B_Q i C_Q budem oboznaqat~ mnoßestva na R, sostoØwie iz prostyh pol¸sov k.d. Q dz^2, dvoænyh pol¸sov s krugovoæ strukturoæ traektoriæ i dvoænyh pol¸sov s radial~noæ strukturoæ traektoriæ. Pust~ A^′_Q, B^′_Q i C^′_Q – analogiqnye mnoßestva na ∂R.

S k.d. Q dz^2 budem svØzyvat~ sledu¸wie konfiguracii: – Q-kol~co – kol~co na R^′, zapolnennoe zamknutymi traektoriØmi Q dz^2; – Q-disk – disk na R^′ ∪ {b} s centrom v toqke b ∈ B_Q, zapolnennyæ zamknutymi traektoriØmi;

– Q-dvuugol~nik – dvuugol~nik na R^′ s verxinami v toqkah mnoßestva C_Q ∪ C^′_Q, zapolnenyæ traektoriØmi, kotorye soedinØ¸t ego verxiny;

– Q-qetyrehugol~nik – qetyrehugol~nik na R^′, otmeqennye (neotmeqennye) storony kotorogo sostoØt iz dug, leßawih na ortogonal~nyh traektoriØh (na traektoriØh) i kotoryæ zapolnen dugami traektoriæ, soedinØ¸wimi ego otmeqennye storony;

– Q-poludisk – treugol~nik na R^′, kotoryæ zapolnen traektoriØmi, otdelØ¸wimi vnutri R ego verxinu b^′ ∈ B^′_Q ot protivopoloßnoæ storony, sostoØweæ iz dug traektoriæ k.d. Q dz^2;

– Q-treugol~nik – treugol~nik na R^′, kotoryæ zapolnen traektoriØmi k.d. Q dz^2, soedinØ¸wimi ego verxinu c ∈ C_Q ∪ C^′_Q s protivopoloßnoæ storonoæ, sostoØweæ iz dug ortogonal~nyh traektoriæ.

Pod MQ-kol~com (maksimal~nym Q-kol~com) ponimaem Q-kol~co, kotoroe ne ØvlØetsØ podmnoßestvom nikakogo drugogo Q-kol~ca na R^′. Analogiqno opredelØ¸tsØ MQdiski i t.p.

Pust~ Φ_Q oboznaqaet mnoßestvo kritiqeskih traektoriæ k.d. Q dz^2. V sootvetstvii s osnovnoæ strukturnoæ teoremoæ [9, s. 64] i s naximi soglaxeniØmi mnoßestvo R \ Φ_Q sostoit iz koneqnogo qisla MQ-konfiguraciæ i, vozmoßno, iz koneqnogo qisla plotnostnyh oblasteæ. Traektorii, leßawie v MQ-konfiguraciØh, opredelØ- ¸t svobodnoe semeæstvo g.k. H_Q (gomotopiqeskiæ tip k.d. Q dz^2). Klassy semeæstva

H_Q razdelim na dve gruppy: S-klassy i H-klassy. K pervym otnesem vse klassy 2-go,

5-go tipov i proizvol~nym obrazom vybrannye klassy 1-go, 4-go tipov. Vse ostavxiesØ g.k. otnesem k H-klassam. Sqitaem, qto mnoßestva S-klassov i H-klassov zanumerovany tak, kak ffto ukazano v naqale p.2.3. V sootvetstvii s takim razdeleniem semeæstva H_Q i MQ-konfiguracii razdelØtsØ na D-konfiguracii i G-konfiguracii. Kaßdoæ konfiguracii D_i sopostavim ves α_{i,Q}, gde α_{i,Q} – Q-dlina traektoriæ, zapolnØ¸wih D_i; analogiqno, kaßdoæ konfiguracii G_j sopostavim ves h_{j,Q}, gde h_{j,Q} – Qdlina dug ortogonal~nyh traektoriæ, zapolnØ¸wih G_j . Pust~ ⃗α_Q = {α_{1,Q}, . . . , α_{n,Q}}, ⃗h_Q = {h_{1,Q}, . . . , h_{n′,Q}}. V sootvetstvii s vyxeizloßennym mnoßestvo vseh MQ-konfiguraciæ moßno rassmatrivat~ kak semeæstvo oblasteæ D_Q, dopustimoe dlØ svobodnogo semeæstva H_Q i vesovyh parametrov ⃗α_Q i ⃗h_Q.

Pust~ d_i i g_j oboznaqa¸t kanoniqeskie otobraßeniØ, sootvetstvu¸wie MQkonfiguraciØm D_i i G_j . Privedem neobhodimye v dal~neæxem razloßeniØ funkciæ

d_i i g_j v okrestnostØh osobyh toqek k.d. Q dz^2.

Zafiksiruem kartu (U, h), z = h(P ). Pust~ prostoæ pol¸s a = a_k ∈ A_Q leßit v

U, h(a) = z_0, i pust~ a ∈ ∂D_j , gde D_j – kol~co ili disk. FunkciØ Q(z, a) = (z −z_0)Q(z, a)

analitiqna po z v dostatoqno maloæ okrestnosti U toqki z_0, pofftomu imeet mesto razloßenie

Q(z, a) = q_0(1 + q_1(z − z_0) + q_2(z − z_0)^2 + . . . ). (2.6)

Otobraßenie d_j (z) predstavlØetsØ v vide (sm. [9, gl. 3]):

d_j (z) = exp 2πi α_j z∫ z0 [Q(z, a)]^{1/2} dz . (2.7)

Poloßim Z^2 = z − z_0. Togda funkciØ d̂_j (Z) = d_j (Z^2 + z_0) regulØrna v okrestnosti U^′ toqki Z = 0. Pust~ pri Z → 0

d̂_j (Z) = β_{0,j} + β_{1,j} Z + . . . , gde β_{0,j} = 1.

Iz (2.7) vytekaet, qto d̂_j (Z) v okrestnosti U^′ udovletvorØet differencial~nomu uravneni¸

(d̂_j (Z))^′/d̂_j (Z) = 4πi α_j [Q(Z^2 + z_0, a)]^{1/2}. (2.8)

RaskladyvaØ pravu¸ qast~ v (2.8) po stepenØm Z, poluqaem 4πi α_j [Q(Z^2, a)]^{1/2} = q̂ ∞∑ s=0 q̂_sZ^s, (2.9) gde q̂ = 4πi α_j q^{1/2}_0 , q̂_0 = 1, q̂_2 = 1 2 q_1, q̂_{2l+1} = 0, l = 0, 1, . . . , (2.10)

i gde q̂_{2l} – mnogoqlen ot peremennyh q_1, q_2, . . . , q_l.

Iz (2.8)–(2.10) poluqaem sootnoxenie

β_{1,j} + 2β_{2,j} Z + . . . = q̂(β_{0,j} + β_{1,j} Z + . . . )(q̂_0 + q̂_2Z^2 + . . . ). (2.11)

PriravnivaØ kofffficienty pri odinakovyh stepenØh v (2.11), nahodim β_{s,j} = q̂ s s−1∑ l=0 β_{l,j}q̂_{s−1−l}, s = 1, 2, . . . (2.12) V qastnosti, β_{1,j} = q̂, β_{2,j} = 1 2 q̂^2. (2.13)

Pust~ γ_a – kritiqeskaØ traektoriØ, vyhodØwaØ iz pol¸sa a, i pust~ γ^′_a = h(γ_a) – proekciØ γ_a na U. Iz (2.7) poluqaem razloßenie

d_j (z) = β_{0,j} + β_{1,j} (z − z_0)^{1/2} + β_{2,j} (z − z_0) + . . . , (2.14)

kotoroe (pri podhodØwem vybore vetvi radikalov) imeet mesto na mnoßestve U \ γ^′_a, popolnennom ego graniqnymi toqkami.

V sluqae a ∈ ∂G_j , gde G_j – kol~co, poluqim analogiqnoe predstavlenie:

g_j (z) = exp

2πi(h_j )^{−1}mod(G_j ) z∫ z0 [Q(z, a)]^{1/2} =

= β_{0,j} + β_{1,j} (z − z_0)^{1/2} + β_{2,j} (z − z_0) + . . . , β_{0,j} = 1. (2.15)

Zdes~ kofffficienty β_{s,j} vyraßa¸tsØ qerez veliqiny q̂, q̂_0, q̂_1, . . . po formulam (2.12), (2.13), gde kofffficienty q̂_0, q̂_1, . . . – takie ße, kak i v predyduwem sluqae, i gde

q̂ = 4πi(mod(G_j )/h_j )q̂_0.

Toqno takße v sluqae a ∈ ∂G_j , gde G_j – dvuugol~nik, poluqaem razloßenie:

g_j(z) = π 2h_j z∫ z0 [Q(z, a)]^{1/2} dz = ∞∑ s=1 β_{s,j} (z − z_0)^{1/2}. (2.16)

Zdes~ β_{s,j} = (q̂q̂_{s−1})/s; kofffficienty q̂_0, q̂_1, . . . – takie ße, kak i vyxe; q̂ = (π/h_j )q^{1/2}_0 .

Rassmotrim teper~ dvoænoæ pol¸s b = b_j ∈ B_Q, ØvlØ¸wiæsØ centrom diska D_{n1+j} . Zafiksiruem kartu (U, h), h(b) = z_0. Pust~ toqka P_1 ≠ b dostatoqno blizka k b, h(P_1) =

z_1. V terminah u.p. z kanoniqeskoe otobraßenie d_{n1+j} diska D_{n1+j} na krug Δ imeet vid d_{n1+j} (z) = d_{n1+j} (z_1) exp 2πi α_{n1+j} z∫ z1 [Q(z, b)]^{1/2} dz =

d^′_{n1+j}(z_0) ∞∑ s=1 γ_{s,j}(z − z_0)^s, γ_{1,j} = 1, (2.17)

DlØ opredeleniØ γ_{s,j} rassmotrim vspomogatel~nu¸ funkci¸ Q_1(z, b) = (z − z_0)^2Q(z, b), regulØrnu¸ v okrestnosti toqki z_0. Imeem

Q_1(z, b) = p_0(1 + p_1(z − z_0) + p_2(z − z_0)^2 + . . . ), (2.18) gde p_0 = − α_{n1+j} 4π^2

(≠ 0). (2.19)

RaskladyvaØ funkci¸ [Q_1(z, b)]^{1/2} po stepenØm (z − z_0) nahodim

[Q_1(z, b)]^{1/2} = p^{1/2}_0 (p̂_0 + p̂_1(z − z_0) + p̂_2(z − z_0)^2 + . . . ), (2.20) gde p^{1/2}_0 = α_{n1+j} 2πi , p̂_0 = 1, p̂_1 = 1 2 p_1, p̂_2 = − 1 8 (p_1 − 4p_2), (2.21)

i gde kofffficienty p̂_s ØvlØ¸tsØ mnogoqlenami peremennyh p_1, p_2, . . . , p_s. Iz (2.17) sleduet, qto d_{n1+j}(z) v okrestnosti z_0 udovletvorØet differencial~nomu uravneni¸

(z − z_0) d dz d_{n1+j} (z) = p^{−1/2}_0 [Q_1(z, b)]^{1/2} d_{n1+j} (z),

ili_∞ ∑ s=1 sγ_{s,j} (z − z_0)^s = ∞∑ s=0 p̂_s(z − z_0)^s ∞∑ s=1 γ_{s,j}(z − z_0)^s. PriravnivaØ kofffficienty pri odinakovyh stepenØh, nahodim

γ_{2,j} = 1 2 p_1, γ_{s,j} = 1 s − 1 s−1∑ k=1 γ_{k,j}p̂_{s−k}, s = 3, 4, . . . (2.22) Pust~ teper~ c = c_j ∈ C_Q, i pust~ fiksirovana karta (U, h), h(c) = z_0. Esli P_1 ≠ c dostatoqno blizko k c, to ortogonal~naØ traektoriØ L_0 k.d. Q(z, c) dz^2, prohodØwaØ qerez toqku z_1 = h(P_1) v parametriqeskoæ okrestnosti Δ_r(z_0), leßit v Δ_r(z_0) i ograniqivaet odnosvØznu¸ oblast~ ~D_j ∋ z_0. Pri podhodØwem vybore vetvi kvadratnogo kornØ funkciØ

~d_j (z) = exp 2πi β_j z∫ z1 [−Q(z, c)]^{1/2} dz =

= ~d^′_j (z_0) ∞∑ s=1 γ_{s,j}(z − z_0)^s, γ_{1,j} = 1, (2.23)

otobraßaet ~D_j na ediniqnyæ krug Δ, ~d_j(z_0) = 0.

PolagaØ

Q_2(z, c)^{def}= −(z − z_0)^2Q(z, c) = p_0(1 + p_1(z − z_0) + . . . ), p_0 = − β^2_j

4π^2

, (2.24)

naædem, qto kofffficienty γ_{s,j} i v rassmatrivaemom sluqae vyraßa¸tsØ po formulam (2.22), v kotoryh veliqiny p̂_1, p̂_2, . . . opredelØ¸tsØ posredstvom ravenstv (2.20), (2.21).

2.6. Teorema Dßenkinsa. Lokal~nye ffkstremumy. V sluqae B = B^′ = C = C^′ = ∅ rexenie zadaq P^∗ i P i dokazatel~stvo utverßdeniØ o ih ffkvivalentnosti predstavlØ¸t soboæ fundamental~nyæ rezul~tat teorii Dßenkinsa [52]. Qto kasaetsØ sluqaØ B ≠ ∅, to v zameqanii 1 raboty [52] ukazano, qto ”. . . rezul~taty nastoØweæ stat~i dopuska¸t razliqnye obobweniØ. V qastnosti, my moßem rassmatrivat~ klassy zamknutyh krivyh gomotopnyh otmeqennoæ toqke i ispol~zovat~ v fftom sluqae sootvetstvu¸wiæ privedennyæ modul~. �to vedet k kvadratiqnomu differencialu s dvoænym pol¸som v dannoæ toqke.” Dokazatel~stva ffkstremal~nyh svoæstv takih kvadratiqnyh differencialov privedeny v rabotah K. XtrebelØ v 1967, 1976 gg. V sluqaØh, kogda R — kompleksnaØ sfera ili odnosvØznaØ oblast~, polnyæ analog teoremy Dßenkinsa iz raboty [52] priveden v knige G. V. Kuz~minoæ [17, gl.0] s detal~nymi dokazatel~stvami ffkstremal~nyh svoæstv i utverßdeniæ o suwestvovanii kvadratiqnyh differencialov.

V formulirovke teoremy 2.1 summiru¸tsØ vse ukazannye vyxe rezul~taty; krome togo my hotim podqerknut~ ih lokal~nyæ harakter, vozmoßno, qto posledniæ fakt ranee nigde ne otmeqalsØ. DlØ uproweniØ formulirovki my iskl¸qim iz rassmotreniØ dva sluqaØ: (1) R – tor, R^′ = R (vykolotye toqki otsutstvu¸t); (2) R – kol~co,

R^′ = R. V fftih sluqaØh rexeniØ zadaq P^∗ i P horoxo izvestny, sm. [52].

Teorema 2.1. Pust~ C = C^′ = ∅. Suwestvuet edinstvennaØ metrika ρ^∗ ∈ Adm P^∗,

dostavlØ¸waØ lokal~nyæ minimum norme ‖ρ‖_{2,⃗α,⃗z} na klasse Adm P^∗. Pri fftom ‖ρ^∗‖_{2,⃗α,⃗z} < ‖ρ‖_{2,⃗α,⃗z} (2.25) dlØ vseh ρ ∈ Adm P^∗, ρ ≠ ρ^∗. �kstremal~naØ metrika ρ^∗ imeet vid ρ^∗(z) |dz| = |Q(z)|^{1/2} |dz|, (2.26) gde Q dz^2 – k.d. vewestvennyæ na (∂R)^′, ime¸wiæ pol¸sy 2-go porØdka v toqkah mnoßestva B ∪ B^′ i prostye pol¸sy v toqkah mnoßestva A ∪ A^′ ( poslednie osobennosti mogut “isqezat~” pri sliØnii s nulØmi Q dz^2).

Mnoßestvo R \ Φ_Q obrazuet dopustimoe semeæstvo D_Q ∈ D_H, kotoroe dostavlØet edinstvennyæ lokal~nyæ maksimum vzvexennoæ summe ⟨D, ⃗α, ⃗z⟩ na mnoßestve D_H. Pri fftom, esli D ∈ D_H i D ≠ D_Q, to ⟨D, ⃗α, ⃗z⟩ < ⟨D_Q, ⃗α, ⃗z⟩ = ‖ρ^∗‖_{2,⃗α,⃗z}. (2.27) K.d. Q dz^2 ne zavisit ot parametriqeskogo vektora ⃗z.

Osnovnoe soderßanie teoremy 2.1 sostavlØ¸t utverßdeniØ o suwestvovanii i edistvennosti sootvetstvu¸wih global~nyh ffkstremumov. Vyxe my ukazali raboty, gde ffti utverßdeniØ byli dokazany. Utverßdenie o lokal~nyh ffkstremumah legko vytekaet iz vypuklosti klassa Adm P^∗ i analiza dokazatel~stva teoremy 1 v [52]. Deæstvitel~no, esli ρ ∈ Adm P^∗, 0 6 t 6 1, to ~ρ = (1 − t)ρ + tρ^∗ ∈ Adm P^∗ i ∫ ∫ (R̂,⃗ε) ~ρ^2 dA_z 6 (1 − t) ∫ ∫ (R̂,⃗ε) ρ^2 dA_z + t ∫ ∫ (R̂,⃗ε) (ρ^∗)^2 dA_z.

Ots¸da, uqityvaØ rezul~tat o global~nom minimume, poluqaem ‖(~ρ)‖_{2,⃗α,⃗z} 6 (1 − t)‖(ρ)‖_{2,⃗α,⃗z} + t‖(ρ^∗)‖_{2,⃗α,⃗z} < ‖(ρ)‖_{2,⃗α,⃗z}. Tak kak ∫ ∫ (R̂,⃗ε) |~ρ − ρ|^2 dA_z = t^2 ∫ ∫ (R̂,⃗ε) |ρ − ρ^∗|^2 dA_z → 0 pri t → 0, to utveßdenie o lokal~nyh minimumah dokazano.

Pri rexenii zadaqi P v [52] primenØetsØ sledu¸waØ shema. Snaqala ishodnaØ zadaqa reduciruetsØ k zadaqe na kompaktnoæ r.p., dlØ kotoroæ A = ∅. Zatem dlØ konfiguracii D = {D_j }, issleduemoæ na maksimum, stroØtsØ variacii Xiffera–Spensera

D^{(t)} = {D^{(t)}_j }. Nakonec, iz analiza sootnoxeniØ ⟨D^{(t)}, ⃗α, ⃗z⟩ 6 ⟨D, ⃗α, ⃗z⟩ vyvoditsØ ha-

rakterizaciØ D v terminah k.d. Q dz^2, otkuda sleduet edinstvennost~ konfiguracii, realizu¸weæ global~nyæ maksimum. DlØ togo, qtoby ffta shema byla primenima k zadaqe na lokal~nyæ maksimum, neobhodimo tol~ko ubeditsØ v tom, qto D^{(t)} sil~no−→ D pri t → 0.

Poslednee vytekaet iz togo fakta, qto pri postroenii variaciæ D^{(t)} v [52] centry fftih variaciæ vybira¸tsØ vo vnutrennosti ili vo vnexnosti oblasteæ D_j , a sami variacii vblizi fftih centrov ime¸t standartnyæ xifferovskiæ vid: w+exp(2iφ)α^2/w, gde φ ∈ R, α > 0 i dostatoqno malo. Detal~noe postroenie ukazannyh variaciæ i ih svoæstva sm. v [66].

2.7. SledstviØ vypuklosti tela moduleæ. Ukaßem neobhodimye dalee svoæstva tela moduleæ

M = {(x_1, . . . , x_n) : x_k = mod (D_k), D = {D_k} ∈ D_H},

predpolagaØ, qto D_H associirovano s semeæstvom H, sostoØwem iz S-klassov 1-go i 4-go tipov; togda neobhodimo B = B^′ = C = C^′ = ∅. Primenitel~no k razbieniØm na nenalega¸wie odnosvØznye oblasti nußnye nam svoæstva gladkosti tela moduleæ otnosØtsØ k rØdu klassiqeskih rezul~tatov. DlØ razbieniæ na dvusvØznye nenalega- ¸wie oblasti vse nußnye nam rezul~taty soderßatsØ v knige K. XtrebelØ [68], na kotoru¸ my i budem delat~ ssylki v neobhodimyh sluqaØh. Tak v [68] pokazano, qto M – zamknutoe vypukloe podmnoßestvo, otsekaemoe ot R^n_0 gladkoæ poverhnost~¸ S. Pri fftom kaßdaØ toqka ⃗x ∈ S vnositsØ edistvennym razbieniem D_Q = {D_{1,Q}, . . . , D_{n,Q}}, associirovannym s k.d. Q dz^2, kotoryæ sootvetstvuet v smysle teoremy 2.1 zadaqam P i P^∗ dlØ svobodnogo semeæstva H i vesovogo vektora ⃗α_Q = (α_{1,Q}, . . . , α_{n,Q}). Zdes~ α_{k,Q} – Q-dlina traektoriæ, leßawih v D_{k,Q}, esli D_{k,Q} ≠ ∅, i α_{k,Q} = inf |γ|_Q, γ ∈ H_k, esli D_{k,Q} = ∅. Normal~ ⃗n k poverhnosti S v toqke ⃗x opredelØetsØ ravenstvom :

⃗n = (α^2_{1,Q}, . . . , α^2_{n,Q}), [68, teorema 21.9]. Otmetim takße, qto

(t_1x_1, . . . , t_nx_n) ∈ M, esli 0 6 t_k 6 1 i (x_1, . . . , x_n) ∈ M.

V rassmatrivaemom sluqae zadaqa P ØvlØetsØ standartnoæ zadaqeæ vypuklogo programmirovaniØ. Teorema 2.1 ustanavlivaet opredelennu¸ “dvoæstvennost~” zadaq P i P^∗. Formal~no zadaqa, dvoæstvennaØ k zadaqe P, imeet vid ψ(⃗λ) → sup, ⃗λ ∈ R^n_+, gde ψ(⃗λ) = − sup_{⃗x∈M}^n ∑ j=1 x_j (α^2_j + λ_j ). Iz teoremy 2.1 vytekaet, qto ψ(⃗λ) = −‖ρ^∗‖_2, gde

metrika ρ^∗ ffkstremal~na dlØ zadaqi P^∗(⃗β), gde β_j = (α^2_j + λ_j )^{1/2} i dopustima dlØ zadaqi P^∗(⃗α). Sledovatel~no, sup ⃗λ∈R n+ ψ(⃗λ) 6 − inf ρ∈AdmP^∗ (⃗α) ‖ρ‖_2. (2.28)

S drugoæ storony, kaßdoæ metrike ρ ∈ AdmP^∗(⃗α) i kaßdoæ toqke (m_1, . . . , m_n) ∈ S, sootvetstvu¸weæ razbieni¸ D_Q, sopostavim neotricatel~nye qisla

λ_j = { m^{−1}_j ∫∫ D_{j,Q} ρ 2 dA_z − α^2_j , esli m_j > 0

0, esli m_j = 0.

Tak kak ‖ρ‖_2 = ∑_n j=1 m_j (α^2_j + λ_j ), to inf ρ∈AdmP^∗ (⃗α) ‖ρ‖_2 ¿ − sup_⃗

λ∈R^n+

ψ(⃗λ). (2.29)

SootnoxeniØ (2.28) i (2.29) pokazyva¸t, qto zadaqa P^∗ ffkvivalentna zadaqe dvoæstvennoæ k P.

Privedennoe vyxe opisanie tela M pozvolØet rassmatrivat~ ffkstremal~nye zadaqi na D_H, v kotoryh ffkstremum realizuetsØ na konfiguraciØh, associirovannyh s k.d., t.e. v toqkah poverhnosti S. Naprimer, zadaqu

F (mod (D_1), . . . , mod (D_n)) → max, D ∈ D_H, (2.30) gde F ∈ C^1(R^n_0) i div grad F (⃗x) > 0 ∀x ∈ R^n_0. (2.31)

Lokal~nye maksimumy v zadaqe (2.30) dostavlØ¸tsØ toqkami m ∈ S, v kotoryh pri nekotorom postoØnnom c > 0 ∂F ∂x_k = cα^2_{k,Q}, esli m_k > 0 i ∂F ∂x_k 6 cα^2_{k,Q}, esli m_k = 0. (2.32)

My, sleduØ rabotam [18,14], interesuemsØ qastnym sluqaem zadaqi (2.30), kogda razmernost~ M ravna n + n^′ i kogda F = n∑ k=1 α^2_kx_k − n^′∑

k=1 h^2_kx^{−1}_{n+k} (2.33)

– vzvexennaØ summa (2.2).

Lemma 2.1. FunkciØ (2.33) dostigaet maksimuma na M v edinstvennoæ toqke

(m_1, . . . , m_{n+n}′ ) ∈ S, kotoraØ vnositsØ razbieniem D_Q, associirovannym, v ukazannom v naqale fftogo punkta smysle, s k.d. Q dz^2, kotoryæ moßno normirovat~ tak, qtoby vypolnØlis~ sledu¸wie usloviØ. Pri 1 6 k 6 n α_{k,Q} = α_k, esli D_{k,Q} ≠ ∅, i α_{k,Q} ¿ α_k, esli D_{k,Q} = ∅. (2.34) Pri n < k 6 n + n^′ imeem D_{k,Q} ≠ ∅ i

h_{k−n} = α_{k,Q}mod (D_{k,Q}), (2.35)

t.e. Q-dlina dug ortogonal~nyh traektoriæ, leßawih v D_{k,Q} ravna sootvetstvu¸wemu vesu h_{k−n}.

Dokazatel~stvo. Tak kak div grad F > 0, to F dostigaet maksimuma pri nekotorom

x ∈ S, gde, oqevidno, x_k ≠ 0 pri n < k 6 n + n^′. Pust~ k.d. Q dz^2 sootvetstvuet toqke

x, kak ffto ukazano vyxe. NormiruØ Q dz^2 podhodØwim obrazom i primenØØ (2.32), poluqim (2.34) i (2.35).

DlØ dokazatel~stva edinstvennosti dopustim, qto maksimum dostigaetsØ v dvuh toqkah x i y. Pust~ Q_x dz^2 i Q_y dz^2 – k.d., sootvetstvu¸wie fftim toqkam i normirovannye usloviØmi (2.34), (2.35). Togda po predpoloßeni¸, n∑ k=1 α^2_kx_k − n^′∑

k=1 h^2_kx^{−1}_{n+k} = n∑ k=1 α^2_ky_k − n^′∑

k=1 h^2_ky^{−1}_{n+k}. (2.36)

Krome togo, tak kak k.d. Q_x dz^2 i Q_y dz^2 realizu¸t maksimum sootvetstvu¸weæ summy, to s uqetom (2.35) imeem n∑ k=1 α^2_kx_k + n^′∑

k=1 h^2_kx^{−1}_{n+k} ¿ n∑ k=1 α^2_ky_k + n^′∑

k=1 h^2_ky_{n+k}x^{−2}_{n+k}, (2.37)

28 n∑ k=1 α^2_kx_k + n^′∑

k=1 h^2_kx_{n+k}y^{−2}_{n+k} 6 n∑ k=1 α^2_ky_k + n^′∑

k=1 h^2_ky^{−1}_{n+k}. (2.38)

Iz (2.36)–(2.38) posle fflementarnyh algebraiqeskih preobrazovaniæ zakl¸qaem, qto x_k = y_k pri n < k 6 n + n^′. Ots¸da sleduet, qto v kaßdom iz sootnoxeniæ (2.37), (2.38) imeet mesto znak ravenstva. Ispol~zuØ (2.35), nahodim, qto α_{k,Qx} =

α_{k,Qy} , n < k 6 n + n^′. Tak kak maksimum summy ∑_n k=1 α^2_kx^′_k + ∑_n′ k=1 α^2_{n+k,Qx} x^′_{n+k} pri (x^′_1, . . . , x^′_{n+n}′ ) ∈ M raven pravoæ qasti v (2.37) i realizuetsØ tol~ko na razbienii D_{Qx} , to D_{Qy} = D_{Qx} . Ots¸da legko vytekaet trebuemoe utverßdenie. •

2.8. Kommentarii i voprosy. Osnovnye rezul~taty fftogo paragrafa poluqeny Dßenkinsom, kotoryæ rassmatrival semeæstva, sostoØwie iz S-klassov 1-go i 4-go tipov, sm. [52, 9, 53]. V serii rabot XtrebelØ razvit inoæ podhod, takße privodØwiæ k k.d. s zamknutymi traektoriØmi. G. Renel~t [63] vpervye rassmotrel zadaqu o razbienii ploskoæ oblasti, svØzannu¸ s H-klassami (v naxeæ terminologii) i znaqit so vtoroæ summoæ v (2.2). Ukazannye rezul~taty sistematiqeski izloßeny v monografiØh [68, 46]. Detal~nomu izloßeni¸ fftoæ teorii dlØ sluqaØ R = C posvØwena kniga Kuz~minoæ [17], gde krome togo soderßitsØ mnogo priloßeniæ k rexeni¸ konkretnyh zadaq.

Glavnyæ otkrytyæ vopros svØzan s vkl¸qeniem v fftu teori¸ k.d., ime¸wih pol¸- sy vysokih porØdkov. Po fftomu povodu sm. [21].

§3. Suwestvovanie i ffkstremal~nye svoæstva kvadratiqnogo differenciala

3.1. Osnovnye formulirovki. Teoremu 2.1 i lemmu 2.1 moßno traktovat~ kak utverßdeniØ o suwestvovanii k.d. vpolne opredelennogo tipa. Voprosy suwestvovaniØ bolee obwih k.d. na sfere C rassmatrivalis~ v serii rabot G. V. Kuz~minoæ [18–21] i v rabote E. G. Emel~Ønova [14]. Sledu¸waØ teorema leßit v rusle fftih issledovaniæ. V fftoæ i sledu¸weæ teoremah, krome sluqaev (1), (2), iskl¸qitel~nyh dlØ teoremy 2.1, iskl¸qaem takße sledu¸wie: (3) R = C , A = C = ∅, B soderßit dve toqki; (4) R = C , A = B = ∅, C soderßit dve toqki; (5) R = Δ, A = B = ∅, C soderßit odnu toqku. Vo vseh iskl¸qitel~nyh sluqaØh rexenie rassmatrivaemyh zadaq ili trivial~no ili horoxo izvestno.

Teorema 3.1. Pust~ na r.p. R s otmeqennymi sistemami toqek A = {a1, . . . , aL}, B =

{b_1, . . . , b_M } i C = {c_1, . . . , c_N } na R i s otmeqennymi sistemami toqek A^′ = {a^′_1, . . . , a^′_{L1} }, B^′ = {b^′_1, . . . , b^′_{M1} } i C^′ = {c^′_1, . . . , c^′_{N1} } na ∂R zadano svobodnoe semeæstvo g.k. H = H^S ∪ H^H , kak ffto opredeleno v p. 2.3. Pust~ zadany sistemy poloßitel~nyh vesov ⃗α = {α_1, . . . , α_n} i ⃗h = {h_1, . . . , h_n′ }. Na R suwestvuet edinstvennyæ, vewestvennyæ na (∂R)^′, k.d. Q(z) dz^2, dlØ kotorogo ^Φ_Q = ∅ i mnoßestvo R \ Φ_Q sostoit iz konfiguraciæ D_i i G_j , associirovannyh s gomotopiqeskimi klassami S_i i H_j , sootvetstvenno. Pri fftom Q-dlina l¸boæ traektorii γ, leßaweæ v nevyroßdennoæ oblasti D_i ravna α_i, esli ße sootvetstvu¸waØ oblast~ D_i vyroßdaetsØ, to Q-dlina l¸boæ krivoæ γ ∈ S_i ne men~xe α_i; vse oblasti G_j ne vyroßdennye i Q-dlina l¸boæ komponenty pereseqeniØ G_j s l¸boæ ortogonal~noæ traektorieæ k.d. Q(z) dz^2 ravna h_j.

V sootvetstvii s naxim ponimaniem principa Teæhm¸llera kaßdyæ k.d. s “horoxeæ” strukturoæ traektoriæ svØzan s nekotoroæ z.ff.r., formuliruemoæ v terminah moduleæ geometriqeskih konfiguraciæ. DlØ k.d. Q(z) dz^2 iz teoremy 3.1 soderßanie takoæ problemy vpolne ponØtno – ffto predel~naØ kombinirovannaØ problema, razliqnye aspekty kotoroæ rassmatrivalis~ Dß. Dßenkinsom, K. Xtrebelem, G. Renel~tom i G. V. Kuz~minoæ. Ee rexenie daet sledu¸waØ teorema, obobwa¸waØ rezul~taty E. G. Emel~Ønova [14] i G. V. Kuz~minoæ [18], poluqennye dlØ sluqaØ R = C . Teorema 3.2. Pust~ vypolneny usloviØ teoremy 3.1 i pust~ Q dz^2 – k.d., suwestvova-

nie kotorogo utverßdaetsØ v fftoæ teoreme. Pust~ D = {D_i, G_j } ∈ D_{H,⃗h}. Togda ⟨D, ⃗α,⃗h⟩ 6 ⟨D_Q, ⃗α,⃗h⟩ (3.1) dlØ l¸bogo vektora ⃗z u.p. z_s, opredelennyh v okrestnostØh toqek iz mnoßestv B, B^′, C i C^′.

Ravenstvo v (3.1) dostigaetsØ tol~ko v sluqae D = D_Q.

3.2. Tehniqeskie lemmy. Pri pomowi perehoda k dubl¸, opisannomu v p. 2.4, dokazatel~stvo teorem 3.1 i 3.2 dlØ koneqnoæ r.p. svoditsØ k sluqa¸ kompaktoæ r.p. Pofftomu dalee v pp. 3.2–3.4 predpolagaem, qto R – kompaktnaØ r.p. s otmeqennymi sistemami toqek A, B i C, i qto H sostoit iz gomotopiqeskih klassov pervyh treh tipov.

Pust~ ε > 0 dostatoqno malo. Zafiksiruem semeæstvo predstaviteleæ s_i, γ_j g.k.

S_i, H_j . Pri fftom sqitaem, qto s_i ⊂ (R^′, ε) i qto krivye γ_j, soedinØ¸wie toqki c_{l1(j)}

i c_{l2(j)}, lokal~no-radial~ny v ε-okrestnostØh svoih koncov.

Pust~ γ_j [ε] = γ_j ∩(R^′, ε), pust~ S_i[ε], H_j [ε] – g.k. na (R^′, ε), soderßawie sootvetstvenno krivye s_i ili γ_j , esli S_i ili H_j – g.k. 1-go ili 2-go tipov i pust~ H_j [ε] – g.k. na (R^′, ε), soderßawiæ γ_i[ε], esli H_j – g.k. 3-go tipa.

Na (R^′, ε) rassmotrim inducirovannu¸ zadaqu P[ε] o maksimume vzvexennoæ summy (2.2) na mnoßestve semeæstv {D_i, G_j }, associirovannyh s semeæstvom g.k. {S_i[ε], H_j [ε]}. Pust~ Q(z, ε) dz^2 i D[ε] = {D_i[ε], G_j [ε]} – k.d. i ffkstremal~noe razbienie, sootvetstvu- ¸wie v smysle lemmy 2.1 zadaqe P[ε].

Rassmotrim funkci¸ F (⃗z, ε)^{def}= ‖Q(·, ε)‖_{(R,ε} + (log ε/2π) [_M ∑ i=1 α^2_{n1+i} + N∑ l=1 β^2_l ] = Σ_1 + Σ_2, (3.2)

gde β_l opredeleny v (2.3) i gde

Σ_1 = Σ_1(⃗z, ε) = n∑ i=1 α^2_i M(D_i[ε]) + (log ε/2π) M∑ i=1 α^2_{n1+i},

Σ_2 = Σ_2(⃗z, ε) = n^′∑

j=1 h^2_j M(G_j [ε]) + (log ε/2π) N∑ l=1 β^2_l .

Lemma 3.1. Summy Σ1 i Σ2 ravnomerno ograniqeny pri vseh ε, 0 < ε 6 ε0, gde ε0 > 0

dostatoqno malo.

Dokazatel~stvo. Tot fakt, qto summy Σ1 ograniqeny sverhu vytekaet neposredstvenno iz usloviæ, naloßennyh na klassy S_i.

Pust~ {D^0_1, . . . , D^0_n, G^0_1, . . . , G^0_n′ } ∈ D_{H,⃗h}. Pust~ oblasti G^0_j ime¸t lokal~noradial~nye granicy v sootvetstvu¸wih parametriqeskih okrestnostØh toqek c_l; napomnim, qto dlØ oblasteæ G^0_j vypolnØ¸tsØ usloviØ (2.4) soglasovaniØ uglov φ^′_j , φ^{′′}_j (pri verxinah c_{l1(j)}, c_{l2(j)}) i vesov h_j.

Pust~ D^0_i [ε], G^0_j [ε] – sußeniØ konfiguraciæ D^0_i , G^0_j na r.p. (R^′, ε). DlØ dostatoqno malyh ε > 0 vypolnØetsØ neravenstvo

Σ_1 − Σ_2 ¿ { n∑ i=1 α^2_i M(D^0_i [ε]) + (log ε/2π) M∑ i=1 α^2_{n1+i}}−

−{ n^′∑

i=1 h^2_i M(G^0_i [ε]) + (log ε/2π) N∑ l=1 β^2_l }, (3.3)

iz kotorogo, uqityvaØ ograniqennost~ Σ_1 sverhu, poluqaem

Σ_2 6 const + Σ_2[ε], (3.4)

gde Σ_2[ε] – vyqitaemoe v pravoæ qasti v (3.3).

Iz opredeleniØ privedennogo modulØ dvuugol~nika i sootnoxeniæ (2.3), (2.4) poluqaem

Σ_2[ε] = const − log ε n^′∑

i=n^′1+1

h^2_i [(1/φ^′_i) + (1/φ^{′′}_i )]+

(log ε/2π) N∑ l=1 β^2_{l=1} + o(1) 6 const < ∞. (3.5)

Iz (3.4), (3.5) vytekaet ravnomernaØ ograniqennost~ summ Σ_2 sverhu.

V parametriqeskih okrestnostØh toqek b_i, c_j rassmotrim kol~ca K_{[s]} = {z_s : ε <

|z_s| < ε_0}, s = 1, . . . , M + N. Tak kak G_j [ε] ≠ ∅, to suwestvu¸t qetyrehugol~niki G^′_j i G^{′′}_j , leßawie sootvetstvenno v kol~cah K_{[l1(j)]} i K_{[l2(j)]} i ime¸wie po odnoæ otmeqen-

noæ storone na graniqnyh okrußnostØh sootvetstvu¸wego kol~ca. Pri fftom storona qetyrehugol~nika G^′_j (G^{′′}_j ), leßawaØ na men~xeæ okrußnosti, ØvlØetsØ i storonoæ

G_j [ε], a dve ostavxiesØ storony G^′_j (G^{′′}_j ) leßat na dugah ∂G_j [ε], soedinØ¸wih graniq-

nye okrußnosti sootvetstvu¸wego kol~ca.

Ispol~zuØ dopustimost~ metrik α^{−1}_j |Q(z, ε)|^{1/2} |dz| i h^{−1}_j |Q(z, ε)|^{1/2} |dz| dlØ semeæstv krivyh v sootvetstvu¸wem kol~ce ili qetyrehugol~nike i primenØØ teoremu 1.5, poluqaem

Σ_1 + Σ_2 ¿ M∑ i=1 [ ∫ ∫ K[i] |Q(·, ε)| dm + (log ε/2π)α^2_{n1+i}]+

n^′2∑

j=n^′1+1 ∫ ∫ G^′_j ∪G^{′′}_j |Q(·, ε)| dm + (log ε/2π) N∑ l=1 β^2_l ¿

(log ε_0/2π)( M∑ i=1 α^2_{n1+i} + N∑ l=1 β^2_l ) = const > −∞. (3.6)

Iz poslednego sootnoxeniØ i ograniqennosti summ Σ_1 i Σ_2 sverhu vytekaet ravnomernaØ ograniqennost~ fftih summ snizu. •

Iz ograniqennosti Σ_1 i Σ_2 vytekaet

Sledstvie 3.1. Pri dostatoqno malyh ε > 0 kaßdaØ iz oblasteæ Di[ε], i =

n_1 + 1, . . . , n_2, ne vyroßdaetsØ i soderßit kol~co {z_i : ε < |z_i| < δ}, gde δ > 0 ne zavisit ot ε.

Lemma 3.2. Esli ε0 > 0 dostatoqno malo, to funkcii Q(z, ε) ravnomerno ograniqeny

vnutri R^′ pri vseh ε, 0 < ε 6 ε_0.

Dokazatel~stvo. Pust~ P0 ∈ (R^′, ε0). Zafiksiruem kartu (U, h), h(P0) = 0. Dostatoqno dokazat~ ravnomernu¸ ograniqennost~ Q(z, ε) na dostatoqno malom kruge Δ_δ v ploskosti u.p. z = h(P ). Tak ße, kak (3.6), dokazyvaem neravenstvo

Σ_1 + Σ_2 ¿ const + ∫ ∫ Δ_δ |Q(·, ε)| dm, iz kotorogo, s uqetom lemmy 3.1, vytekaet, qto ∫ ∫ Δ_δ |Q(·, ε)| dm 6 const < ∞ (3.7) pri vseh ε, 0 < ε 6 ε_0.

Pust~ 0 < δ^′ < δ^{′′} < r < δ, |z| 6 δ^′. Togda Q(z, ε) = (1/2πi) ∫ T_r Q(t, ε)(t − z)^{−1} dt. Sledovatel~no, |Q(z, ε)| 6 (1/2π)(δ^{′′} − δ^′)^{−1} 2π∫ 0 |Q(re^{iθ} , ε)|r dθ. IntegriruØ po promeßutku δ^{′′} < r < δ^′, poluqaem sootnoxenie |Q(z, ε)| 6 (1/2π)[(δ^{′′} − δ^′)(δ − δ^{′′})]^{−1} ∫ ∫ Δ_δ |Q(·, ε)| dm, kotoroe vmeste s (3.7) dokazyvaet lemmu. •

3.3. Dokazatel~stvo teoremy 3.1. V silu ravnomernoæ ograniqennosti funkciæ

Q(z, ε) i v sootvetstvii s principom sguweniØ suwestvuet posledovatel~nost~ ε_n →

0, takaØ qto posledovatel~nost~ funkciæ Q(z, ε_n) shoditsØ ravnomerno vnutri R^′ k regulØrnoæ funkcii Q(z).

Zafiksiruem dostatoqno maloe ε_0 > 0 i pust~ 0 < ε_n 6 ε 6 ε_0. Pust~ ζ – u.p. v okrestnosti toqki P ∈ A ∪ B ∪ C, ζ(P ) = 0. PrimenØØ teoremu Koxi, nahodim

q_k def= (1/2πi) ∫ T_ε0 Q(ζ)ζ^{−(k+1)} dζ =

(1/2πi) ∫ T_ε

Q(ζ, ε_n)ζ^{−(k+1)} dζ + o(1), (3.8)

gde o(1) → 0 pri n → ∞ i ne zavisit ot ε > 0. Ots¸da vytekaet, qto v toqkah a_i ∈ A funkciØ Q(z) imeet prostye pol¸sy ili regulØrna.

Pust~ P ∈ B ∪ C. Iz (3.8) sleduet, qto

|q_k| 6 (2π)^{−1}(ε)^{−(k+1)} 2π∫ 0 |Q(εe^{iθ} , ε_n)|ε dθ + o(1). IntegriruØ po promeßutku ε_n 6 ε 6 2ε_n 6 ε_0, poluqaem

|q_k| 6 (2π)^{−1}(ε)^{−(k+2)} 2ε_n∫

ε_n 2π∫ 0 |Q(εe^{iθ} , ε_n)|ε dθ dε + o(1). Ots¸da, ispol~zuØ ograniqennost~ funkcii F (⃗z, ε), opredelennoæ v lemme 3.1, naho- dim |q_k| 6 const × ε^{−(k+2)}_n log(1/ε_n) + o(1).

Sledovatel~no, q_k = 0 pri k = −3, −4, . . . i znaqit v toqkah P ∈ B ∪ C funkciØ Q(z) imeet pol¸sy ne vyxe vtorogo porØdka.

UtverßdeniØ teoremy ob oblastØh, associirovannyh s g.k. S_i dostatoqno prosty. Oqevidno, qto |γ|_Q ¿ α_j dlØ vseh γ ∈ S_j . Dalee, esli oblast~ D_j [ε_n] ne vyroßdaetsØ, to pri podhodØwem vybore toqki P_n i vetvi kornØ funkciØ w = f_j (z, ε) = exp{2πiα^{−1}_j ∫ P_n [Q(z, ε)]^{1/2} dz} otobraßaet D_j [ε_n] na kol~co K(ρ_{j,n}, 1). Sqitaem, qto ρ_{j,n} → ρ_j , 0 6 ρ_j 6 1. Esli ρ_j < 1, to v sootvetstvii s teorieæ normal~nyh semeæstv moßem sqitat~, qto posledovatel~- nost~ D_j [ε_n] shoditsØ k Ødru D_j , mod(D_j ) > 0, a posledovatel~nost~ funkciæ f_j (z, ε_n) shoditsØ vnutri D_j k funkcii

f_j (z) = exp 2πiα^{−1}_j ∫ P^′ [Q(z)]^{1/2} dz , otobraßa¸weæ D_j na K(ρ_j , 1). Ots¸da i iz sledstviØ 3.1 vytekaet, qto pri uslovii

0 < ρ_j < 1 suwestvuet nevyroßdennoe Q-kol~co D_j , associirovannoe s g.k. S_j, i qto

kaßdaØ toqka b_s ØvlØetsØ centrom Q-diska D_{n1+s}. V kaßdom iz fftih sluqaev Q-dlina traektoriæ, zapolnØ¸wih D_j , ravna α_j .

Dokazatel~stvo togo fakta, qto oblast~ D_j ØvlØetsØ maksimal~noæ konfiguracieæ analogiqno i daße neskol~ko prowe, qem dokazatel~stvo maksimal~nosti dlØ Gkonfiguraciæ, kotoroe privoditsØ niße.

Issleduem strukturu traektoriæ Q(z) dz^2 v okrestnosti toqek c_j . Pri malyh ε > 0 imeem ∫ T_ε (c_j ) |Q(z)|^{1/2} |dz| = ∫ T_ε (c_j ) |Q(z, ε_n)|^{1/2} |dz| + o(1) ¿ ∑ k∈I(j) h_k + o(1) > 0,

gde o(1) → 0 pri n → ∞. Sledovatel~no, toqki c_j ØvlØ¸tsØ dvoænymi pol¸sami k.d.

Q(z) dz^2.

DlØ dal~neæxego issledovaniØ nam neoobhodima informaciØ o nulØh k.d. Q(z) dz^2 i Q(z, ε_n) dz^2. Pust~ R imeet rod g ¿ 0. SummarnaØ kratnost~ pol¸sov Q(z) dz^2 ravna

L + 2M + 2N (pri fftom my sqitaem i prostye pol¸sy v toqkah a_j ∈ A, kotorye pri ih

“sliØnii” s nulØmi Q(z) dz^2 mogut isqezat~). Ispol~zuØ sootnoxenie, svØzyva¸wee rod r.p., qislo pol¸sov i qislo nuleæ k.d. (sm. [9, lemma 3.2]), nahodim qislo nuleæ

Q(z) dz^2 na R:

K = L + 2M + 2N + 4g − 4.

Dubl~ ~R_ε r.p. (R, ε) imeet rod 2g + n − 1. Kak i v predyduwem sluqae podsqitaem qislo nuleæ Q(z, ε) dz^2 , rassmatrivaemogo kak k.d. na ~R_ε:

K_1 = 2(L + 2M + 2N + 4g − 4).

Sledovatel~no, Q(z, ε) dz^2 imeet rovno K nuleæ na r.p. (R, ε) (pri fftom graniqnye nuli uqityva¸tsØ s polovinnoæ kratnost~¸). Tak kak Q(z, ε_n) → Q(z) ravnomerno vnutri R^′, to iz teoremy Ruxe sleduet, qto v proizvol~no maloæ okrestnosti nulØ

F ∈ R^′ k.d. Q(z) dz^2 , ime¸wego kratnost~ s, soderßitsØ s uqetom kratnosteæ rovno

s nuleæ k.d. Q(z, ε_n) dz^2, esli n dostatoqno veliko. RassmatrivaØ funkcii zQ(z, ε_n) i zQ(z), my pridem k analogiqnomu zakl¸qeni¸ i dlØ nuleæ Q(z) dz^2, sovpada¸wih s nekotoroæ iz toqek mnoßestva A. Provedennyæ vyxe analiz pokazyvaet, qto pri bol~xih n k.d. Q(z, ε_n) dz^2 ne ime¸t nuleæ v dostatoqno malyh okrestnostØh toqek c_k. Sledovatel~no, dlØ takih n

Q(z, ε_n) dz^2 < 0 pri z ∈ T_{εn}(c_k).

Pust~ ε > 0 dostatoqno malo. PrimenØØ teoremu Koxi pri podhodØwem vybore vetveæ kornØ, poluqaem ∫ T_ε (c_k)

[Q(ζ)]^{1/2} dζ = lim_{n→∞} ∫ T_{εn} (c_k)

[Q(ζ, ε_n)]^{1/2} dζ = i ∑ j∈I(k) h_j.

Sledovatel~no, Q(z) dz^2 imeet radial~nu¸ strukturu v okrestnostØh pol¸sov c_k i pri fftom v takih okrestnostØh

Q(z) = −β^2_k(4π^2)^{−1} z^{−2} + o(z^{−2}). (3.9)

Ots¸da, v qastnosti, vytekaet, qto pri fiksirovannyh dostatoqno malyh ε^′, ε^{′′}, ε^′ <

ε^{′′}, i vseh dostatoqno bol~xih n kol~ca K_{cj} (ε^′, ε^{′′}) zapolneny dugami traektoriæ k.d. Q(z, ε_n) dz^2, soedinØ¸wimi okrußnosti T_ε′(c_j ) i T_ε′′ (c_j ).

Pust~ oblast~ G_j [ε_n] associirovana s g.k. H_j pervogo tipa i pust~ γ ∈ H_j . V silu shodimosti Q(z, ε_n) k Q(z) ∫ γ |Q(z, ε_n)|^{1/2} |dz| = ∫ γ |Q(z)|^{1/2} |dz| + o(1) < ∞. Takim obrazom, Q(·, ε_n)-dlina α_{j,n} traektoriæ k.d. Q(z, ε_n) dz^2, zapolnØ¸wih oblast~

G_j [ε_n], ograniqena konstantoæ d, ne zavisØweæ ot n. Sledovatel~no, M(G_j [ε_n]) = h_j /α_{j,n} ¿ h_j /d > 0,

i znaqit, ne ograniqivaØ obwnosti, moßem sqitat~, qto posledovatel~nost~ oblasteæ oblasteæ G_j [ε_n] shoditsØ kak k Ødru k dvusvØznoæ oblasti G_j , a sootvetstvu¸waØ posledovatel~nost~ funkciæ f_j (z, ε_n) = exp{2πiα^{−1}_{j,n} ∫ P_n [Q(z, ε_n)]^{1/2} dz} shoditsØ v G_j k funkcii f_j (z) = exp{2πiα^{−1}_{j,0} ∫ P^′ [Q(z)]^{1/2} dz}, otobraßa¸weæ G_j na krugovoe kol~co. Ots¸da vytekaet, qto G_j ØvlØetsØ Q-kol~com (vozmoßno ne maksimal~nym). Pri fftom α_{j,n} → α_{j,0} i h_j /α_{j,n} = M(G_j [ε_n]) → M(G_j ). Sledovatel~no, Q-vysota oblasti G_j ravna h_j .

Dokaßem, qto G_j – MQ-kol~co. Esli ffto ne tak, to suwestvuet “dobavoqnaØ” kol~- cevaØ otnositel~no Q dz^2 oblast~ G^′ takaØ, qto G_j i G^′ razdelØ¸tsØ regulØrnoæ traektorieæ Q(z) dz^2, ne soderßaweæ toqek mnoßestva A. Pust~ G^{′′} – Q-kol~co, ime¸wee Q-vysotu 2h^′ i kompaktno leßawee v G^′. Pust~ γ_0 – traektoriØ Q(z) dz^2, razdelØ- ¸waØ G^{′′} na podoblasti ravnogo modulØ. Iz teoremy Ruxe vytekaet, qto v G^{′′} net nuleæ k.d. Q(z, ε_n) dz^2 pri vseh dostatoqno bol~xih n. Tak kak posledovatel~nost~

G_j [ε_n] shoditsØ k oblasti G_j , to γ_0 peresekaetsØ s graniqnoæ komponentoæ Γ_n obla-

sti G_j [ε_n] v nekotoroæ toqke P_n. Pust~ l_n – Q(·, ε_n)-dlina dugi Γ^′_n ⊂ Γ_n, leßaweæ v oblasti G^{′′} i soedinØ¸weæ toqku P_n s graniceæ ∂G^{′′}. Ispol~zuØ tot fakt, qto

|arg Q(z, ε_n) − arg Q(z)| → 0 ravnomerno na G^{′′} netrudno pokazat~, qto l_n → ∞. Po-

slednee protivoreqit dokazannoæ vyxe ograniqennosti veliqin α_{j,n}. Takim obrazom maksimal~nost~ oblasti G_j ustanovlena.

PerehodØ k izuqeni¸ g.k. 3-go tipa, rassmotrim qetyrehugol~niki G_j [ε_n], associirovannye s g.k. H_j [ε]. Iz ustanovlennyh vyxe faktov o povedenii traektoriæ

Q(z, ε_n) dz^2 v okrestnostØh toqek c_k vytekaet suwestvovanie (pri bol~xih n) kol~-

cevyh otnositel~no k.d. Q_1(z, ε_n) dz^2 = −Q(z, ε_n) dz^2 oblasteæ ~G_k[ε_n], ime¸wih okrußnost~ T_{εn}(c_k) v kaqestve graniqnoæ komponenty. Pri fftom Q_1(·, ε_n)-dlina traektoriæ

Q_1(z, ε_n) dz^2, zapolnØ¸wih ~G_k[ε_n] ravna β_k. Ne ograniqivaØ obwnosti moßem sqitat~,

qto posledovatel~nost~ ~G_k[ε] shoditsØ k Ødru ~G_k. Togda pri podhodØwem vybore toqek P_n i vetveæ kvadratnogo kornØ posledovatel~nost~ funkciæ g_{k,n}(z) = exp{2πβ^{−1}_k ∫ P_n [Q(z, ε_n)]^{1/2} dz}, (3.10)

otobraßa¸wih ~G_k[ε_n] na krugovoe kol~co K(ρ_{k,n}, 1), shoditsØ k funkcii

g_k(z) = exp{2πβ^{−1}_k ∫ P^′ [Q(z)]^{1/2} dz}, otobraßa¸weæ ~G_k na prokolotyæ krug Δ \ {0}.

Pri j ∈ I(k) rassmotrim qetyrehugol~niki G_{k,j} [ε_n] = ~G_k[ε_n]PG_j[ε_n]. Iz shodimosti posledovatel~nosti (3.10) sleduet, qto posledovatel~nost~ qetyrehugol~nikov

G_{k,j} [ε_n] shoditsØ kak k Ødru k nekotoromu treugol~niku G_{k,j} ⊂ ~G_k. Pri podhodØwem

vybore vewestvennyh postoØnnyh δ_n i vetveæ kornØ posledovatel~nost~ funkciæ

w = f_{j,n}(z) = δ_n + ∫ P_n [Q(z, ε_n)]^{1/2} dz shoditsØ ravnomerno vnutri treugol~nika G_{k,j} k funkcii

w = f_j (z) = δ_0 + ∫ P^′ [Q(z)]^{1/2} dz, δ_0 ∈ R,

otobraßa¸weæ G_{k,j} na polupolosu {w : −∞ < Re w < 0, 0 < Im w < h_j }. Iz poluqennyh faktov vytekaet, qto f_{j,n}(z) shodØtsØ k predel~noæ funkcii, vnov~ oboznaqaemoæ qerez f_j (z), ravnomerno vnutri oblasti G_j , kotoraØ ØvlØetsØ polosoobraznoæ oblast~¸ otnositel~no k.d. Q(z) dz^2 i imeet verxiny v toqkah c_1(j) i c_2(j). Legko videt~, qto

G_j associirovana s g.k. H_j , i qto ee Q-vysota ravna h_j. Poslednee vmeste s sootno-

xeniØmi (2.3) i (3.9) dokazyvaet, qto G_j ØvlØetsØ MQ-kol~com.

Pokaßem, qto k.d. Q(z) dz^2 ne imeet plotnostnyh struktur ili oblasteæ, associirovannyh s g.k., otliqnymi ot klassov semeæstva H. Esli predpoloßit~, qto takie oblasti suwestvu¸t, to, v sootvetstvii s osnovnoæ strukturnoæ teoremoæ [9, teorema 3.5], hotØ by odna iz nih graniqit po nekotoroæ analitiqeskoæ duge γ s oblast~¸, associirovannoæ s odnim iz g.k. semeæstva H. DlØ opredelennosti budem sqitat~, qto takoæ oblast~¸ ØvlØetsØ oblast~ G_{j0} i qto sootvetstvu¸wiæ klass H_{j0} ØvlØetsØ g.k. 3-go tipa. V ostal~nyh sluqaØh dokazatel~stvo analogiqno. Zafiksiruem dostatoqno maloe ε_0 > 0. NaædutsØ traektorii γ(b_k) i ortogonal~nye traektorii τ (c_j) k.d. Q(z) dz^2 , leßawie v kol~cah K_{bk} (ε_0(1 − ε_0), ε_0(1 + ε_0)) i v kol~cah K_{cj} (ε_0(1 − ε_0), ε_0(1 + ε_0)), sootvetstvenno. Iz shodimosti Q(z, ε_n) k Q(z) i iz otmeqavxihsØ vyxe geometriqeskih svoæstv traektoriæ i nuleæ Q(z, ε_n) dz^2 vytekaet, qto pri bol~xih n k.d. Q(z, ε_n) dz^2 imeet analogiqnye traektorii γ_n(b_k) i ortogonal~nye traektorii τ_n(c_j ) v kol~cah

K_{bk} (ε_0(1 − 2ε_0), ε_0(1 + 2ε_0)) i K_{cj} (ε_0(1 − 2ε_0), ε_0(1 + 2ε_0)), sootvetstvenno.

Pust~ D_j (ε_n, ε) i G_k(ε_n, ε) oboznaqa¸t sußeniØ konfiguraciæ D_j [ε_n] i G_k[ε_n] na r.p.

(R, ε), D^′_j (ε_n, ε) – sußenie konfiguracii D_j [ε_n] na Δ_ε(b_j ), i pust~ G^′_k(ε_n, ε) i G^{′′}_k(ε_n, ε)

– sußenie konfiguracii G_k[ε] na okrestnosti Δ_ε(c_{l1(k)}) i Δ_ε(c_{l2(k)}), sootvetstvenno. Qerez D^0_j (ε), G^0_k(ε), D^′_j (ε), G^′_k(ε) i G^{′′}_k(ε) oboznaqaem analogiqnye sußeniØ, sootvetstvu¸wie konfiguraciØm D_j i G_k. Iz sdelannogo predpoloßeniØ vytekaet, qto my moßem rasxirit~ oblast~ G_{j0} do nekotoroæ oblasti ~G_{j0} takim obrazom, qto semeæstvo, sostoØwee iz oblasteæ D_j , G_k, k ≠ j_0, i oblasti ~G_{j0} , ostanetsØ dopustimym semeæstvom, associirovannym s zadannym semeæstvom g.k. Pri fftom moßem sqitat~, qto ukazannaØ variaciØ oblasti G_{j0} vypolnena vne rassmatrivaemyh nami okrestnosteæ toqek c_{l1(j0)} i c_{l2(j0)}. Qerez ~G^0_{j0} (ε) oboznaqim sootvetstvu¸wu¸ variaci¸ oblasti

G^0_{j0} (ε).

Ispol~zuØ vvedennye oboznaqeniØ, moßem napisat~ sledu¸wu¸ cepoqku sootnoxeniæ: ⟨D[ε_n], ⃗α,⃗h⟩ 6 n∑ j=1 α^2_j M(D_j (ε_n, ε_0(1 − ε_0))) + log ε_0(1 + ε_0) ε_n n∑ j=n1+1 α^2_j

− n^′∑

k=1 h^2_kM(G_k(ε_n, ε_0(1 + ε_0))) − n^′∑

k=1 h^2_k[M(G^′_k(ε_n, ε_0(1 − ε_0)) + M(G^{′′}_k (ε_n, ε_0(1 − ε_0))]

6^{n∑}_{j=1} α^2_j M(D^0_j (ε0(1 − ε0))) + log^{ε0(1 + ε0)}_{εn}^{n∑}_{j=n1+1} α^2_j − n^′∑

k=1 h^2_kM(G_k(ε_0(1 + ε_0))) − log ε_0(1 − ε_0) ε_n N∑ s=1 β^2_s + o(ε_n)

6^{n∑}_{j=1} α^2_j M(Dj ) + log^{1 + ε0}_{εn(1 − ε0)}^{n∑}_{j=n1+1} α^2_j −^{n′∑}_{k=1, k≠j0} h^2_kM(Gk)

−h^2_{j0} M( ~G_{j0} ) − log

1 − ε_0 ε_n(1 + ε_0) n^′∑

k=n^′1+1

h^2_k − C_0

6^{n∑}_{j=1} α^2_j M(D^0_j (εn)) + log^{1 + ε0}_{1 − ε0}^{n∑}_{j=n1+1} α^2_j − − n^′∑

k=1 h^2_kM(G^0_k(ε_n)) − log

1 − ε_0 1 + ε_0 n^′∑

k=n^′1+1

h^2_k − C_1,

gde o(ε_n) → 0 pri ε_n → 0, C_0 i C_1 – poloßitel~nye postoØnnye, ne zavisØwie ot ε_0.

Pervoe iz vypisannyh sootnoxeniæ vytekaet iz utverßdeniæ o sluqaØh ravenstva v lemmah Gretxa (sm. [9, ss. 38–41]) i iz ukazannyh vyxe svoæstv krivyh γ_n(b_j ) i

γ_n(c_k). Pri vyvode vtorogo neravenstva ispol~zuetsØ shodimost~ posledovatel~no-

steæ konfiguraciæ D_j (ε_n, ε_0(1 − ε_0)) i G_k(ε_n, ε_0(1 + ε_0)) k konfiguraciØm D^0_j (ε_0(1 − ε_0)) i G^0_k(ε_0(1+ε_0)), a takße ispol~zuetsØ utverßdenie teoremy 1.5 primenitel~no k oblastØm Δ_ε(c_{l1(k)}), Δ_ε(c_{l2(k)}) i sootvetstvu¸wim sistemam qetyrehugol~nikov. Tret~e neravenstvo sleduet iz lemmy 1.1, primenennoæ k oblastØm G_{j0} i ~G_{j0} , i iz opredeleniæ privedennyh moduleæ. Poslednee iz ukazannyh sootnoxeniæ takße vytekaet iz opredeleniæ privedennyh moduleæ.

Poskol~ku privedennye vyxe sootnoxeniØ protivoreqat ffkstremal~nosti semeæstva oblasteæ D_j [ε_n], G_k[ε_n] dlØ problemy P[ε_n], to predpoloßenie o suwestvovanii plotnostnyh struktur ili dopolnitel~nyh oblasteæ ne verno.

Suwestvovanie k.d. s neobhodimymi svoæstvami dokazano, edinstvennost~ takogo k.d. vytekaet iz teoremy 3.2, dokazatel~stvo kotoroæ privoditsØ niße. •

3.4. Dokazatel~stvo teoremy 3.2. My ispol~zuem shemu dokazatel~stva lemmy 2.1 v [14]. V sootvetstvii s zameqaniem, sdelannym v naqale p. 3.2, budem rassmatrivat~ gomotopiqeskie klassy 1-go–3-go tipov.

Vvedem neobhodimye oboznaqeniØ. Qerez γ_ε(b_j ) (τ_ε(c_k)) oboznaqaem traektori¸ (ortogonal~nu¸ traektori¸) k.d. Q dz^2, proekciØ kotoroæ soderßit toqku z = ε sootvetstvu¸weæ parametriqeskoæ okrestnosti. Pri ε → 0 γ_ε(b_j ) i τ_ε(c_k) ØvlØ¸tsØ beskoneqno malymi okrußnostØmi.

Pust~ D^0_{n1+j} [ε] i D^′_{n1+j}[ε] – dvusvØznaØ i odnosvØznaØ komponenty mnoßestva D_{n1+j} \

γ_ε(b_j ) i pust~ D_{n1+j} [ε_1, ε_2] = D^′_{n1+j} [ε_2] \ D^′_{n1+j} [ε_1] pri 0 < ε_1 < ε_2.

Pust~ dvuugol~nik G_k imeet verxiny v toqkah c_{l1(k)} i c_{l2(k)}. Togda v kaßdom iz mnoßestv G_kPτ_ε(c_{ls(k)}), s = 1, 2, naædetsØ po odnoæ duge, pust~ τ^{(1)}(ε) i τ^{(2)}(ε), kotorye razbiva¸t G_k na qetyrehugol~nik G^0_k[ε] i na dva treugol~nika, pust~ G^1_k[ε] i G^2_k[ε].

Pri fftom sqitaem, qto τ^{(s)}(ε) ØvlØetsØ neotmeqennoæ storonoæ qetyrehugol~nika G^0_k[ε] i storonoæ treugol~nika G^s_k[ε], kotoryæ, krome togo, imeet verxinu c_{ls(k)}. Moßestvo

G^s_k[ε_2, ε_1] = G^s_k[ε_2] \ G^s_k[ε_1], 0 < ε_1 < ε_2, budem rassmatrivat~ kak qetyrehugol~nik,

ime¸wiæ sootvetstvu¸wie dugi τ^{(s)}(ε_1) i τ^{(s)}(ε_2) v kaqestve neotmeqennyh storon. Analogiqnye razbieniØ konfiguraciæ D_{j,Q}, G_{k,Q} pomeqaem simvolom “ ~ ” — til~da.

Pust~ (R̂, ε) – r.p., poluqennaØ iz R udaleniem okrestnosteæ toqek b_j , c_k, ograniqennyh krivymi γ_ε(b_j ), τ_ε(c_k). Nakonec, qerez ~α_k i ~α_k(ε) budem oboznaqat~ Q-dliny traektoriæ i dug traektoriæ k.d. Q dz^2, zapolnØ¸wih sootvetstvenno kol~ca G_{k,Q} i qetyrehugol~niki ~G^0_k[ε].

Zafiksiruem dostatoqno maloe ε_0 > 0 i pust~ 0 < ε < ε_0. Pri vyqislenii privedennyh norm i privedennyh moduleæ moßno pol~zovat~sØ beskoneqno malymi okrußnostØmi vmesto okrußnosteæ evklidovyh, pofftomu, ispol~zuØ ffkstremal~nost~ metrik

α^{−1}_j |Q|^{1/2} |dz| i h^{−1}_k |Q|^{1/2} |dz| dlØ sootvetstvu¸wih konfiguraciæ, nahodim

‖Q‖_{1,⃗α,⃗h}^{def}= lim_{ε→0} ∫ ∫ (Σ̂,ε) |Q| dm + (log ε/2π) M∑ j=1 α^2_j + N∑ k=1 β^2_k =

n∑ j=1 α^2_j M(D_{j,Q}) + n^′∑

k=1 h^2_kM(G_{k,Q}) =

n1∑ j=1 α^2_j M(D_{j,Q}) + M∑ j=1 α^2_{n1+j} [mod ( ~D^0_{n1+j}[ε_0]) + mod ( ~D^′_{n1+j} [ε_0])]+ n^′1∑

k=1 h^2_kM(G_{k,Q}) + n^′∑

k=n^′1+1

h^2_k 2∑ s=0 mod ( ~G^s_k[ε_0])]. (3.11)

Pust~ Q_ε(z) = Q(z), esli z ∈ (R̂, ε) i Q_ε(z) = 0 v protivnom sluqae. V silu usloviæ teoremy oqevidno neravenstvo ‖Q‖_{1,⃗α,⃗h} ¿ n1∑ j=1 ∫ ∫ D_j |Q_ε| dm + n∑ j=n1+1 ∫ ∫ D0_j [ε0] |Q_ε| dm+

n1+M∑

j=n1+1 lim_{ε→0} ∫ ∫ D_j [ε,ε0] |Q_ε| dm + (α^2_j /2π) log ε +

+ n^′1∑

k=1 ∫ ∫ G_k |Q_ε| dm + n^′∑

k=n^′1+1 ∫ ∫ G0_k [ε0] |Q_ε| dm+

n^′∑

k=n^′1+1 2∑ s=1 lim_{ε→0} ∫ ∫ G^s_k [ε,ε0] |Q_ε| dm + h_kβ_{ls(k)} 2π log ε

. (3.12)

DlØ togo, qtoby v (3.12) imel mesto znak ravenstva neobhodimo, qtoby vnutrennee zamykanie ob¨edineniØ vseh oblasteæ D_j i G_k sovpadalo so vseæ r.p. R.

Pri dostatoqno malom ε metrika α^{−1}_j |Q_ε|^{1/2} |dz| dopustima dlØ sootvetstvu¸weæ konfiguracii D_j ili D^0_j [ε_0]. �to vytekaet iz svoæstv Q-metriki i togo fakta, qto Qdliny l¸byh dug, soedinØ¸wih krivye τ_ε(c_l) i τ_ε2 (c_l), dostatoqno veliki pri malyh ε. V silu ukazannoæ dopustimosti vypolnØ¸tsØ neravenstva ∫ ∫ D_j |Q_ε| dm ¿ α^2_j M(D_j ), j = 1, . . . , n_1, (3.13)

lim_{ε→0} ∫ ∫ D0_n1+_j [ε]

|Q_ε| dm + (α^2_{n1+j}/2π) log ε ¿ α^2_{n1+j}M(D_{n1+j} ), j = 1, . . . , M. (3.14)

Netrudno pokazat~, qto ravenstvo v kaßdom iz neravenstv (3.13) i (3.14) dostigaetsØ tol~ko v tom sluqae, kogda sootvetstvu¸waØ oblast~ D_j ØvlØetsØ Q-kol~com ili Q-diskom (ne obØzatel~no maksimal~nymi).

Pust~ metrika ρ_k |dz| ffkstremal~na dlØ semeæstva krivyh, soedinØ¸wih graniqnye komponenty kol~ca G_k, k = 1, . . . , n^′_1. Kak i v sluqae oblasteæ D_j netrudno pokazat~, qto metrika ~α^{−1}_k |Q_ε|^{1/2} |dz| dopustima dlØ semeæstva krivyh, razdelØ¸wih graniqnye komponenty G_k. Ispol~zuØ neravenstvo ∫∫ G_k (|Qε| 1/2 − h_kρ_k)^2 dm ¿ 0 i zatem primenØØ

lemmu 1.5, poluqaem ∫ ∫ G_k |Q_ε| dm ¿ 2h_k ∫ ∫ G_k |Q_ε|^{1/2}ρ_k dm − h^2_kM(G_k) ¿

2~α_kh_k − h^2_kM(G_k) = 2h^2_kM(G_{k,Q}) − h^2_kM(G_k), k = 1, . . . , n^′_1. (3.15)

Analogiqnye rassußdeniØ primenimy i k qetyrehugol~nikam G^0_k[ε_0], G^s_k[ε, ε_0]. V rezul~tate poluqim neravenstva ∫ ∫ G0_k [ε0]

|Q_ε| dm ¿ 2h^2_kmod ( ~G^0_k[ε_0]) − h^2_kmod (G^0_k[ε_0]), k = n^′_1 + 1, . . . , n^′, (3.16)

i predel~nye sootnoxeniØ

lim_{ε→0} ∫ ∫ G^s_k [ε,ε0] |Q_ε| dm + (h_kβ_{ls(k)}/2π) log ε ¿ 2h^2_kmod ( ~G^s_k[ε_0]) − h^2_kmod (G^s_k[ε_0]), k = n^′_1, . . . , n^′, s = 1, 2. (3.17)

Ravenstvo v pervom iz neravenstv v (3.15), a pri dostatoqno malyh ε_0 i v neravenstve (3.16), dostigaetsØ tol~ko pri usloviØh G_k = G_{k,Q} i G^0_k[ε_0] = ~G^0_k[ε_0], sootvetstvenno. Pokaßem ffto, naprimer, dlØ neravenstva (3.15). Ravenstvo v ukazannom sootnoxenii dostigaetsØ tol~ko togda, kogda ρ_k(z) = h^{−1}_k |Q_ε|^{1/2} p.v. na G_k. Pust~ w = f_k(z) – kanoniqeskoe otobraßenie oblasti G_k na krugovoe kol~co K(r_1, r_2), leßawee v kompleksnoæ w-ploskosti. Kak izvestno [9, s. 34], ρ_k(z) = c|f^′_k(z)/f_k (z)|, gde c = 1/(log(r_2/r_1)). Iz dvuh poslednih sootnoxeniæ vytekaet, qto pri podhodØwem vybore vetvi kornØ

[Q(z)]^{1/2} = c_1f^′_k(z)/f_k (z), gde c_1 = e^{iθ}ch_k, θ ∈ R, (3.18)

dlØ vseh z ∈ G_k.

Pust~ γ – proobraz nekotoroæ okrußnosti T_r pri otobraßenii f_k(z). IntegriruØ (3.18) vdol~ γ, poluqaem ravenstvo

~α_k = e^{iθ}h_k(2π/ log(r_2/r_1)).

Sledovatel~no, θ = 0 i mod (G_k) = mod (G_{k,Q}). Teper~ iz sootnoxeniØ (3.18) vytekaet, qto linii urovnØ oblasti G_k ØvlØ¸tsØ traektoriØmi k.d. Q dz^2. UqityvaØ fftot fakt i poslednee ravenstvo, zakl¸qaem, qto v rassmatrivaemom sluqae G_k = G_{k,Q}.

Pervoe iz privodimyh niße neravenstv vytekaet iz sootnoxeniæ (3.11)–(3.17), a vtoroe iz nih sleduet iz lemmy Gretxa: ⟨D_Q, ⃗α,⃗h⟩ ¿ n∑ j=1 α^2_j M(D_j ) − n^′1∑

k=1 h^2_kM(G_k)− n^′∑

k=n^′1+1 2∑ s=0 h^2_kmod (G^s_k[ε_0]) ¿ ⟨D, ⃗α,⃗h⟩. (3.19)

Takim obrazom neravenstvo (3.1) dokazano.

Iz usloviæ dostißeniØ ravenstva v sootnoxeniØh (3.12)–(3.16) vytekaet, qto ravenstvo v pervom iz neravenstv (3.19) dostigaetsØ tol~ko v tom sluqae, kogda

D_j = D_{j,Q}, j = 1, . . . , n, G_k = G_{k,Q}, k = 1, . . . , n^′_1, i G^0_k[ε_0] = ~G^0_k[ε_0], k = n^′_1 + 1, . . . , n^′.

Ots¸da, v silu proizvol~nosti ε_0, vytekaet utverßdenie o dostißeniii ravenstva v (3.1). •

Zameqanie 3.1. My dokazali, qto v semeæstve D_{H,⃗h} suwestvuet edinstvennoe razbienie D_Q, realizu¸wee global~nyæ maksimum vzvexennoæ summy (2.2). Moßno takße pokazat~, qto D_Q ØvlØetsØ i edinstvennym razbieniem, realizu¸wim lokal~nyæ (v smysle opredeleniØ 2.6) maksimum fftoæ summy. DlØ fftogo nußno poluqit~ variacionnu¸ formulu dlØ privedennogo modulØ dvuugol~nika, analogiqnu¸ variacionnoæ formule Xiffera dlØ modulØ dvusvØznoæ oblasti, zatem naæti harakterizaci¸ lokal~no-ffkstremal~nogo razbieniØ v terminah sootvetstvu¸wego k.d.

3.5. Ortogonal~nye differencialy. S z.ff.r. P, opredelenoæ v p. 2.3, svØßem “ortogonal~nu¸” z.ff.r. P^⊥. Ob¨ekty, sootvetstvu¸wie fftoæ zadaqe, budut pomeqat~sØ znaqkom^⊥. Polagaem A^⊥ = A, (A^′)^⊥ = A^′, B^⊥ = C, (B^′)^⊥ = C^′, C^⊥ = B, (C^′)^⊥ = B^′. Pod H^⊥ = H^{S⊥} ∪ H^{H⊥} budem ponimat~ l¸boe svobodnoe semeæstvo g.k. na R^′, udovletvorØ¸wee uslovi¸:

dlØ kaßdogo klassa S_k ∈ H^S i kaßdogo klassa S^⊥_k ∈ H^{S⊥} naædutsØ klassy H^⊥_i ∈ H^{H⊥} i H_j ∈ H^H pereseka¸wie klassy S_k i S^⊥_k , sootvetstvenno. Qislo

κ(Γ_1, Γ_2) = min γ1∈Γ1,γ2∈Γ2 card {γ_1, γ_2},

gde cardM – mownost~ mnoßestva M, nazyvaem kratnost~¸ pereseqeniØ klassov Γ_1 i

Γ_2. Qerez J(j) (J^⊥(j)) oboznaqim mnoßestvo indeksov k takih, qto H^⊥_k ∈ H^{H⊥} (H_k ∈ H^H ) peresekaet klass S_j (S^⊥_j ).

Sqitaem, qto zadaqe P^⊥ sootvetstvu¸t vesa ⃗α^⊥, ⃗h^⊥, udovletvorØ¸wie neravenstvam

α_j 6 ∑ k∈J^⊥ (j) κ^⊥_{j,k}h^⊥_k , α^⊥_j 6 ∑ k∈J(j) κ_{j,k}h_k, (3.20)

gde κ_{j,k} = κ(S_j , H^⊥_k ), κ^⊥_{j,k} = κ(S^⊥_j , H_k); pri fftom, esli ves α_j ili α^⊥_j sootvetstvuet gomotopiqeskomu klassu 2-go ili 5-go tipov, to sqitaem, qto v sootvetstvu¸wem iz sootnoxeniæ (3.20) stoit znak ravenstva.

Oqevidno, esli zadaqa P^⊥ ortogonal~na zadaqe P v ukazannom vyxe smysle, to i zadaqa P ortogonal~na P^⊥ v tom ße smysle, t.e. P i P^⊥ vzaimno ortogonal~ny.

Teorema 3.3. Pust~ semeæstva D i D^⊥ dopustimy dlØ ortogonal~nyh zadaq P i P^⊥.

Togda ⟨D, ⃗α,⃗h⟩ + ⟨D^⊥, ⃗α^⊥,⃗h^⊥⟩ 6 0. (3.21) Ravenstvo v (3.21) dostigaetsØ togda i tol~ko togda, kogda semeæstva D i D^⊥ ffkstremal~ny v zadaqah P i P^⊥ i kogda k.d. Q dz^2 i Q^⊥ dz^2, associirovannye s fftimi zadaqami, udovletvorØ¸t uslovi¸ Q^⊥ dz^2 = −Q dz^2. (3.22)

Pri uslovii (3.22) v kaßdom iz neravenstv (3.20) neobhodimo imeem znak ravenstva.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim kol~co Dj ∈ D. Sredi komponent Dj ∩ G^⊥_k , k ∈ J^⊥(j), naædutsØ poparno-razliqnye komponenty Ω^s_{j,k}, s = 1, . . . , κ_{j,k}, granica kaßdoæ iz kotoryh soderßit kontinuumy γ^⊥_1 i γ^⊥_2 , soedinØ¸wie razliqnye komponenty ∂D_j , i takie, qto γ^⊥_1 , γ^⊥_2 leßat na razliqnyh komponentah ∂G^⊥_k , esli G^⊥_k – kol~co ili na razliqnyh storonah G^⊥_k , esli G^⊥_k – n-ugol~nik, n = 2, 3, 4 (v sluqae qetyrehugol~nika ukazannye storony ØvlØ¸tsØ neotmeqennymi, a v sluqae treugol~nika oni vyhodØt iz otmeqennoæ verxiny). Togda naædutsØ takße kontinuumy γ_1, γ_2 ⊂ ∂Ω^s_{j,k}, leßawie na razliqnyh komponentah ∂D_j i soedinØ¸wie sootvetstvu¸wie graniqnye komponenty ili storony G^⊥_k .

Oboznaqim qerez D^s_{j,k}, Ω^s_{j,k} ⊂ D^s_{j,k} ⊂ D_j , qetyrehugol~nik, otsekaemyæ kontinuumami γ^⊥_1 i γ^⊥_2 ot D_j , a qerez G^{s⊥}_{j,k}, Ω^s_{j,k} ⊂ G^{s⊥}_{j,k} ⊂ G^⊥_k , – qetyrehugol~nik, otsekaemyæ kontinuumami γ_1 i γ_2 ot G^⊥_k . Iz principov kompozicii dlØ moduleæ semeæstv krivyh vytekaet, qto

mod (D^s_{j,k} ) 6 mod (G^{s⊥}_{j,k} ) (3.23)

(v pervom sluqae rassmatrivaetsØ modul~ otnositel~no semeæstva krivyh, soedinØ- ¸wih γ^⊥_1 i γ^⊥_2 v D^s_{j,k}; vo vtorom – otnositel~no semeæstva krivyh, razdelØ¸wih γ_1 i

γ_2 v G^{s⊥}_{j,k}). Ravenstvo v (3.23) dostigaetsØ tol~ko v sluqae D^s_{j,k} = G^{s⊥}_{j,k}. K kol~cu D_j , sisteme qetyrehugol~nikov {D^s_{j,k} : k ∈ J^⊥(j), s = 1, . . . , κ^⊥_{j,k}} i sisteme vesov α_{j,k} = α^s_{j,k} = h^⊥_k / ∑ k∈J^⊥(j) κ ⊥ j,kh^⊥_k primenim teoremu 1.5. V rezul~tate, uqityvaØ

takße neravenstva (3.23) i (3.20), poluqaem

α^2_j mod (D_j ) 6 ∑ k∈J^⊥(j) 16s6κ^⊥_{j,k} (h^⊥_k )^2mod (G^{s⊥}_{j,k} ). (3.24)

Esli D_j — disk, to primenenie teoremy 1.5 privodit k neravenstvu

α^2_j mod (D_j ) 6 ∑ k∈I^⊥(j) (h^⊥_k )^2mod (G^⊥_{j,k}), (3.25)

gde I^⊥(j) – mnoßestvo indeksov, opredelennoe v p. 2.3 i sootvetstvu¸wee toqke c^⊥_l =

b_l ∈ D_j , a G^⊥_{j,k} – sootvetstvu¸wie treugol~niki pereseqeniØ D_j ∩ G^⊥_k , k ∈ I^⊥(j).

Neravenstva (3.24) i (3.25) vypolnØ¸tsØ takße dlØ qetyrehugol~nikov i treugol~- nikov D_j , esli pod G^{s⊥}_{j,k} i G^⊥_{j,k} ponimat~ podhodØwie konfiguracii.

V silu dvoæstvennogo haraktera zadaq P i P^⊥ analogiqnye neravenstva ime¸t mesto i dlØ konfiguraciæ D^⊥_j : − ∑ k∈J(j) 16s6κj,k h^2_kmod (G^s_{j,k}) 6 −(α^⊥_j )^2mod (D^⊥_j ), (3.26)

− ∑ k∈I(j) h^2_kmod (G_{j,k} ) 6 −(α^⊥_j )^2mod (D^⊥_j ). (3.27)

Ravenstvo v kakom-nibud~ iz neravenstv (3.24)–(3.27) dostigaetsØ tol~ko v tom sluqae, kogda sootvetstvu¸wie qeturehugol~niki ili treugol~niki obrazu¸t kanoniqesku¸ sistemu v smysle p. 1.6.

Dalee, prosummiruem vse neravenstva vida (3.24)–(3.27), zatem v kaßdoæ iz qasteæ poluqennogo takim obrazom neravenstva sgruppiruem qleny s odinakovym indeksom k i primenim sootvetstvu¸wiæ variant lemmy Gretxa. V rezul~tate poluqim neravenstvo (3.21).

Pri dokazatel~stve utverßdeniØ o ravenstve v (3.21) moßem sqitat~, qto D i D^⊥ – ffkstremal~nye konfiguracii sootvetstvu¸wih zadaq. Togda D = D_Q i D^⊥ = D_Q⊥ , gde

Q dz^2 i Q^⊥ dz^2 – associirovannye k.d. Iz otmeqavxihsØ v hode dokazatel~stva uslo-

viæ dostißeniØ ravenstva v sootnoxeniØh (3.23)–(3.27) vytekaet, qto v sluqae ravenstva v (3.21) kaßdaØ iz konfiguraciæ D_j dolßna byt~ kanoniqeski sostavlena iz sootvetstvu¸wih qetyrehugol~nikov G^{s⊥}_{j,k} ili treugol~nikov G^⊥_{j,k}; analogiqnym obrazom dolßna byt~ sostavlena i kaßdaØ iz konfiguraciæ D^⊥_j . Sledovatel~no, storony

G^{s⊥}_{j,k}, ØvlØ¸wiesØ dugami traektoriæ Q^⊥ dz^2, dolßny takße leßat~ na ortogonal~nyh

traektoriØh k.d. Q dz^2. Dalee, k sisteme konfiguraciæ {G^{s⊥}_{j,k}}, gde k fiksirovano, a j i s probega¸t vse vozmoßnye znaqeniØ, primenØlas~ lemma Gretxa. Pofftomu iz utverßdeniØ o ravenstve v fftoæ lemme sleduet, qto storony G^{s⊥}_{j,k}, leßawie na traektoriØh Q dz^2 dolßny byt~ dugami ortogonal~nyh traektoriæ Q^⊥ dz^2. Iz predyduwego vytekaet, qto pri podhodØwem c > 0 i podhodØwem vybore vetveæ kornØ funkcii ζ = ic ∫ [Q]^{1/2} dz i ζ = ∫ [Q^⊥]^{1/2} dz otobraßa¸t G^{s⊥}_{j,k} na odin i tot ße prØmougol~nik.

Analogiqnye utverßdeniØ vypolnØ¸tsØ i dlØ vseh ostal~nyh konfiguraciæ. Ots¸da sleduet, qto Q^⊥ dz^2 = −c^2Q dz^2.

Esli v sootnoxeniØh (3.24)–(3.27) imeet mesto znak ravenstva, to znak ravenstva imeet mesto i v kaßdom iz sootnoxeniæ (3.20). Ots¸da vytekaet, qto c = 1. Teorema dokazana. •

3.6. Kommentarii i voprosy. Suwestvovanie k.d. na r.p. R, ime¸wih zamknutye traektorii zadannogo topologiqeskogo tipa, ustanovleno Dßenkinsom [52]. Ego rezul~taty byli razvity v rabotah XtrebelØ, sm. bibliografi¸ v [68], Renel~ta

[63] i Kuz~minoæ [17]. Voprosy suwestvovaniØ k.d. na sfere C , ime¸wih dvoænye pol¸sy s krugovoæ ili radial~noæ strukturoæ traektoriæ, izuqalis~ Emel~Ønovym [14] i v bolee obwem vide Kuz~minoæ [18, 19, 21, 22]. Teorema 3.1 ØvlØetsØ obobweniem teoremy 1 [14]. Otmetim, qto dokazatel~stvo fftogo rezul~tata, privedennoe v [14] soderßit neznaqitel~nyæ probel. V drugih rabotah po fftoæ tematike polnyh dokazatel~stv teorem suwestvovaniØ ne privoditsØ. V rabotah [19, s. 136], [22, s. 130] ime¸tsØ ukazaniØ na vozmoßnost~ primeneniØ teorii normal~nyh semeæstv; odnako v rassmatrivaemyh zadaqah ffta teoriØ, po kraæneæ mere v ee klassiqeskom vide, ne primenima, poskol~ku shodimost~ posledovatel~nosti dvu- ili treugol~nikov k nekotoromu Ødru ne garantiruet suwestvovaniØ privedennogo modulØ predel~noæ konfiguracii.

Ortogonal~nye zadaqi dlØ razbieniæ C , sostoØwih iz krugovyh oblasteæ, vpervye rassmatrivalis~ Emel~Ønovym [15], sm. takße [10]. Neravenstva dlØ moduleæ kol~- cevyh oblasteæ, poluqennye v [47, s. 715], [67, teoremy 4.1, 4.4] i [56, teorema 1] po suwestvu vyteka¸t iz ortogonal~nosti sootvetstvu¸wih zadaq i ØvlØ¸tsØ sledstviØmi teoremy 3.3.

Osnovnym otkrytym voprosom ostaetsØ vopros o suwestvovanii k.d. s opredelennoæ strukturoæ traektoriæ, bez plotnostnyh struktur, kotoryæ imeet v fiksirovannyh toqkah pol¸sy zadannyh porØdkov i s zadannymi naqal~nymi otrezkami loranovskih razloßeniæ. Nekotorye rezul~taty v fftom napravlenii poluqeny v rabotah Kuz~minoæ [21, 22].

§4. Nepreryvnost~ k.d. i ustoæqivost~ ffkstremal~nyh konfiguraciæ

4.1. Nepreryvnost~ differencialov. V sluqae C = ∅ dokazatel~stva nepreryvnosti ob¨ektov, svØzannyh s z.ff.r., standartny i osnovany na primenenii teoremy shodimosti Karateodori. Naliqie dvu- i treugol~nikov v strukture ffkstremal~nogo razbieniØ trebuet modificirovannogo podhoda. Kak i v predyduwem paragrafe snaqala my dokaßem utverßdenie o nepreryvnosti k.d., otkuda uße vyteka¸t drugie rezul~taty. DlØ uproweniØ izloßeniØ dalee sqitaem, qto izmenØetsØ tol~ko odin iz parametrov zadaqi, v sootvetstvii s fftim ispol~zuem obyqnye v takih sluqaØh oboznaqeniØ P(x), D_k(x), G_k(x), Q(·, x), . . . dlØ samoæ zadaqi, dlØ oblasteæ ffkstremal~nogo razbieniØ i t.p. Obwiæ sluqaæ ne vnosit izmeneniæ v dokazatel~stva. Pri fftom predpolagaetsØ, qto semeæstvo g.k. H(x), opredelØ¸wee zadaqu P(x), poluqeno nepreryvnoæ deformacieæ iz zadannogo semeæstva H(x_0), sootvetstvu¸wego zadaqe

P(x_0). Krome togo sqitaem, qto esli x ne ØvlØetsØ vesovym parametrom, to fiksiro-

vana dostatoqno malaØ karta (U, h), h(x_0) = 0 i x ∈ U.

Teorema 4.1. Pust~ k.d. Q(z, x) dz^2 associirovan s z.ff.r. P, opredelennoæ v p. 2.3. Togda

pri fiksirovannom P = h^{−1}(z) ∈ R^′(x) funkciØ Q(z, x) nepreryvna po x pri uslovii, qto pri rassmatrivaemom znaqenii x vse pol¸sy k.d. Q(z, x) dz^2 poparno razliqny.

Dokazatel~stvo teoremy 4.1 daetsØ lemmami 4.1–4.3.

Lemma 4.1. Pust~ vypolneny usloviØ teoremy 4.1 i pust~ xs → x0 pri s → ∞. Togda

posledovatel~nost~ funkciæ Q(z, x_s) ograniqena ravnomerno vnutri R^′(x_0).

Dokazatel~stvo. Zafiksiruem dostatoqno maloe ε > 0. Vnaqale dokaßem ograniqennost~ norm ‖Q(·, x_s)‖_{(R}′_{(x0),ε0)}. Pust~ D_j (x_s, ε) i G_τ (x_s, ε) – sußeniØ konfiguraciæ ffkstremal~nogo razbieniØ {D_j (x_s), G_k (x_s)}, sootvetstvu¸wego zadaqe P(x_s), na r.p.

(R^′(x_s), ε). Esli D_j (x_s) – kol~co ili qetyrehugol~nik, to

‖Q(·, x_s)‖_{Dj (xs,ε0)} 6 [α_j (x_s)]^2m(D_j (x_s)) 6 const < ∞,

v silu usloviæ, naloßennyh na sootvetstvu¸wie g.k.

Pust~ D_{n1+j} (x_s) – disk i pust~ D_{n1+j} (x_s) ∩ T_{ε0}(b_j ) ≠ ∅. Togda suwestvuet zamknutaØ traektoriØ γ ⊂ Δ_{ε0} (b_j ) k.d. Q(z, x_s) dz^2, kasa¸waØsØ T_{ε0}(b_j ). Pust~ D^′_{n1+j} (x_s) – kol~co, ograniqennoe kontinuumami ∂D_{n1+j} (x_s) i γ. Togda, v silu usloviæ, naloßennyh na g.k. 2-go tipa, ‖Q(·, x_s)‖_{Dn1+j (xs,ε0)} 6 ‖Q(·, x_s)‖_D′_{n1+j (xs)} = = α^2_{n1+j}m(D^′_{n1+j}(x_s)) 6 const < ∞.

Takie ße usloviØ garantiru¸t ograniqennost~ sverhu summ ⟨D_Q(x_s),⃗α(x_s)⟩_1. Poslednee v svo¸ oqered~ vleqet ograniqennost~ sverhu summ ⟨D_Q(x_s),⃗h(x_s)⟩_2. Deæstvitel~- no, v protivnom sluqae ⟨D_Q(x_s), ⃗α(x_s),⃗h(x_s)⟩ → −∞ pri s → ∞. (4.1) Esli x ∉ C ∪ C^′, to (4.1) ne vypolnØetsØ, qto legko videt~, vybiraØ podhodØwie dopustimye razbieniØ.

Pokaßem, qto (4.1) ne vypolnØetsØ i pri x = c_l ∈ C. sluqaæ x ∈ C^′ rassmatrivaetsØ analogiqno. Zafiksiruem razbienie D = {D_j , G_k} ∈ D_{H,⃗h}(x_0), dvu- i treugol~niki kotorogo lokal~no-radial~ny v okrestnostØh svoih verxin. Deformiruem oblasti G_k, k ∈ I(l), s tem, qtoby poluqit~ razbienie D^{(s)}, dopustimoe dlØ zadaqi

P(x_s). DlØ fftogo qast~ konfiguracii G_k, kotoraØ proeciruetsØ v podhodØwiæ sektor S(ψ_k, θ_k, 2ε_0) ploskosti u.p. z = h(P ), zamenim mnoßestvom h^{−1}( ^G_k), gde ^G_k – figura,

ograniqennaØ otrezkami [h(x_s), h(x_s) + ε_0e^{i(ψk ±θk )}], [h(x_s) + ε_0e^{i(ψk ±θk)}, 2ε_0e^{i(ψk ±θk )}] i dugoæ γ_k = {z : |z| = ε_0, |arg z − ψ_k| < θ_k}; γ_k ⊂ ^G_k. Qerez G_{k,s} oboznaqaem konfiguraci¸, poluqennu¸ iz G_k v rezul~tate ukazannoæ deformacii. Razbienie D^{(s)} = {D_{j,s}, G_{k,s}}, poluqennoe iz D zamenoæ konfiguraciæ G_k, k ∈ I(l), na konfiguracii G_{k,s}, dopustimo dlØ zadaqi P(x_s).

Okrußnost~ T_ε(c_l(x_s)), 0 < ε < ε_0, razbivaet kaßdyæ iz treugol~nikov G_{k,s} na treugol~nik G_{k,s,ε} i qetyrehugol~nik G_{k,s}[ε]. Analogiqno, kaßdyæ iz dvuugol~nikov

G_{k,s}, k ∈ I(l), razbivaetsØ na dva treugol~nika: G_{k,s,ε} – s verxinoæ v toqke c_l(x_s)

i G_{k,s}[ε]; pri fftom, esli obe verxiny G_{k,s} nahodØtsØ v toqke c_l(x_s), to v razbienii prisutstvuet takße qetyrehugol~nik G^′_{k,s}[ε].

Pust~ treugol~nik G_{k,s} imeet ugol φ_k pri verxine c_l(x_s), pust~ ε_1 = ε_0e^{−φk} , i pust~ metrika ρ^{(1)}_{k,s} |dz| ffkstremal~na dlØ qetyrehugol~nika G_{k,s}[ε]. Legko videt~, qto metrika ρ_{k,s} |dz|, gde

ρ_{k,s}(P ) = ρ^{(1)}_{k,s}(P ) pri P ∈ G_{k,s}[ε_0], ρ^{(1)}_{k,s}(P ) + 1/(φ_k|h(P )|) pri P ∈ G_{k,s,ε0} \ G_{k,s,ε1} , 1/(φ_k|h(P )|) pri P ∈ G_{k,s,ε1} , dopustima dlØ treugol~nika G_{k,s}. Oqevidno takße, qto G_{k,s}[ε_1] slabo−→ G_k[ε_1], pofftomu

mod (G_{k,s}[ε_1]) → mod (G_k[ε_1]) pri s → ∞.

IntegriruØ ρ_{k,s} i uqityvaØ poslednee sootnoxenie, poluqaem neravenstvo

mod (G_{k,s}) 6 const < ∞, (4.2)

s konstantoæ, ne zavisØweæ ot s. K takomu ße neravenstvu pridem i v sluqae dvuugol~nika. Tak kak D^{(s)} dopustimo v zadaqe P(x_s), to sootnoxeniØ (4.2) pokazyva¸t, qto (4.1) ne imeet mesta.

Pust~ 0 < ε < ε_0/2, |h(x_s)| < ε_0/2,

R_s(ε_0) = (R^′(x_0), ε_0)P( n^′⋃

j=1 G_j (x_s)),

~U_{k,s}(ε) = Δ_{ε0} (c_k(x_0))P n^′⋃

j=1 G_j (x_s)

\ Δ_ε(c_k(x_s)).

Metrika

ρ_k(z) = { β^{−1}_k (x_s)|Q(z, x_s)|^{1/2}, z ∈ ~U_k(ε_0 0, z ∉ ~U_k(ε_0) dopustima dlØ semeæstva krivyh, razdelØ¸wih graniqnye komponenty kol~ca K_{ck (xs)}

(ε, ε_0/2). Pofftomu N∑ k=1 ∫ ∫ e_{Uk,s (ε)} |Q(·, x_s)| dm ¿ 1 2π N∑ k=1 β^2_k (x_s) log(ε_0/2ε).

Iz predyduwego vytekaet, qto normy ‖Q(·, x_s)‖_{Rs(ε0)} ograniqeny ravnomerno otnositel~no s. Deæstvitel~no, esli ‖Q(·, x_s′ )‖_{Rs′ (ε0)} → ∞, dlØ nekotoroæ podposledovatel~- nosti s^′ → ∞, to ⟨D_Q(x_s′ ),⃗h(x_s′ )⟩_2 =

lim_{ε→0} ‖Q(·, x_s′ )‖_{Rs′ (ε0)} + ∑ k=1 ∫ ∫ e_{Uk,s′ (ε)} |Q(·, x_s′ )| dm + β^2_k log ε → +∞,

qto protivoreqit ograniqennosti summ ⟨D_Q(x_s),⃗h(x_s)⟩_2 sverhu.

RavnomernaØ ograniqennost~ norm ‖Q(·, x_s)‖_{(R}′_{(x0),ε0)} dokazana. Dalee dokazatel~- stvo ograniqennosti funkciæ Q(z, x_s) povtorØet dokazatel~stvo lemmy 3.2. • Iz lemmy 4.1 i principa sguweniØ dlØ regulØrnyh funkciæ vytekaet, qto iz posledovatel~nosti Q(z, x_s) moßno vydelit~ podposledovatel~nost~ Q(z, x_s′ ), kotoraØ shoditsØ vnutri R^′(x_0) k regulØrnoæ funkcii Q_0(z). PonØtno, qto Q_0(z) dz^2 ØvlØetsØ k.d. na R^′(x_0).

Lemma 4.2. Kvadratiqnyæ differencial Q0(z) dz^2, prodolßennyæ do k.d. na vseæ r.p. R

(i tol~ko on), realizuet ffkstremal~noe razbienie v sootvetstvu¸weæ ffkstremal~noæ zadaqe.

Iz lemm 4.1 i 4.2 i iz utverßdeniØ teoremy 3.1 o edinstvennosti ffkstremal~nogo k.d. vytekaet utverßdenie teoremy 4.1. Dokazatel~stvo lemmy 4.2 v znaqitel~noæ stepeni povtorØet dokazatel~stvo toæ qasti teoremy 3.1, v kotoroæ dokazyva¸tsØ svoæstva ffkstremal~nogo k.d. V qastnosti, v hode dokazatel~stva neobhodimo ustanavliva¸tsØ standartnye fakty ob ffkstremal~nyh oblastØh D_j (x), G_k(x) i o sootvetstvu¸wih fftim oblastØm kanoniqeskih otobraßeniØh. Poskol~ku takie rezul~taty qawe vsego ispol~zu¸tsØ samostoØtel~no, my vydelim ih v otdel~noe utverßdenie. Lemma 4.3. Pust~ z.ff.r. opredelena pri rassmatrivaemyh znaqeniØh parametra x. Esli

x → x_0, to vypolnØ¸tsØ utverßdeniØ:

(1) Semeæstva oblasteæ {D_j (x)}, {G_k(x)} shodØtsØ k sootvetstvu¸wim oblastØm

D_j (x_0), G_k(x_0) kak k Ødru.

(2) Semeæstva kanoniqeskih otobraßeniæ {d_j (z, x)}, {g_k(z, x)} shodØtsØ k sootvetstvu¸wim funkciØm d_j (z, x_0), g_k(z, x_0) ravnomerno vnutri oblasteæ D_j (x_0), G_k(x_0) (pri fftom predpolagaetsØ, qto D_j (x_0) ≠ ∅).

(3) Moduli mod (D_j (x)), mod (G_k (x)) ØvlØ¸tsØ nepreryvnymi funkciØmi ot x.

Ukaßem nekotorye osobennosti dokazatel~stva utverßdeniæ o nepreryvnosti moduleæ mod (G_k(x)) v teh sluqaØh, kogda oblast~ G_k(x) ØvlØetsØ dvu- ili treugol~nikom. V otliqie ot moduleæ mod (D_j (x)), nepreryvnost~ funkciæ mod (G_k(x)) ne sleduet iz teoremy shodimosti Karateodori, t.k. modul~ predel~noæ konfiguracii moßet ne suwestvovat~.

Pust~ G_j (x) ØvlØetsØ, naprimer, dvuugol~nikom s verxinami c^′ = c^′(x) i c^{′′} = c^{′′}(x). Pust~ x_s → x_0. Tak ße, kak pri dokazatel~stve teoremy 3.1, moßno pokazat~, qto suwestvuet ε > 0 takoe, qto dlØ kaßdogo dostatoqno bol~xogo s suwestvu¸t ortogonal~nye traektorii γ^′_s i γ^{′′}_s k.d. Q(z, x_s ) dz^2, ograniqiva¸wie odnosvØznye oblasti

D^′_s i D^{′′}_s , vnutri kotoryh net osobennosteæ Q(z, x_s) dz^2, za iskl¸qeniem toqek c^′ i c^{′′},

i takih, qto R(D^′_s, c^′) = R(D^{′′}_s , c^{′′}) = ε.

Pust~ ~G_{j,s}(ε) oboznaqaet qetyrehugol~nik G_j (x_s)\D^′_s \D^{′′}_s , storonami kotorogo ØvlØ- ¸tsØ sootvetstvu¸wie dugi traektoriæ i ortogonal~nyh traektoriæ k.d. Q(z, x_s) dz^2, i pust~ T^′_{j,s} = G_j (x_s)PD^′_s i T^{′′}_{j,s} = G_j (x_s)PD^{′′}_s – sootvetstvu¸wie treugol~niki. Iz lemmy Gretxa imeem

mod (G_j (x_s)) = m(T^′_{j,s}, c^′) + m(T^{′′}_{j,s}, c^{′′}) + mod ( ~G_{j,s}(ε)). (4.3)

Iz teoremy 4.1 vytekaet, qto pri podhodØwem vybore toqek P_s i vetveæ kvadratnogo kornØ posledovatel~nost~ funkciæ

~g_j (z, x_s) = exp

(2π/β^′(x_s)) ∫ P_s [Q(z, x_s)]^{1/2} dz , (4.4)

otobraßa¸wih oblasti D^′(x_s) na krug Δ, shoditsØ k funkcii

g_j (z, x_0) = exp

(2π/β^′(x_0)) ∫ P0 [Q(z, x_0)]^{1/2} dz

, (4.5)

otobraßa¸weæ D^′(x_0) na Δ. Pri otobraßeniØh (4.4), (4.5) treugol~nikam T^′_j (x_s) i

T^′_j (x_0) sootvetstvu¸t krugovye sektory rastvorov h_j (x_s) i h_j (x_0), sootvetstvenno. Iz

teoremy 4.1 i sootnoxeniæ (4.4), (4.5) sleduet, qto |~g^′_j (c^′, x_s)| → |g^′_j (c^′, x_0)|. Krome togo

h_j (x_s) → h_j(x_0). Ispol~zuØ ffti sootnoxeniØ i primenØØ lemmu 1.3, poluqaem

mod (T^′_j (x_s)) → mod (T^′_j (x_0)) i mod (T^{′′}_j (x_s)) → mod (T^{′′}_j (x_0)). (4.6)

Dalee, ispol~zuØ teoremu 4.1, standartnym obrazom pokazyvaem, qto posledovatel~nost~ qetyrehugol~nikov ~G_j (x_s, ε) shoditsØ k qetyrehugol~niku ~G_j (x_0, ε). Sledovatel~no,

mod ( ~G_j (x_s, ε)) → mod ( ~G_j (x_0, ε)). (4.7)

Iz sootnoxeniæ (4.6), (4.7) i ravenstva (4.3) vytekaet utverßdenie o nepreryvnosti moduleæ dvuugol~nikov. • Sledstvie 4.1. Pust~ zafiksirovana karta (U, h), z = h(P ), i pust~ peremennym pa-

rametrom zadaqi P ØvlØetsØ toqka a = a(z) ∈ A, ili toqka b = b(z) ∈ B, ili toqka c = c(z) ∈ C. Togda kofffficienty q_s = q_s(a(z)), p_s = p_s(b(z)) ili p_s = p_s(c(z)), sootvetstvu¸wie rassmatrivaemomu sluqa¸ i opredelennye ravenstvami (2.6), (2.18), ili (2.24), ØvlØ¸tsØ nepreryvnymi funkciØmi z, esli pri rassmatrivaemyh znaqeniØh parametra vse pol¸sy sootvetstvu¸wego k.d. poparno razliqny.

Dokazatel~stvo fftogo utverßdeniØ standartno. Pust~ zn → z0, an = a(zn). Pri dostatoqno bol~xih n funkciØ Q(z, a_n) = (z − z_n) Q(z, a_n) analitiqna po z v nekotoroæ fiksirovannoæ okrestnosti toqki z_0. Pofftomu dlØ takih n i nekotorogo r > 0

q_s(a_n) = (1/2πi) ∫ |z−z0 |=r Q(z, a_n)(z − z_0)^{−(s+1)} dz, i trebuemoe utverßdenie vytekaet iz nepreryvnosti funkcii Q(z, a) po peremennoæ a. Drugie sluqai rassmatriva¸tsØ analogiqno. •

T.k. kofffficienty β_{s,j} iz formul (2.14) i (2.15) i kofffficienty γ_{s,j} iz formul (2.17) i (2.23) ØvlØ¸tsØ mnogoqlenami ot sootvetstvu¸wih kofffficientov q_l ili p_l, to funkcii β_{s,j} = β_{s,j} (a(z)), γ_{s,j} = γ_{s,j} (b(z)) i γ_{s,j} = γ_{s,j}(c(z)) takße nepreryvny po z.

4.2. Ustoæqivost~ konfiguraciæ. DlØ priloßeniæ neobhodimo imet~ utverßdenie o sil~noæ shodimosti posledovatel~nosteæ D_j (x_n), i G_k(x_n). Obyqno ffto svØzano s geometriqeskimi ograniqeniØmi, nalagaemymi na nekotorye qasti granicy ffkstremal~nyh oblasteæ ili na ih dopolneniØ. Konkretnye zadaqi s takimi ograniqeniØmi rassmatrivalis~, naprimer, v [4, 5, 6].

V sledu¸weæ teoreme v sluqae D_j (x_s) → ∅ pri x_s → x_0 pod predel~noæ konfiguracieæ budem ponimat~ neßordanovu Q(·, x_0)-geodeziqesku¸ L_j (x_0), prinadleßawu¸ estestvennomu rasxireni¸ klassa S_j, kotoraØ sostavlena iz dug kritiqeskih traektoriæ k.d. Q(z, x_0) dz^2. Kak horoxo izvestno, takaØ geodeziqeskaØ suwestvuet i edinstvenna.

Teorema 4.2. Pust~ xs → x0, togda

D_j (x_s) sil~no −→ D_j (x_0), esli D_j (x_0) ≠ ∅,

D_j (x_s) sil~no −→ L_j(x_0)), esli D_j (x_0) = ∅,

G_k(x_s) sil~no −→ G_k(x_0)).

Dokazatel~stvo. Dokaßem pervoe iz utverßdeniæ teoremy, predpolagaØ, qto Dj (x0) – kol~co. Ostal~nye utverßdeniØ dokazyva¸tsØ analogiqno. Bez ograniqeniØ obwnosti sqitaem, qto R – kompaktnaØ r.p., na kotoroæ zafiksirovan koneqnyæ atlas, po otnoxeni¸ k kotoromu opredelØ¸tsØ ε-okrestnosti. Iz lemmy 4.3 (1) sleduet, qto dostatoqno dokazat~, qto dlØ kaßdogo ε > 0 i vseh s, naqinaØ s nekotorogo, vypolnØ- ¸tsØ vkl¸qeniØ

∂D_j (x_s) ⊂ (∂D_j (x_0))_ε.

Pust~ ε_0 > 0 i pust~ P_s ∈ ∂D_j (x_s), P_s → P_0. Dopustim, qto

dist(P_s, ∂D_j (x_0)) ¿ ε_0 pri s = 0, 1, 2, . . .

Iz lemmy 4.3 (1) sleduet, qto P_0 ∉ D_j (x_0). Togda

d = Q(·, x_0) − dist(P_0, D(x_0)) > 0, (4.8)

gde Q − dist oznaqaet sootvetstvu¸wee Q-rasstoØnie. Pust~ L_0 ⊂ D_j (x_0) – proizvol~- naØ traektoriØ k.d. Q(z, x_0) dz^2. Togda L_0 ⊂ D_j (x_s) dlØ vseh dostatoqno bol~xih s. Pust~ L_j (x_s), s = 0, 1, 2, . . . , – graniqnye komponenty oblasteæ D_j (x_s), leßawie “po odnu storonu” ot L_0. Moßem sqitat~,qto P_s ∈ L_j(x_s) pri s = 1, 2, . . .

Komponenta L_j (x_0) sostoit iz koneqnogo qisla traektoriæ k.d. Q(z, x_0) dz^2; oboznaqim ih l_1(x_0), . . . , l_K (x_0). Pust~ l_i(x_0) imeet koncy v toqkah P^′_i , P^{′′}_i , i pust~ l^′_i(x_0) – duga l_i(x_0), leßawaØ vne δ-okrestnosteæ toqek P^′_i , P^{′′}_i , gde δ > 0 stol~ malo, qto K∑ i=1 |l^′_i(x_0)|_{Q(·,x0)} ¿ α_j (x_0) − d/4. (4.9)

Rassmotrim Q(·, x_0)-prØmougol~niki Π_i(δ_1), ime¸wiie “sredn¸¸ lini¸” l^′_i(x_0) i

Q(·, x_0)-vysotu δ_1, gde δ_1 > 0 – dostatoqno malo. Togda pri bol~xih s Π_i(δ_1) ne

soderßit osobyh toqek k.d. Q(z, x_s) dz^2. Iz lemmy 4.3 (1) sleduet, qto kaßdyæ iz prØmougol~nikov Π_i(δ_1/2) soderßit nekotoru¸ (maksimal~nu¸) dugu l_i(x_n) ⊂ L_j(x_n). Iz teoremy 4.1 vytekaet,qto |argQ(z, x_n) − argQ(z, x_0)| → 0 ravnomerno na mnoßestve

∪^K_{i=1}Π_i(δ_1). Ots¸da zakl¸qaem, qto l_i(x_s) soedinØet vertikal~nye storony Π_i(δ_1), esli

s dostatoqno veliko. Vnov~ primenØØ teoremu 4.1 i ispol~zuØ (4.10), poluqaem neravenstvo_K ∑ i=1 |l_i(x_s)|_{Q(·,xs)} ¿ α_j (x_0) − d/2, (4.10)

vernoe dlØ vseh dostatoqno bol~xih s. Iz (4.11) i (4.9) sleduet, qto dlØ takih s i nekotorogo C > 0 vypolnØetsØ sootnoxenie |L_j (x_s)|_{Q(·,xs)} ¿ α_j (x_s) + C, protivoreqawee ravenstvu |L_j (x_s)|_{Q(·,xs)} = α_j (x_s). Sledovatel~no, predpoloßenie (4.8) ne verno. Teorema v rassmatrivaemom sluqae dokazana. •

4.3. Monotonnost~ moduleæ. V zakl¸qenie fftogo paragrafa privedem bez dokazatel~stva teoremu o monotonnosti moduleæ, kak funkciæ vesovyh parametrov α_j i h_k. DlØ z.ff.r. sfery prostoe dokazatel~stvo fftogo utverßdeniØ privedeno, naprimer, v [28, 29]. Teorema 4.3. Pust~ M^−(αj ) = ⟨DQ, ⃗α,^⃗h⟩ − α^2_j M(Dj (αj )), M^+(hk) = ⟨DQ, ⃗α,^⃗h⟩ + h^2_kM(G_k(h_k)). Veliqiny M(D_j (α_j )) i M^+(h_k) vozrasta¸t, a veliqiny M^−(α_j ) i M(G_k(h_k)) ubyva¸t, kak funkcii ukazannyh parametrov. Bolee togo, suwestvu¸t maksimal~nye intervaly α^{min}_j < α_j < α^{max}_j i 0 < h_k < h^{max}_k , na kotoryh sootvetstvu¸wie funkcii strogo monotonny, a vne kotoryh oni postoØnny. Pri fftom, esli

0 6 αj 6 α^{min}_j , to Dj (αj ) = ∅. Esli ße α^{max}_j 6 αj 6 ∞ ili h^{max}_k 6 hk 6 ∞, to oblasti

D_j (α_j ) ili G_k(h_k) ØvlØ¸tsØ edinstvennymi nevyroßdennymi oblastØmi ffkstremal~- nogo razbieniØ.

Esli rassmatrivaetsØ g.k. S_j 1-go ili 4-go tipov, to α^{min}_j > 0, esli ße S_j – 2-go, 5-go tipov, to α^{min}_j = 0. Esli rassmatrivaetsØ g.k. S_j ili H_k, a vse ostal~nye g.k. ØvlØ¸tsØ klassami S_l 1-go ili 4-go tipov, to α^{max}_j < ∞ ili h^{max}_k < ∞ sootvetstvenno; v protivnom sluqae α^{max}_j = ∞, h^{max}_k = ∞.

4.4. Kommentarii i voprosy. Izloßennye v fftom paragrafe rezul~taty standartny i postoØnno ispol~zu¸tsØ pri rexenii konkretnyh zadaq. V svØzi s teoremoæ 4.3 i vozmoßnymi priloßeniØmi predstavlØet interes sledu¸waØ Gipoteza. Vse ffkstremal~nye moduli M(Dj (αl)), M(Gj (αl)), M(Dj (hl)), M(Gj (hl)) monotonny otnositel~no vesovyh parametrov.

§5. Differencial~nye svoæstva rexeniæ 5.1. Vesovye parametry. Pri dokazatel~stve differenciruemosti rexeniæ z.ff.r.

budet ispol~zovat~sØ lemma 5.1 iz teorii funkciæ deæstvitel~nogo peremennogo, v kotoroæ

D^+f(x ± 0) = lim sup_{Δx→±0} f(x + Δx) − f(x) Δx , D^−f(x ± 0) = lim inf_{Δx→±0} f(x + Δx) − f(x) Δx – sootvetstvu¸wie proizvodnye qisla.

Lemma 5.1. Pust~ −∞ < a < b < ∞, f, g ∈ C([a, b]). Esli D^+f(x + 0) 6 g(x) pri x ∈ [a, b)

i D^−f(x − 0) ¿ g(x) pri x ∈ (a, b], to f ∈ C^1([a, b]) i f^′(x) = g(x) ∀x ∈ [a, b].

Dokazatel~stvo. Pust~ Δx > 0, x0, x0 + Δx ∈ [a, b] i pust~ k(Δx) = (f(x0 + Δx) −

f(x_0))/Δx. Togda suwestvuet x_c ∈ [x_0, x_0 + Δx) takaØ, qto k(Δx) ¿ (f(x) − f(x_c ))/(x − x_c)

dlØ vseh x, x_0 6 x < x_c. PerehodØ v fftom neravenstve k predelu, snaqala pri x → x_c−0, zatem pri Δx → +0, poluqaem: D^−f(x_0 + 0) ¿ g(x_0). Differenciruemost~ sprava dokazana. Analogiqno dokazyvaetsØ i differenciruemost~ sleva. Oqevidno, qto pri fftom f^′(x_0) = g(x_0). •

Dokazatel~stvo differenciruemosti rexeniæ z.ff.r. po parametram α_j , h_k dlØ sluqaØ r.p. analogiqno dokazatel~stvam differenciruemosti dlØ sluqaØ sfery, privedennym v rabotah [29, 13].

Teorema 5.1. Rexenie M = M(αj , hk) differenciruemo po parametram αj, hk. Pri

fftom ∂M ∂α_j = 2α_j M(D_j ), (5.1) ∂M ∂h_k = −2h_kM(G_k), (5.2)

gde D_j = D_j (α_j ), G_k = G_k(h_k) – konfiguracii ffkstremal~nogo razbieniØ zadaqi P.

Dokazatel~stvo. Dokaßem (5.2), predpolagaØ, qto Gk – treugol~nik s verxinoæ cl i protivopoloßnoæ storonoæ e_1e_2; v ostal~nyh sluqaØh dokazatel~stvo analogiqno i daße neskol~ko prowe.

Rassmotrim konfiguracii (dvu- ili treugol~niki) G_{j1} , . . . , G_{jL} , j_i ∈ I(l). Pust~ τ – ortogonal~naØ traektoriØ Q(z, h_k) dz^2, leßawaØ v dostatoqno maloæ okrestnosti toqki c_l. Esli konfiguraciØ G_j imeet odnu verxinu v toqke c_l, to τ “otsekaet” ot

G_{ji} Q(·, h_k)-treugol~nik T_{ji} s verxinoæ c_l. Esli ße G_{ji} imeet dve verxiny v toqke c_l,

to imeem dva takih treugol~nika T_{ji} i T^′_{ji} . Pri fftom mnoßestva G_{ji} [τ ] = G_{ji} \ T_{ji} i

G_{ji} [τ ] \ T_{ji} \ T^′_{ji} predstavlØ¸t soboæ Q(·, h_k)-prØmougol~nik ili Q(·, h_k)-treugol~nik i Q(·, h_k)-prØmougol~nik sootvetstvenno. Vo vseh sluqaØh, soglasno lemme Gretxa, mo-

dul~ konfiguracii G_{ji} raven summe moduleæ konfiguraciæ, ee sostavlØ¸wih. Treugol~nik T_{ji} imeet pri verxine c_l ugol ravnyæ φ_{ji} = 2πh_{ji} /β_l(h_k), gde β_l(h_k) = ∑ j∈I(l) hj (sm. p. 2.3). Privedennyæ modul~ treugol~nika Tji raven

mod (T_{ji} ) = (1/φ_{ji} ) log ε = (log ε/2πh_{ji} ) ∑ j∈I(l) h_j , (5.3)

gde ε > 0 zavisit tol~ko ot vybora τ (napomnim, qto vse privedennye moduli vyqislØ¸tsØ v terminah fiksirovannogo u.p.). Takie ße sootnoxeniØ imeem i dlØ uglov i moduleæ treugol~nikov T^′_{ji} .

Pust~ ~h_k dostatoqno blizko k h_k i ~h_{ji} = h_{ji} , esli j_i ≠ k. Deformiruem ffkstremal~noe razbienie zadaqi P(h_k) s tem, qtoby poluqit~ dopustimoe razbienie zadaqi

P(~h_k). DlØ fftogo vyberem Q(·, h_k)-treugol~niki ~T_{ji} , ime¸wie verxinu v toqke c_l i

storonu na τ i udovletvorØ¸wie usloviØm

(i) ~T_{ji} imeet pri verxine c_l ugol ~φ_{ji} = 2π~h_{ji} /β_l(~h_k); (ii) treugol~niki T_{ji} i ~T_{ji} dostatoqno blizki.

Pust~ ~T^′_{ji} – analogiqnye treugol~niki, sootvetstvu¸wie treugol~nikam T^′_{ji} . Pri vypolnenii ukazannyh usloviæ oblast~ ~G_{ji} , predstavlØ¸waØ soboæ vnutrennost~ zamykaniØ mnoßestva G_{ji} [τ ] ∪ ~T_{ji} ili mnoßestva G_{ji} [τ ] ∪ ~T_{ji} ∪ ~T^′_{ji} , moßet rassmatrivat~sØ kak dopustimaØ konfiuraciØ, associirovannaØ s g.k. H_{ji} . Iz teoremy 1.2 sleduet, qto dlØ ~G_{ji} opredelen sootvetstvu¸wiæ modul~. Po lemme Gretxa,

mod ( ~G_{ji} ) ¿ s mod ( ~T_{ji} ) + mod (G_{ji} [τ ]), (5.4)

gde s ravno koliqestvu verxin (odna ili dve) konfiguracii ~G_{ji} , raspoloßennyh v toqke c_l. ZamenØØ oblasti G_{ji} , j_i ∈ I(l) oblastØmi ~G_{ji} i ostavlØØ vse drugie oblasti ffkstremal~nogo razbieniØ zadaqi P(h_k) bez izmeneniØ, poluqim semeæstvo oblasteæ, dopustimoe dlØ P(~h_k). Ots¸da s uqetom (5.3) i (5.4), imeem

M(~h_k) − M(h_k) 6 −(~h^2_k − h^2_k)mod (G_k[τ ])− −(log ε/2π) ∑ j∈I(l) ~h_j ∑ p∈I(l) ~h_p − h_j ∑ p∈I(l) h_p . Posle prostyh preobrazovaniæ poluqaem M(~h_k) − M(h_k) 6 −2h_k(~h_k − h_k) (log ε/(2πh_k)) ∑ j∈I(l) h_j −

−(log ε/2π)(~h_k − h_k)^2 − (~h^2_k − h^2_k)mod (G_k[τ ]).

Dalee, ispol~zuØ lemmu Gretxa i uqityvaØ (5.3), nahodim

M(~h_k) − M(h_k) 6 −2h_k(~h_k − h_k)mod (G_k)−

−(~h_k − h_k)^2[(log ε/2π) + mod (G_k[τ ])].

Otkuda,

D^+M(h_k + 0) 6 −2h_kmod (G_k) i D^−M(h_k − 0) ¿ −2h_kmod (G_k).

V sootvetstvii s lemmoæ 4.3(3) modul~ m(G_k(h_j )) nepreryven, pofftomu trebuemoe utverßdenie sleduet iz lemmy 5.1. •

Sledu¸wee utverßdenie vytekaet neposredstvenno iz teorem 5.1 i 4.3. Sledstvie 5.1. Esli zadaqa P associirovana s g.k. 1-go i 4-go tipov i oblastØmi vida

D_j , to rexenie M(α_j ) ØvlØetsØ vypukloæ funkcieæ otnositel~no kaßdogo iz vesovyh parametrov α_j .

�kstremal~noe razbienie rassmatrivaemyh nami zadaq zavisit ot otnoxeniæ α_1 :

· · · : α_n : h_1 : · · · : h_n′ i ne zavisit ot veliqiny samih vesovyh parametrov. Pofftomu vo

mnogih sluqaØh udobno ispol~zovat~ normirovku n∑ i=1 α^2_i + n^′∑

j=1 h^2_j = 1. (5.5)

Rassmotrim zadaqu minimizacii modulØ M = M(α_j , h_k) pri vypolnenii usloviØ (5.5). Iz formul (5.1), (5.2) vytekaet, qto stacionarnye toqki fftoæ zadaqi opredelØ¸tsØ iz sistemy uravneniæ:

M(D_1) = . . . = M(D_n) = −M(G_1) = . . . = −M(G_n′ ),

kotoroæ udovletvorØ¸t moduli vseh nevyroßdennyh oblasteæ D_j , G_k. Ispol~zuØ ffti sootnoxeniØ, moßno poluqit~, naprimer, polnoe rexenie zadaqi o minimakse proizvedeniØ konformnyh radiusov: M_{min} = min_{α1,... ,αn} max_{D1,... ,Dn} n∏ i=1 R^{α2i} (D_i, b_i)

v semeæstve nenalega¸wih odnosvØznyh oblasteæ D_i, b_i ∈ D_i ⊂ R, pri uslovii ∑_n i=1 α^2_i = 1. Netrudno pokazat~, qto v dannom sluqae suwestvuet i edinstvenna toqka α^m_1 , . . . , α^m_n , realizu¸waØ minimaks M_{min}. �kstremal~naØ konfiguraciØ D^m_1 , . . . , D^m_n

dannoæ zadaqi ØvlØetsØ takße edinstvennoæ ffkstremal~noæ konfiguracieæ sledu¸- weæ zadaqi o maksimine: max D1,... ,D_n min 16i6n^{R(Di, bi).} 5.2. �lementarnye variacii. Estestvenno, qto vozmuwenie nekotorogo parametra P iz mnoßestv A, B, C v maksimal~noæ mere skazyvaetsØ na ffkstremal~nyh oblastØh, neposredstvenno primyka¸wih k toqke P . Pofftomu sleduet oßidat~, qto naibol~xiæ vklad v prirawenie rexeniØ problemy P vnosØt imenno priraweniØ moduleæ takih ffkstremal~nyh oblasteæ. Esli ffto tak, to v pervom priblißenii my moßem sqitat~, qto rassmatrivaetsØ problema modulØ dlØ odnogo g.k. Perehod k dubl¸ pozvolØet sqitat~, qto fftot klass ØvlØetsØ g.k. 1-go, 2-go ili 3-go tipov. V sootvetstvii s fftim my rassmotrim, kak izmenØetsØ modul~ pri variacii edinstvennoæ osobennosti, leßaweæ v sootvetstvu¸weæ kanoniqeskoæ oblasti. Poluqennye takim obrazom fflementarnye variacionnye formuly horoxo izvestny; my privodim ih v vide udobnom dlØ dokazatel~stva gradientnyh teorem punkta 5.5.

(a) Pust~ k(z) = z(1 + z)^{−2} – funkciØ Kebe. Funkcii Pika (prØmaØ i obratnaØ) opredelØ¸tsØ ravenstvami

ζ = k^{−1}(τ k(z)), z = k^{−1}(τ^{−1}k(ζ)), 0 < τ < 1. (5.6)

PervaØ iz nih otobraßaet krug Δ na oblast~ Δ(r) = Δ \ [r, 1], gde r i τ svØzany ravenstvom

τ = 4r(1 + r)^{−2}.

Horoxo izvesten i legko vyqislØetsØ modul~ m_1(r) = m(Δ(r), 0) i ego proizvodnaØ

m_1(r) = 1 2π log(4r(1 + r)^{−2}) (= 1 2π log τ ),

m^′_1(r) = 1 2πr 1 − r 1 + r . DlØ funkcii Pika (5.6) vblizi toqki z = 1 imeem predstavlenie

ζ(1 + ε) = r − r 4 1 + r 1 − r ε^2 + o(ε^2) = r − 1 8πm^′_1(r) ε^2 + o(ε^2), 1 + ε ∈ Δ. (5.7)

(b) Analogom funkciæ (5.6) dlØ polosy Π(π/2) ØvlØ¸tsØ vzaimoobratnye funkcii

ζ = cosh^{−1}(τ cosh z), z = cosh^{−1}(τ^{−1} cosh ζ), 0 < τ < 1, (5.8)

pervaØ iz kotoryh otobraßaet Π(π/2) na oblast~ Π(π/2) \ [0, ir], gde

τ = cos r.

Pust~ m_2(r) = m(Π(π/2) \ [0, ir], −∞, +∞). �lementarnye vyqisleniØ privodØt k sootnoxeniØm, analogiqnym privedennym vyxe:

m_2(r) = − 4 π log cos r (= − 4 π log τ ), m^′_2(r) = 4 π tan r, ζ(ε) = ir − i 2 tan r ε^2 + o(ε^2) = ir − 2i πm^′_2(r) ε^2 + o(ε^2), ε ∈ Π(π/2). (5.9)

(c) DlØ dvusvØznyh oblasteæ analogom funkcii Kebe slußit funkciØ ζ =

ρ^{−1}k(z, ρ), 0 < ρ < 1, otobraßa¸waØ krugovoe kol~co K(s, 1) na kol~co Gretxa R_G(ρ^{−1}) = C \ Δ \ [ρ^{−1}, +∞]. Togda funkciØ k(z, ρ) otobraßaet K(s, 1) na oblast~ ρR_G(ρ^{−1}). Horoxo izvestno (sm., naprimer, [17, s. 167]), qto k(z, ρ) vyraßaetsØ qerez

fflliptiqeskie funkcii ˚kobi i polnye fflliptiqeskie integraly K(κ) i K^′(κ) :

k(z, ρ) = ρ^2sn^2(w, ρ), (5.10) gde w = K(ρ) + iK^′(ρ) + iπ^{−1}K(ρ) log z. (5.11)

Modul~ kol~ca Gretxa R_G(ρ^{−1}) prinØto oboznaqat~ qerez γ(ρ). Kak horoxo izvestno γ(ρ) = 1 4 K^′(ρ) K(ρ)^{. (5.12)}

V silu konformnoæ invariantnosti moduleæ parametry s = s(ρ) i ρ = ρ(s) svØzany sootnoxeniem π 2 K^′(ρ) K(ρ)^{= − log s. (5.13)}

Analogami funkciæ (5.6) i (5.8) dlØ kol~ca ØvlØ¸tsØ vzaimoobratnye funkcii ζ = k^{−1}(τ k(z, ρ), τ ρ) i z = k^{−1}(τ^{−1}k(ζ, τ ρ), ρ), 0 < τ < 1. (5.14) PervaØ iz fftih funkciæ otobraßaet kol~co K(s(ρ), 1) na kol~co K(s(τ ρ), 1), razrezannoe vdol~ otrezka [r, 1]. Pri fftom parametry τ i r svØzany ravenstvom τ = k(r, τ ρ). (5.15) Pust~ z = 1 + ε ∈ K(s(ρ), 1) \ {1}. Razloßim funkci¸ ζ = k^{−1}(τ k(1 + ε, ρ), τ ρ) po stepenØm malogo parametra ε. Iz (5.11) imeem

w = K(ρ) + iK^′(ρ) + iπ^{−1}K(ρ)ε + o(ε).

Ispol~zuØ funkcional~noe sootnoxenie (sm. [8, s. 928, Tab. 2])

sn(K(ρ) + iK^′(ρ) + u, ρ) =^1_ρ^{dn(u, ρ)}_{cn(u, ρ)}

i razloßeniØ v rØdy (sm. [8, s. 925])

cn(u, ρ) = 1 − u^2 2 + 1 + 4ρ^2 4! u^4 + . . . ,

dn(u, ρ) = 1 − ρ^2 2 u^2 + ρ^2(4 + ρ^2) 4! u^4 − . . . , nahodim

k(1 + ε, ρ) = ρ^2sn^2(w, ρ) = 1 − π^{−2}(1 − ρ^2)K^2(ρ)ε^2 + o(ε^2). (5.16)

Iz (5.16) i (5.14) poluqaem ζ = k^{−1}(τ k(1 + ε, ρ), τ ρ) = r − τ (1 − ρ^2)K^2(ρ) π^2k^′(r, τ ρ) ε^2 + o(ε^2). (5.17)

Pust~ s, 0 < s < 1, – fiksirovano i pust~ s < r 6 1. Qerez m(r, s) oboznaqim modul~ dvusvØznoæ oblasti K(s, 1) \ [r, 1]. Iz vyxe izloßennogo sleduet, qto m(r, s) = γ(ρ(s)/k(r, ρ(s))). (5.18) Znaqit m^′_r(r, s) = − ρ(s)k^′(r, ρ(s)) k^2(r, ρ(s)) γ^′(ρ), (5.19)

gde ρ = ρ(s)/k(r, ρ(s)), a proizvodnaØ γ^′(t) opredelØetsØ iz sootnoxeniØ (5.12):

γ^′(t) = − π 8t(1 − t^2)K^2(t)

. (5.20)

Ispol~zuØ sootnoxeniØ (5.19) i (5.20), razloßenie (5.17) zapixem v vide ζ = r − 1 8πm^′_r(r, s(τ ρ)) ε^2 + o(ε^2). (5.21)

Interesno otmetit~, qto veduwiæ kofffficient kaßdogo iz razloßeniæ (5.7), (5.9) i (5.21) s toqnost~¸ do konstanty sovpadaet s veliqinoæ, obratnoæ k proizvodnoæ sootvetstvu¸wego privedennogo modulØ ili modulØ. �tot fakt budet suwestvenno ispol~zovan pri dokazatel~stve teoremy 5.6.

5.3. Differencirovanie moduleæ po dline dugi. Pust~ D ∈ C – dvusvØznaØ oblast~ s graniqnymi komponentami Γ i Γ^′, i pust~ Γ soderßit ßordanovu dugu

γ = {z(s) : 0 6 s 6 L}, parametrizovannu¸ po dline dugi. Pust~ γ(t_1, t_2) = {z(s) : t_1 6 s < t_2}, γ_t = γ(0, t), D(t) = D \ γ_t pri 0 6 t < L. Dalee budem sqitat~, qto pri vseh

0 6 t < L γt ne soderßit toqek, predel~nyh dlØ Γ \ γt; togda mnoßestvo D(t) ØvlØetsØ

dvusvØznoæ oblast~¸. Pust~ funkciØ z = f_t(ζ) otobraßaet kol~co K(τ (t), 1) na D(t) tak, qto f_t(1) = z(t).

Teorema 5.2. Pust~ pri ζ → 1, ζ ∈ Δ, vypolnØetsØ sootnoxenie

f_t(ζ) = z(t) + (1/2)f^{′′}_t (1)(ζ − 1)^2 + o(ζ − 1)^2, (5.22)

gde f^{′′}_t (1) ∈ C([0, L)), f^{′′}_t (1) ≠ 0. Togda mod (D(t)) ∈ C^1([0, L)) i d dt mod (D(t)) = 1 4π|f^{′′}_t (1)| . (5.23)

Pri bolee slabom predpoloßenii konformnosti oblasti D(t) v toqke z(t), 0 6 t < L, funkciØ mod (D(t)) imeet levu¸ proizvodnu¸, udovletvorØ¸wu¸ sootnoxeni¸ (5.23).

DlØ dokazatel~stva poslednego utverßdeniØ teoremy potrebuetsØ Lemma 5.2. Pust~ 0 < L < 1, 0 < ρ < 1 − L. Pust~ l = {z(t) : 0 6 t 6 L, z(0) = 1}

– nepreryvnaØ krivaØ dliny L; D_l – dvusvØznaØ komponenta mnoßestva ρR_G(ρ^{−1}) \ l. Togda mod (D_l) ¿ mod (R_G((1 − L)/ρ)).

Dokazatel~stvo. Otobraßenie z → h(z) = ρ/z preobrazuet oblast~ Dl v krug Δ s razrezom po krivoæ l_1 = [0, ρ] ∪ h(l).

Oqevidno,

length l_0 6 length (h([1 − l, ∞])) = ρ/(1 − L). (5.24)

Dalee, iz vseh nepreryvnyh krivyh {z = z(t) : 0 6 t 6 L, z(0) = 0}, ime¸wih fiksirovannu¸ dlinu L, 0 < L < 1, otrezok [0, L] imeet maksimal~nu¸ giperboliqesku¸ emkost~, sm., naprimer, [32, 33]. Ots¸da, ispol~zuØ svØz~ giperboliqeskoæ emkosti i modulØ (sm. [70]), poluqaem neravenstvo

mod (h(D_l)) ¿ mod (Δ \ [0, length l_0]),

iz kotorogo, s uqetom (5.24), vytekaet utverßdenie lemmy. • Dokazatel~stvo teoremy 5.2. Pust~ funkciØ ζ = ht(z) otobraßaet D(t) na kol~co Gretxa ρ(t)R_G(1/ρ(t)), h_t(z(t)) = 1. Togda h_t = k ∘ f^{−1}_t , gde funkciØ k opredelena v

(5.10). Iz (5.22) sleduet, qto h_t imeet uglovu¸ proizvodnu¸ v toqke z(t). Dalee v dokazatel~stve polagaem Δt > 0. Iz (5.17) i (5.22) nahodim

h_t(z(t − Δt)) = 1 − κ(t)Δt + o(Δt), (5.25) gde κ(t) = 2(1 − ρ^2(t))K^2(ρ(t)) π^2|f^{′′}_t (1)| . Standartnoe primenenie simmetrizacii s uqetom sootnoxeniæ (5.20) i (5.25) privodit k neravenstvu

mod D(t − Δt) − mod D(t) 6 γ(ρ(t) + ρ(t)κ(t)Δt + o(Δt)) − γ(ρ(t)) = = − Δt 4π|f^{′′}_t (1)| + o(Δt). Sledovatel~no,

D^−(mod D(t − 0)) ¿ 1/4π|f^{′′}_t (1)|. (5.26)

Imeem

length h_t(γ(t − Δt, t)) = t∫ t−Δt |h^′_t(z(s))| ds =

= |h^′_t(z(t^∗))|Δt = |h^′_t(z(t))|Δt + o(Δt), (5.27)

gde t^∗ ∈ (t − Δt, t). Poslednee ravenstvo v (5.27) vytekaet iz suwestvovaniØ uglovoæ proizvodnoæ (sm. predloßenie 4.7 [62]). PrimenØØ lemmu 5.2 i ispol~zuØ (5.25) i (5.27), poluqaem

mod (D(t − Δt)) − mod (D(t)) ¿ γ(ρ(t) + ρ(t)κ(t)Δt + o(Δt)) − γ(ρ(t)) = = − Δt 4π|f^{′′}_t (1)| + o(Δt). (5.28)

Pri vyvode sootnoxeniæ (5.26) i (5.28) ispol~zovalas~ tol~ko konformnost~ oblasti

D(t) v toqke z(t), pofftomu poslednee utverßdenie teoremy dokazano.

Pust~ Υ – semeæstvo krivyh, razdelØ¸wih graniqnye komponenty D(t + Δt). Esli

γ ∈ Υ, to qerez γ^′ ⊂ D(t) budem oboznaqat~ samu γ, esli γ ⊂ D(t), ili dugu γ, ime¸wu¸

koncy na duge γ(t, t + Δt) i otdelØ¸wu¸ vnutri D(t) komponentu Γ^′ ot toqki z(t + Δt). Semeæstvo Υ^′ = {γ^′} koroqe semeæstva Υ, pofftomu

mod D(t + Δt) 6 mod (Υ^′). (5.29)

Pri otobraßenii ζ = h_t(z) razliqnym beregam razreza po duge γ(t, t + Δt) sootvetstvu¸t otrezki [1, δ^+] i [1, δ^−], gde

δ^± = δ^±(t, Δt) = |h^′_t(z(t))|Δt + β^±Δt, (5.30)

i gde β^± → 0 pri Δt → 0. Pust~ δ(t, Δt) = max{δ^+, δ^−} i pust~ ~Υ – semeæstvo krivyh, razdelØ¸wih graniqnye komponenty kol~ca Gretxa R_G(1 − δ(t, Δt))/ρ(t)). Ispol~zuØ simmetri¸ kol~ca Gretxa otnositel~no R, legko pokazat~, qto

mod (Υ^′) 6 mod ( ~Υ) = γ(ρ(t)/(1 − δ(t, Δt)). (5.31)

Iz (5.29)–(5.31) poluqaem

mod D(t + Δt) − mod D(t) 6 Δt 4π|f^{′′}_t (1)| + o(Δt). Ots¸da,

D^+(mod D(t + Δt)) 6 1 4π|f^{′′}_t (1)| . (5.32)

Po uslovi¸ funkciØ |f^{′′}_t (1)| nepreryvna, pofftomu utverßdenie teoremy sleduet iz (5.26), (5.32) i lemmy 5.1. •

DlØ odnosvØznyh konfiguraciæ vypolnØ¸tsØ analogiqnye utverßdeniØ. V formulirovke teoremy 5.3 ispol~zuem oboznaqeniØ teoremy 5.2, no pri fftom v pervoæ qasti fftoæ teoremy sqitaem, qto D ∋ z_0 – odnosvØznaØ oblast~. Togda oblasti D(t) takße odnosvØzny, a funkciØ z = f_t(ζ) otobraßaet krug Δ na D(t) tak, qto f_t(0) = z_0,

f_t(1) = z(t). Vo vtoroæ qasti sqitaem, qto D = D(e_1, e_2) – dvuugol~nik s verxinami e_1, e_2 ∈ Γ, D(t) – dvuugol~nik s temi ße verxinami, a funkciØ z = f_t(ζ) otobraßaet

polosu Π(0, π) na D(t) tak, qto f_t(−∞) = e_1, f_t(+∞) = e_2, f_t(0) = z(t). DlØ togo, qtoby garantirovat~ suwestvovanie privedennyh moduleæ budem sqitat~, qto D konformna v toqkah e_1 i e_2.

Teorema 5.3. (1) Esli ft(ζ) udovletvorØet uslovi¸ (5.22), to m(D(t), z0) ∈ C^1([0, L)) i d dt m (D(t), z_0 ) = 1 4π|f^{′′}_t (1)| . (5.33)

(2) Esli pri ζ → 0, Im ζ ¿ 0 funkciØ f_t(ζ) predstavima v vide

f_t(ζ) = z(t) + (1/2)f^{′′}_t (0)ζ^2 + o(ζ^2),

gde f^{′′}_t (0) ∈ C([0, L)), f^{′′}_t (0) ≠ 0, to m(D(t), e_1, e_2) ∈ C^1([0, L)) i d dt m(D(t), e_1, e_2) = 4 π|f^{′′}_t (0)| , (5.34)

V predpoloßenii konformnosti oblasti D(t) funkcii m(D(t), z_0) i m(D(t), e_1 , e_2) ime¸t levye proizvodnye, udovletvorØ¸wie (5.33) i (5.34) sootvetstvenno.

PolagaØ v teoreme 5.3(1) z_0 = ∞, Γ(t) = ∂D_t i ispol~zuØ sootnoxenie cap ∂D =

exp{−2πm(D, ∞)}, svØzyva¸wee logarifmiqesku¸ emkost~ cap ∂D i privedennyæ mo-

dul~, poluqaem sledu¸wiæ rezul~tat L. Karlesona i N. G. Makarova [43, ss. 50, 51].

Sledstvie 5.2. V usloviØh teoremy 5.3 (1) d dt cap Γ(t) = − cap Γ(t) 2|f^{′′}_t (1)|. (5.35)

DlØ priloßeniæ neobhodimo imet~ kriteriæ, vyraßennyæ v terminah gladkosti dugi γ, kotoryæ garantiruet vypolnenie predpoloßeniæ teorem 5.2 i 5.3. V svo¸ oqered~ gladkost~ γ prinØto harakterizovat~ modulem nepreryvnosti ω(ż(t), δ), gde toqka oznaqaet differencirovanie po dline dugi, ili bolee obwimi modulØmi gladkosti. Po fftomu povodu sm. [38, 12].

Lemma 5.3. Esli L∫ 0 ω(ż(t), τ ) dτ τ < ∞ i lim_{δ→0} δ L∫ δ ω(ż(t), τ ) dτ τ^2

= 0, (5.36)

to predpoloßeniØ teorem 5.2 i 5.3 vypolnØ¸tsØ.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim sluqaæ dvusvØznoæ oblasti. Zafiksiruem t0 ∈ (0, L) i

z_0 ∈ Γ^′ i pust~ 0 6 t < t_0. Pri podhodØwem vybore vetvi kornØ funkciØ

w = F_t(z) = W_{0,t} − W_t(z) W_{0,t} + W_t(z)

, gde W_t(z) = √ z − z(t) z − z(t_0)

, W_{0,t} = W_t(z_0), (5.37)

otobraßaet C \ γ(t, t_0) na nekotoru¸ oblast~ Ω_t s gladkoæ graniceæ β_t ∋ ±1 dliny

L_t. Pust~ φ_t(p) otobraßaet krug Δ na Ω_t tak, qto φ_t(1) = 1, φ_t(0) = 0; i pust~ w_t(s) –

nekotoraØ natural~naØ parametrizaciØ β_t. Ispol~zuØ (5.37), posle nekotoryh vyqisleniæ poluqaem, qto suwestvuet postoØnnaØ C > 0 takaØ, qto

ω(ẇ_t(s), δ) 6 C ω(ż(t), δ) (5.38)

dlØ vseh δ > 0 i vseh t, prinadleßawih dostatoqno maloæ fiksirovannoæ okrestnosti toqki t^′ ∈ [0, t_0).

Iz (5.38), (5.36) imeem ∫_{Lt} 0 ω(ẇ_t, τ )τ^{−1} dτ < ∞. Sledovatel~no, po teoreme Kelloga-

Varxavskogo φ_t ∈ C^1(Δ). Ots¸da i iz sootnoxeniæ (5.37) vytekaet predstavlenie (5.22). Krome togo dlØ ω(φ^′_t, δ) imeet mesto ocenka ˚. L. Geronimusa (sm. [38, s. 129] ili [12, s. 138]), kotoraØ vmeste s (5.38) privodit k neravenstvu ω(φ^′_t, δ) 6 C δ∫ 0 ω(ż(t), τ ) dτ τ + δ L∫ δ ω(ż(t), τ ) dτ τ^2

, (5.39)

gde postoØnnaØ C > 0 ne zavisit ot δ i t.

Pust~ h_t(ζ), h_t(1) = 1, otobraßaet kol~co K(τ (t), 1) na oblast~ F_t(D(t)). Dalee, ispol~zuØ vspomogatel~noe konformnoe otobraßenie kol~ca K(τ (t), 1) na oblast~

φ_t(D(t)), primenØØ teoremu shodimosti Karateodori i uqityvaØ neravenstvo (5.39),

nahodim, qto funkciØ h^′_t(ζ) takße udovletvorØet sootnoxeni¸ (5.39) s nekotoroæ konstantoæ C_1 > 0.

Zafiksiruem dostatoqno maloe δ > 0 i ζ ∈ Δ, |ζ − 1| < δ. Pust~ t_n → t^′. Togda

|h^′_{tn} (1) − h^′_t′ (1)| 6 |h^′_{tn} (ζ) − h^′_{tn} (1)| + |h^′_t′ (ζ) − h^′_t′ (1)| + |h^′_{tn} (ζ) − h^′_t′ (ζ)|. Tak kak h^′_t(ζ) udovletvorØet neravenstvu (5.39) ravnomerno po t i tak kak h^′_{tn} → h^′_t′ ravnomerno vnutri K(τ (t^′), 1), to iz (5.36) i poslednego neravenstva vytekaet, qto

h^′_{tn} (1) → h^′_t′ (1). Ots¸da i iz (5.37) posle fflementarnyh vyqisleniæ sleduet utver-

ßdenie o nepreryvnosti veliqiny f^{′′}_t (1) v teoremah 5.2 i 5.3. • Zameqanie 5.1. Otmetim, qto pri vyvode formuly (5.35) v [43] predpolagalas~ dostatoqnaØ (no Øvno ne opredelennaØ) gladkost~ graniqnyh dug, a takße predpolagalos~, qto otobraßa¸waØ funkciØ imeet vtoru¸ proizvodnu¸ v sootvetstvu¸wih graniqnyh toqkah. Formulirovka lemmy 5.3 soderßit Øvnye usloviØ, dostatoqnye dlØ vypolneniØ ravenstv (5.23), (5.33)–(5.35).

Zameqanie 5.2. Teoremy 5.2, 5.3 leßat v rusle issledovaniæ svoæstv konformnyh invariantov v zavisimosti ot gladkosti granicy sootvetstvu¸wih oblasteæ. V qastnosti, naxi rezul~taty svØzany so sledu¸wim voprosom, davno interesu¸wim specialistov, kotoryæ v ostroæ forme byl postavlen D. Gaæerom na konferencii po konformnym i kvazikonformnym otobraßeniØm v Obervol~fah v marte, 1996 g. Pust~ v predpoloßeniØh teorem 5.2 i 5.3 γ – analitiqeskaØ duga. Dokazat~ (ili oprovergnut~?), qto sootvetstvu¸wie moduli mod (D(t)), m(D(t), z_0 ) i m(D(t), e_1, e_2) ØvlØ¸tsØ vewestvenno-analitiqeskimi funkciØmi dliny dugi.

5.4. Neobhodimye usloviØ. OsnovyvaØs~ na lokal~nom podhode (sm. p. 5.2), ukaßem prostye i udobnye dlØ priloßeniæ usloviØ stacionarnosti modulØ M kak funkcii pol¸sov iz mnoßestva A ∪ B. �ti usloviØ estestvenno vyteka¸¸wie iz horoxo izvestnyh i vpolne fflementarnyh faktov, sostavlØ¸t kaqestvennyæ aspekt gradientnyh teorem, privodimyh v sledu¸wem punkte. My vydelØem ffti kaqestvennye rezul~taty teorii differenciruemosti rexeniæ zadaqi ob ffkstremal~nom razbienii dlØ togo, qtoby pokazat~ prostotu ishodnyh ideæ i podqerknut~ ih nezavisimost~ ot gromozdkih vykladok, svØzannyh s vyqisleniem fflementarnyh variaciæ.

Naqnem s bolee prostogo sluqaØ dvoænyh pol¸sov. Pust~ b_j ∈ B – edinstvennyæ peremennyæ parametr zadaqi P = P(b_j ), izmenØ¸wiæsØ v okrestnosti U ⊂ R, v kotoroæ zadan u.p. z = r(P ). Predpoloßim, qto toqka z = z_0 dostavlØet lokal~nyæ maksimum modul¸ M = M(b_j (z)). V sootvetstvii s oboznaqeniØmi p. 2.3 b_j (z_0) ∈ D_{n1+j}(b_j (z_0)). Pust~ L, L ⊂ U, – fiksirovannaØ liniØ urovnØ diska D_{n1+j}(b_j (z_0)), razbiva¸waØ ego na disk D^′_{n1+j} (b_j (z_0)) i kol~co D^{′′}_{n1+j}(b_j (z_0)), i pust~ ~D_{n1+j}(b_j (z_0)) – proekciØ

D^′_{n1+j} (b_j (z_0)) na ploskost~ u.p. z.

Iz sdelannogo predpoloßeniØ i lemmy Gretxa vytekaet, qto toqka z = z_0 dolßna dostavlØt~ lokal~nyæ maksimum privedennomu modul¸ m( ~D_{n1+j}(b_j (z_0)), z), rassmatrivaemomu kak funkciØ toqki z. Sledovatel~no, dolßno vypolnØt~sØ neobhodimoe uslovie stacionarnosti privedennogo modulØ (vnutrennego radiusa), ukazannoe G. Polia i G. Segëe [25, s. 31, zadaqa 113]. Soglasno fftomu uslovi¸, funkciØ

d_{n1+j}(z) = d^′_{n1+j}(z_0) ∞∑ s=1 γ_{s,j}(z − z_0)^s, otobraßa¸waØ oblast~ ~D_{n1+j} (b_j (z_0)) na krug Δ, dolßna imet~ nulevoæ vtoroæ kofffficient. Ots¸da, ispol~zuØ sootnoxeniØ (2.17), (2.23), prihodim k neobhodimomu uslovi¸ stacionarnosti Polia–Segëe, zapisannomu v terminah associirovannogo k.d.

Lemma 5.4. Esli z = z0 ØvlØetsØ toqkoæ lokal~nogo maksimuma funkcii M = M(bj (z)),

to neobhodimo d dz Q_1(z, b_j (0))|_{z=0} = 0. (5.40)

Otmetim, qto vypolnenie usloviØ (5.40) zavisit ot vybora u.p., pofftomu pri ego ispol~zovanii v priloßeniØh neobhodimo fiksirovat~ u.p. v okrestnostØh pol¸sov iz mnoßestva B.

Pereædem k izuqeni¸ situacii, kogda edinstvennym peremennym parametrom zadaqi P ØvlØetsØ prostoæ pol¸s a = a_j ∈ A. Zadaqa o bezuslovnoæ maksimizacii funkcii

M(a) predstavlØetsØ malosoderßatel~noæ. Estestvennym ße i soderßatel~nym ØvlØ-

etsØ vopros ob uslovnyh lokal~nyh ffkstremumah modulØ M(a) pri dvißenii pol¸sa a vdol~ orientirovannoæ gladkoæ dugi L v napravlenii vektora ⃗v(a), kasatel~nogo k L v toqke a. Vse dal~neæxie lokal~nye rassußdeniØ provodim v terminah fiksirovannogo u.p. z = h(p), zadannogo v okrestnosti U dugi L.

Qerez ⃗n(a) oboznaqaem normal~ k L; dlØ opredelennosti sqitaem, qto vektory ⃗v(a) i ⃗n(a) ime¸t ediniqnu¸ dlinu i obrazu¸t levu¸ sistemu koordinat.

Pust~ a_0 – vnutrennØØ toqka dostatoqno maloæ dugi L^′ ⊂ L. Izuqim povedenie

M(a) na L^′ pri uslovii, qto toqka a_0 ØvlØetsØ faktiqeskim prostym pol¸som asso-

ciirovannogo k.d. Q(z, a_0) dz^2. Pri fftom vnaqale budem predpolagat~, qto v strukture g.k. zadaqi P otsutstvu¸t g.k. 4-go – 6-go tipov.

Iz teremy 4.1 sleduet, qto proizvol~naØ toqka a ∈ L^′ takße ØvlØetsØ faktiqeskim prostym pol¸som k.d. Q(z, a) dz^2 . Pust~ τ (a) – kritiqeskaØ traektoriØ Q(z, a) dz^2 , vyhodØwaØ iz a. Tak kak τ (a) – integral~naØ krivaØ uravneniØ Im {Q(z, a) dz^2 } = 0, to vektor ⃗τ (a), kasatel~nyæ k τ (a) v toqke a, imeet vid ⃗τ (a) = Q(z, a). (5.41) Pust~ φ(a), 0 6 φ(a) 6 π, – ugol meßdu vektorami ⃗v(a) i ⃗τ (a).

Predpoloßim, qto φ(a_0) ≠ π/2. Iz (5.41) i sledstviØ 4.1 vytekaet, qto, izmeniv, esli neobhodimo, orientaci¸ krivoæ L, moßem sqitat~, qto 0 6 φ(a) < π/2 dlØ vseh a ∈ L^′. Fiksiruem a ∈ L^′. TraektoriØ τ (a) pogrußaetsØ vo vnutrennee zamykanie odnoæ iz ffkstremal~nyh oblasteæ, oboznaqim ee D(a), zadaqi P(a). Pri sdelannom predpoloßenii D(a) moßet byt~ diskom, kol~com ili dvuugol~nikom. DlØ vseh fftih konfiguraciæ dal~neæxie rassußdeniØ provodØtsØ analogiqno; dlØ opredelennosti budem sqitat~, qto D(a) – kol~co.

Pust~ τ ∋ a – sobstvennaØ poluotkrytaØ duga traektorii τ (a). Togda D_τ = D(a) ∪ τ – kol~co s nekotorymi graniqnymi komponentami Γ_1 i Γ_2, gde Γ_1 ∩ τ = ∅. V oblasti D_τ rassmotrim z.ff.r. P_τ (a^′) dlØ odnogo g.k. (sootvetstvu¸wiæ ves α_1 sqitaem ravnym 1), sostoØwego iz zaknutyh ßordanovyh krivyh v D_τ \ {a^′}, kotorye otdelØ- ¸t komponentu Γ_1 ot toqki a^′ ∈ D_τ i komponenty Γ_2. Pust~ D_τ (a^′) – ffkstremal~naØ konfiguraciØ fftoæ zadaqi. Granica ∂D_τ (a^′) soderßit dugu γ(a^′), kotoraØ soedinØet toqku a^′ s komponentoæ Γ_2 i ØvlØetsØ kritiqeskoæ traektorieæ k.d., associirovannogo s z.ff.r. P_τ (a^′). Pust~ L(a^′) – liniØ urovnØ funkcii mod (D_τ (P )), prohodØwaØ qerez toqku P = a^′. Legko videt~, qto krivye γ(a^′) i L(a^′) ØvlØ¸tsØ sootvetstvenno obrazami radial~nogo otrezka i okrußnosti pri kanoniqeskom otobraßenii podhodØwego krugovogo kol~ca K(ρ, 1) na oblast~ D_τ i, sledovatel~no, ortogonal~ny v toqke a^′. Dalee, v silu svoæstva maksimal~nosti modulØ M(a) i edinstvennosti ffkstremal~- noæ konfiguracii zadaqi P(a) imeem: D_τ (a) = D(a); znaqit γ(a) = τ .

Pust~ U – dostatoqno malaØ okrestnost~ toqki a. LiniØ urovnØ L(a) razbivaet U na dve qasti

U_+ = {a^′ ∈ U : mod D_γ(a^′) > mod D(a)} i U_− = U \ U_+. (5.42)

Pri fftom vektor ⃗τ (a), ortogonal~nyæ krivoæ L(a), vyhodit v poluokrestnost~ U_+. Iz predpoloßeniØ 0 6 φ(a) < π/2 sleduet, qto toqka a razbivaet dugu L^{′′} = L^′ ∩ U na dve qasti, odna iz kotoryh, pust~ L_+(a), leßit v U_+.

Rassmotrim semeæstvo oblasteæ D^′(a^′), poluqennoe iz semeæstva D(a), ffkstremal~- nogo dlØ zadaqi P(a), zamenoæ oblasti D(a) na oblast~ D_τ (a^′). Oqevidno, ffto semeæstvo dopustimo dlØ p.m. P(a^′).

Pust~ a^′ ∈ L_+(a). Togda, v silu (5.42) i usloviØ L_+(a) ⊂ U_+, vypolnØetsØ neravenstvo M(a^′) ¿ ⟨D^′(a^′), ⃗α,⃗h⟩ > M(a). (5.43) K takomu ße zakl¸qeni¸ my pridem i v tom sluqae, esli D(a) – disk ili dvuugol~nik.

Itak, dlØ kaßdoæ toqki a ∈ L^′ na L^′ suwestvuet pravaØ poluokrestnost~ L_+(a) takaØ, qto

M(a^′) > M(a) ∀a^′ ∈ L_+(a). (5.44)

Poskol~ku M(a) – nepreryvnaØ funkciØ, to neravenstvo (5.44) legko privodit k sledu¸wemu uslovi¸ monotonnosti:

Lemma 5.5 (o monotonnosti). Esli dlØ vseh a ∈ L^′ vypolnØetsØ neravenstvo 0 6 φ(a) <

π/2, to modul~ M(a) strogo vozrastaet pri dvißenii toqki a vdol~ L^′ v napravlenii vektora ⃗v(a).

Pokaßem, qto poluqennoe uslovie monotonnosti ostaetsØ vernym i v tom sluqae, kogda v strukture g.k. zadaqi ime¸tsØ g.k. 4-go–6-go tipov. Kak pokazano v p.2.4 (niße my ispol~zuem oboznaqeniØ iz fftogo punkta) z.ff.r. P = P(a) ffkvivalentna zadaqe

~P = ~P(a, a∗), opredelennoæ na duble ~R, pri fftom v strukture g.k. zadaqi ~P uße ot-

sutstvu¸t g.k. 4-go–6-go tipov.

Na r.p. ~R rassmotrim z.ff.r. P_1 = P_1(a_1, a_2) s dvumØ nezavisimymi peremennymi parametrami a_1 ∈ L^′, a_2 ∈ (L^′)^∗, kotoraØ pri a_1 = a, a_2 = a^∗ sovpadaet s ~P(a, a^∗). Tak kak duga L^′ dostatoqno mala, to iz teoremy 4.1 o nepreryvnoæ zavisimosti k.d. ot parametrov sleduet, qto toqki a_1 i a_2 ØvlØ¸tsØ faktiqeskimi prostymi pol¸- sami k.d. Q_1(z, a_1, a_2) dz^2, associirovannogo s zadaqeæ P_1. Qerez ⃗τ_1(a_1, a_2) i ⃗τ_2(a_1, a_2) oboznaqim kasatel~nye vektory k kritiqeskim traektoriØm, vyhodØwim iz a_1 i a_2 sootvetstvenno, a qerez φ_1(a_1, a_2) i φ_2(a_1, a_2) budem oboznaqat~ ugly, obrazovannye parami vektorov ⃗v(a_1), ⃗τ_1(a_1, a_2) i ⃗v^∗(a_2), ⃗τ_2(a_1, a_2). V sootvetstvii s fftimi oboznaqeniØmi φ_1(a, a^∗) = φ_2(a, a^∗) = φ(a), gde po naxemu predpoloßeni¸ 0 6 φ(a) < π/2 pri vseh a ∈ L^′. PrimenØØ sledstvie 4.1 s uqetom (5.41) i umen~xaØ, esli neobhodimo, dugu L^′, zakl¸qaem, qto 0 6 φ_k(a_1, a_2) < π/2, k = 1, 2, pri vseh a_1 ∈ L^′, a_2 ∈ (L^′)^∗.

Pust~ pri dvißenii vdol~ L^′ toqka a^{′′} sleduet za toqkoæ a^′. UqityvaØ ravenstvo (2.5) i dvaßdy primenØØ k probleme P_1 dokazannoe vyxe utverßdenie o monotonnosti ee rexeniØ M_1(a_1, a_2), imeem

2M(a^{′′}) = M_1(a^{′′}, a^{′′}) > M_1(a^′, a^{′′}) > M_1(a^′, a^′) = 2M(a^′).

Ots¸da vytekaet, qto utverdenie lemmy o monotonnosti vypolnØetsØ dlØ l¸boæ z.ff.r. P bez vsØkih ograniqeniæ na tipy g.k.

Iz predyduwego sleduet

Lemma 5.6. Esli toqka a ∈ L ØvlØetsØ toqkoæ lokal~nogo ffkstremuma funkcii M(a^′)

na gladkoæ krivoæ L s normal~¸ ⃗n(a^′), to neobhodimo ⃗n(a) = c Q(h(a), a) (5.45) pri nekotorom c ∈ R, zavisØwem ot vybora u.p. z = h(P ).

Uslovi¸ (5.45) moßno pridat~ sledu¸wu¸ traktovku: napravlenie gradienta

grad M(a(z)) = 2^∂_{∂z} M(a(z)) (esli on suwestvuet) sovpadaet s napravleniem kasatel~- noæ k kritiqeskoæ traektorii k.d. Q(z, a) dz^2 , vyhodØweæ iz pol¸sa a; t.e. ∂ ∂z M(a(z)) = c Q(z, a), c ∈ R. (5.46) InterpretaciØ usloviæ stacionarnosti rexeniØ z.ff.r. otnositel~no parametrov iz mnoßestva C ne stol~ estestvenna, poskol~ku net odnoæ ffkstremal~noæ oblasti i prihoditsØ rassmatrivat~ dvoæstvennu¸ problemu modulØ.

5.5. Gradientnye teoremy. DlØ dokazatel~stva differenciruemosti moduleæ M po parametram a, b i c ispol~zuetsØ sledu¸wee utverßdenie o vewestvennyh funkciØh dvuh peremennyh.

Pust~ D ⊂ C , u(z) ∈ C : D → R, i pust~

D^−_θ u(z) = lim inf_{t→+0} u(z + te^{iθ}) − u(z) t , – nißnee proizvodnoe qislo funkcii u(z), sootvetstvu¸wee napravleni¸ θ. Lemma 5.7. Pust~ D ⊂ C , u(z) ∈ C : D → R, f(z) ∈ C : D → C . Esli ∀z ∈ D i ∀θ ∈ R

D^−_θ u(z) ¿ Re {e^{iθ}f(z)}, (5.47)

to u(z) ∈ C^1(D) i ∂ ∂z u(z) = 1 2 f(z). Dokazatel~stvo. Zafiksiruem toqku z0 ∈ D i napravlenie θ. Rassmotrim funkci¸

h(t) = −u(z_0 +te^{iθ}). Pust~ z = z_0 +te^{iθ} ∈ D pri |t| 6 t_0. Iz (5.47) vyteka¸t sootnoxeniØ

D^+h(t + 0) = − lim inf_{Δt→+0} u(z + Δt e^{iθ}) − u(z) Δt 6 −Re {e^{iθ}f(z)}, D^−h(t − 0) = lim inf_{Δt→+0} u(z + Δt e^{i(θ+π)}) − u(z) Δt ¿ −Re {e^{iθ}f(z)}, kotorye pokazyva¸t, qto funkciØ h(t) udovletvorØet usloviØm lemmy 5.1. Znaqit

h ∈ C^1([−t_0, t_0]) i h^′(t) = −Re {e^{iθ}f(z)}, otkuda legko sleduet trebuemoe utverßdenie. • Pust~ dvoænoæ pol¸s b_j ∈ B izmenØetsØ v okrestnosti U ⊂ R, na kotoroæ zadan u.p. z = h(P ). Sledu¸wee utverßdenie obobwaet teoremu 2 v [13], dokazannu¸ v [13] dlØ razbieniæ C na nenalega¸wie odno- i dvusvØznye oblasti. Teorema 5.4. Pust~ pri vseh rassmatrivaemyh z opredelena z.ff.r. P = P(bj (z)). Togda

M(b_j (z)) ∈ C^1 i ∂ ∂z M(b_j (z)) = π d dw Q_1(w, b_j (z))|_{w=z}. (5.48)

Dokazatel~stvo. Zafiksiruem z0. V silu nepreryvnoæ zavisimosti ot parametrov suwestvuet krug Δ_r(z_0) takoæ, qto h^{−1}(Δ_r(z_0)) ⊂ D_{n1+j} (b_j (z)) ∀z ∈ Δ_r(z_0). Pust~

L, L ⊂ U, – liniØ urovnØ diska D_{n1+j} (b_j (z_0)), ograniqiva¸waØ odnosvØznu¸ oblast~ D^′_{n1+j} ⊂ R i pust~ ~D_{n1+j} – proekciØ D^′_{n1+j} na ploskost~ u.p. z. Pri sdelannyh pred-

poloßeniØh semeæstvo oblasteæ D(b_j (z_0)), ffkstremal~noe dlØ P(b_j (z_0)), dopustimo dlØ zadaqi P(b_j (z^′)) pri vseh z^′ dostatoqno blizkih k z_0. Pofftomu

M(b_j (z^′)) − M(b_j (z_0)) ¿

¿ α^2_{n1+j}[m(Dn_1+j(bj (z0)), bj (z^′)) − m(Dn_1+j(bj (z0)), bj (z0))] ¿

α^2_{n1+j} [m( ~D_{n1+j} , z^′) − m( ~D_{n1+j}, z_0)]. (5.49)

Vtoroe iz fftih neravenstv vytekaet iz lemmy Gretxa i opredeleniØ privedennogo modulØ oblasti, leßaweæ na r.p.

Pust~ d_{n1+j} (z, b_j (z_0)) -funkciØ d_{n1+j} (z), opredelennaØ v (2.17) dlØ oblasti D_{n1+j}

(b_j (z_0)) i toqki z_1 ∈ ∂ ~D_{n1+j} . Togda

m( ~D_{n1+j} , z^′) = 1 2π log 1 − |d_{n1+j}(z^′, b_j (z_0))|^2 d^′_{n1+j}(z^′, b_j (z_0)| . Ots¸da, ispol~zuØ razloßenie (2.17), nahodim

m( ~D_{n1+j} , z^′) − m( ~D_{n1+j}, z_0) ¿ − 1 π Re {(z^′ − z_0)γ_{2,j} } + o(z^′ − z_0), (5.50) gde γ_{2,j} = − 2π^2 α^2_{n1+j} d dw Q_1(w, b_j (z_0))|_{w=z0} ,

sm. formuly (2.23), (2.21), (2.18).

PolagaØ z^′ = z_0 + te^{iθ}, θ ∈ R, t > 0, iz (5.49) i (5.50) pri t → +0 poluqaem

D^−_θ M(b_j (z_0)) ¿ 2πRe { e^{iθ} d dw Q_1(w, b_j (z_0))|_{w=z0} } . (5.51)

Po sledstvi¸ 4.1 pravaØ qast~ v (5.51) nepreryvna po z_0. Sledovatel~no, funkciØ

M(b_j (z)) udovletvorØet usloviØm lemmy 5.7. Ots¸da vytekaet trebuemoe utverßde-

nie. •

V sluqae R = C i dlØ bolee uzkogo klassa zadaq formulirovka sledu¸weæ teoremy privedena v [14].

Teorema 5.5. Pust~ pol¸s cl ∈ C izmenØetsØ v okrestnosti U, na kotoroæ zadan u.p.

z = h(P ) i pust~ pri rassmatrivaemyh x opredelena z.ff.r. P = P(c_l)(z). Togda M(c_l(z)) ∈ C^1 i ∂ ∂z M(c_l(z)) = π d dw Q_2(w, c_l(z))|_{w=z} . (5.52)

Dokazatel~stvo. Zafiksiruem z0. Rassmotrim ffkstremal~nye konfiguracii (dvuili treugol~niki) G_{j1} (z),. . . , G_{jL} (z), j_l ∈ I(l), ime¸wie verxinu v toqke c_l = c_l(z). Pust~ τ – ortogonal~naØ traektoriØ k.d. Q(z, c_l(z_0)) dz^2, leßawaØ v dostatoqno maloæ okrestnosti toqki c_l(z_0) i ograniqiva¸waØ odnosvØznu¸ oblast~ D, c_l(z_0) ∈ D ⊂ U. KrivaØ τ razbivaet kaßdu¸ iz konfiguraciæ G_{js} (z) na dve ili tri novyh konfiguracii, kak ffto opisano v naqale dokazatel~stva teoremy 5.1. DlØ fftih konfiguraciæ i ih harakteristik budem ispol~zovat~ oboznaqeniØ T_{ji} (z), G_{ji} [τ, z], β_l i t.p., sootvetstvu¸wie analogiqnym oboznaqeniØm ukazannogo dokazatel~stva.

Soglasno lemme Gretxa modul~ konfiguracii G_{ji} (z_0) raven summe moduleæ konfiguraciæ ee sostavlØ¸wih, a v sluqae z ≠ z_0 vypolnØetsØ neravenstvo

mod (G_{ji} (z) ¿ mod (T_{ji} (z)) + mod (G_{ji} [τ, z]). (5.53)

Esli G_{ji} (z) imeet v toqke c_l(z) dve verxiny, to v pravoæ qasti v (5.53) prisutstvuet ewe slagaemoe mod (T^′_{ji} (z)). K.d. Q(z, c_l(z_0)) dz^2 induciruet na r.p. R \ D z.ff.r. P_τ , dlØ kotoroæ sootvetstvu¸wie konfiguracii G_{ji} [τ, z] obrazu¸t dopustimoe semeæstvo oblasteæ; pri fftom v sluqae z = z_0 ffto semeæstvo ØvlØetsØ i ffkstremal~nym. Ispol~- zuØ fftot fakt i sootnoxeniØ (5.53), poluqaem

M(c_l(z)) − M(c_l(z_0)) 6

6^∑_{p∈I(l)} h^2_pmod (^~Tp(z0), z0) −^∑_{p∈I(l)} h^2_pmod (^~Tp(z), z) 6

6 β^2_l [m(^~D, z0) − m(^~D, z)], (5.54)

gde til~da oznaqaet proekci¸ sootvetstvu¸wego ob¨ekta na ploskost~ u.p. z. Vtoroe iz fftih neravenstv vytekaet iz teoremy 1.5, primenennoæ k sootvetstvu¸wim sistemam treugol~nikov.

Ispol~zuØ razloßenie (2.24), tak ße kak i pri dokazatel~stve teoremy 5.4, poluqaem ocenku m(D, z_0) − m(D, z) 6 − 1 π Re {(z − z_0)γ_{2,l}} + o(z − z_0), (5.55)

gde γ_{2,l} opredeleno v (2.24). PolagaØ z = z_0 + te^{iθ}, θ ∈ R, t > 0, iz (5.54), (5.55) pri

t → 0 poluqaem

D^+_θ M(c_l(z_0)) 6 2πRe {e^{iθ} d dw Q_2(w, c_l(z_0))|_{w=z0} }. (5.56)

Iz (5.56) i sledstviØ 4.1 vytekaet, qto funkciØ −M(c_l(z)) udovletvorØet usloviØm lemmy 5.7, iz kotoroæ sleduet trebuemoe utverßdenie. •

Pust~ teper~ edinstvennym peremennym parametrom zadaqi ØvlØetsØ prostoæ pol¸s a_k ∈ A, izmenØ¸wiæsØ v okrestnosti U, gde zadan u.p. z = h(P ). Teorema 5.6. Pust~ pri vseh rassmatrivaemyh z opredelena z.ff.r. P = P(ak(z)). Togda

M(a_k(z)) ∈ C^1 i ∂ ∂z M(a_k (z)) = π Res_{w=z}Q(w, a_k(z)). (5.57)

Dokazatel~stvo. Snaqala dokaßem teoremu dlØ z.ff.r. P, v strukture g.k. kotoroæ net klassov 4-go–6-go tipov.

Zafiksiruem z_0. Predpoloßim, qto toqka a_k(z_0) – faktiqeskiæ prostoæ pol¸s k.d. Q(z, a_k (z_0)) dz^2. Pust~ τ (a_k(z_0)) – traektoriØ Q(z, a_k (z_0)) dz^2, vyhodØwaØ iz a_k(z_0);

D(a_k (z_0)) – oblast~ ffkstremal~nogo razbieniØ, dlØ kotoroæ a_k(z_0) ∈ ∂D(a_k (z_0)).

Naxa blißaæxaØ cel~ – pokazat~, qto modul~ M(a_k(z)) udovletvorØet v toqke

z = z_0 neravenstvu (5.47) lemmy 5.7 pri podhodØweæ funkcii f(z). Dokazatel~stvo

fftogo fakta ne zavisit ot togo k kakomu tipu otnositsØ konfiguraciØ D(a_k (z_0)). DlØ opredelennosti budem sqitat~, qto D(a_k (z_0)) ØvlØetsØ kol~com D_j (a_k (z_0)) s graniqnymi komponentami Γ_1 i Γ_2, a_k(z_0) ∈ Γ_2. Pust~ d_j (z, a_k (z_0)) – kanoniqeskoe otobraßenie oblasti D_j (a_k(z_0)) na podhodØwee krugovoe kol~co K(s, 1). V okrestnosti toqki z_0 i v terminah u.p. z funkciØ d_j (z, a_k (z_0)) predstavlØetsØ v vide (sm. (2.14))

d_j (z, a_k (z_0)) = 1 + (4πi/α_j )[Q(z_0, a_k(z_0))]^{1/2}(z − z_0)^{1/2} + o(z − z_0)^{1/2}. (5.58)

Pust~ τ > 0 – dostatoqno malo. Togda superpoziciØ

ζ = F_0(P ) = k^{−1}(τ k(d_j (z, a_k (z_0)), ρ), τ ρ), z = h(P ), (5.59)

gde qislo ρ = ρ(s) i funkciØ k(w, τ ρ) opredelØ¸tsØ ravenstvami (5.13) i (5.10), otobraßaet D_j (a_k (z_0)) na kol~co K(s(τ ρ), 1), razrezannoe vdol~ otrezka [r, 1], gde parametr r svØzan s τ posredstvom sootnoxeniØ (5.15).

FunkciØ (5.59) moßet byt~ analitiqeski prodolßena na nekotoru¸ poluotkrytu¸ dugu γ, a_k(z_0) ∈ γ ⊂ τ (a_k(z_0)). Deæstvitel~no, pust~ γ takova, qto mod (Ω_γ ) =

mod (K(s(τ ρ), 1)), gde Ω_γ = D_j (a_k (z_0)) ∪ γ. I pust~ F – kanoniqeskoe otobraßenie Ω_γ

na K(s(τ ρ), 1), pri kotorom F (a_k(z_0)) > 0, F (P_γ ) ∈ T_1, gde P_γ – vtoroæ konec dugi γ. V kol~ce Ω_γ rassmotrim z.ff.r. P^{(1)} dlØ odnogo g.k., sostoØwego iz zamknutyh krivyh, otdelØ¸wih toqku a_k(z_0) i komponentu Γ_2 ot Γ_1. Oqevidno, qto kol~co D_j (a_k(z_0)) ØvlØetsØ ffkstremal~noæ konfiguracieæ zadaqi P^{(1)}. Tak kak ffkstremal~nye razbieniØ konformno-invariantny, to F (γ) = [F (a_k(z_0)), 1]. Ots¸da vytekaet, qto funkciØ (5.59) sovpadaet s funkcieæ F i znaqit analitiqna na γ.

Ispol~zuØ razloßeniØ (5.58) i (5.21), poluqim sledu¸wee predstavlenie dlØ funkcii (5.59)

ζ = r + 2π α^2_j m^′_r(r, s(τ ρ)) Q(z_0, a_k(z_0))(z − z_0) + o(z − z_0), (5.60)

kotoroe imeet mesto v okrestnosti toqki z_0.

Pust~ z^′ = z_0 + te^{iθ}, gde θ ∈ R – fiksirovano i t > 0 – dostatoqno malo. Togda

ζ^{′ def}= F_0(h^{−1}(z^′)) ∈ K(s(τ ρ), 1), a oblast~ D(z_0, z^′)^{def}= F^{−1}_0 (K(s(τ ρ), 1) \ [ζ^′, ζ^′/|ζ^′|]) associ-

irovana na R^′(a_k(z^′)) s g.k. S_j (a_k(z^′)). Pust~ D^′(a_k (z_0)) – semeæstvo oblasteæ, poluqennoe iz semeæstva D(a_k (z_0)), ffkstremal~nogo dlØ z.ff.r. P, zamenoæ oblasti D_j (a_k(z_0)) oblast~¸ D(z_0, z^′). Togda D^′(a_k(z_0)) dopustimo dlØ zadaqi P(a_k(z^′)). Sledovatel~no,

M(a_k(z^′)) − M(a_k(z_0)) ¿ α^2_j [mod (D(z_0, z^′) − mod (D_j (a_k(z_0)))] =

= α^2_j [m(|ζ^′|, s(τ ρ)) − m(r, s(τ ρ)] = α^2_j m^′_r(r, s(τ ρ))Δr + o(Δr), (5.61)

gde Δr = |ζ^′| − r. Iz (5.60) nahodim:

Δr = 2t α^2_j m^′_r(r, s(τ ρ)) Re { e^{iθ}Q(z_0, a_k(z_0)) } + o(t). PodstavlØØ naædennoe vyraßenie Δr v (5.61), v predele poluqaem

D^−_θ M(a_k (z_0)) ¿ 2π Re{e^{iθ}Q(z_0, a_k(z_0))}. (5.62)

K fftomu ße neravenstvu my pridem i v tom sluqae, esli D(a_k (z_0)) ØvlØetsØ konfiguracieæ l¸bogo iz ostavxihsØ tipov.

Esli a_k(z_0) ØvlØetsØ regulØrnoæ toqkoæ ili nulem k.d. Q(z, a_k (z_0)) dz^2, to, povtorØØ s neobhodimymi izmeneniØmi predyduwie rassußdeniØ, my pridem k neravenstvu (5.62) s nulevoæ pravoæ qast~¸; v fftom sluqae takße imeem Q(z_0, a_k(z_0)) = 0.

Po sledstvi¸ 4.1 veliqina Q(z_0, a_k(z_0)) nepreryvna po z_0, pofftomu iz (5.62) i lemmy 5.7 vytekaet utverßdenie teoremy v rassmatrivaemom sluqae.

Pust~ teper~ g.k. 4–6-go tipov prisutstvu¸t. Togda zadaqa P(a_k) ffkvivalentna zadaqe ~P = ~P(a_k, a^∗_k), opredelennoæ na duble ~R. Na ~R rassmotrim z.ff.r. P_1 = P_1(a_{k,1}, a_{k,2}) s dvumØ nezavisimymi parametrami a_{k,1} i a_{k,2}, kotoraØ pri a_{k,1} = a_k, a_{k,2} = a^∗_k sovpadaet s zadaqeæ ~P(a_k, a^∗_k). Sqitaem, qto a_{k,1} i a_{k,2} izmenØ¸tsØ v okrestnostØh U i U^∗ i qto na U i U^∗ zadany u.p. z_1 = z i z_2 = z sootvetstvenno. Togda, kak pokazano v p. 2.4,

M(a_k(z)) = (1/2) ~M(a_{k,1}(z_1), a_{k,2}(z_2)). (5.63)

Ots¸da i iz vyxe dokazannogo sleduet differenciruemost~ funkcii M(a_k(z)) v rassmatrivaemom sluqae. DifferenciruØ (5.63), poluqaem ∂ ∂z M(a_k(z))|_{z=z0} = 1 2 ( ∂ ∂z_1 ~M(a_{k,1}(z_1), a_{k,2}(z_0))|_{z1=z0} + ∂ ∂z_2 ~M(a_{k,1}(z_0), a_{k,2}(z_2))|_{z2=z0} ) = π 2 ( Res_{z1=z0} Q_1(z_1, a_{k,1}(z_0), a_{k,2}(z_0)) + Res_{z2=z0} Q_2(z_2, a_{k,1}(z_0), a_{k,2}(z_0)) ) = πRes_{z=z0} Q(z, a_k ), gde Q_s(z_s, ·, ·) dz^2 – predstavlenie k.d. associirovannogo s zadaqeæ ~P v terminah u.p.

z_s v okrestnosti toqki a_{k,s}(z_s(z_0)), s = 1, 2. Teorema dokazana. •

5.6. Kommentarii i voprosy. UsloviØ stacionarnosti (5.40), (5.46) i uslovie monotonnosti lemmy 5.5 estestvennym obrazom voznika¸t pri rexenii mnogih konkretnyh zadaq. Obyqno dlØ ih poluqeniØ ispol~zu¸tsØ special~nye variacii (sm., naprimer, lemmu 3.1 v [60]). Izloßennye v p. 5.4 geometriqeskie principy pozvolØ¸t izbeßat~ primeneniØ takih variaciæ. DlØ obweæ ffkstremal~no-metriqeskoæ zadaqi fftot princip byl vpervye predloßen avtorom; pervye rezul~taty, poluqennye na ego osnove, byli anonsirovany v dokladah na nekotoryh konferenciØh 1983–84 godov i v predvaritel~nyh publikaciØh [26–28]. DlØ prostyh pol¸sov toqnym koliqestvennym vyraßeniem ukazannogo principa ØvlØetsØ teorema 5.6, kotoraØ dlØ zadaq associirovannyh s g.k. 1-go i 2-go tipa na sfere C byla nezavisimo dokazana avtorom [29] i E. G. Emel~Ønovym [13]. Privedennoe zdes~ dokazatel~stvo sleduet sheme dokazatel~stva v [29]. Dokazatel~stvo sootvetstvu¸weæ teoremy v [13, s. 77] ne vpolne korrektno, poskol~ku ne uqityvaet vozmoßnosti vyroßdeniØ ffkstremal~nyh kol~cevyh oblasteæ, po fftomu povodu sm. [51], [4, 5].

DlØ sluqaØ sfery dokazatel~stvo teoremy 5.4 i formulirovka teoremy 5.5 privedeny v rabotah [14, 15], dokazatel~stvo teoremy 5.1 poluqeno v [29] i [13].

Nax podhod k gradientnym teoremam celikom osnovan na klassiqeskoæ teorii funkciæ kompleksnogo peremennogo. Vmeste s tem izloßennaØ teoriØ posredstvom kvadratiqnyh differencialov svØzana s teorieæ prostranstv Teæhm¸llera, i naxi rezul~taty dolßny imet~ analogi v fftoæ teorii. Nekotorye rezul~taty v fftom napravlenii nedavno poluqeny A. ı. Vasil~evym [2, 3], kotoryæ pokazal, qto dlØ nekotoryh problem formula differencirovaniØ (5.57) sleduet iz variacionnoæ formuly dlØ modulØ na prostranstve Teæhm¸llera, analogiqnoæ variacionnoæ formule F. Gardinera [46, s. 217]. Interesno otmetit~, qto po vidu formula (5.57) sovpadaet s odnoæ iz formul raboty P. G. Zografa i L. A. TahtadßØna [16], posvØwennoæ uniformizacii rimanovyh poverhnosteæ.

Mnogie vaßnye dlØ priloßeniæ voprosy izloßennoæ teorii osta¸tsØ otkrytymi. V ih qisle vopros o differenciruemosti po parametram associirovannyh k.d.

Q(z, x) dz^2 i ffkstremal~nyh moduleæ mod (D_j (x)), . . . , i vopros o dostatoqnyh usloviØh

ffkstremuma, sootvetstvu¸wih teoremam 5.4–5.6. Otmetim, qto dostatoqnye usloviØ maksimal~nosti konformnogo radiusa odnosvØznoæ oblasti, poluqennye ˚. Kßißem [56] i R. K¸nau [57], ne ØvlØ¸tsØ takovymi dlØ problem, associirovannyh bolee qem s odnim g.k. Kontrprimerom zdes~ slußit zadaqa o razbienii qetyrehugol~nika

Π(−h, h, −1, 1), h ¿ 1, na dve odnosvØznye oblasti D_1 ∋ i/2 i D_2 ∋ −i/2.

Primery, svØzannye s vyroßdeniem ffkstremal~nyh oblasteæ, pokazyva¸t, qto utverßdeniØ o global~noæ analitiqnosti k.d. i ffkstremal~nyh moduleæ, kak funkciæ parametrov, ne vypolnØ¸tsØ. Bylo by poleznym dokazat~ utverßdeniØ o lokal~noæ analitiqnosti v sluqae otsutstviØ ffffekta vyroßdeniØ.

Dalee, vo vseh “prosqityvaemyh” primerah rexeniØ M ØvlØ¸tsØ supergarmoniqeskimi funkciØmi parametrov a_k, b_l, c_m. Neizvestno, naprimer, ostaetsØ li ffto svoæstvo spravedlivym dlØ proizvol~nyh zadaq s g.k. 1-go tipa.

V zadaqe Teæhm¸llera o maksimal~nom konformnom module v semeæstve dvusvØznyh oblasteæ, razdelØ¸wih dve pary toqek na C , rexenie M garmoniqeski zavisit ot prostyh pol¸sov, sm.[17, s. 199], [67, zameqanie 3.7]. Analogiqnoe utverßdenie v [2] o global~noæ garmoniqnosti rexeniØ special~noæ z.ff.r. dlØ dvuh g.k. ne korrektno. Sootvetstvu¸wiæ lokal~nyæ variant priveden v [3]. Otmetim, qto uße v zadaqe Teæhm¸llera dlØ pØti toqek rexenie ne ØvlØetsØ garmoniqeskoæ funkcieæ. Priloßenie: Spisok konfiguraciæ D = (D, Γ).

Vo vseh sluqaØh krome vtorogo kanoniqeskie otobraßeniØ nußda¸tsØ v dopolnitel~noæ normirovke, kotoraØ dolßna vybirat~sØ v zavisimosti ot usloviæ zadaqi.

1. Kol~co: D – dvusvØznaØ oblast~ s nevyroßdennymi graniqnymi komponentami

γ_1, γ_2; Γ – semeæstvo krivyh, razdelØ¸wih γ_1; mod (D) = mod Γ; f_D : D → K(ρ, 1).

2. Disk: D – odnosvØznaØ oblast~ s vydelennoæ toqkoæ z_0 ∈ D (centrom diska); Γ – semeæstvo krivyh, otdelØ¸wih z_0 ot ∂D; mod (D) = m(D, z_0); f_D : D → Δ, f_D(z_0) = 0,

f^′_D(z_0) > 0.

3. Qetyrehugol~nik: D – topologiqeskiæ qetyreugol~nik s otmeqennymi storonami γ_1, γ_2; Γ – semeæstvo krivyh, soedinØ¸wih γ_1 i γ_2; mod (D) = mod Γ; f_D otobraßaet D na Π(0, 1, 0, m) tak, qto otmeqennye storony perehodØt v vertikal~nye storony

Π(0, 1, 0, m).

4. Treugol~nik: D – topologiqeskiæ treugol~nik s vydelennoæ verxinoæ e_0 i protivopoloßnoæ storonoæ e_1e_2; Γ – semeæstvo krivyh, otdelØ¸wih e_0 ot e_1e_2; mod (D) =

m(D; e_0|e_1, e_2); f_D : D → Π(0, +∞, 0, 1), f_D(e_0) = +∞, f_D(e_1e_2) = [0, i].

5. Dvuugol~nik: D – topologiqeskiæ dvuugol~nik s verxinami e_1, e_2; Γ – semeæstvo krivyh, soedinØ¸wih storony D; mod (D) = m(D, e_1, e_2); f_D : D → Π(1), f_D(e_1) = −∞,

f_D(e_2) = +∞.

DannaØ rabota vypolnena qastiqno pri finansovoæ podderßke Rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ, grant 94-0-00911.

Literatura

[1] L. Al~fors, Lekcii po kvazikonformnym otobraßeniØm. Mir, M., (1969). [2] A. ı. Vasil~ev, Garmoniqeskie svoæstva modulØ semeæstv krivyh i invariantnye metriki na

prostranstve Teæhm¸llera. — DAN RAN 341 (1995), 583–584.

[3] A. ı. Vasil~ev, Invariantnye metriki i garmoniqeskie funkcionaly na prostranstve Teæh-

m¸llera. — (v peqati).

[4] M. N. Gavril¸k, A. ı. Solynin, Primenenie problem modulØ k nekotorym ffkstremal~nym

zadaqam. Ruk. dep. v VINITI No. 3072–83, Kubanskiæ gos. un-t, Krasnodar (1983).

[5] M. N. Gavril¸k, A. ı. Solynin, Ocenki modulØ funkcii v nekotoryh klassah odnolistnyh

funkciæ. — V kn.: Dinamiqeskie zadaqi mehaniki sploxnoæ sredy. Vypusk 63, 47–56 (1983)..

[6] M. N. Gavril¸k, A. ı. Solynin, Ocenki modulØ funkcii v klasse funkciæ Biberbaha-�ælenberga,

zadannyh v kol~ce. — Izv. VUZov, Matematika 4 (1984), 59–61.

[7] G. M. Goluzin,, GeometriqeskaØ teoriØ funkciæ kompleksnogo peremennogo. 2-oe izd. M., (1966). [8] I. S. Gradxteæn, I. M. Ryßik, Tablicy integralov, summ, rØdov i proizvedeniæ. 4-oe izd. M., (1963).

[9] Dß. Dßenkins,, Odnolistnye funkcii i konformnye otobraßeniØ. M., (1962). [10] V. N. Dubinin, RazdelØ¸wee preobrazovanie oblasteæ i zadaqi ob ffkstremal~nom razbienii. — Zap. nauqn. semin. LOMI 168 (1988), 48–66.

[11] V. N. Dubinin, SimmetrizaciØ v geometriqeskoæ teorii funkciæ kompleksnogo peremennogo. — Uspehi mat. nauk 49 (1994), 3–76.

[12] E. M. Dyn~kin, Neanalitiqeskiæ princip simmetrii i konformnye otobraßeniØ. — Algebra i analiz 5 (1993), 119–142.

[13] E. G. Emel~Ønov, Nekotorye svoæstva moduleæ semeæstv krivyh. — Zap. nauqn. semin. LOMI 144 (1985), 72–82.

[14] E. G. Emel~Ønov, K zadaqam ob ffkstremal~nom razbienii. — Zap. nauqn. semin. LOMI 154 (1986), 76–89.

[15] E. G. Emel~Ønov, O svØzi dvuh zadaq ob ffkstremal~nom razbienii. — Zap. nauqn. semin. LOMI 160 (1987), 91–98.

[16] P. G. Zograf, L. A. TahtadßØn, Ob uniformizacii rimanovyh poverhnosteæ i metrike VeælØ–Pe-

tersona na prostranstvah Teæhm¸llera i Xottki. — Mat. sb. 132 (1987), 304–321.

[17] G. V. Kuz~mina, Moduli semeæstv krivyh i kvadratiqnye differencialy. — Tr. Mat. in-ta AN SSSR 139 (1980), 1–240.

[18] G. V. Kuz~mina, Ob ffkstremal~nyh svoæstvah kvadratiqnyh differencialov s polosoobraznymi

oblastØmi v strukture traektoriæ. — Zap. nauqn. semin. LOMI 154 (1986), 110–129.

[19] G. V. Kuz~mina, Ob ffkstremal~nyh svoæstvah kvadratiqnyh differencialov s traektoriØmi,

asimptotiqeski podobnymi logarifmiqeskim spiralØm. — Zap. nauqn. semin. LOMI 160 (1987), 121–137.

[20] G. V. Kuz~mina, K voprosu ob ffkstremal~nyh svoæstvah kvadratiqnyh differencialov s koncevy-

mi oblastØmi v strukture traektoriæ. — Zap. nauqn. semin. LOMI 168 (1988), 98–113.

[21] G. V. Kuz~mina, O suwestvovanii kvadratiqnyh differencialov s pol¸sami vysokih porØdkov. — Zap. nauqn. semin. POMI 212 (1994), 129–138.

[22] G. V. Kuz~mina, O suwestvovanii kvadratiqnyh differencialov s predpisannymi svoæstvami.

— Zap. nauqn. semin. POMI 226 (1996), 120–137.

[23] M. A. Lavrent~ev, B. V. Xabat, Metody teorii funkciæ kompleksnogo peremennogo. 4-oe izd.

M. (1973).

[24] V. N. Mikl¸kov, O nekotoryh graniqnyh zadaqah teorii konformnyh otobraßeniæ. — Sib. mat.

ß. 18 (1977), 1111–1124.

[25] G. Polia, G. Segëe, Zadaqi i teoremy iz analiza. M. (1956).

[26] A. ı. Solynin, Ocenka snizu modulØ funkcii v klasse Biberbaha-�ælenberga. — V kn.: Kompleksnye metody v matematiqeskoæ fizike. Doneck, 1984, s. 178.

[27] A. ı. Solynin, Ob ffkstremal~nyh razbieniØh ploskosti ili kruga na dve nenalega¸wie oblasti.

Ruk. dep. v VINITI N 7800–84, Kubanskiæ gos. un-t, Krasnodar (1984).

[28] A. ı. Solynin, Zavisimost~ rexeniØ obweæ problemy modulØ na ploskosti ot parametrov. Ruk.

dep. v VINITI N 2151–85, Kubanskiæ gos. un-t, Krasnodar (1985).

[29] A. ı. Solynin, Zavisimost~ problemy modulØ dlØ semeæstva neskol~kih klassov krivyh ot pa-

rametrov. — Zap. nauqn. semin. LOMI 144 (1985), 136–145.

[30] A. ı. Solynin, Rexenie odnoæ izoperimetriqeskoæ zadaqi Polia-Segë. — Zap. nauqn. semin.

LOMI 168 (1988), 140–153.

[31] A. ı. Solynin, NepreryvnaØ simmetrizaciØ mnoßestv. — Zap. nauqn. semin. LOMI 185 (1990), 125–139.

[32] A. ı. Solynin, Geometriqeskie svoæstva ffkstremal~nyh razbieniæ i ocenki moduleæ semeæstv

v krugovom kol~ce. — Zap. nauqn. semin. POMI 204 (1993), 93–114.

[33] A. ı. Solynin, �kstremal~nye konfiguracii v nekotoryh zadaqah o emkosti i garmoniqeskoæ

mere. — Zap. nauqn. semin. LOMI 226 (1996), 170–195.

[34] A. V. Syqëv, Moduli i prostranstvennye kvazikonformnye otobraßeniØ. Nauka, Novosibirsk (1983).

[35] P. M. Tamrazov, O nekotoryh ffkstremal~nyh zadaqah teorii funkciæ. — V kn.: Sbornik nauqnyh trudov aspirantov Kievskogo politehniqeskogo instituta. Kiev, 1961, 269–277.

[36] P. M. Tamrazov, Metod ffkstremal~nyh metrik i konformnye otobraßeniØ. Avtoref. diss. kand.

fiz.-mat. nauk, Kiev (1963).

[37] P. M. Tamrazov, �kstremal~nye konformnye otobraßeniØ i pol¸sy kvadratiqnyh differencia-

lov. — Izv. AN SSSR. Ser. mat. 32 (1968), 1033–1043..

[38] P. M. Tamrazov, Gladkosti i polinomial~nye priblißeniØ. Nauk. Dumka, Kiev (1975). [39] L. V. Ahlfors, Untersuchungen zur Theorie der konformen Abbildung und der ganzen Funktionen. — Acta Soc. Sci. Fenn. 1 (1930), 1–40.

[40] L. V. Ahlfors, A. Beurling, Conformal invariants and function-theoretic null-sets. — Acta Math. 83 (1950), 101–129.

[41] A. Baernstein II, A counterexample concerning integrability of derivatives of conformal mappings. — J.

Analyse Math. 53 (1989), 253–268.

[42] K. Burdzy, Brownian excurcions and minimal thinness III. — Math. Z. 192 (1986), 89–107. [43] L. Carleson, N. G. Makarov, Some results connected with Brennan’s conjecture. — Ark. Mat. 32 (1994), 33–62.

[44] J. Ferrand, Sur l’inégalité d’Ahlfors et son application au probleme de la dérivée angulaire. — Bull. Soc.

Math. France 72 (1944), 178–192.

[45] D. Gaier, W. Hayman, On the computation of modules of a long quadrilaterals. — Constr. Approx. 7 (1991), 453–467.

[46] F. P. Gardiner, Teichmüller Theory and Quadratic Differentials. Wiley-Interscience, 1987. [47] F. P. Gardiner, D. P. Sullivan, Symmetric structures on a closed curve. — Amer. J. Math. 114 (1992), 683–736.

[48] H. Grötzsch, Über einige Extremalprobleme der konformen Abbildung. Ber. Verh. sächs. Akad. Wiss. Leipzig, Math.-Phys. Kl., 80 (1928), 367–376.

[49] J. Hersch, Longueurs extrémales et théorie des fonctions. — Comment. Math. Helvet. 29 (1955), 301–337. [50] J. Hersch, On the reflection principle and some elementary ratios of conformal radii. — J. Analyse Math.

44 (1984/85), 251–268.

[51] J. A. Jenkins, On Bieberbach-Eilenberg functions II. — Trans. Amer. Math. Soc. 78 (1955), 510–515. [52] J. A. Jenkins, On the existence of certain general extremal metrics. — Ann. Math. 66 (1957), 440–453. [53] J. A. Jenkins, On the existence of certain general extremal metrics II. — Tohoku Math. J. 45 (1993), 249–257. [54] J. A. Jenkins, On n-fold symmetrization. — J. Analyse Math. 69 (1996), 67–71. [55] J. A. Jenkins, K. Oikawa, Conformality and semi-conformality at the boundary. — J. Reine Angew. Math.

291 (1977), 92–117.

[56] J. G. Krzyz, Some remarks on the maxima of inner conformal radius. — Annales Univ. Mariae Curie-Sklodowska, Sectio A XLVI, 7 (1992), 57–61.

[57] R. Kühnau, Maxima beim konformen Radius einfach zusammenhängender Gebiete. — Annales Univ. Mariae Curie-Sklodowska, Sectio A XLVI, 8 (1992), 63–73.

[58] J. Lelong-Ferrand, Représentation conforme et transformations à intégrale de Dirichlet bornée. Gauthier-Villars, Paris, 1955.

[59] D. E. Marshall, Angular derivatives and Lipschitz majorants. Preprint, 23 p. [60] D. E. Marshall, C. Sundberg, Harmonic measure of curve in the disk. MSRI Preprint No. 098–95. [61] N. Papamichael, N. S. Stylianopoulos, A domain decomposition method for conformal mapping onto a rectangle. — Constr. Approx. 7 (1991), 349–379.

[62] Ch. Pommerenke, Boundary behaviour of conformal maps. Springer-Verlag, 1992. [63] H. Renelt, Konstruktion gewisser quadratischer Differentiale mit Hilfe von Dirichletintegfalen. — Math.

Nachr. 73 (1976), 125–142.

[64] B. Rodin, S. E. Warschawski, Extremal length and the boundary behaviour of conformal mapping. — Ann.

Acad. Sci. Fenn. Ser. AI Math. 2 (1976), 467–500.

[65] S. Sastry, Existence of an angular derivative for a class of strips domains. — Proc. Amer. Math. Soc. 123 (1995), 1075–1082.

[66] M. Schiffer, D. C. Spencer, Functionals of finite Riemann surfaces. Princeton, 1954. [67] A. Yu. Solynin, M. Vuorinen, Extremal problems and symmetrization for plane ring domains. — Trans. Amer.

Math. Soc. 348 (1996), 4095–4112.

[68] K. Strebel, Quadratic differentials. Springer-Verlag, 1984.

[69] O. Teichmüller, Untersuchungen über konforme und quasikonforme Abbildung. — Dtsch. Math. 3 (1938), 621–678.

[70] M. Tsuji, Potentional Theory in Modern Function Theory. Maruzen, Tokyo, 1959. [71] M. Vuorinen, Conformal geometry and quasiregular mappings. Springer-Verlag, Lecture Notes in Math., 1319 (1988).