POMI PREPRINT — 1/1997

LOKAL^NA˚ GRANIQNA˚ UPRAVL˚EMOST^ V KLASSAH GLADKIH FUNKCI` DL˚ VOLNOVOGO URAVNENI˚

M. I. Belixev, A. N. Dolgoborodov

RossiæskaØ AkademiØ Nauk Sankt-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova Fontanka 27, Sankt-Peterburg 191011, RossiØ

˚nvar~ 1997

Abstract The well-known fact is a boundary L_2-controllability of a dynamical system, gouverned by the multidimensional wave equation. Generalizing this result the paper establishes H^s- and C^mcontrollability on any compact lying in a domain filled by waves.

0. Vvedenie

V rabote issleduetsØ graniqnaØ upravlØemost~ v klassah gladkih funkciæ dlØ dinamiqeskih sistem, opisyvaemyh mnogomernym volnovym uravneniem. Osnovnym rezul~tatom ØvlØetsØ plotnost~ mnoßestva sostoØniæ sistemy v Sobolevskih klassah i v klassah C^m. Opixem soderßanie raboty.

0.1. Pust~ Ω ∈ R^n – ograniqennaØ oblast~ s gladkoæ graniceæ Γ; Rassmotrim naqal~no-kraevu¸ zadaqu

u_{tt} + Au = 0 v Q^T , u|_{t=0}= u_t|_{t=0}= 0, u|_{Γ×[0,T ]}= f, (0.1) (0.2) (0.3)

v kotoroæ f – graniqnoe upravlenie Dirihle, u^f (x, t) – rexenie zadaqi (volna), A – operator vida A = − n∑ i,j=1 ∂ ∂x^i a_{ij} (x) ∂ ∂x^j , kofffficienty kotorogo ØvlØ¸tsØ gladkimi i udovletvorØ¸t usloviØm ravnomernoæ fflliptiqnosti i gladkimi.

Zadaqa (0.1)–(0.3) opisyvaet rasprostranenie voln, iniciirovannyh graniqnymi istoqnikami. V metrike ds^2 = a^{ij} dx^idx^j ({a^{ij} } – matrica, obratnaØ k {a_{ij} }) ffti volny rasprostranØ¸tsØ s ediniqnoæ skorost~¸, sledstviem qego ØvlØetsØ vkl¸qenie supp u, f(·, T ) ⊂ Ω^T , gde Ω^T := {x ∈ Ω | dist_A(x, Γ) < T } (dist_A – rasstoØnie v ukazannoæ vyxe metrike). Mnoßestvo U^T := {u, f(·, T ) | f ∈ L_2(Γ × [0, T ])} nazyvaetsØ dostißimym (dlØ dannogo klassa upravleniæ). Iz rezul~tatov [1] sleduet vloßenie

U^T ⊂ L_2(Ω^T ). (0.4)

Vaßnym faktom ØvlØetsØ plotnost~ vloßeniØ (0.4):

clos_{L2} U^T = L_2(Ω^T ); (0.5)

dokazatel~stvo fftogo rezul~tata osnovano na fundamental~noæ teoreme edinstvennosti Hol~mgrena-`ona-Tataru [5, 6]. V teorii upravleniØ ravenstvo (0.5) interpretiruetsØ kak svoæstvo (priblißœnnoæ) upravlØemosti sistemy (0.1)–(0.3).

Osnovnye rezul~taty dannoæ raboty – upravlØemost~ sistemy (0.1)–(0.3) v klassah gladkih funkciæ i v Sobolevskih klassah. DlØ formulirovki vvedœm dostißimoe mnoßestvo vida

U^T_0 := { u^f (·, T ) | f ∈ C^∞(Γ × [0, T ]) : ( ∂ ∂t )_k f | | | |_{t=0}= 0, ( ∂ ∂t )_{2k} f | | | |_{t=T}= 0, k = 0, 1, . . . } , otveqa¸wee gladkim upravleniØm, i mnoßestvo

H^T_s := clos_Hs {u ∈ Dom A^{s/2}_0 | supp u ⊂ Ω^T ∪ Γ},

gde A_0 : L_2(Ω) −→ L_2(Ω), Dom A_0 = H^2(Ω) ⋂ H^1_0 (Ω), A_0u = Au. Nami dokazana

Teorema 0.1. Pri l¸byh s ¿ 0, T > 0 spravedlivo ravenstvo

clos_Hs U^T_0 = H^T_s .

�tot rezul~tat oqevidnym obrazom usilivaet svoæstvo (0.5) i, pomimo samostoØtel~nogo interesa, imeet soderßatel~nye priloßeniØ v obratnyh zadaqah. Ego dokazatel~stvo takße osnovano na teoreme Hol~mgrena–`ona–Tataru. Poleznym sledstviem teoremy 1 ØvlØetsØ Teorema 0.2. DlØ proizvol~nogo kompakta D ⊂ Ω^T , l¸byh T > 0 i celogo m > 0, vy-

polnØetsØ ravenstvo

clos_Cm U^T_0 | | | |_D = C^m(D).

1. DinamiqeskaØ sistema s graniqnym upravleniem

RassmatrivaetsØ naqal~no-kraevaØ zadaqa (0.1)–(0.3) i dvoæstvennaØ eæ zadaqa. Opisyva¸tsØ svØzannye s nimi ob¨ekty teorii upravleniØ – prostranstva i operatory.

1.1. Naqal~no-kraevaØ zadaqa. Pust~ Ω ⊂ R^n – ograniqennaØ oblast~ s graniceæ

Γ ∈ C^∞. Rassmotrim zadaqu

u_{tt} + Au = 0 v Q^T , u|_{t=0}= u_t|_{t=0}= 0, u|_{ΣT}= f, (1.1) (1.2) (1.3)

v kotoroæ Q^T := Ω × (0, T ); Σ^T := Γ × [0, T ]; f – graniqnoe upravlenie, A – operator vida A = − n∑ i,j=1 ∂ ∂x^i a_{ij} (x) ∂ ∂x^j s vewestvennymi kofffficientami klassa C^∞(Ω), udovletvorØ¸wimi usloviØm

a_{ij} (x) = a_{ji}(x); n∑ i,j=1 a_{ij} (x)ξ^iξ^j ¿ μ|ξ|^2 (μ > 0), x ∈ Ω, ξ ∈ R^n. Pust~ u = u^f (x, t) – rexenie zadaqi (volna); pereqislim svoæstva rexeniØ, ispol~- zuemye v rabote.

(i) Vvedœm lineal gladkih upravleniæ

M^T := { f ∈ C^∞(Σ^T ) | ( ∂ ∂t )_k f | | | |_{t=0}= 0, k = 0, 1, 2, . . . }

Pri upravlenii f ∈ M^T zadaqa (1.1)–(1.3) imeet edinstvennoe klassiqeskoe rexenie

u^f ∈ C^∞(Q^T ).

(ii) Opredelœnnoe na M^T otobraßenie f −→ u^f nepreryvno iz L_2(Σ^T ) v C(0, T ; L_2(Ω)) [1]. Obobwœnnye rexeniØ u^f klassa C(0, T ; L_2(Ω)) dlØ f ∈ L_2(Σ^T ) my opredelØem kak obrazy rasxireniØ fftogo otobraßeniØ na vsœ L_2(Σ^T ).

(iii) DlØ upravleniæ f ∈ H^{2p}(Σ^T ), (^∂_{∂t} )^j f | |_{t=0} = 0, j = 0, 1, . . . , 2p − 1, imeem uf ∈

C(0, T ; H^{2p}(Ω)) [1].

(iv) Pust~ τ (x) := dist_A(x, Γ), gde dist_A est~ rasstoØnie v Ω v rimanovoæ metrike ds^2 = a^{ij} (x)dx^idx^j , {a^{ij} } – matrica, obratnaØ k {a_{ij} }; togda ]supp u^f ⊂ {(x, t) ∈ Q^T | t ¿ τ (x)}, (1.4) qto otveqaet koneqnosti skorosti rasprostraneniØ voln v giperboliqeskoæ zadaqe (1.1)–(1.3).

1.2. DvoæstvennaØ zadaqa. Naqal~no-kraevu¸ zadaqu

v_{tt} + Av = 0 v Q^T , v|_{t=T}= 0, v_t|_{t=T}= z, v|_{ΣT}= 0,

(1.5) (1.6) (1.7)

nazovœm dvoæstvennoæ zadaqe (1.1)–(1.3); pust~ v = v^z(x, t) est~ eœ rexenie. Privedœm ego svoæstva.

(i) Pri z ∈ C^∞_0 (Ω) zadaqa (1.5)–(1.7) imeet edinstvennoe klassiqeskoe rexenie

v^z ∈ C^∞(Q^T ). Pri fftom otobraßenie z −→ v^z okazyvaetsØ nepreryvnym iz L_2(Ω) v C(0, T ; H^1_0 (Ω)).

(ii) Otobraßenie z −→ ∂_ν v^z | |_{ΣT} nepreryvno iz L_2(Ω) v L_2(Σ^T ) (zdes~ i dalee ∂_ν := ∑_n i,k=1 aik cos(m, x k)^∂_{∂xk} – differencirovanie po konormali; m – obyqnaØ normal~).

(iii) V silu giperboliqnosti zadaqi (1.5)–(1.7), sled ∂_ν v^z | |_{ΣT} zavisit tol~ko ot

znaqeniæ z | |_{ΩT} , gde Ω^T := {x ∈ Ω | τ (x) < T }. V qastnosti, esli z | |_{ΩT} = 0, to ∂_ν v^z | |_{ΣT} = 0.

V ostavxeæsØ qasti p. 1 zadaqi (1.1)–(1.3) i (1.5)–(1.7) rassmatriva¸tsØ v kaqestve dinamiqeskih sistem. Kak takovye, oni osnawa¸tsØ standartnymi ob¨ektami teorii upravleniØ – prostranstvami i operatorami.

1.3. Operator upravleniØ. Prostranstvo upravleniæ (vhodov)

F^T := L_2(Σ^T )

nazovœm vnexnim prostranstvom dinamiqeskoæ sistemy (1.1)–(1.3); prostranstvo eœ sostoØniæ (voln)

H := L_2(Ω)

– vnutrennim. Sootvetstvie “vhod → sostoØnie” osuwestvlØet operator upravleniØ

W^T : F^T −→ H, W^T f := u^f (·, T ),

nepreryvnyæ po svoæstvu (ii) p. 1.1; coglasno (iv), imeet mesto vloßenie

Ran W^T ⊂ H^T , gde H^T := {u ∈ H | supp u ⊂ Ω^T }

– podprostranstvo v H.

Po svoæstvu (iii) p. 1.1, povyxenie gladkosti upravleniØ vedœt k povyxeni¸ gladkosti volny. OstanovimsØ na fftom bolee podrobno. Rassmotrim samosoprØßœnnyæ poloßitel~no opredelœnnyæ operator A_0 : H −→ H, Dom A_0 = H^2(Ω) ∩ H^1_0 (Ω), A_0u := Au. Fiksiruem s > 0; klass funkciæ

H_s := Dom A^{s/2}_0

snabdim skalØrnym proizvedeniem

(u, v)_Hs = (A^{s/2}_0 u, A^{s/2}_0 v)_{L2(Ω)}.

Otmetim, qto H_s ØvlØetsØ podprostranstvom Sobolevskogo prostranstva H^s(Ω). V prostranstve H_s rassmotrim podprostranstvo

H^T_s := clos_{Hs} {u ∈ H_s | supp u ⊂ Ω^T ∪ Γ}.

Po svoæstvam (i) i (iv) p. 1.1 dlØ upravleniæ klassa

M^T_0 := { f ∈ M^T | ( ∂ ∂t )_{2j} f | | | |_{t=T}= 0, j = 0, 1, 2, . . . }

volny u^f (·, T ) popada¸t v H^T_s :

W^T M^T_0 ⊂ H^T_s , T > 0 (1.8)

Mnoßestvo final~nyh sostoØniæ sistemy (1.1)–(1.3)

U^T := Ran W^T = W^T F^T ⊂ H^T (1.9)

nazyvaetsØ dostißimym. DlØ dal~neæxego udobno vydelit~ v nœm “gladku¸ qast~” – podmnoßestvo

U^T_0 := W^T M^T_0 ;

v silu (1.8), imeem vloßenie

U^T_0 ⊂ H^T_s , T > 0, s ¿ 0. (1.10)

1.4. Operator nabl¸deniØ. S dinamiqeskoæ sistemoæ (1.5)–(1.7) svØzyvaetsØ ope-

rator nabl¸deniØ O^T : H −→ F^T ,

O^T z := ∂_ν v^z | | | |_{ΣT} , nepreryvnyæ po svoæstvu (ii) p. 1.2; v silu (iii), imeet mesto vkl¸qenie

H ⊖ H^T ⊂ Ker O^T . (1.11)

Povodom nazyvat~ zadaqi (1.1)–(1.3) dvoæstvennymi ØvlØetsØ izvestnoe sootnoxe- nie (W^T )^∗ = O^T , T > 0, (1.12)

ustanavlivaemoe integrirovaniem po qastØm.

2. H^s- i C^m-upravlØemost~

Zdes~ ustanavlivaetsØ osnovnoæ rezul~tat raboty – plotnost~ gladkih sostoØniæ v Sobolevskih klassah i v klassah C^m.

2.1. L2-upravlØemost~. Odin iz central~nyh rezul~tatov teorii graniqnogo upravleniØ dlØ sistem vida (1.1)–(1.3) kasaetsØ haraktera vloßeniØ (1.9) i sostoit v sledu¸wem.

Teorema 1. Spravedlivo ravenstvo

clos_H U^T = H^T , T > 0. (2.1).

�tot fakt pokazyvaet, qto l¸baØ funkciØ v zapolnØemoæ volnami oblasti Ω^T moßet byt~ approksimirovana v L_2-metrike volnami za sqœt sootvetstvu¸wego podbora graniqnogo upravleniØ. Dokazatel~stvo (2.1) osnovano na fundamental~noæ teoreme edinstvennosti Hol~mgrena–`ona–Tataru [2–6]. O ravenstve (2.1) govorØt, kak o (priblißœnnoæ) upravlØemosti sistemy (1.1)–(1.3)

V silu (1.12) i izvestnogo operatornogo ravenstva

Ker O^T = H ⊖ clos Ran W^T = H ⊖ clos U^T

sootnoxenie (2.1) ffkvivalentno ravenstvu

Ker O^T = H ⊖ H^T , T > 0. (2.2)

Cvoæstvo (2.2) nazyvaetsØ nabl¸daemost~¸ sistemy (1.5)–(1.7). Ravnosil~nost~ upravlØemosti i nabl¸daemosti – ves~ma obwiæ fakt v teorii upravleniØ.

Fiksiruem proizvol~noe δ ∈ (0, T ); v silu stacionarnosti sistemy (nezavisimosti operatora A ot vremeni), svoæstvo (2.2) moßno pereformulirovat~ v sledu¸wem vide.

Predloßenie 1. Iz usloviØ (O^T y)^|_{Γ×[δ,T ]} = 0 sleduet vkl¸qenie y ∈ H ⊖ H^{T −δ} , ravno-

sil~noe sootnoxeni¸ supp y ⊂ Ω \ Ω^{T −δ}.

2.2. OsnovnaØ teorema. Glavnyæ rezul~tat naxeæ raboty – plotnost~ vloßeniØ (1.10):

Teorema 2. Spravedlivo ravenstvo

clos_{Hs} U^T_0 = H^T_s , T > 0. (2.3)

OstavxaØsØ qast~ raboty, v osnovnom, posvØwena dokazatel~stvu fftoæ teoremy. Svoæstvo (2.3) my nazyvaem lokal~noæ (po vremeni) H^s-upravlØemost~¸ sistemy (1.1)–(1.3).

2.3. Spektral~noe predstavlenie. Pust~ {λk}^∞_{k=1} : 0 < λ1 < λ2 6 . . . est~ spektr operatora A_0, {e_k}^∞_{k=1} – ego ortonormirovannyæ sobstvennyæ bazis: A_0e_k = λ_ke_k,

(e_k, e_m)_H = δ_{km}. Legko proverØetsØ, qto sistema {λ^{−s/2}_k e_k} sostavlØet ortonormiro-

vannyæ bazis v H_s. SkalØrnoe proizvedenie v H_s dopuskaet predstavlenie (z, w)_{Hs} = ∞∑ k=1 λ^s_kα_kγ_k; α_k = (z, e_k)_H, γ_k = (w, e_k )_H. (2.4)

Metod Fur~e dlØ zadaqi (1.5)–(1.7) privodit k izvestnomu predstavleni¸ eœ rexeniØ v^z(·, t) = ∞∑ k=1 α_k sin √ λ_k(t − T ) √ λ_k e_k; α_k = (z, e_k )_H. (2.5)

2.4. RegulØrizaciØ. Opixem proceduru, uluqxa¸wu¸ gladkost~ rexeniæ dvoæstvennoæ zadaqi. Rol~ sglaßiva¸wego Ødra igraet funkciØ φ_ε(t) := ε^{−1}φ(ε^{−1}t) −→_{ε→0} δ(t), gde φ ∈ C^∞_0 (R) – fiksirovannaØ funkciØ, udovletvorØ¸waØ usloviØm:

φ ¿ 0; φ(−t) = φ(t); supp φ ⊂ [−1, 1];^{+∞∫}_{−∞} φ(t)dt = 1.

DlØ z ∈ C^∞_0 (Ω) rassmotrim zadaqu

v_{tt} + Av = 0 v Ω × R, v|_{t=T}= 0, v_t|_{t=T}= z, v|_{Γ×}R= 0,

(2.6) (2.7) (2.8)

ime¸wu¸ gladkoe klassiqeskoe rexenie pri vseh (x, t) ∈ Ω × R. FunkciØ

v^z_ε (x, t) := +∞∫ −∞ φ_ε(η)v^z(x, t − η)dη (2.9) takße ØvlØetsØ gladkoæ vs¸du v Ω × R. IntegriruØ v (2.5), netrudno poluqit~ eœ spektral~noe predstavlenie: v^z_ε (·, t) = ∞∑ k=1 β^ε_kα_k sin √ λ_k(t − T ) √ λ_k e_k(·); α_k = (z, e_k )_H,

β^ε_k = +ε∫ −ε cos √ λ_kη φ_ε(η)dη. (2.10) Kofffficienty β^ε_k ime¸t asimptotiki

β^ε_k −→_{ε→0} 1; λ^s_kβ^ε_k −→ 0, s > 0. (2.11)

Kak vidno iz (2.10), funkciØ v^z_ε ØvlØetsØ rexeniem zadaqi (2.6)–(2.8) s usloviem v_t | |_{t=T} = ∞∑ k=1 β^ε_kα_ke_k =: z_ε.

V silu ocenki

‖z_ε‖^2_{Hs} = ∞∑ k=1 λ^s_k(β^ε_k)^2α^2_k 6 (sm. (2.11)) 6 const ∞∑ k=1 α^2_k = const ‖z‖^2_H

operator Φ_ε : z −→ z_ε deæstvuet nepreryvno iz H v H_s (s ¿ 0). Polezno otmetit~, qto v sobstvennom bazise operatora A_0 on diagonalen:

Φ_εe_k = β^ε_ke_k. (2.12)

Vyvedem sootnoxenie, igra¸wee glavnu¸ rol~ v dokazatel~stve teoremy 2. Fiksiruem δ ∈ (0, T ) i vyberem poloßitel~noe ε < δ; dlØ upravleniæ f ∈ F^T , supp f ⊂

Γ × [δ, T ] korrektno opredelena operaciØ f −→ f_ε:

f_ε(·, t) := T∫ 0 [ φ_ε(t − η) − φ_ε(2T − t − η) ] f(η)dη, Netrudno videt~, qto f_ε ∈ M^T_0 . Spravedliva Lemma. DlØ l¸bogo z ∈ C^∞_0 (Ω) i dopustimyh f ∈ F^T vypolnØetsØ ravenstvo ∫ Γ×[0,T ] dγdt ∂_ν v^z(γ, t)f_ε(γ, t) = ∫ Γ×[0,T ] dγdt ∂_ν v^z_ε (γ, t)f(γ, t). (2.13)

Nabrosok dokazatel~stva. DifferenciruØ po normali v (2.9), legko poluqit~ sootnoxenie

∂_ν v^z_ε = φ_ε ∗_t ∂_ν v^z na Γ × R.

DlØ vremœn t < T qœtnost~ φ_ε pozvolØet zapisat~ ego pravu¸ qast~ v vide

φ_ε ∗_t ∂_ν v^z = T∫ −∞ [φ_ε(t − η) − φ_ε(2T − t − η)]∂_νv^z(·, η)dη. Ravenstvo ∫ Γ×[0,T ] dγdt ∂_ν v^z(γ, t)f_ε(γ, t) = ∫ Γ×[0,T ] dγdt [^ε∫ −ε dηφ_ε(η)∂_ν v^z(γ, t − η) ] f(γ, t) ustanavlivaetsØ zamenoæ porØdka integrirovaniØ i vedœt k (2.13).

VernœmsØ k zadaqe (1.5)–(1.7), otveqa¸weæ vremenam 0 6 t 6 T . V terminah svØzannogo s neæ operatora nabl¸deniØ ravenstvo (2.13) moßno zapisat~ v vide

(f_ε, O^T z)_F T = (f, O^T Φ_εz)_F T . (2.14)

V takoæ forme ono spravedlivo dlØ vseh z ∈ H, poskol~ku C^∞_0 (Ω) plotno v H, a operator O^T – nepreryven.

2.5. Zaverxenie dokazatel~stva Teoremy 2. Pust~ z ∈ H^T_s ⊖ closH_s U^T_0 ; fiksiruem

δ ∈ (0, T ) i vyberem proizvol~noe poloßitel~noe ε < δ. DlØ l¸bogo upravleniØ f ∈ F^T , supp f ⊂ Γ × [δ, T ] vypolnØ¸tsØ ravenstva:

0 = (W^T f_ε, z)_{Hs} = ∞∑ k=1 λ^s_k(W^T f_ε, α_ke_k)_H = (sm. (1.12)) =

= ∞∑ k=1 λ^s_kα_k(f_ε, O^T e_k)_F T = (sm. (2.14)) = ∞∑ k=1 λ^s_kα_k(f, O^T Φ_εe_k)_F T =

(sm. (2.12)) = ∞∑ k=1 (f, O^T λ^s_kα_kβ^ε_ke_k)_F T = (f, O^T ∞∑ k=1 λ^s_kα_kβ^ε_ke_k)_F T = (f, O^T A^s_0z_ε)_F T .

Proizvol~nost~ f vedœt k sootnoxeni¸

(O^T A^s_0z_ε) | | | |_{Γ×[δ,T ]} = 0, otkuda po Predloßeni¸ 1 zakl¸qaem:

A^s_0z_ε = 0 v Ω^{T −δ}. (2.15)

Dalee, dlØ proizvol~nogo y ∈ H^{T −δ}_s imeem

(y, z_ε)_{Hs} = (A^{s/2}_0 y, A^{s/2}_0 z_ε)_H = (y, A^s_0z_ε)_H = (sm. (2.15)) = 0,

t. e. z_ε ∈ H_s ⊖ H^{T −δ}_s . Ustremim ε −→ 0; netrudno videt~, qto asimptotika (2.11) obespeqivaet shodimost~ z_ε −→ z v H_s. Predel~nyæ perehod daœt vkl¸qenie z ∈

H_s ⊖ H^{T −δ}_s s l¸bym 0 < δ < T . Po opredeleni¸ podprostranstva H^T_s , mnoßestvo ⋃ 0<δ<T H T −δ s plotno v nœm; pofftomu z leßit v H_s ⊖H^T_s , buduqi fflementom H^T_s . Znaqit,

z = 0. Teorema 2 dokazana.

2.6. C^m-upravlØemost~. Poleznym sledstviem Teoremy 2 ØvlØetsØ sledu¸wiæ rezul~tat.

Pust~ U^T_0 | |_D – sußeniØ funkciæ iz U T_0 na mnoßestvo D ⊂ Ω. Spravedliva

Teorema 3. DlØ proizvol~nogo kompakta D ⊂ Ω^T , l¸bogo T > 0 i l¸bogo celogo m > 0,

vypolnØetsØ ravenstvo clos_Cm U^T_0 | D = C^m(D). V samom dele, pri s ¿ m + 1 + [_n 2 ] imeeem plotnoe vloßenie H^T_s | |_D = H^s(D) ⊂ C^m(D),

iz kotorogo i sleduet utverßdenie teoremy.

Literatura

[1] I. Lasiecka, J.-L. Lions, and R. Triggiani, Non homogeneous boundary value problems for second order hyperbolic operators. — J. Math. pures et appl. 65 (1986), 149–192.

[2] F. John, On linear partial differential equations with analytic coefficients: unique continuation of data. — Comm. Pure Appl. Math. 2, No. 2–3 (1949), 203–254.

[3] D. L. Russell, Boundary value control theory of the higher dimensional wave equation. — SIAM J. Control 9, No. 1 (1971), 29–42.

[4] D. L. Russell, Controlability and stabilizability theory for linear partial differential equations. — SIAM Review 20, No. 4 (1978), 639 – 739.

[5] D. Tatatru, Unique continuation for solutions to PDE’s; between Hörmander’s theorem and Holmgren’s theorem. Preprint Dep. Math., Northwestern Univ., June 1993, 12 p.

[6] M. I. Belixev, A. P. Kaqalov, Operatornyæ integral v mnogomernoæ spektral~noæ obratnoæ zadaqe. — Zap. nauqn. semin. POMI 215 (1994), 9–37.

[7] S. A. Avdonin, S. A. Ivanov, UpravlØemost~ sistem s raspredelœnnymi parametrami i semeæstva ffksponent. Kiev, UMK VO, 1989, 244 s.

[8] S. A. Avdonin, M. I. Belixev, S. A. Ivanov, UpravlØemost~ v zahvaqennoæ oblasti dlØ mnogomernogo volnovogo uravneniØ s singulØrnym graniqnym upravleniem. — Zap. nauqn. semin. POMI 210 (1994), 7–21.