POMI PREPRINT — 12/1996

PREDEL^NOE RASPREDELENIE �NERGII KVANTOVOGO IDEAL^NOGO GAZA S TOQKI ZRENI˚ TEORII RAZBIENI` NATURAL^NYH QISEL

A. M. VERXIK

RossiæskaØ AkademiØ Nauk Matematiqeskiæ institut im.V. A. Steklova

191011, Sankt-Peterburg, nab.r. Fontanki, 27 NoØbr~ 1996 g.

E-mail: vershik@pdmi.ras.ru

IzuqaetsØ asimptotiqeskaØ forma sluqaænogo razbieniØ natural~nyh qisel otnositel~no mul~tiplikativnoæ statistiki. PokazyvaetsØ, qto ffta zadaqa ohvatyvaet problemu nahoßdeniØ predel~nogo raspredeleniØ ffnergii kvantovogo ideal~nogo gaza. KondensaciØ Boze–�ænxteæna poluqaet svoe istolkovanie v terminah naædennoæ predel~noæ plotnosti.

PamØti ılika Dobruxina

R. L. Dobruxin byl odnim iz teh, kto umel ne tol~ko sluxat~ “qußie” zadaqi, no i nahodit~ v nih svØz~ so svoimi problemami. ˚ neodnokratno obsußdal s nim temy, blizkie k tomu, o qem poædet req~ niße. Besedy s nim vsegda byli interesny i polezny. Ego matematiqeskoe myxlenie, po preimuwestvu veroØtnostnoe, pozvolØlo emu qetko uvidet~ sobstvenno veroØtnostnu¸ qast~ problemy, a takovaØ vsegda prisutstvuet v poqti l¸boæ asimptotiqeskoæ zadaqe. My qasto nahodili obwee, obsußdaØ i dalekie ot matematiki voprosy. Ego koloritnaØ liqnost~ i matematiqeskiæ talant privlekali druzeæ i molodeß~, a sam on bezuslovno prinadleßal k krugu teh, kto v znaqitel~noæ mere opredelØl obwu¸ kartinu naxeæ matematiki.

0. StavØ i izuqaØ zadaqi o asimptotikah i o predel~nyh formah kombinatornyh i

geometriqeskih ob¨ektov, avtor qasto oglØdyvalsØ na statistiqesku¸ fiziku. Mnogie problemy, iz kotoryh voznika¸t podobnye zadaqi (sluqaænye razbieniØ, podstanovki, asimptotiqeskaØ teoriØ predstavleniæ, rost konfiguraciæ, statistiqeskaØ geometriØ, teoriØ qisel i t. p.), ime¸t nedvusmyslenno statfiziqeskiæ harakter. �ti zadaqi raznoobrazny po motivirovkam, otvetam i svØzØm s drugimi oblastØmi matematiki. V to ße vremØ, pomimo sobstvennogo interesa oni, vidimo, dolßny igrat~ rol~ poleznyh algebraiqeskih i geometriqeskih modeleæ dlØ bolee sloßnyh problem (takih, kak fazovye perehody v mnogomernyh sistemah i dr).

Cel~ fftoæ raboty v tom, qtoby pokazat~ naskol~ko blizki dve zadaqi - o tipiqnoæ asimptotiqeskoæ forme razbieniØ natural~nogo qisla, i o vyqislenii predel~nogo raspredeleniØ ffnergii kvantovogo ideal~nogo gaza. My privodim rexenie pervoæ i istolkovyvaem ego v terminah vtoroæ. Net somneniØ v poleznosti fftogo parallelizma dlØ obeih oblasteæ.

1. Zadaqa o raspredelenii ffnergii v bol~xom i malom kanoniqeskom ansamblØh kvan-

tovogo ideal~nogo gaza s toæ ili inoæ statistikoæ zameqatel~nym obrazom vkl¸qaetsØ v xirokiæ klass problem, k kotoromu otnosØtsØ zadaqi additivnoæ asimptotiqeskoæ teorii qisel s neograniqenno rastuwim qislom slagaemyh, v qastnosti, zadaqi o razbieniØh natural~nyh qisel i vektorov. V tradicionnoæ teorii interesu¸tsØ kak pravilo, qislom ili asimptotikoæ qisla rexeniæ (razbieniæ). Nas ße interesuet bolee obwiæ vopros – ob asimptotiqeskoæ strukture tipiqnyh razbieniæ ili konfiguraciæ, ob ih predel~noæ forme, invariantah i dr. V additivnoæ teorii qisel, kak pravilo, qislo slagaemyh fiksirovano (naprimer, v klassiqeskoæ probleme Varinga), no v zadaqah kombinatoriki, geometrii, ne govorØ uße o statistiqeskoæ fizike, qislo slagaemyh rastet zadannym ili sluqaænym obrazom.

Vot odna iz formulirovok takogo roda. RassmatrivaetsØ sqetnoe mnoßestvo Λ ⊂

R+ bez koneqnyh predel~nyh toqek i qislo E ∈ R+; na mnoßestve vseh razloßeniæ

qisla E: E = λ_1 + λ_2 + . . . , λ_i ∈ Λ, uporØdoqennyh po ubyvani¸: λ_1 ¿ λ_2 ¿ . . . , zadaetsØ mera (statistika) i stavitsØ vopros ob asimptotiqeskih svoæstvah takih mer, kogda E → ∞. Suwestvuet li (posle neobhodimoæ normirovki razloßeniæ) ih predel v tom ili inom smysle; esli “da”, to vyroßden on ili net? T. e., ØvlØ¸tsØ li poqti vse razloßeniØ asimptotiqeski odinakovymi?

Podderßano grantom INTAS-94-3420; CNRS FranciØ.

Moßno zamenit~ R_+ na R^n_+ ili na kommutativnu¸ polugruppu, a Λ – na to ili inoe podmnoßestvo v neæ; moßno nalagat~ razliqnye dopolnitel~nye usloviØ na slagaemye i t. p. (rost ih qisla, razmery i dr.). Zadaqa ob asimptotike mer i, v qastnosti, o predel~noæ forme (“limit shape”) ØvlØetsØ kl¸qevoæ problemoæ, ona svØzana so mnogimi oblastØmi matematiki sm. [1,2].

2. Rassmotrim bolee podrobno zadaqi o razbieniØh natural~nyh qisel: V fftom sluqae Λ = N, E ≡ n ∈ N v predyduwih oboznaqeniØh. Budem oboznaqat~ mnoßestvo vseh raz-

bieniæ natural~nogo qisla n qerez P_n = {λ : λ ⊢ n}, a summu dlØ dannogo razbieniØ λ kak n(λ) = n, oboznaqim takße P = ⋃ n P_n. DlØ dannogo razbieniØ λ = {λ_i} oboznaqim r_k(λ) = #{i : λ_i = k} (qislo slagaemyh, ravnyh dannomu qislu) i nazovem ih qislami zapolneniØ. Oqevidno ∑ k kr_k(λ) = n(λ), a qislo slagaemyh est~ ∑ k r_k(λ) ≡ N(λ) Oboznaqim qerez P_{n,N} = {λ : n(λ) = n, N(λ) = N} mnoßestvo razbieniæ qisla n s N slagaemymi. Raspredeleniem razbieniØ λ nazovem funkci¸ φ_λ : R_+ → N

φ_λ(t) = ∞∑ k=[t] r_k(λ), ee podgrafik est~ diagramma ınga. Oqevidno φ_λ(0) = N(λ), ∫_∞ 0 φ_λ(t)dt = n(λ). Vydelim vaßnyæ klass mer na razbieniØh: semeæstvo statistik (mer) μ_x na P nazovem mul~tiplikativnym, esli

1) Qisla zapolneniØ {r_k(·)}^∞_{k=0} kak funkcii na prostranstvah s meroæ (P, μ_x) nezavisimy dlØ vseh mer μ_x.

2) OgraniqeniØ mer μ_x na P_n, n = 1, 2, . . . ne zavisØt ot x: 1 μ_x(P) μ_x |_{Pn} ≡ μ^n. Lemma. Zamenoæ parametra vsØkoe mul~tiplikativnoe semeæstvo privoditsØ k sle-

du¸wemu vidu: parametr x probegaet otkrytyæ interval (0, R_0), R_0 6 ∞; suwestvu¸t funkcii F_k(·) analitiqeskie v kruge |z| < R_0 i ime¸wie neotricatel~nye kofffficienty Tffælora F_k(y) = ∑_∞ r=0 c_{kr}y^r, k = 1, 2, . . . , c_{kr} ¿ 0, pri fftom

μ_x({λ}) = x^{n(λ)}F_k(x^k )^{−1} ∏ k c_{krk(λ)}, μ_x({λ} : r_k(λ) = r) = c_{krk} x^{kr} F_k(x^k )^{−1}.

ZameqaniØ.

1. Iz sravneniØ vyxeprivedennyh formul vytekaet nezavisimost~ funkciæ r_1(λ), r_2(λ), . . . 2. Lemma utverßdaet, qto mul~tiplikativnoe semeæstvo zadaetsØ odnoæ analitiqeskoæ v kruge |z| < R_0 funkcieæ F(x) i ee razloßeniem v beskoneqnoe proizvedenie F(x) = ∏_∞ k=1 F_k(x^k ), gde vse somnoßiteli F_k ime¸t neotricatel~nye kofffficienty Tffælora. FunkciØ F_k est~ proizvodØwaØ funkciØ raspredeleniØ veliqiny r_k(·).

3. Normirovannye ograniqeniØ μ_x na P_n vyglØdØt tak: μ^n({λ}) ≡ 1 μ_x(P_n) μ_x({λ}) = Q^{−1}_n ∏ k c_{krk(λ)}, gde Q_n = ∑ λ⊢n ∏ k c_{krk(λ)}, pri fftom mera μ_x est~ vypuklaØ kombinaciØ mer μ^n:

μ_x = ∞∑ n=0 x^nQ_nF(x)^{−1}μ^n. Te ße dannye (F(x) = ∏ k F_k(x^k)) zada¸t mul~tiplikativnoe semeæstvo na malom kanoniqeskom ansamble – P_{n,N} . V fftom sluqae formuly takovy: μ_{x,z}({λ}) = x^{n(λ)} · z^{N(λ)} · F_k(zx^k)^{−1} ∏ k c_{krk(λ)}; μ^{n,N} ({λ}) ≡ 1 μ_{x,z}(P_{n,N} ) μ_{x,z}({λ}) = Q^{−1}_{n,N} ∏ k c_{krk(λ)}, gde Q_{n,N} = ∑ λ⊢n N(λ)=N ∏ k c_{krk(λ)} (malaØ statsumma).

Analogii s ponØtiØmi statfiziki ideal~nogo gaza zdes~ oqevidny – sm. o nih dalee.

OsnovnaØ problema teper~ stavitsØ tak: naæti asimptotiqeskoe povedenie mer μ^n, μ^{n,N} pri n, N → ∞ i mer μ_x, μ_{x,z} pri x → R_0, z → 1 i sravnit~ ih. Sovpadenie predelov fftih mer oznaqaet asimptotiqesku¸ ffkvivalentnost~ ansambleæ (P, μ_x) i (P_n, μ^n) ili (P, μ_{x,z}) i (P_{n,N} , μ^{n,N} ). Vopros ob asimptotike vkl¸qaet nahoßdenie podhodØweæ netrivial~noæ normirovki (skeælinga), pozvolØ¸weæ rassmatrivat~ vse mery v odnom masxtabe. �tot, v suwestvennom edinstvennyæ, skeæling i prØmoæ otvet na postavlennyæ vyxe vopros v sluqae klassiqeskih statistik dlØ kvantovogo ideal~nogo gaza i ih obobweniæ budet dan niße.

3. Iz vsego obxirnogo klassa mul~tiplikativnyh mer rassmotrim lix~ sledu¸wiæ: F^{BE}_{{bk}}(x) = ∞∏ k=1 1 (1 − x^k)^{bk} , F^{F D}_{{bk}}(x) = ∞∏ k=1 (1 + x^k)^{bk} ,

gde b_k ∈ N, k = 1, 2, . . . V silu predyduwego ffti funkcii zada¸t statistiki na P, P_n, P_{n,N} – μ_{x,{bk}} i t. d. My opuskaem ukazanie na {b_k}, kogda ffto vozmoßno. Esli b_k = j_d(k) = #{(k_1, . . . , k_d) ∈ Z^d : k^2_1 + . . . + k^2_d = k}, to ffti statistiki sovpada¸t so statistikami Boze–�ænxteæna i Fermi–Diraka d-mernogo kvantovogo ideal~nogo gaza.

Opredelim qislo α = α({b_k}):

α = inf{α^′ : rØd Dirihle ∞∑ k=1 b_k k^s est~ analitiqeskaØ

funkciØ ot s v poluploskosti Re s ¿ α^′}.

DlØ b_k = j_k(d) po izvestnoæ teoreme ZigelØ α =^d_2 .

Parametr α – edinstvennaØ harakteristika funkciæ F^{BE} i F^{F D}, kotoraØ nußna dlØ otvetov na postavlennye voprosy. My budem sqitat~, qto α < ∞.

Nißesledu¸waØ teorema utverßdaet, qto suwestvuet i pritom edinstvennyæ skeæling, pri kotorom mery μ_x i μ^n shodØtsØ, i predel est~ vyroßdennaØ mera, sosredotoqennaØ na odnoæ zameqatel~noæ krivoæ, odnoznaqno opredelØemoæ po qislu α.

Teorema. DlØ l¸byh a, b > 0 i ε > 0

lim_{x→1} μ_x { λ ∈ P : sup_{t∈[a,b]} | | | |n^− α α+1 ∑ k¿tn^{11+α} r_k(λ) − ∞∫ t u^{α−1} e^{−cu} 1 ∓ e^{−cu} du | | | | < ε } = 1,

lim_{n→∞} μ^n { λ ⊢ n : sup_{t∈[a,b]} | | | |n^− α α+1 ∑ k¿tn^{11+α} r_k(λ) − ∞∫ t u^{α−1} e^{−cu} 1 ∓ e^{−cu} du | | | | < ε } = 1.

Vybor znaka ∓ otveqaet statistikam BE i F D sootvetstvenno, konstanta c opredelena niße.

Takim obrazom, skeæling opredelØetsØ tak: (n^{1α+1} , n^{αα+1} ); predel~naØ mera na oboih ansamblØh sovpadaet i ØvlØetsØ δ-meroæ na krivoæ, opredelØemoæ uravneniem

Γ_α(t) = ∞∫ t u^{α−1} e^{−cu} 1 ∓ e^{−cu} du. (∗) FunkciØ Γ_α(t) est~ plotnost~ raspredeleniØ, pofftomu konstanta c opredelØetsØ iz usloviØ_∞ ∫ 0 Γ_α(t)dt = 1.

Zametim, qto dlØ α > 1 (t. e. d > 2) Γ_α(0) < ∞, a dlØ 0 < α 6 1 Γ_α(0) = ∞. Sluqaæ α = 1 sootvetstvuet, s odnoæ storony, ravnomernomu raspredeleni¸ na P_n i ffælerovym funkciØm F^{BE} (x) = ∏_∞ k=1 1 1−x^k , F F D(x) = ∏_∞ k=1(1 + x^k), a s drugoæ – dvumernomu ideal~nomu gazu (α =^d_2 ). KrivaØ Γ_1(t) v simmetriqnoæ forme zapisyvaetsØ uravneniem (BE–sluqaæ) exp ( − π √ 6 x ) + exp ( − π √ 6 y ) = 1,

a skeæling – ( √ n, √ n). L¸bopytno, qto ee povedenie v nule (logarifmiqeskaØ osobennost~) ob¨ØsnØet staru¸ teoremu P. �rdexa o tom, qto v tipiqnom razbienii qisla n qislo slagaemyh rastet kak c √ n ln n, qto imeet prØmoe otnoxenie k voprosu o fazovom perehode (toqnee, ego otsutstvi¸ pri d 6 2).

FiksaciØ rosta qisla slagaemyh privodit k analogiqnoæ teoreme dlØ mer μ^{n,N} , a imenno, esli N = vn^{α1+α} , v > 0, to sootvetstvu¸waØ formula dlØ Γ_{α,v} takova:

Γ_{α,v}(t) = ∞∫ t u^{α−1} e^{−cu} 1 ∓ ve^{−cu} du. Krivye Γ_α, Γ_{α,v} est~ predely diagramm ınga v podhodØweæ normirovke, t. e. predel~nye raspredeleniØ razbieniæ.

4. OstanovimsØ kratko na osnovnom voprose – svØzi so statistikoæ ideal~nogo kvan-

tovogo gaza.

SostoØnie (= toqka ansamblØ = konfiguraciØ) opredelØetsØ v fftom sluqae naborom impul~sov qastic, vhodØwih v konfiguraci¸, t. e. naborom sobstvennyh znaqeniæ (s kratnostØmi) zadaqi Dirihle dlØ operatora Laplasa s periodiqeskimi graniqnymi usloviØmi. Pust~ V – ob¨em d-mernogo tora, ω – sostoØnie sistemy. Togda ffnergiØ sostoØniØ zadaetsØ formuloæ

E_ω =

(2π~)^2_{2m}^∑ q∈ω⊂Zd 1 V^{2d} ‖q‖^2, gde ‖ · ‖ – d-mernaØ ffvklidova norma. PrinØv sistemu edinic, v kotoroæ mnoßitel~ pered summoæ raven 1, my poluqaem s toqnost~¸ do oboznaqeniæ situaci¸ rassmotrennu¸ vyxe, v kotoroæ F(x) = ∏_∞ k=1 1 (1−x^k)^jd^{(k)} (BE-statistika).

Iz privedennoæ vyxe teoremy sleduet, qto skeæling po osØm takov:

(n^{1α+1} , n^{αα+1} ) = (E^{2d+2} , E^{dd+2} ),

napomnim, qto E = n, α =^d_2 . Pofftomu V = V (E) ≃ E^{dd+2} , N = N(E) ≃ E^{dd+2} (po porØdku). Zdes~ my rassmatrivaem tak nazyvaemyæ fotonnyæ sluqaæ: qislo qastic ne fiksiruetsØ, a ØvlØetsØ sluqaænym. My vidim, qto sootnoxenie meßdu ob¨emom i qislom qastic avtomatiqeski ustanavlivaetsØ takim, kakim ono dolßno byt~ pri termodinamiqeskom predel~nom perehode. Takim obrazom, nax predel~nyæ perehod v toqnosti sootvetstvuet termodinamiqeskomu predelu, v kotorom N i V ime¸t odinakovyæ porØdok rosta. Esli ße zafiksirovat~ predel otnoxeniØ qisla qastic (slagaemyh) k ob¨emu (kotoryæ faktiqeski opredelØet tipiqnyæ razmer slagaemyh), to my prihodim k analogiqnoæ probleme dlØ uslovnogo raspredeleniØ, t.e. dlØ malogo kanoniqeskogo ansamblØ – sm. dalee.

Zametim, qto v teoretiko-qislovyh i geometriqeskih zadaqah umestno rassmatrivat~ situacii, kogda sootnoxenie meßdu V = V (E) i N = N(E), t.e. meßdu qislom i razmerom slagaemyh ili summoæ neobØzatel~no stol~ ßestkoe kak v termodinamiqeskom predele. Naprimer, qislo slagaemyh moßet byt~ zaranee zadannoæ funkcieæ summy.

VernemsØ k statfiziqeskoæ interpretacii teoremy, sformulirovannoæ vyxe. Pust~ r_k(ω) – qislo qastic s ffnergieæ ravnoæ k, t. e. summa obyqnyh qisel zapolneniØ po sfere radiusa k v impul~snoæ rexetke. Sformuliruem teoremu v podhodØwih terminah. Pust~ ε > 0.

Teorema. Pri dostatoqno bol~xih ffnergiØh E > Eε mnoßestvo sostoØniæ ideal~nogo

BE-gaza (qislo qastic sluqaæno), dlØ kotoryh vypolneno nißesledu¸wee svoæstvo (∗), imeet gibbsovsku¸ meru b&ol~xu¸ 1 − ε: sup 0<a6t6b<∞ | | |E(ω)^{− d}d+2 · ∑ k¿tE^{2d+2} r_k(ω) − Γ d_2 (t) | | | < ε. (∗)

Takim obrazom, krivaØ Γ d_2 est~ grafik predel~noæ plotnosti raspredeleniØ E(ω) – ffnergii tipiqnoæ konfiguracii po normirovannoæ na – E^{2d+2} – ffnergii qastic.

Ots¸da sleduet, naprimer, qto v tipiqnoæ konfiguracii summarnaØ ffnergiØ vseh qastic, kaßdaØ iz kotoryh imeet ffnergi¸, leßawu¸ v intervale (aE^{2d+2} , bE^{2d+2} ) asimptotiqeski ravna ∫_b a Γ_α(t)dt · E, a qislo qastic s ffnergieæ b&ol~xeæ, qem tE^{2d+2} ravno

Γ_α(t)E^{2d+2} . Principial~no vaßnym ØvlØetsØ vopros o koneqnosti Γ_α(0) : esli ffto qislo koneqno, to qislo qastic (slagaemyh) v tipiqnoæ konfiguracii rastet kak Γ_α(0)E^{2d+2} , esli ße beskoneqno, – to qut~ (na stepen~ logarifma) bystree.

Privedem bolee Øvnu¸ formulu dlØ d = 3 - trehmernogo ideal~nogo BE-gaza:

Γ 3_2 (t) = ∞∫ t √ u e^{−cu} 1 − e^{−cu} du, c = [ Γ ( 5 2 ) ζ ( 5 2 )] 2_5 . Zdes~ Γ est~ gamma-funkciØ, a ζ – dzeta-funkciØ Rimana. V nule plotnost~ raspredeleniØ Γ_α(t) – ograniqena.

Esli my fiksiruem rost qisla slagaemyh (qastic) v estestvennom diapazone s toqnost~¸ do konstanty – N ∼ cE^{dd+2} (a togda, kak uße upominalos~, avtomatiqeski fiksiruetsØ i^N_V → v, gde v – koneqnaØ plotnost~), to otvet takße moßet byt~ poluqen analogiqnymi metodami. Zdes~ req~ idet o malom kanoniqeskom ansamble i o slabyh predelah mer μ_{x,z} i μ^{n,N} . �ti predely mogut uße ne sovpadat~ – sm. [3].

Zametim, qto vse formuly ime¸t smysl i dlØ drobnyh razmernosteæ d; v fftom sluqae b_k = [k^{α−1}], esli 1 6 α i, po-preßnemu, d = 2α; znaqenie naxeæ plotnosti v nule – koneqno v razmernostØh d > 2.

S teoretiko-qislovoæ toqki zreniØ l¸bopyten i odnomernyæ sluqaæ d = 1, ne predstavlØ¸wiæ, koneqno, interesa dlØ statfiziki; zdes~ α =^1_2 , a b_k = 1, esli k est~ polnyæ kvadrat, i b_k = 0, esli k ne est~ polnyæ kvadrat, – on otveqaet zadaqe o predel~noæ plotnosti razbieniØ natural~nogo qisla v summu kvadratov s neograniqennym qislom slagaemyh -inaqe govorØ, ffto neograniqennaØ kvadratiqnaØ problema Varinga; otvet zdes~ takße daetsØ formuloæ, privedennoæ v teoreme pri znaqenii α =^1_2 .

Razliqie meßdu razmernostØmi (v tom qisle i drobnymi) d > 2 i d 6 2 (t. e. meßdu α > 1 i α 6 1) vyraßaetsØ v naliqii ffffekta kondensacii Boze–�ænxteæna, kotoryæ v naxih terminah ob¨ØsnØetsØ tak. Esli Γ_α(0) = ∞ (a ffto tak v razmernostØh d 6 2), to l¸boe zadannoe koneqnoe znaqenie normirovannogo na nußnu¸ stepen~ ffnergii qisla qastic (slagaemyh) budet men~xe po porØdku, qem qislo qastic, v tom sluqae, kogda ono sluqaæno. Deæstvitel~no – sm. vyxe – poslednee dlØ tipiqnoæ konfiguracii rastet s rostom ffnergii E neskol~ko bystree, qem E^{dd+2} ·, qto, sobstvenno, i oznaqaet beskoneqnost~ Γ_α(0). Esli ße Γ_α(0) < ∞ (t. e. d > 2), to pri zadannom normirovannom qisle qastic (slagaemyh) b&ol~xem, qem Γ_α(0), ”zakazannoe” qislo budet bol~xe, daße, qem v bezuslovnom (fotonnom) sluqae i ”nedosta¸wee” qislo qastic moßet byt~ vospolneno tol~ko za sqet qastic s nulevym impul~som, t. e. za sqet nulevyh slagaemyh, – v fftom i sostoit Øvlenie kondensacii Boze–�ænxteæna.

Takim obrazom, prosteæxiæ fazovyæ perehod poluqaet teoretiko-qislovu¸ interpretaci¸ i ob¨Øsnenie. DlØ specialista zametim, qto faktiqeski funkciØ Γ_α(.) i, v qastnosti, znaqenie Γ_α(0) neØvno soderßit i temperaturu, i plotnost~, a kondensaciØ opredelØetsØ nekotorym vyraßeniem ot nih, kotoroe i est~ Γ_α(0),– sm. [4], formula (55.5) v [4] napominaet naxe Γ_α(0). Samoæ ße Γ_α(.), ravno, kak i privedennoæ zdes~ i v [1] postanovki voprosa, avtor v literature ne naxel. Neograniqennost~ Γ_α(t) v razmernosti d = 2, (α = 1) moßno vyvesti iz upomØnutoæ vyxe teoremy �rdexa o tipiqnom qisle slagaemyh v ravnomerno raspredelennyh razbieniØh natural~nogo qisla – ego asimptotika po fftoæ teoreme est~ c √ n ln n.

Krivye Γ_α ØvlØ¸tsØ ffkstremalØmi nekotoryh variacionnyh zadaq. Sootvetstvu- ¸wiæ variacionnyæ princip sformulirovan avtorom (sm. [1,2]), no podrobnee budet obsußden v drugom meste. Variacionnyæ princip tesno svØzan s metodom bol~xih ukloneniæ i ffntropieæ. R. L. Dobruxin byl odnim iz pionerov primeneniØ fftih metodov v statistiqeskoæ fizike.

Literatura

1. Verxik A. M., StatistiqeskaØ mehanika kombinatornyh razbieniæ i ih predel~nye formy. — Funkc. anal. i ego pril., 30, 2, 19-39 (1996).

2. Vershik A. M., Asymptotic combinatorics and algebraic analysis. Proceedings of the International Congress of Mathematicians, Zürich, 1994. vol. 2, 1384-1394,, Birkhäuser Verlag, 1995.

3. Lewis J.T., The Free Boson Gas. LMS Sympos. Math. Contemp. Phys.. Acad. Press, 1972, 209-226. 4. Landau L.D. i Lifxic E.M., StatistiqeskaØ fizika. Nauka, 1964.